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QUATERNION : UNE REPRESENTATION PARAMETRIQUE
SYSTEMATIQUE DE ROTATIONS FINIES

Partie II : Quelques Applications

Luis REYES-AVILA
INRIA - Rocquencourt
DEPFI, UNAM, Seccidn Mecanica, México

Résumé

Dans la premiére partie de cette suite de rapports, [1], on a présenté de facon détaillée
la structure algébrique de ’espace vectoriel des quaternions, puis on a obtenu quelques
unes des représentations utilisées en mécanique des milieux continus pour exprimer les
rotations finies des corps rigides.

On présente dans ce second rapport quelques applications des quaternions a la
représentation sous forme paramétrique de la matrice de transition entre bases ortho-
gonales de R*. Cette application donne une base pour continuer les représentations
associées & quelques unes des transformations de coordonnées les plus couramment
utilisées dans la mécanique des corps rigides : angles d’Euler, Tait-Bryan, coordonnées
cylindriques et sphériques. On présente également dans ce cadre théorique, la méthode
de Denavit-Hartenberg utilisé en Robotique pour définir des systémes de coordonnées
pour les corps formés par un ensemble de barres rigides.

Professeur invité dans le Projet Modulef du 15 Octobre 1989 au 30 Octobre 1991.
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QUATERNIONS : A PARAMETRIC SYSTEMATIC
REPRESENTATION OF FINITE ROTATIONS

Part II : Some Applications

Luis REYES-AVILA
INRIA - Rocquencourt
DEPFI, UNAM, Seccion Mecanica, Mexico

Abstract

The first part of this series of reports (1] gave a detailed presentation of the algebraic
structure of the space vectorial of Quaternions and presented some of the representa-
tions used in continuum mechanics to express finite rotations of rigid bodies.

In this second report we present some applications to the representation in para-
metric form of the transition matrix between two orthogonals bases of R*. This appli-
cation serves as a basis for continuing representations associated to some of the most fre-
quently used coordinate transformations in solid body mechanics : Euler and Tait-Bryan
angles, cylindrical and spherical coordinates. We also give a theoretical presentation of
the Denavit-Hartenberg method used in robotics to define systems of coordinates for
bodies formed by a set of rigid beams.
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INTRODUCTION

L’objet de ce rapport est de présenter I’application des quaternions pour représenter
sous forme paramétrique la matrice de transition entre deux bases orthogonales de R*.
Cette idée est importante pour insérer la méthode de Denavit-Hartenberg dans le cadre
théorique développé en [1]. Cette insertion permettra d’étendre les applications des
quaternions aux systémes formés par un ensemble de corps rigides.

Dans le premier paragraphe du présent rapport, nous présentons la représentation
tensorielles de la transformation identité I : R* — R* a l'aide de la matrice de tran-
sition de la base canonique B = {e;}{., et d’une base B’ C R* pas nécessairement
orthogonale. On obtient en particulier le cas ou B’ est orthogonale.

Dans le second paragraphe, nous présentons ’application des quaternions pour
paragraphe, p PP q p
exprimer sous forme paramétrique la matrice de composition des trois rotations élémen-

taires connues dans les applications de la mécanique des gyroscopes sous le nom d’angle
d’Euler.

Dans le troisieme paragraphe, nous présentons les rotations canoniques associées
aux angles de Tait-Bryan communément utilisées en aérodynamique. Dans le quatrieme
paragraphe, on présente la représentation paramétrique associée a la linéarisation des
rotations canoniques.

Dans les cinquiéme et sixieme paragraphe, on présente la paramétrisation respective-
ment associée aux coordonnées cylindriques et sphériques. Finalement dans le septiéme
paragraphe, on donne une application des quaternions a un corps formé par un ensem-
ble de corps rigides reliés par des articulations rotoides. Cette application permettra
d’insérer la méthode de Denavit-Hartenberg dans le cadre théorique développé en [1].



NOTATIONS

a) (Q, ®, ¥) = espace vectoriel des Quaternions avec la structure algébrique des Quater-
nions définie en [1].

b) L(Q,Q) = {T : Q — Q : T est linéaire} = espace vectoriel des tenseurs d’ordre 2.
c) Muxm = {M :R™ — R" : M est une matrice réelle d’ordre n x m}

d) p(p,®) € L(Q,Q),p € Q fixe est la transformation définie par

2
p(p,e)=1 + TPl (WoW +poW)

avec W= —p3e:Q@es+pe2Qes+p3e3Q®e2— mes®@es— p2ea@e2+pes®es
e) M,pe) € Myy4 matrice de la transformation p(p,e) € L(Q, Q).

f) lorsqu’on mentionne une référence indicée par 1 (i.e. (7.15),), il s’agit d’une référence
a une équation (i.e. (7.15)) de la partie 1 [1].
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1 REPRESENTATION PARAMETRIQUE DES CHANGE-
MENTS DE BASES

Notre objectif dans cette partie est d’appliquer l’algebre des quaternions développée
dans [1] pour représenter sous forme paramétrique la matrice de transition entre deux
bases orthonormales B et B’ de R*. Ce résultat sera utilisé ultérieurement pour cons-
truire les représentations paramétriques associées a quelques unes des transformations
de coordonnées les plus communément utilisées dans la mécanique des solides rigides et
en particulier en robotique. Notre résultat fondamental est le suivant :

Théoréme 1.1 : Soient B’ = {e}}i-; C R*et B = {g;}}.; C R* deux bases non
nécessairement orthogonales. Alors, la transformation identité I : R* — R*  admet
la représentation suivante :

I = Puguex ®¢;, (1.1)
ou, P = (Pr) € M,y4 est la matrice de transition de la base B’ & la base B et
G = (9s) € M,x4 est la matrice associée au tenseur métrique de la base duale de
B’, c’est a dire :

g =e7-€ (1.2)

ou B" = {e}{}i-; est la base duale de B'.

Démonstration : Nous rappelons que la matrice de transition de la base B’ a la
base B se construit sous la forme suivante :

Ie) = Pijex. (1.3)

En outre, si B” est la base duale de B’ alors :

gag'.j = 51, (1-4)

(€)= uiPyer = u) Pee(909" ek
= u;Pegeiei-e’)er = w;Prgu(er ® e)e;

= Pijgu(er ®el)ule’ = Prigner ®el)u, Vu € R



Suivant (1.3) observons que le tenseur métrique et la matrice de transition sont reliés
par l’expression suivante,

gjm = ijpnm(gk-gﬂ) = P_ﬁpﬂm(gk’g")’ (15)

Par suite si B’ et B sont orthonormales la matrice de transition est orthogonale.
Dans ce cas, comme gy = 4, on obtient :

I =PuerQe; (1.6)

bim = §™ = PejPim = P Pim, I

Par la suite nous présenterons les applications qui nous paraissent étre les plus
significatives. En dynamique classique, on se donne le nombre de rotations élémentaires
ou canoniques pour lesquelles ’axe de ces rotations coincident avec certains vecteurs
de la base. Parmi ces différents types de rotations, les plus courantes sont appelées les
angles d’Euler utilisés dans la mécanique des gyroscopes et celles de Tait-Bryan, utilisés
en aérodynamique.

2 LES ANGLES D’EULER

Nous décrirons dans cette partie les rotations effectuées a ’aide des angles d’Euler. Etant
donné B = {e,,¢e2,€3,e4} la base canonique de R*, construisons la base B’ = {ei(p)}i,
a l'aide d’une rotation B d’angle ¢ et d’un axe w, = e4, c’est a dire :

ei(p) = p(p,®)ei, PEQ (2.1)

Suivant (7.13); nous savons qu'un quaternion unitaire associé a cette rotation est
donné par :

Po = cos % , Puv=sin §g4- (2.2)

Par suite,
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(1 0 0 0) ‘
0 p3—p3 —2pspo O
MP(Pv.)z
0 2pspo pg—p3 O
\0 0 0 1
( (0 00 0) (00 0 0] ¢ (2.3)
0100 00 -10
=1 +2p3{—p3 + po t
0010 01 0 0
| \0o00 0} \0 0 0 0/]

Appliquons & la base B’ = {e!(p)}i., une rotation d'angle 8 et d’axe w, = e4(p)
pour obtenir la base B” = {e/{(p, q)}i-, suivant la définition :

ex(p,q) = p(q,*)ei(p), k=1,2,3,4 (24)
Le quaternion correspondant a la rotation est dans ce cas :

6
go = cos 3, g, =sin 7 e3(p) (2.5)

Par suite,



0 ¢g—q5 0 29

MP(Qv.)=
0o 0o 1 0
\ 0 —2¢¢q> 0 ¢ —¢q} )

( {0000\ (0 0 00))} (2.6)
0100 0 0 01

=1 +2¢{-¢ + 9 (

0000 0 0 00

| \ooo1/) \o-100/]

Considérons ensuite une nouvelle rotation d’angle ¢ et d’axe w3 = e§(p, ¢). La base
B" = {e¥(p,q,7)}i=1 se définit dans ce cas :

14

ey (p,g,r) = p(r,®)e(p,q), k=1,2,3,4. (2.7)

Le quaternion correspondant est :

P

3 €4(p,9); (2:8)

To = COS. r, =sin

E ’

et la matrice associée correspondante est donnée par :



(1 0 0 0) )
0 r2—1r2 —2ror3 O
MP("!‘)Z
0 27’37’0 7'3—7'30
\0 0 0 1)
' (0 00 0) (00 0 0)) ¢ (2.9)
0100 00 -10
=1 +2r3{—r3 + 1o ¢
0010 01 0 0
‘ \0 0 0 0 \0 0 0 0/]

Les angles ¢, 0 et 9 utilisés dans ces développements sont appelés les angles d’Euler.

A partir des transformations p(p, ®), p(g,®), p(r,®) € L(R*, R*) définissons 'application
T € L(R* R*) qui a la forme suivante

T = p(r,®)0p(g,%) 0 p(p,e.). (2.10)

La matrice associée a une telle transformation est la matrice de transition entre les
bases B et B exprimée a ’aide des quaternions p, q,7 € Q. La forme explicite de cette
matrice est :



MP("’PvQ) =

Théoréme 2.2 :

[ 1 0
0 (rd—r3)(gd—a2)(pé—p3)—4rsropapo

0 2rors3(q3—q2)(P3—p3)+2pops(ra—73)

\ 0 ~24092(P —P3)

0 0
—2p3po(95 — 43 )(r5 —73) —2raro(P§ —P3) 290q2(r—73)
—d4raropapo(ge — a2 )+ (16 ~3)(P5—p3)  4rorsqeqe

4pop3qoge @-q

to = (£)qo(ropo — 3p3), . )

ty = () L2PoPs = rors)
(ropo — r3p3)

ty = (£) 92[(2;8(:0;0) ks r(a-?;?))— 1]

I

ts = () ———— [Tors(2po — 1) + pops(2rg — 1)].

ToPo — T3P J

Démonstration : Observons tout d’abord que si R € M;x4 es
T € L(R*,R*) et si t € @ est le quaternion unitaire associé, alors :

10

\ ¢ (2.11)

/

Dans le but d’associer un quaternion a la transformatxon définie par la relation
(2.10), établissons le résultat suivant.

Soit R € M,x4 la matrice de la rotation T € L(R* R*) définie
en (2.10). Alors, un quaternion t € @ associé a une telle rotation est donné par :

> (2.12)

t la matrice de



-

(1 0 0 01Y) (1 0

Par suite, trR = 1+ 3t2 — ||t,|* =82 + ||t.|]* + 3¢ —

to = (£) 1 [trR]'/2. En outre,

1 1
t1_4_t0(R“3_R3“)_(:t)—2\/—tr_R(R‘3_
th = — (Roa ~ Riz) = ———s (Rau =
2= gy (P ) = e g (P
f= — (R — Ry) = ——— (R
2= g P = ) =t g (e

Pour obtenir le résultat cherché, il suffit d’observer que :

trR = 4‘13(7‘01’0 - 7‘31’3)2,

Ry — Ry = 4410‘12(1’01’3 - 7‘07'3),

Rys — Ry = 2goqa[(278 — 1) + (2p3 — 1)),

0 Ry; Ry Ry 0 t3+t2—t2—t2 2(tita—tato) 2(tot2+tit3)
0 Rs; Rass Ra 0 2tots+tity) 2+t2—t2—12 2(ttz—toty)

\ 0 Ry; Ry Ry ) \ 0 2(tits—tots) 2(toty+tats) tI+t3—17—17 )

0 )

||| = 4t3. Ou encore
)
R34)’

Rg), } (2.13)

Rq3).

)

Ry — Ry3 = 443[rors(2pg — 1) + popa(2rg — 1)].

Du théoréme précédent, nous déduisons 'existence de singularités lorsque rop, —
raps = 0. En outre le quaternion t € @ peut étre exprimé au moyen d’une seule des
composantes des quaternions unitaires r,q,p € @, sous la forme suivante :

11



to = (£)go(ropo — (£)(1 — r2)V2(£)(1 — p2)/?), \

93)*(po(£)(1 = p)'72 — ro(£)(1 — r§)'/?)
(ropo — (£)(1 — r§)'2(£)(1 - p3)'/?) ’

(1—gd)"2[(2r§ — 1) + (293 — )]
2(ropo — (£)(1 — rd)V2(£)(1 - p§)'/?)

ro(£)(1 = r3)!/*(2p§ — 1) + po(&)(1 — p§)'/*(2r§ — b
(ropo — (£)(1 — m3)*/2(£)(1 — p)*/?) )

R G

> (2.14)
t2 = (:t)

ts = (%) gof

Dans les équations (2.14), observons que si nous connaissons les parties réelles des
quaternions p, ¢, € @, nous pouvons déterminer par simple substitution le quaternion
t € Q associé & la rotation T € L(R*, R*) définie en (2.10). Nous savons que I’axe de la
rotation est déterminé par la partie vectorielle de t € @ et par ’angle a de cette méme
rotation qui suivant (7.4), satisfait 1’équation

cosa = t3 — ||t.||°. (2.15)

Etant donné que l'opérateur cos : R — [—1,1] n’est pas injectif, il n'y a pas
unicité pour la solution de (2.15). En fait ,

a€{p€ER : p=cos” (& —|It.|*)}. (2.16)

Dans les applications, il est courant de souhaiter déterminer les angles d’Euler lorsque
lon connait le quaternion ¢t € Q. Observons a partir de (2.14) que ceci implique la
résolution d'un systéme d’équations algébriques non linéaires avec la restriction

ropo — (£)(1 — r3)2(£)(1 — p)"/* # 0. (2.17)

Il convient de souligner que la substitution de toutes les représentations paramétriques
obtenues jusqu’a maintenant dans les définitions (2.2), (2.5) et (2.8) conduit comme
d’habitude (voir [2]) aux représentations trigonométriques des rotations p(p,e), p(q, @),
p(r,0), T € L(R*, R*). Les équations (2.14) auraient aussi leurs représentations trigono-
métriques correspondantes. Observons également que ’application définie par

T7 = p(p, )" 0 p(g,0)" 0 p(r,®)" (2.18)

12



o)

)

est la transformation de coordonnées de la base B” ala base B. Finalement mentionnons
qu’il est important de réaliser I’analyse qualitative, existence et unicité de solutions, des
sytémes d’équations du type (2.14), (2.16) ainsi que ’étude des différentes méthodes
pour leurs résolutions.

3 LES ANGLES DE TAIT-BRYAN

Nous allons présenter maintenant la représentation paramétrique des rotations élémen-
taires qui correspondent a ’appellation d’angles de Tait-Bryan. Dans ce cas, nous avons
également trois rotations élémentaires qui s’effectuent comme suit ; la base canonique
de R, B = {ei}i.,, est obtenue par rotation d’un angle ¥ autour de l'axe w, = e, ce
qui conduit a la base B’ = {e’}i_;. A la base ainsi obtenue on applique une rotation
d’angle 6 et d'axe w, = e}, ce qui conduit a la base B” = {e/}i_,. Finalement on
construit la base B” = {e}'}{_,, au moyen d’une rotation d’angle ¢ et d’axe w3 = ef.
A cette suite de rotations nous pouvons associer les quaternions unitaires suivants :

Po = cos -, Py =sin %22,
0 .0
Qo =cos 5, P, =sin 59'3 v (3.1)
— ¢ . ¢ 17
g = COS —, I, =s1n 524,

Les noms usuels des angles 3,0, ¢ dans les applications sont généralement, YAW,
PITCH et ROLL. Dans ce cas les changements de base prennent la forme suivante :

e5(p) = p(p,9)e;,
ex(p,q) = p(g,9) 0 ei(p) = p(q,9) 0 p(p, 0)e ;, (3.2)

e7'(p,q,7) = p(r,0)ei(p,q) = p(r,9) 0 p(g,®) 0 p(p, e)e;.

Construisons maintenant la représentation paramétrique des matrices associées aux
rotations. Pour la premiére rotation nous obtenons :

13



M) =

=1 4+2pip:

Mp(q.O) =

=1 +2¢{¢

et finalement,

0 0 0 )

1 0 0

0 pi—-p! —2pop

0 2popr Pa—pi )

0 (00

0 00
+ Po

0 00

-1 \ 0 0

0 0 0 )\
%—95 0 2gog

0 1 o0
—2q0g2 0 ¢3—q} )
0 ) [0 0
0 00

+ Qo

0 00
-1 \ 0 -1

14
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o

0/)

¢

(3.4)



2
Mp(r,o) =

=1 +2r34r3 + 70

0 r2—r2 —2r3rg O

2_ .2
0 2r3rp r5—13 0

0 )

1)
(0000\‘
00 -10
01 0 0 |
\0 0 0 0/

(3.5)

Dans ce cas, la matrice associée a la transformation coordonnée de la base B a la

base B,T € L(R*, R*) défini en (2.10) est donnée par :

M(r,q,p) =

(1 0

\

0

290q2(p§—p3)(rd —73) + 4raropop:

4ror3goqa(p3 —p2) —2pop1 (13 —13)

(2 —a2) (Pt -p?)

15

0

0 (rd—73)(95—93) 49092pop1(rd—13)—2r3r0(P5—P})
0 2rora(gi—q2)  8roragogepopr +(ré —r2)(p: —p?)

0 —2¢0qs 2pop1 (66— 42)

| (3.6)



Dans ce cas, on obtient :
trM(r,p,q) = 4[(1-p})(1 -3 —73) + 345 ’
+2ro(£)(1-73)2q0(£)(1— ) *po(£)(1~-p5)'/*]
Rya — Raa = 4{()po(1 = p))* (65 + 75 — 1)
+ro(£)(1 = r3)/?qo(£)(1 - ¢5)/*(2p5 — 1)},

R2q — Ry = 4ro(£)(1 - rg)l/zpo(:t)(l - P(Z))I/z

(3.7)

+2g0(£)(1 — ¢8)"*[(20§ - 1)(2r3 - 1) + 1],

Raz — Ras = —4go(£)(1 — ¢3)?po()(1 — pd)/?

+(£)2ro(1 — 7)V2[(2¢5 - 1) + (295 — 1)]. )

Par suite le quaternion de la composition des rotations est obtenu en combinant les
équations (2.18) et (3.7). Pour résoudre le probleme inverse, c’est a dire déterminer
1,0 et ¢, connaissant ’angle et ’axe de rotation , il est nécessaire de résoudre un
systeme d’équations algébriques non linéaires avec la restriction

(1-p3)(1— g3 —75) + 1343 }
(3.8)

+2ro(£)(1 = 5)2g0(£)(1 ~ ¢3)"*po(£)(1 — p})'/* > 0.

4 LINEARISATION DES ROTATIONS CANONIQUES

L’objectif de cette partie est de présenter une linéarisation des rotations canoniques
obtenues dans les applications précédentes. Pour cela observons que dans les cas des
angles d’Euler les rotations linéarisées peuvent s’écrire selon (7.20); sous la forme

pp,0)=1 +Wo =1 +6W, =1 +¢(—e2®e5+e30e)),
plg,0) =1 +Wo=1+0W, =1 +6(e;®ey —e;®ej), (4.1)

prie) =1 +W, =1 +yvW, =1 +¢(—e3®e5 +e30¢3),



Les matrices associées a de telles rotations infinitésimales sont respectivement

M(p0) =

(10 0 0)
01 —¢ 0
06 1 0
Loo o0 1
Miy(g0) =

(1000\
01 086
0 0 10
\0 -6 0 1)
My(re) =

(10 0 0)
01 - 0
0y 1 0
L0 o0 0 1)

Ty

I
.

]

Ty

(00 0 0)

17
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M(4,0,9) = )

(0 0O 0 0) (0 0 0 0 )

0 0 —p—¢ 6 0 —y¢ 0 0 |} (4.3)
I 4+ +

0 v+ 0 0 0 0 —y¢ 6y

L0 -6 o o/ \o o o o))

Par suite, la rotation infinitésimale associée & la composition de rotations infinitésimales

est donnée par

ou, W(4,8,¢) € A(R*, R*) est le tenseur antisymétrique défini par :

W($,0,¢) = —(v+dle2®e; +0e,@ey +(V+d)ea®ey — e, ey (4.5)

Le quaternion associé a cette rotation s’obtient en appliquant les équations (2.13),
c’est a dire,

1 1
to=+1, h=0, =36, ts=%3 (Y +0) (4.6)

Dans ces relations, nous pouvons observer que la norme du quaternion t € @ n’est
pas unitaire et ainsi

ltrE =1+ % (6* +¢° + ¢%) 2 1. (4.7)

Le probleme inverse dans ce cas se résout en combinant (4.6) et (4.7).

Linéarisons maintenant les rotations effectuées avec les angles de Tait-Bryant. Pour
cela appliquons de nouveau (7.20); pour obtenir

18



p(p,o) =1 +¢Wy

pla,9) =1 +6W, =1 +6(~¢

p(rie) =1 +9W,

=1 +¢(—es®e}+eq4®eb),

Les matrices associées correspondantes sont données par

My(p,e) =

(100 0 )
010 0
001 —¢
\0 0 ¢ 1 )
My(g) =

(1 0 0 0)
0 1 06
0 0 10
\0 —6 0 1
My(re) =

(10 0 0)
01 —-¢ 0
0y 1 0
\0 0 0 1)

Uy

I
~

i

e

(000 0 )
000 O
000 —¢
\0 0 ¢ 0
(0000\
0 0 09
0 0 00
\0 -6 0 0
(00 0 0)
00 —% 0
0% 0 0
\0 0 0 0)

19

[0 0

(4.8)

(4.9)



Par la suite, la matrice de la composition est donnée dans ce cas par

(000 0 O0Y (00 0 0]
0 0 —¢ 6 0 0 8¢ oy
M(¢,8,¥)=1 + + > (4.10)
0 v 0 —¢ 0 0 64y 6y
\0 -6 ¢ 0 /) \ooO O o0 )|

Par suite, le tenseur des rotations infinitésimales associé a la composition s’écrit :

T(¢,60,9)=1 +W(¢,6,%), (4.11)

ou, la partie antisymétrique est donnée par :
W(4,6,9) = —he.®ey +0e2®ey +esQey —des®ey +de.®@ey.  (4.12)

Dans ce cas nous pouvons associer a la composition le quaternion suivant
1 1 1
t0=i1, t1=:i:§¢, t2=:t§9, t3=:t§1,[) (413)

de norme ||t|] = 1+ § (6% + ¥ + ¢*) ~ 1. Nous observons que la solution du probléme
inverse s’obtient directement a partir de cette derniere équation. L’angle de rotation de
la composition s’obtient de fagon similaire au cas précédent, c’est a dire en appliquant

(2.13).

5 COORDONNEES CYLINDRIQUES ET SPHERIQUES

L’objectif de cette partie est de présenter I’application des quaternions aux changements
de base entre un systeme de référence cartésien et un autre qui ne soit pas seulement une
rotation de la base canonique. Les systéemes de ce type les plus couramment utilisés sont
les systemes cylindriques et sphériques ; rappelons que pour le premier de ces systemes
de référence la base naturelle est donnée par : (avec les notations habituelles)
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el =e
eb =e, =cosfe, +sinfes,
. (5.1)
e5=eg = —rsinfe, + rcosfes,
'
€4 — €4 J

ol, r = (g2 +y?)'/?, et B = {g;}1., est la base canonique de R*. A partir des relations
(5.1) observons que la matrice de transition entre les bases B’ = {¢/, }}-, et B est donnée
par :

(1 0 0 0)

0 cosf —rsinf 0
M= (5.2)
0 sin@ rcosé O

\0 0 0 1

La transformation coordonnée de la base B’ a la base B peut par suite s’écrire sous
la forme suivante :
T=6e1@¢e;+cosbe; ®ey—rsinfe; ®es+sinfes @ ey
(5.3)
+rcosfes®e;+e4®ey.

Des équations (5.2) et (5.3) observons que la transformation coordonnée n’est pas
une transformation orthogonale car

[ 1 0 0 0\

0 cos®f+r?sin?d cosfsin 6(1 — r2) 0
MMT

(5.4)
0 cosfsinf(1l—-r?) cos?@+r?sin’d 0

\ 0 0 0 1)

Pour associer un quaternion aux coordonnées cylindriques, nous construisons & partir
de la base orthogonale (5.1) une base orthonormale, & savoir :
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s (5.5)

La matrice associée au changement de base est donnée dans ce cas par :

(1 0 0 0)

0 cosfé -~sinf O
M= (5.6)
0 sinf cosf O

\0 0o o 1)

qui satisfait M M7 = I, detM = 1. La transformation coordonnée est donnée par :

T=¢g,®e}+cosbe;®ey —sinfe, ®ej+sinfe; ®e)
(5.7)
+cose3®e; t+e4®ey.

La matrice (5.6) peut s’écrire sous forme paramétrique en définissant le quaternion
P € Q de la fagon suivante :

6 .
Do =¢€OS =, P, =sin

2

N >

€4. (5.8)

Cela dit, le changement de base (5.1) peut s’exprimer sous la forme :

e.l-j(p) = P(p, .)Qja ] = 1’27 3’4) (59)

avec p(p,e) € L(R*, R*) une rotation d’angle § et d’axe w = e4. La représentation
paramétrique de (5.6) est alors donnée par I’équation (2.3).

La base naturelle du systeme coordonné sphérique est donnée par B’ = {e}i., d’ou
avec la notation habituelle
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»t

o
-
It

€1

(2}
o~
I

sin 0 cos ¢e 2 + sin @ sin ge 3 + cos fe 4

e5 =rcosfcosges + rcosdsinges — rsinfe,

e, = —rsinfsin ¢e, + rsinfcos de s,

7

> (5.10)

our == (22 +y?+2?)"% et B = {-‘lj};=1 est la base canonique de R*. A partir des
relations (5.10) observons que la matrice de transition entre les bases B’ et B est donnée

par:

[ 1 0

\ 0 cos ¢

0

0 sinfsing rcosfsing

—rsinf

0

0 sinfcos¢ rcos¢cosfd —rsinfsing

r sin 6 cos ¢

0

(5.11)

La transformation coordonnée peut s’écrire sous la forme suivante :

~

T=¢1Q¢e)+(sinfcosd)es ®er +(rcosgcosf)e; ®ey

— (rsinfsing)e, el + (sinfsindles ® e, + (rcosfsingles @ e 5.12
4 2 3

+ (rsinfcosdles ®ely + (rcosdles @ ey —rsinfe, ® e,

qui comme dans le cas précédent, n’est pas une transformation orthogonale, puisque
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(1 0

MMT =

0

cos ¢ sin ¢(sin? 6 + r? cos? § — r?sin 6

sin? 8(sin? ¢ + r? cos? ) + r? cos? fsin’ ¢ sin O sin p(cos ¢ — r? cos b))

sin 8 sin ¢(cos ¢ — r% cos 6)

k 0 sin @ cos ¢(cos ¢ — r? cos 6)
sin @ cos ¢(cos ¢ — r? cos 6)

cos® ¢ +r?sin’ 6

0 sin’®6(cos? ¢ + r?sin? ¢) + 72 cos? f cos? ¢

0 sin¢cos ¢(sin? @ + r? cos? § — r? sin? §)

0

Construisons a partir de (5.10) la base orthonormale suivante

9'1 =€

ey =sinfcos de; + sinfsin pez + cosbe 4
e5 = cosfcos e + cosfsin pe; — sinfe 4
ey = —sinfle; + cos ges,

)

J

X (5.13)

(5.14)

La matrice de transition entre les bases B’ = {e}i., et B est dans ce cas

[ 1 0

\ 0 cos @

0

0 sinfcos¢ cosbcos¢dp —sing

0 sinfsin¢g cosfsing

—siné

0 )

cos ¢

U

(5.15)

qui est une matrice orthogonale avec detM = 1 ; par suite la transformation coordonnée

définie par
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T=e,®e]+(sinfcosp)e: e’ + (cospcosfle; @ej
— singes ®e’y +(sinfsindles @e)H + (cosfsingles @ ef (5.16)

+ cosges ® el + cos dey @ ey — sinfeq B e,

est orthogonale. A ce changement de coordonnées, nous pouvons associer le quaternion
unitaire suivant :

1 ) )
po=1= 3 [1 + sin(8 + ¢)]%,

1
p ==+ P (—sinf — cos ¢),

Po
) (5.17)
=4 — (—sin¢ — cosb),
D2 4po ( ¢ )
=% 1 cos(8 + ¢)
Pz = 4o . ‘
Observons qu'il est necessaire que la restriction
trM =1+sin(6 + ¢) > 0, (5.18)

soit satisfaite pour éviter les singularités en (5.17).

6 ROBOTIQUE

On va maintenant appliquer la représentation paramétrique des rotations en termes de
quaternions aux problemes de structures formées par un ensemble de barres rigides,
structures qui sont connues sous le nom de Robots. Nous considérerons également dans
ce cadre théorique la méthode de Denavit-Hartenberg qui est une des plus utilisée pour
les problémes que nous considérons.

Soient deux systémes cartésiens et le point ¢ € R® comme indiqué sur la figure :
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Fig.6.1 : Relation entre les différents systemes de coordonnées

Le vecteur position du point z € R3 par rapport au systéme de référence X,Y, Z est
donnée par I’expression

p(z)=b+p'(z). » (6.1)

Si pi(z),k = 1,2,3 sont les composantes du vecteur p’(z) € R® par rapport & la
base B’ = {e!}3_, alors (6.1) peut s’écrire sous la forme suivante

Pm(T) = by + Mippi(z), k,m =1,2,3, (6.2)

ou M, sont les composantes de la matrice de transition entre les bases B’ et B et b,
sont les composantes de b par rapport a la base B. L’équation (6.2) nous donne alors les
composantes du vecteur de position p(x) € R® par rapport a la base B. Cette équation
peut s’écrire sous la forme suivante.
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pi(z)
p(z)

p3(z)

(0} (1 0 0 0 )
by 0 My My, Mg
= +
b, 0 My My, My
Vb ) \0 My My M)
(1 0 0 0 \( 1\
by My, My, My pi(z)
B b Man My My pa(x)
\ b5 Ms My My ) \ 3(2) )

\ r5(z) )

pi(z)

pa(z)

f (6.3)

Observons que sur cette équation, la matrice de rotation entre les bases B’ et B a
été exprimée sous la forme paramétrique donnée en (3.2),. Alors nous observons que

(10
b M
by Ma
\ & M
(100 0)
b 100
b, 010
\ b 0 0 1)

0 0 )
My, M,
My My |
Ms;, My /
(1 0 0 0 \
0 Mpn My M
0 My My My

\ 0 Mz Ms Ms )

3\

Sur la base de cette représentation nous pouvons définir la transformation
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T=e1Qe1+be:Q0e1+e2Qe2+b30e,+e3®e3

(6.5)
+biea ®e1 +e4®eq
au moyen de laquelle (6.1) peut s’écrire sous la forme suivante
p(q) = (T o p(g,*))p'(z). (6.6)

Nous observons qu’en (6.6), nous avons en réalité exprimé sous forme paramétrique
la translation et la rotation exprimées en (6.1). Ces types de représentations sont
appelés en robotique des transformations homogénes, [3].

Par la suite, nous présentons quelques représentations particulieres de la matrice de
rotation M) € Myxs qui seront utiles dans la description d’une des méthodologies
les plus utilisées en robotique pour le probléme de la transposition de coordonnées.
Ces représentations correspondent aux rotations de 90°, 180°, 270° et 360° et d’axe
u € R3.Les quaternions associés & ces rotations sont donnés respectivement par :

1 1 \
=—, v=—z U,
TR TR
g =0, 4y =u,
> (6.7)
To — 1 Pr. = 1 u
0o — ﬂ’ _v—\/§—3
So = —1, S, =46. )

Par suite, les matrices associées a la rotation sont :
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(1 0 0 0 \ 1
0 u? Upta — U3 U Uz + Uz
Mpy(pe) =
0 wuyup +u3 u? UgUz — U,
\ 0 U U3z — U2 UgaU3 + (73] u% /
/1 0 0 0 \
0 2u?-1 2uju; 2ujug
Mo =
0 2uju; 2ui—-1 2usus
\ 0 2u1u3 2UQU3 2“%-1 )
(1 0 0 0 \ ) (6.8)
0 u? UgUg + Uz U Uz —Usg
Mp(r,o) =
0 UjUy — Uz u% ugusz + uy
\ 0 wus+us uuz—wy u? ),
(100 0)
0100
Mp(,'.) =
0010
\ 0001

Pour illustrer I’application des quaternions a la robotique, nous présenterons I’exemple
de manipulateur "ESLOW?”, [3], dont la configuration non déformée est indiquée sur la
figure suivante :

29



a4

Fig.6.2: Configuration du manipulateur

Le manipulateur antérieur est formé de la réunion de quatre corps rigides, comme
indiqué sur la figure 6.2 réunis par des articulations rotoides et une main comme organe
terminal. On associe a chacun des corps un systéme de référence de la forme suivante.
Tout d’abord on fixe le manipulateur a un systéme de référence inertiel comme indiqué
sur la figure 1, ensuite on associe a chaque corps un systéme de référence au moyen des
rotations et translations qui sont indiquées ci-dessous :

e;=(Tiop(p,®)e;, ef=(T20p(q,9))e;,
el = (Tsop(r,®)e!, el =(Tuop(s,9)el, (6:9)
el =(Tsop(t,0))e, et =(Tsop(u,0))el, j=1,2,3,4.

ou l'axe et I’angle des rotations, ainsi que les quaternions correspondants sont donnés
par:
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02

b3

64

b5

06

900) wi £ 2,
0°, w2 = ey,
0°, w3 =¢g3,
2700’ 1_0.4=£§”,
90°, ws=¢e¥,
0°, we =g},

1
p0=$a
qo_ly Qv
7‘0=1, Ly

1
So=—,
TV
. = 1
°T VR

1
£v=7'2'.e..
=4,
=4,

s = 1
Qv — ﬁ
—\/é_

> (6.10)

Les translations de ces systémes de référence dans leur représentation matricielle

sont données par

MTx = AJT5 = MTe = I,

M,

[ 1

as
0

\ 0

0

0

) M Ty

0 1)

ou I € My, est la matrice identité.

Mg, =

\ 0 0 0

0\‘
0

0

(6.11)

Les matrices associées aux rotations (6.10) se déterminent facilement a partir des
équations (6.8), et dans le cas particulier présent :
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(100 0 (10 0 0) )
00100 01 0 0
Mos.o) = Myip) = y Mye =
000 -1 00 0 1 (6.12)
\0 01 0 \0 0 -1 0
Myq) = Moy = Moy = 1. J

Nous pouvons observer les systémes de référence sur la figure suivante.

Fig.6.3: Systémes de référence locaux du manipulateur

En accord avec les équations (6.9), observons que la base BY = {g’;‘}j=1 peut
s’exprimer sous la forme suivante :

e = {(Ts 0 p(u,9)) o (Ts 0 p(t,®)) o (Ts 0 p(s,9)) o (Ts }
(6.13)

op(r,e)) o (T20p(g,0)) 0 (Ti0p(p,e))}e;, 7=1,2,3,4

Puis en accord avec les équations (6.11) et (6.12), notons que la transformation
définie par
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T = (Teop(u,9))o(Ts0p(t,e))o(Tyop(s,e))

(6.14)
o(Ts0p(r,e))o(T20p(g,0)) 0 (Trop(p,e))
a la représentation matricielle suivante
( 1 00 0 \

a, +az + ay 1 0 0
My = (6.15)

0 00 -1

\ 0 01 0

Considérons maintenant que la configuration déformée du manipulateur est obtenue
lorsque I’on applique la succession suivante de rotations locales aux systémes de référence
associés au manipulateur.

1 "

aj=p(lw,0)el, 2a;=p(w,0)e’, %a;=pCw, )y,

(6.16)
4 . 4 ] S, . 5 6, . 6 1
aj; = p( w,.)g;v, a; = P( wa.)Q;a a; = P( w’.)g}"
ot les quaternions ‘w € Q, i € {1,2,3,4,5,6}, sont données par

Ywg = cos gl—, 1w, =sin ﬁg;, w

2 2

6 6
2 — 2 2 el 2 _»n
wo_cos—2-, w, = sin EQQ,

63 .63
3w =cos —, 3w, =sin —¢e¥,

2 2

b (6.17)

6 0, .
4 4 4 : 4 v
Wy = COS — W, =sn — ¢

2’ Y 2 =4

6 )
5 _ 5 5 e 5
wo—-cosé—, w, = sin Eg;’,

6 0 .
6 — _§ 6 i 6 i
wO_CO827 wy =8sm 2£4a)
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En substituant les expressions (8.5.9) dans (8.5.16) les bases ‘B = {'a;}3_,,
i € {1,2,3,4,5,6} peuvent s’exprimer sous la forme suivante :

'a; = p('w,e)oT10p(p,e)e;j, 2a;=p(w,e)oT20p(q,e)e},

3 4

a; = p(4w’.)01‘40p(3,.)§”/ (618)

a; = p(w,e) o Ta 0 plr, o)et, v,

Sa; = p(Pw,e) o Ts0p(t,0)e’, %a; = p(*w,e)0Ts0p(u,e)e?.

Suivant les équations (8.5.17) observons que les transformations p(*w, #) € L(R*, R*),
1 € {1,2,3,4,5,6} admettent la représentation matricielle suivante

( 1 0 0 0 ) )
0 (wo)® = (‘ws)® —2('wo)(*ws) O
Mp(‘ww) = . ) ) .
0 2(wo)('ws) (wo)® —('w3)® O
\ 0 0 0 1)
/1 0 0 o\ ( (6.19)
0 2(*wo)? — 1 +(=2Cwo)(1 — (wp)?)*/?) 0
| 0 2@Cuo)t - (o)) 2(iw)? 1 0
\ 0 0 0 1

Suivant la relation (8.5.18), définissons maintenant les transformations 4; € L(R*, R*),
1 € {1,2,3,4,5,6} de la maniére suivant :

41 = p(lwa .) Y Tl Y P(pa .)7 42 = p(2w’ .) o T? Y P(Qa .)’
s =p(w,0)0Ts0p(r,s), Aq=p(w,0)0Tso0p(s,9), (6.20)

As = p(Pw,0)0Ts0p(t,e), As=p(*w,e)o0Tso0p(u,e).
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Alors la transformation coordonnée de la base B = {8a;}j_, & la base inertielle est
donnée par la composition suivante ,

T=A,04,0430A4,0A45046€ L(R', RY) (6.21)

Par suite, la matrice associée a cette transformation est celle qui résulte de la multi-
plication des matrices correspondantes a chacune des transformations 4; € L(R*, R*).
Observons que la représentation matricielle (6.19) peut s’exprimer en termes des angles
de rotation des parties qui forment le manipulateur comme cela est indiqué par la suite,

(1 0 0 0)

0 cosf;, —sinf; O
M(6) = (6.22)
0 sinf; cosb; O

\0 0 0 1)

Avec cette représentation et avec les expressions (6.20), nous identifions la méthodo-
logie qui a été décrite jusqu’ici a 'aide de la méthode de Denavit-Hartenberg, [3], laquelle
est une méthodologie classique en robotique pour assigner des systémes de coordonnées
aux manipulateurs. Dans ’appendice A, pour faire les comparaisons, nous exprimerons
la représentation de la transformation T; € L(R*, R*) définie en (6.20) & Vaide de sa
représentation trigonométrique ou a ’aide de sa représentation au moyen de quaternions.

7 CONCLUSION

L’utilisation systématique de l'algebre des quaternions nous a permis de trouver une
représentation tensorielle appropriée pour exprimer la transformation coordonnée des
deux bases orthonormales de R*. Nous avons utilisé cette généralisation tout d’abord
pour déterminer en termes de quaternions les rotations canoniques les plus utilisées
dans la mécanique des gyroscopes, ainsi que dans 1'aéromécanique. Finalement, nous
avons placé dans un cadre théorique adéquat la méthode de Denavit-Hartenberg qui est
utilisée dans la cinématique des robots pour définir des systémes de coordonnées.

D’autres applications possibles des quaternions sont la paramétrisation des équations

du mouvement, la formulation des problémes dynamiques de corps et de systéemes de
corps rigides. Cette paramétrisation sera utile pour la construction automatique et la

35



résolution sur ordinateur de telles équations. Il est également possible de rechercher des
applications des quaternions pour les systémes de corps formés par des parties rigides
ou flexibles.
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A) APENDICE

Dans cette appendice, nous présentons de fagon explicite au moyen de fonctions
trigonométriques et des quaternions associés aux rotations du manipulateur étudié, les
composantes de la matrice de transition entre les bases ®B = {%a;}%_, a la base inertielle
fixe B = {¢;}}., indiquée sur la figure 2. Exprimons tout d’abord sous la forme générale
la matrice de transition entre ces bases de la fagon suivante :

(Mu M, My, Mlq\

My My My Mo,
Mr = (A.1)
M Ms M M,

\ Ma Mo Mo M

Pour exprimer les rotations du manipulateur en termes de fonctions trigonométriques,
on utilise les composantes de la matrice M7 € Myy4 sont données par
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Mu = 1, M12 = M13 = M41 = 0, ‘

M2 = az cos0; + [(az + a4 cos 64) cos 63 — a4 sin 65 sin 6] cos 6,
—sin 6;[(az + a4 cos 6,) sin 63 + a4 cos 3 sin 6],

M, = azsin 8, + sin 6;[(a3 + a4 cos 64) cos 3 — a4 sin 63 sin 6]
+ cos 8;[(a3 + a4 cos 8;) sin 83 + a4 cos 63 sin 6],

M3, = cos 63[cos(83 + ;) cos 85 cos s — sin(f3 + 64) sin 6g)
— sin 8;[sin(f3 + 64) cos 05 cos G + cos(fs + 6,) sin ),

M3, = sin 6,[cos(63 + 6,4) cos 65 cos g — sin(f;5 + ;) sin ]
+ cos 0,[sin(83 + 6,) cos 05 cos 85 + cos(0; + 6;4) sin bg),

M42 = —sin95 00806, > (AQ)

Moz = — cos 6;[cos(63 + 4) cos b5 sin G + sin(6; + 64) cos bg]
— sin @[~ sin(63 + ,) cos 05 sin B + cos(6; + 6,4) cos 6],

My = —sin6;[cos(83 + 64) cos 05 sin g + sin(03 + 8,4) cos 6]
+ cos 0 [— sin(8s + 8,) cos 85 sin 8 + cos(8; + 64) cos 8],

M3 = sin 65 sin g,
M24 = (COS 62 COS(03 + 04) —_ sin 02 sin(93 + 94)) sin 05,

M4 = (sin 6, cos(65 + 64) + cos 0, sin(63 + 64)) sin b,

My = cos s,

Lorsqu’on utilise la représentation en termes de quaternions des rotations, nous
obtenons :
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Mn = 1, M12 = M13 = M41 = 0,

M = (2(*wo)? —1){a2(2(*wo)* —1) + (2(*wo)? —1)[as(2(*wo)* = 1)(2(*wo)*—1)
—4aq(Cwo )(Pwa)(*wo )(*ws)] —2(Pwo ) (P )[2a3(Pwo ) (Pws)
+2a; (Cwo )(Pws)(2(*wo)? — 1) + 2a4 (*wo)(*ws)(2(*wo ) —1)]}

My = 2(Mwo)('w2){@2(2(Pwo)? —1) + (2(*wo)? —1)[@a(2(Pwo )* = 1)(2(*wo)* - 1)
—4a4(Pwo ) (Pws)(*wo )(“ws)] — 2(Pwo ) (Pws)[2as(Pwo ) (Cws )+
2a4(Pwo ) (Pwa)(2(*wo )? —1) + 2a4(*wo )(*ws )(2(*wo)* —1)]}

My, = (2("wo)? —1)(2(*wo)? = 1)[{(2(Cwo)* = 1)(2(*wp)* —1)
—4(3wo) (Pws ) (*wo ) (*w3) }(2(Pwo)? — 1)(2(Bwo)* — 1)
—4{(2(3wo)? —1)(*wo ) (*ws)]
+(2(*wo)? = 1)(Pwo )(Pws) } (Pwo)(Pws)]
—2(%wo ) (Pws )(2(*wo )? — 1) [{2(3wo )(Pws )(2(*wo )* — 1)
+2(2(*wo)? = 1)(*wo)(*w3) }(2(Pwo )* —1)(2(°wo)* ~ 1)
—2[4(Cwo )(Pws)(*wo ) (*ws) — (2(Pwo)* —1)(2(*wo)* — 1)) (Pwo ) (Pws)]
—4(*wo )('ws)(Pwo) (w3 )(2(Pwo)* ~1)

Miy = 2(Mwo)('w2)(2(*wo)* = 1)[{(2(*wo)? = 1)(2(*wo)* ~1)
~4(%wo)(Pws)(*wo)(*w3) }(2(Pwo)® —1)(2(Pwo)* 1)
—4{(2(3wo)* —1)(*wo)(*ws) + (2(*wo)? — 1)(Pwo)(Pw3)}
(Pwo )(®w3)] —4(*wo)(*w2) (Pwo) (*ws) [{2(Pwo) (w3 )(2(*wo)* — 1)
+2(2(Pwo)? = 1)(*wo)(*w3) }(2(Pwo )* = 1)(2(Pwo)* — 1)
—2[4(3wo )(Pws3)(*wo ) (*ws) — (2(Pwo)? = 1)(2(*wo)? — 1)](Pwo ) (Pws)]
+2(°wo) (Pw3)(2(*wo)* —1)(2(Pwo)* —1)

My = 2(*wo)(*w3)[{(2(Pwo)* —1)(2(*wp)* —1)
—4(%wo) (w3 ) (*wo )(*w3)](2(Pwo)® —1)(2(Pwo )* —1)
—4[(2Cwo)* — 1)(*wo)(*ws) + (2(*wo)? — 1) (Pwo) (w3 )](Pwo ) (Pw3)]
+(2(*wo)? = 1)[{2Cwo)(Pw3)(2(*wo)* - 1)
+2(2(Cwo)? = 1)(*wo )(*ws) }(2(Pwo)* —1)(2(Pwo)* —1)
—2(4(Cwo) (Pws)(*wo ) (*ws) — (2(3wo)? — 1)(2(*wo )* —1)](Pwo ) (Pw3 )]
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Mas = (2('wo)? —1)(2(*wo)? — 1)[F2{(2(3wo)? — 1)(2(*wo)* —1)
~4(Pwo)(Pwa)(*wo )(*w3) }(2(Pwp ) = 1)(Crwo )(Pws)
—2[(2(3wo)? — 1)(*wo)(*ws) + (Pwo)(Pws )(2(*wo) —1)](2(Pwo)?
~1)]=2(2(*wo )? = 1) (Prwo ) (Pws )4 {(Pwo ) (Pws)(2(*wo)* — 1)
+(2(3wo)? ~ 1)(*wo) (*ws) }(2(Pwo)? — 1)(Pwo) (ws) }

—4(Pwo) (Pws)(*wo )(*ws) ~ (2(*wo)? — 1)(2(*wo )* — 1)](2(°wo)’ — 1))

—8( wo) (w3 ) (Pwo) (Pws)(Pwo ) (Pws)

Mas = 2("wo) (w3 )(2(Pwo)? —1)F2{(2(*wo)* = 1)(2(*wo)* - 1)
~4(%wo)(Pw3)(*wo) (“ws) }(2(wo)® —1)(Pwo ) (Pws)
—2[(2(3wp)? = 1)(*wo ) (*ws)
+(3wo)(Cws)(2(*wo)* —1)](2(Cwo)* —1)]

—4( wo ) (*w3)(Pwo )(Pws)[4{(Pwo ) Pws)(2(*wo)* — 1)
+(2(Pwo)? = 1) (*wo ) (*ws ) }(2(Pwo)? — 1) (Pwo ) (Pws)

4(3wo) Cws)(*wo)(*ws) — (2(*wo)* = 1)(2(*wo)* — 1)}(2(Pwo)* ~ 1)}

+4(2(*wo)? — 1) (Pwo ) (Pws ) (Pwo ) (Pws)

My = 2(*wo)(*ws) 2{(2(*wo)* —1)(2(*wo)* — 1) —4(Pwo) (Pws ) (*wo)(*w3) }

(2(*wo)? —1)(Pwo)(Pw3) —2[(2(*wo )* — 1) (*wo ) (*ws3)
+(%wo)(Pws)(2(*wo)? —1))(2(%wo)? - 1)]
+(2(wo)? — 1) FH4{(Pwo)(Pw3)(2(*wo)* — 1)
+(2(Pwo)? — 1) (*wo)(*ws) J(2(Pwo )* — 1)(Pwo ) (Pws)

~4{(wo)(*ws ) (*wo)(*ws) — (2(wo)? — 1)(2(*wo)* ~ 1))(2(°wo)? — 1)]

My = (2("wo)? —1)(2(%wo )* — 1)[2{(2(Pwo)? —1)(2(*wo)? - 1)
~4(Cwo) (w3 )(*wo ) (*ws )} (Pwo)(Pw3)]
—2(2(Mwo)? —1)(Pwo) (w3 )[4{(Cwo) (Pws ) (2(*wp ) —1)

+(2(wo)* = 1)(*wo)(*w3) }(*wo)(*ws)] + 2(*wo ) (*w3 )(2(*wo)* — 1)

M3z = 2("wo)(Pw3)(2(*wo)? —1)[2{(2(Pwo)* —1)(2(*wo)* —1)
~4(%wo) (w3 )(*wo ) (“wa) } (Pwo) (Pws)]
~4( wo)(* w3 ) (Pwo) (Pws)[4{(Pwo ) (Pws)(2(*wo)® —1)

+(2(wo)? = 1)(*wo)(*ws) }(*wo)(Pw3)] = (2(*wo)* ~ 1)(2(Pwo)* — 1)

My = 2(*wo)(Pw3)[2{(2(*wo)* —1)(2(*wo)* —1)
—4(Pwo)(Pw3)(*wo ) (*ws) } (Pwo)(Pwa)]
+(2(Pwo)? — 1)[4{(Pwo) (Prws)(2(*wo)* ~1)
+(2(3wo)? = 1)(*wo)(*w3) }(Pwo)(*w3)]
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Dans ce cas rappelons les restrictions,

(wo)? + (ws)? =1, i€{1,2,3,4,5,6}. (A4)

En accord avec les équations (A.2) et (A.3), observons que si nous connaissons les an-
gles de rotation, nous pouvons en déduire par simple substitution les composantes de la
matrice de transition entre les bases °B = {®a;}1._, & la base inertielle B = {e;}i_,. Ce
probléme est connu comme le probléme cinématique direct de la robotique. Le probléme
inverse consiste a déterminer les angles de la rotation connaissant les composantes de la
matrice de transition. La résolution de ce probleme implique la résolution du systéeme
d’équations (A.2) dans le cas d’une représentation trigonométrique. Il est important de
mentionner que les méthodes pour aborder ce probléme ne sont pas générales c’est a dire
que pour chaque probléme particulier, il existe une méthode de résolution, également
elle aussi particuliere. La représentation en termes de quaternions exprimée dans les
équations (A.4) pour essayer de trouver une méthodologie générale qui nous permettrait
de résoudre le probléme cinématique inverse. Nous obtiendrions la solution en résolvant
un systeme d’équations algébriques non linéaires avec les resctrictions (A.4).
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