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Une méthode de décomposition de domaine
pour le probleme de Helmholtz

A domain decomposition method for the
Helmholtz problem

Bruno DESPRES

Résumé: Nous présentons une méthode itérative de décomposition de
domaine sans recouvrement avec conditions de transmissions de type mixte
pour le probleme de Helmholtz dans un domaine borné. Nous démontrons
la convergence dans le cas général par une technique énergétique, puis étu-
dions le taux de convergence dans deux cas particuliers par des techniques
spectrales.

Abstract: We present an iterative non overlapping domain decompo-
sition method with Robin type transmission conditions for the Helmholtz
problem in a bounded domain. We prove the convergence of the method in
the general case with the help of energetic methods, then we explore the rate
of convergence in two special cases with the help of spectral methods.

Mots clés: Décomposition de domaine. Probléme de Helmholtz.

Key words: Domain decomposition method. Helmoltz problem.



Chapitre 1

Introduction

Présentons quelles sont nos motivations : nous cherchons a résoudre ’équation de Helmholtz
qui décrit la propagation d’une onde monochromatique dans un milieu acoustique, borné,
hétérogene et tridimensionnel. La nature physique de cette équation rend sa résolution
difficile. Si 'on discrétise 1’équation de Helmholtz & l'aide de la méthode des différences
finies, la modélisation des problémes tridimensionnels qui nous intéressent fait intervenir
des matrices de taille 500.000 que nous inversons par des méthodes de gradient biconjugué.
F. Clément [5] a montré la validité de ces méthodes pour la résolution de I’équation de
Helmholtz. D’autres auteurs ont travaillé sur ce sujet. Citons J.C. Nédélec (15, 16}, qui
utilise les équations intégrales issues du probléme pour la résolution numérique, lorsqu’on
s’intéresse A la diffraction d’une onde par un obstacle. Nous nous intéressons plutét ici a la
propagation d’une onde harmonique dans un milieu localement hétérogeéne, cas dans lequel
Pintérét des équations intégrales est beaucoup moins évident.

Les difficultés rencontrées, essentiellement liées & la taille des calculs, nous ont poussés
a nous tourner vers certaines méthodes de résolution utilisées habituellement pour des
problemes elliptiques. Un premier essai aupres des méthodes multigrilles nous a appris que
I'on ne peut pas se servir d’une discrétisation de moins de 3 points par longueur d’onde
caractéristique, ce qui limite énormément l'intérét de telles méthodes. Nous avons donc
examiné la méthode de décomposition de domaine, qui présente a priori 'avantage de ne pas
entrer en opposition avec l’existence d’une longueur d’onde caractéristique pour le probleme
de Helmholtz. Cela s’est révélé beaucoup plus fructueux et a permis de définir pour un
domaine borné une méthode de décomposition de domaine, itérative, sans recouvrement
que nous présentons et étudions ici.

Le chapitre (2) présente le probléme modéle ainsi que les problemes qui s’en rappro-
chent. Nous y avons également défini le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler.
En effet, nous sommes en particulier intéressés par les applications de ces modéles a la sis-
mique. Dans ces cas les coefficients qui décrivent le comportement du sous-sol présentent
des discontinuités. C’est pourquoi nous avons du clairement définir une classe suffisam-
ment large de coefficients qui assurent ’existence et 'unicité de la solution du probleme
de Helmbholtz correspondant.

Le chapitre (3), aprés des rappels bibliographiques brefs sur le cas elliptique, présente



une méthode de décomposition de domaine qui nous semble naturelle. L'originalité de notre
approche réside dans la forme des conditions de transmissions que nous sommes amenés a
choisir.

Au chapitre (4), nous démontrons la convergence de la méthode présentée au chapitre
(3) dans un cadre trés général par des méthodes d'analyse fonctionnelle.

Le chapitre (5) concerne I’étude du taux de convergence dans deux cas particuliers ol
I'on peut faire une étude fine du taux de convergence de la méthode par une analyse de type
spectral : le cas monodimensionnel et le cas bidimensionnel pour lequel nous étudierons une
méthode a deux domaines. Nous montrons que la fréquence caractéristique w du probléme
constitue un seuil. Les modes de fréquence supérieure & w convergent plus lentement que
les modes de fréquence inférieure & w. Nous comparerons les taux de convergence obtenus
avec ceux correspondant au cas elliptique.

Dans le chapitre (6), nous cherchons & interpréter 'existence de ce seuil, et proposons

des moyens pour !’éliminer.



Chapitre 2

Rappels théoriques sur I’équation de
Helmholtz en milieu hétérogene

2.1 Probleme modele et applications

Posons le probléme modéle (2.1) dans un ouvert 2 borné, inclus dans R", dont la frontiére
T’ possede une normale sortante n presque partout :

(=4 -~ wHu = [ dans Q,

(21) (6(%: + iw)u =0 surl.

Le probléme correspond & la propagation d'une onde monochromatique @ de fréquence w
dans un milieu  borné homogeéne, @ = u(x)e*“*. La fonction f correspond a 'amplitude
d’une excitation f = f(z)e™*. Le cas ol le milieu n’est pas homogéne se prend en compte
en considérant deux coefficients réels, positifs, 1 et p, et en réécrivant (2.1) sous la forme
(2.2):

~V(pVu) - w?pu = f dans Q
(2.2)

a(%u + i\/;B:u =g surl.
En fait, la condition de bord peut prendre différentes formes et recouvrir des significations
physiques différentes.

Exemple 1 Considérons la propagation d'une onde sismique dans un demi-espace homo-
gene a l'infini. Cela ameéne sur le plan théorique a la résolution d'un probléme de Helmholtz
dans R" auquel nous rajoutons une condition de Sommerfeld rentrante ou sortante a I’infini.
Cette condition s’écrit :

p

1] u 1
2. L T VRN
(2:3) 37‘u ’ TR (7‘2)

Remplagons cette condition a l'infini par une condition absorbante du premier ordre placé
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a distance finie que nous écrivons :

(2.4) —(Zu + -iw\/zu =0 surl.
on jt

Faisons ici référence a Goldstein [9], Bayliss [2] et Turkel [2] pour la validation théorique
d’une telle approche.

Exemple 2 Regardons le probléme de ’acoustique d’une salle dans un volume Q borné.
Un coefficient physique complexe ( intervient par:

0
(2.5) —u+i(u=0 surl.
an

Le coefficient ( traduit les propriétés d’absorption de la paroi de la salle et peut dépendre de
w et du point de la paroi I'. { s’appelle 'impédance acoustique de la paroi. Les différents
problemes possédent les mémes propriétés que le probléme modéle que nous étudierons
prioritairement. Néanmoins, nous indiquerons a chaque fois les conditions sur les différents
coefficients y, p et ( nécessaires & I'établissement d’équations bien posées.

2.2 Existence et unicité de la solution du probleme
modele

L’approche que nous allons exposer ici est, comme il est classique pour le probléeme de
Helmholtz, fondée sur l'alternative de Fredholm. La formulation variationelle de I’équation
nous permet de définir naturellement le cadre fonctionnel de notre probleme modele. Nous
appelons solution faible du probléme (2.1) toute fonction u de H!(Q) telle que :

Yv e H'(Q), pour f e H'(Q),
(2.6) /(Vu.Vv — whuv)dr 4+ iw/ wwdo =y qy< fiv >pa)
Q r
Nous allons munir H'(£2) d’une norme équivalente a la norme canonique de H'().
Lemme 2.1 (f, | Vu |* +w [p | u [})V/? est unc norme équivalente pour H'(Q).

Preuve
C’est une variante de I'inégalité de Poincaré [11]. fin de la preuve

Notons a et b les deux formes bilinéaires sur H'(£2) suivantes :

(2.7) a(u,v) = | Vu. VT + iw/ u.T,
0 r

(2.8) b(u,v) = wZA U,

L’application du lemme de Lax-Milgram nous permet d’énoncer le lemme suivant :
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Lemme 2.2
(2.9) Fw e H'(Q),Yo e H'(),a(u,v) =yap< f,0 >mg)
et Uapplication f — wu est linéaire continuc de H'(2) dans H'(S2).

Preuve
elle se fait en vérifiant une condition inf-sup liée & la norme énoncée au lemme (refl21).
fin de la prevve

Montrons maintenant que b est une perturbation compacte de a, au sens du lemme
suivant :

Lemme 2.3 Soit B l'application de H'(Q) dans H'(Q),
(2.10) Yv € HY(Q), a(B(u), 1) = b(u,v).
B est une perturbation compacte de ['unité dans H'(Q).

Preuve
soit u, une suite bornée dans H'(Q),

(211) BC > O,VTI, ” Uy, ”Hl(Q)S C.

Par compacité, il existe u appartenant H'(2), ainsi qu’une sous suite de u,, toujours notée
Uuyn, qui converge vers u faiblement dans //!(f2) et fortement dans L?(Q2). Grace au lemme
(2.1), B(un) converge fortement vers F(u) dans H'(2). fin de la preuve

Dans le cas ou le second membre { de I’équation variationelle (2.6) est nul, I'équation
que nous avons a résoudre s’écrit :

(2.12) u+PB(u) =0 ue HY(Q).

Nous sommes donc dans les conditions de l'alternative de Fredholm. L’existence de u est
une conséquence de l'unicité. Nous énongons cela dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.1 L’unique solution de

(2.13) /QVu.Vv —wQ/Qu.v + iw/ru.v =0,Yv € H'(Q),
est u =0 dans w. De plus :
(2.14) Vie HY(Q), 3Jwue H(N)
2 ' _ t
(2.15) /QVu.Vv w /Qu.v+zw/ru,v =< f,v>, VYve H'(Q),

ou < .,> désigne la dualité H'(Q) — H'(Q).



Preuve
prenons v = U dans (2.13),

(2.186) / | Vu |2 —wz/ [ |? +iw/ | v [*= 0.
Q Q r

Séparant partie réelle et partie imaginaire, nous avons :

(2.17) /l fu|?=0, doncu=0 surl.
Or : 5
(2.18) it +iwu=0 sur’, donc
n
a
.19 —u= :
(2.19) o 0 surl

Sous des hypothéses standarts de régularité sur I, nous savons par un théoréme de Holm-
gren (6] que u est analytique jusqu’au bord,. Donc par continuation unique :

(2.20) u=0 dansT.

fin de la breuve

2.3 Existence et unicité de la solution du probléme
avec coefficients variables

Que se passe-t-il pour des problémes ou nous réintroduisons des coefficients u, p, € et un
terme source de bord g ? Appelons solution faible du probléme (2.2) toute fonction u de
H'(Q) telle que pour f € HY(Q) , g € [HYYT)]) , Vv e H'(Q)
(2.21) / uVu.Vou —wz/ pu.v + i/ fuv =< fiv>+ <g,v>r,

Q Q r

ol < .,. >r désigne la dualité H~/%(T') — H'/%(T') . Prenons les notations suivantes :

(2.22) <Fv>=< fiv>+<g,o>p, FeH(QY, Vve H(Q),
(2.23) a(u,v) = /Qqu.Vﬁ—f_i/r{u.v,

(2.24) b(u,v) = w'z/npu.v

La formulation variationelle (2.21) se réécrit :

(2.25) a(u,v) + b(u,v) =< Fv), F € H'(Q),u € H'(Q), Vve H'(R).

Nous avons alors le :



Lemme 2.4 Sous les hypotheses :

(2.26) /L e ]JOO(Q),O < /Ln\in S /L S /llllhxv
(2.27) p € L™(Q),0 < fuin £ 9 < fuaxs
(228) 6 € LN(Q))O < {min Sl 5 |S fnmxa

Re(&) est de signe réel, strictement positif,

nous avons les résultats suivants :

(i) VFe HY(Q),Mue H'(Q),Yve H'(Q),a(u,v) =gy < F,v >yq),

(2.29) (23) soit B lapplication de H'(§2)dans lui-méme,

(2.30) Yo € HY(Q), a(B(u),v) = b(u,v),
B est une perturbation compacte de l'unité dans H'(S).

Preuve :
Elle est en tout point identique a celles du probléme modéle précédent. fin de la preuve

Nous sommes donc dans les conditions d’application de I'alternative de Fredholm. Nous
avons besoin d’un résultat de continuation unique a partir du bord équivalent du théoréme
de Holmgren dans le cas du probléme modeéle (2.1). Pour cela, nous avons fait appel a un
théoréme de L. Hormander [10], que nous énongons dans le lemme (2.5). sous la forme qui
nous interesse ici :

Lemme 2.5 Soit P un opérateur différentiel d’ordre m @ coefficients mesurables bornés.
Soit P, sa partie principale supposée elliptique a coefficients C'. Soit ¢ une fonction de
2 dans R telle que pour ¢ donné de  :

(2.31) Do) # 0

(2.32) Y(x) = P(z0) est une surface fortement pseudo-convexe,

alors il existe un voisinage 2, de xq, tel que si une fonction u vérifie :

(2.39) we HLOL),

(2.84) Pu =0 dans Q,,

(2.35) u =0 pour p(n) > (zg),z €
alors

(2.56) u =0 dans §,.



Preuve
Voir [10] théoréme 8.9.1. page 224. fin de la preuve

Pour la définition d'une surface pseudo-convexe, nous renvoyons & L. Horméander [10]
(page 204). Rappelons simplement que pour que la surface ¥(z) = ¥(z0) soit fortement
pseudo-convexe en 2y, il suffit que I’équation en 7 :

(2.37) Pu(6+7N) =0,

N est la normale a la surface en 29, £ est un vecteur non proportionnel a W, n’ait pas de
racines doubles 7. La partie principale de 'opérateur de Helmholtz est elliptique, ce qui fait
que toutes les surfaces sont fortement pseudo-convexes, a condtion que l’on puisse définir
une normale presque partout. On s’en convainct rapidement en regardant la condition sur

Prn(€ + 7N) en dimension 3 par exemple. Soit N = (N, Ny, Ny) et € = (&1, 62,&3), alors :
(2.38) P.(6+7N) =0 implique

(2.39) (& + TN+ (& +7N) + (& 4+ 7N)? = 0.

Si cette équation admet une racine double en 7, alors A = 0, c’est-a-dire :

(2.40) (E1Ny + Ex Ny + E3N3)? — (N2 4+ N2+ NI + €2+ €2) =0,
d’ou | _
(2.41) (1N — E2N1)? + (E2N3 — E3Ny )2 + (N3 — E3N,)2 = 0,

€ et N seralent donc proportionnels, ce qui est exclus. Nous aurons également besoin d'un
théoréme que 'on peut trouver chez (7], présenté dans le lemme suivant.

Lemme 2.6 Soit u € H'(Q) est une solution faible de :
(2.42) Lu = f, f € L*).

Supposons que L est un opérateur strictement elliptique d’ordre 2, de coefficients lipschit-
ziens uniformément sur Q. Supposons de plus que OQ soit C?, et que :

(2.43) e € HYQ),u — p € H)(Q), alors
(2.44) u€ H¥Q) et || ullpza)< Clllw iz + 1l @ 2]
Preuve

Voir (7] théoréme 8.12. page 186. fin de la preuve

Ces deux lemmes vont nous permettre d’énoncer le lemme préparatoire suivant :
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Lemme 2.7 Soit O un ouvert borné de R" & frontiére ("% Soil i un coefficient réel C'
dans O et p un coefficient réel mesurable borné dans O. Soil u solution de :

(2.45) - V(uVu) — wipu = 0 dans O,
(2.46) w =0 sur JO,

Jdu )
(2.47) o = 0 sur JO, alors
(2.48) w =0 dans O.
Preuve

Nous sommes dans les conditions d’application du lemme (2.6). En effet, prenons ¢ = 0,
et f = w?pu + u. Alors u est solution de :

(2.49) —V(uVu)+u=f, we HY(O).

’ f € L*(0), et p € CY(O) donc u € H*(O).
Prolongeons u par 0 en dehors de O dans 2". Grace & (2.46) et (2.47) :
(2.50) u € H*(Y).

Cela va nous permettre d’exploiter le lemme (2.5). En effet, u € H? (") et la surface de
séparation est fortement pseudo-convexe. u est dans H?*(O) solution de :

(2.51) — V(1Vu) — w?pu = 0, donc est solution de
(2.52) - Au — %V;L.VU - -’l—thpu =0
Posons : | 1 oy _

(2.53) a; = ;0_1, dans O,

(2.54) @; = 0 dans " - O.

(2.55) ag = ;l:pr dans O,

(2.56) ag = 0 dans " —~ O.

Alors ag, a;, a; et a3 sont des coefficients mesurables bornés, et u est solution de :

ou ou oJu

—_— — 4y — agx = 0 dans R™.
33:1

2.57 — Au — —azz—
( ) “ “ 3172 030173

Remarquons que u est nul d'un coté de la surface 9O, que u € H? . Donc :

(2.58) ¥n € O, Jw, voisinage de v, u = 0 dans w,.
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Notons pour un , particulier B(ay, Q) = {«e € 1™, | n —ny |< Q}. Soit g € JO. Nous
savons que:

(2.59) 3Qo > 0,u = 0 dans (2, Q).
Notons :
(2.60) R={Q € R*,u =0 dans D(x0,0)}.

Supposons que R admette un plus grand élément /2. Donc :
u = 0 dans B(ng, ).

Cela permet de réitérer le raisonnement de prolongement a partir de la frontiere de

B(zo, Rp). Donc :
(2.61) Vn € 9(B(noe, Ro)),

(2.62) 3B(z, ;) voisinage de 2, u = 0 dans w,.

Faisons un shéma (2.1).

Figure 2.1 :

Dd a la compacité de 9(B(zo, Ro)) dans R", nous avons :
(263) Ja > 0,Vax € O(B(IE(),Q())),

(2.64) u = 0 dans B(:L, o)

Donc u = 0 dans B(ng, Rp + «). Cela contredit le fait que R est le plus grand élément de
R. Donc u = 0 dans R" entier et donc dans O entier. fin de la preuve

Modifions les hypthéses présentes dans le lemme (2.7). Nous obtenons le :
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Corollaire 2.1 Soient ju el p deua coefficients mesurables bornés dans 0, un ouvert borné
conneze par arvcs de R*. De plus, p est C'' dans O. Supposons que la frontiere de O soit
C? sur le morceau T'. Soit u solution dc :

(2.65) - V(pVu) — w?pru =0 dans O,
(2.66) w=20 surT,

(2.67) % =0 sur [, alors
(2.68) w=0 dans O.

Preuve

Soit zo un point de I, non situé sur le bord de I'. Soit = un point de O qui est connexe
par arcs, donc nous pouvons définir un cylindre C,,, tel que

(2.69) Cz.z, sOit un ouvert de R,

(2.70) 20, & € Cyoyq-
Voir figure (2.2).

Cxx0

x0

X

Figure 2.2 :

Nous pouvons alors définir des ouverts fr tels que :
(2.711) YR>0,Fr CCrpy
(2.72) ‘ R>R — Iy C Fr
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(2.73) ’ I7;; est de frontiere (5,

(274) VI{, Ty € /"/{.
(2.75) I, a € Iy,
(2.76) Fr dépend continuement de £.

Les Fp tiennent le méme réle dans démonstration que les 3 dans la démonstration du
lemme (2.7). La démonstration est la méme, & cette distinction pres. fin de la preuve

Le corollaire (2.1) va nous permettre de définir des conditions sur u et p dans lesquelles
des discontinuités de u et p sont acceptées et qui nous garantissent 1’unicité de la solution
du probléme (2.2) dans Q2. Soit Q,,7 € / une partition de 2 en un nombre fini d’ouverts, tels
que les diverses interfaces soient suffisamment réguliéres au moins sur un bout de chaque
interface. Notons

G1 = {ensemble des §; contiglis a I'},

Gi+1 = {ensemble des Q; contiglis & GG; et qui n’appartienne a aucun G,, r < t}.
Nous avons le théoréme (2.2) :

Théoréme 2.2 Sous les conditions :
(1, p) € L™(Q2) x L™(R).

Hiq, € CHQ;),i €1,

et sous les conditions du lemme (2.4), il y a existence et unicité de la solution du probléme

(2.2).

Preuve
. Ecrivons la formulation variationelle pour [’ = 0, et prenons v = .

/ pVuVia — P put + '1'/ fua =0
Q 2
Re(€) a un signe constant non nul donc :

VQ, € Gi,u=0sur G, NT,

@=Osur3GlﬂI‘cargﬂ+i§u=0.
on on

De plus,
~V(eVu) - w?pu = 0 dans Q,.

Donc grace au corollaire (2.1), uv = 0 dans §,;, VQ; € (/,. Supposons maintenant que :

u=0dans G, UG U - UG,

12



w € 11'(Q) donc u est continue sur . NG,

A partir de la formulation variationelle, nous montrons que //.g% est continu sur G; NGy

Donc :
1 = 0 sur (I’i N (I"'+|
Ju -
-_— = 0 sur (_I" N (l“.*.]
()'II,

~V(uVu) — wipu = 0 dans Qp C Gy

Donc u = 0 dans (4. C’est donc que v = 0 dans Q. fin de la preuve

Remarques

a) Tout ceci nous a permis de montrer que le probléme de Helmholtz est bien posé pour
une classe large de coefficients. Cette classe présente des discontinuités.

b) Cette idée de “progression a partir du bord” est une caractéristique du probléme de
Helmholtz pour lequel les seules estimations simples existent sur le bord. Nous retrou-
verons cette idée lors de 'étude de la convergence de la méthode de décomposition
de domaine.

c) Les résultats que nous avons présentés ici sont assez classiques et la méthode de démons-
tration n’est pas originale. Toutefois nous avons choisi de présenter une démonstration
détaillée sur les fonctions p et y garantissant un résultat d’existence et d’unicité.
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Chapitre 3

Decompositions de domaine

3.1 Rappels bibliographiques

Les méthodes de décomposition de domaines furent introduites en analyse numérique pour
résoudre des problemes de type elliptique coercif. Une littérature importante est dédiée a
ce sujet. Néanmoins les différents auteurs utilisent la décomposition de domaine de diverses
maniéres. Voici quelques exemples. P.L. Lions [13, 14, 12] s’intéresse dans un cas modele
a une méthode itérative. Il résoud a chaque étape dans chaque sous domaine une équation
aux dérivées partielles dont les conditions aux bords sont calculées en fonction des don-
nées aux bords dans les domaines voisins & ’étape précédente. R. Glowinsky [8] et M.F.
Wheeler [8] utilisent la décomposition de domaine pour définir une méthode de gradient
conjugué associée a une discrétisation par éléments finis. J.H. Bramble [3], J.E. Pasciak (3]
et A.H. Schatz [3] construisent de bons préconditionneurs pour le probléme discrétisé. De
maniére générale, la décomposition de domaine est présentée dans le cas elliptique coer-
cif, dont la formulation variationelle permet d’obtenir des estimations qui assurent le bon
comportement théorique et numérique de toutes ces méthodes.

3.2 Les bonnes conditions de transmissions pour le
probleme de Helmholtz

Nous allons étudier de maniére systématique des conditions de transmissions qui abou-
tissent a des problemes bien posés, lorsque I’on définit ensuite un processus itératif. Soit
u € H'(), solution de :

(3.1) (-A — w*)u = [ dans Q,
7] .
(3.2) (% + w)u =0 sur I,
Soient €2, et Q, deux ouverts a frontiere suffisamment réguliére, ne se recouvrant pas, tels
que :
(3.3) Q=0,u0,,



(3.4) -Q—, N ﬁ-:, = 2,
(3.5) 09,0 09 = 0.

Cela corespond a une situation ot 2, est situé a "l'intérieur” de . Soit (u;,u;) un couple
de H'(2) x H'(R), il est clair que wjg, = u et uj, = uy équivaut a :

(3.6) (=A — Wy = fig, dans Q,,
(3.7) (-A— wz)ug = fin, dans £,
(3.8) (a——- + i =0sur T
4
(3.9) u)|g = ug)gz par continuité de la trace ,
a %, . . o
(3.10) Fow + I = 0 sur & d’aprés la formulation variationelle de (2.1)
7y 9

En effectuant des combinaisons linéaires de ces conditions aux bords, nous voyons que u;
est solution du probléme suivant :

(3.11) (=A —~wHu, = fig, dans Q,
(3.12) (—0— + iw)u; = 0 sur T,
677,]
5, J ,
(313) (Q]aTll + ﬂl)lt] = (—(Yl(,)7—?2 + /j])ll') sur =

et que pour sa part, u; satisfait des équations semblables :

(3.14) (—A - w2)u2 = fiq, dans §,,
(3.15) (@20 + Bruz = (=022 + B >
. 028712 + Oq)uy = Ozanl 2)'([1 sur .

Examinons divers choix de ay et 3.

a) aa=0 B #0

C’est un choix naturel dans le cas elliptique, qui ne convient absolument pas ici.
En effet, il peut exister un vecteur propre du Laplacien qui posséde les propriétés
déterminées par les conditions aux bords.

b) Donc «; # 0. Divisons par ay, ce qui revient a envisager ay = 1 et 3, € C. La forme
bilinéaire sur le bord issue de la formulation variationelle de (3.14) et (3.15) est :

(3.16) /v Byu.T.
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Nous savons que pour appliquer le théoréme (2.1), il faut que cette forme soit coercive,
au moins sur une partie de ¥. Nous en sommes certains dés que :

(3.17) () > 0.

Pour des raisons qui s'éclaireront par la suite (théoréme 5.1), et par homogénéit*
avec le probleme dans §2, nous prenons :

(3.18) By = iw.

c) Dans le cas ou les coefficients 1 et p sont variables, les conditions de transmission

s'écrivent :
(3.19) Uy = Uppg,
9, 0
(3.20) el ™2 =0 sur =

Mon, ™ Hon,

(1 et o sont les valeurs de p de part et d’autre de L. Rappelons que nous utilisons une
classe de fonctions p qui acceptent des discontinuités de surface. Nous aboutissons a

Jdu du; )

(3.21) | ,ul-a——”—: + fu, = —[Lg%f + Fiug, et

du . du
(3.22) lmale + Bouy = —,“3;'- + Bau,.

5

Nous prenons :
(3.23) B; = iwﬂ}, jJ =12
ou ﬂj’- est une fonction réelle strictement positive de oy = \/prfi1 et 02 = /Pafie, telle
que :
(3.24) Bi(o.0) =0,

ce qui rend nos conditions de bords homogénes pour les dimensions, et homogénes
avec le choix de [ fait dans le cas de coefficients p et p égaux a 1. Nous prenons de
plus :

(3.25) Bilor,02) = By(02, 1) = f'(a1,02),

pour les besoins de la démonstration faite théoréme (4.2). Par exemple :
/ 1 .
(3.26) B'(or,02) = 5(0’, + 032) convient .

16



3.3 Définition d’une méthode de décomposition de
domaine i1térative

Tout d’abord, des notations qui sont décrites dans la figure (3.1). Soient ; des ouverts
disjoints, tels que pour tout & € K fini :

(3.27) Q = (176
(3.28) I =90
(3.29) Lyj =2 = QN '§2_J, QU et §2; contigiis ,
(3.30) T, =0, NT, alors
(3.31) oy, = (U L) U Ty
7

vy est la normale sortante de £,
n est la normale sortante de 2, et coincide avec i sur Iy,
u} est la valeur de la solution dans . a litération .

I
K
Q4 r=5Q
v
k
Q
Figure 3.1 :
Notons (3.32) le processus itératif :
u) € HY(Qk)
Vke K (-A -t = f dans 4,
(3.32) ( " Jupt! = (—-a% +w)u}  sur Ty, V9,
7
(

30_A+2w
aa—-f-zw

Rt =0 sur ['y.
Remarques

17



a) a chaque étape, nous allons résoudre dans chaque sous-domaine un probléeme du méme
type que celui que nous cherchons a résoudre dans le grand domaine.

b) nous noterons de maniére évidente :

vt e [] H'(9k) =
kel

Vk € Kooy, = v

c) dans le cas de coefficients variables, nous nous servons des conditions définies par lec
équations (3.24),(3.25) et (3.26).
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Chapitre 4

Etude de la convergence dans le cas
général modele

4.1 Un résultat d’isométrie

Soit © un ouvert borné, de frontiére JO. D’apreés le théoréme (2.1), nous savons que :

(4.1) ¥ ht e H7'2(90),3 € H'(0©),
(4.2) (—=A — w*)e = 0 dans O,
a . + .
(4.3) (57; +1w)e = ¥ sur 0O.
De méme :
(4.4) VR € H Y?(90),3e € H'(O),
(4.5) (=A — w?)e =0 dans ©,
(4.6) (5——871 —w)e = I~ sur 90O.

La relation :
(4.7) h* = h™ + 2iwc

permet de définir un isomorphisme II,

(4.8) II: H'*(00) — H~'%(90)
(4.9) h* — h™ = h* — 24we.
La propriété importante de II est décrite dans le lemme.

Lemme 4.1 Sous I’hypothése h* € L*(J0O) et h™ € L*(9©), ce qui revient & dire -a%e €
L*(90©), nous avons :

(4.10) [ 1A = R
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Preuve

. () 9,

4.11 / nt zz/ 9o Le e
(4.11) 70, | 3(%)(077( * M(’)((')ne we),

d . J
4.12 J It = [ I sme Pt e [ —2Re(io [ —c)
(4.12) 20 L 50 | on' P et lel” -2 ((lw.ac-) on© 2
Or

0 _ - 9
(4.13) /ae EeCh / VeVeE - wee € IR, donc
o
d

4.14 ) —¢.@) = "ot
(4.14) Re(iw w ¢) =0, d’ot
(4.15) /3@ Fhy |*= /ae | %e I* +w? | ¢ |*. De méme,
(4.16) /3@ Lhe |*= /9@ [ 0—5)7—;( I +w? | ¢ |%, d’ou le résultat

h_2=/ he |2,
/89l = [ lhel

fin de la preuve
En résumé, IIj;» est une isométrie pour la norme L*(9®).

Remarques :
a) Le fait que © soit borné est essentiel.

b) Le résultat est intuitif lorsque w? n’est pas une valeur propre du probléme de Dirichlet
intérieur pour —A. En effet, 'opérateur T(w) : wjr = Zur est alors parfaitement
défini. Il est auto-adjoint & résolvante compacte dans L*(T'), et donc diagonalisable
sur une base orthonormée de L*(T'), que nous appelons W,,.

T(W,) = An(w)W, M(w) € R
L'opérateur h* — h~ considéré dans le lemme consiste alors & passer de la fonction :

h+ = Z(/\,I(W) + iW)'lt" l/vna

n

a la fonction :

h™ =) (Aa(w) = tw)u Wi

n

Le résultat d’isométrie est une conséquence du fait que comme A,(w) est réel, les
nombres A,(w) — iw et A, (w) + iw sont conjugués.
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4.2 Démonstration de la convergence de la méthode
de décomposition de domaine définie pour le pro-
bléeme modele

Nous avons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.2 La seule solution stationnaire du processus itératif (3.32) est u solution de
(2.1).

Preuve
Soit v une solution stationnaire de (3.32). Sur $4,, nous avons :

0 9,

(4.17) (-OTL + w)vg = (—()7 + iw)v,, et
a . 5, v s g
(4.18) (—5;— + w)vy = ( 5.+ iw)uv,;, c'est-a-dire
k /
(4.19) Vg = vy
0 d

4.20 — —uv; = 0.
( ) 31//\-H + (')//JIJ

La fonction v est continue sur les Ty;, donc v est dans //'(Q2). Les conditions de raccord
sur les dérivées normales montre que v satisfait :

(4.21) (—A - w¥)e = [ dans Q,
g .

(4.22) (51—1 + tw)v = 0 sur T.

D’apres le résultat d’unicité du théoréme (2.1),

(4.23) v =

fin de la preuve

Pour analyser le comportement de «", nous pouvons lui soustraire u et introduire 'er-
reur.

(4.24) " =u—u".

D’apres la linéarité des équations, e est solution des processus itératif suivant :
(4.25) el € H'(Q) vk e N

(4.26) (—A — w*)ert! = 0 dans Qy,

(4.27) (6? + w)ept! = (~7)l)71 + iw)el sur Ty, V),

(4.28) (-— +iw)et =0 sur [';.

Nous allons montrer dans le lemme (4.3) une identité satisfaite par la suite e”
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Lemme 4.3 Sous Uhypothese :

(4.29) aieg € L¥0Q4). Yk, nous avons
143
(4.30) Vn > 1, ey € LAHOQ), Yk, et

Or/k
n+1l . , . ' .
ZkeI\' [fam.- ! %T |2 +w2 l el |z] + 4w2 Z;l:u ]l' I eh |z

(4.31) . 0.0 _ )
=2 kek [fam | g,e,_/\ [ +w? | lz] :
Preuve
Montrons d’abord la propriété (4.30),

6 n+l n+1 . n () n

(4.32) 31/;. = —wep" +dwe] — arjc]-, sur Xy,
6 n+1 n+41
(4.33) Soc = —twe " sur I'y. Or
k
(4.34) Vk,Vn,ep € H'Y*(9,) donc € L*(9), donc
(4.35) Vk,Vn,iez € L*(9%,) implique
al/k

(4.36) Vk,Vn, — 9 Xt e LA(0%%)

vy
Démontrons maintenant I’égalité (4.31). Séparons chaque frontiére 9 en Zy; et Ty,
nous avons :

(4.37) = [ <—~U—+zw> it
(4.38) = Z/“

(4.39)

+2w)(,”+| 2 +Z/ 0_ +lw)6n+l |2
1%

)

|2

]
M =
\.
?T

|
£

Nous avons tenu compte des conditions de transmission sur Zj;; et de la condition aux
limites sur I'x pour passer de (4.38) a (4.39). Puis :

Z/ é;T—W)e"I2
(#.40p Z/ '<——W '”Z/ aj—'w S‘P—Z/rm(a%—ww
(4.41)= 2/89] ——+zw —4w22/ ler 2.
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Sur T, nous avons utilisé le fait que :
(4.42) (— —dw)) = 2iwe}

v

pour passer de (4.40) & (4.41). Nous pouvons réécrire :

(445) 3 fo Vg vl =1

Effectuons une sommation sur I'indice d'itération, nous obtenons :

Z am(l 8:4
Z/am(l e Pt [ 1)

+ 1w)e lz 4w/|(~

I/k ()l/k

n+1|z+wz| n+l| +4w22/|f]

fin de la preuve
Pour exploiter cette identité, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4 Soit © un ouvert borné de R* dc [ronticre assez régulicre. Notons :
(4.44) V={ee H(®),(-A —w?)¢ =0 dans O}.

Nous avons alors :
0 .
(4-45) 3C > 0,Ve € H'(®),] € 1)< C | (}% +wle | g-112(0)

Preuve
La formulation variationelle montre que V' est fermé dans //'(©®) donc V' est un espace
de Hilbert pour la norme H'. Soit @ :
p: V— [[717%(90)

(4.46) e —s ht = (7(2— + tw)e sur JO

¥ se définit variationellement par

(4.47) H-12(a0) < W0 >pingse)= /(VeVgo —wlep) + i /u(—) o

(4.48) ht = y(e), Yo € H'(O).

¥ est donc continue de V dans H~'/2(90). Réciproquement, le théréme d’unicité (2.1)
assure que:

(4.49) vat € H Y3(00),3e € V. bt = ¢(e).
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¥ est donc un isomorphisme bijectif, continu, d’un espace de Hilbert dans un autre. Par le
théoreme de I’application ouverte, [4], y' est bicontinu, c’est-a-dire :

. i , ) .
(4.50) IC >0 Ve e Vil e flieys Ol (5 +w)e ln-mgae) -

fin de la preuve

Remarque Il s’agit d’une estimation a priori sur la solution du probléeme de Helmholtz
avec condition de radiation & distance finie. Dans le cas des équations elliptiques, il est
beaucoup plus simple d’obtenir directement une estimation des normes des fonctions I’in-
térieur des domaines. La difficulté présentée dans le lemme (4.4) est caractéristique du
probleme de Helmholtz. L’égalité montré au lemme (4.3) prouve que :

(4.51) / e [*—= 0 (n — +00), et que
r
a9 . .
(452) EiC > O,Vk,Vn, “ (Z)l_/k‘ + zw)ez “Lz(flﬂk)s C

Il y a inclusion continue de H~'/2(9Q2k) dans L'Z(OQL), donc (4.52) entraine :
Jd .., ,
(4.53) EC > O,Vk, Vn, ” ('a’_/k + 7(,0)@,\, |l//"l/2(f’Qk)S (

Grace au lemme (4.4), nous avons enfin :
(454) aC > 0,Vk,Vn, ” (3;: ”].Il(Qk)S C.

Pour la suite de la démonstration, regroupons les sous-domaines §; en groupe de sous-
domaines G; tels que :

(4.55) Gy = U{Q;,00; N T #0},Giy = U{Q,;,0Q,0G; #0,Q,NG; = 0}

C’est la méme définition qu’au théoréeme (2.1) La figure (4.1) montre un exemple d’un tel
regroupement.

C;l :Q| UQ)OQ_},

6'2 = Qq,
Cl';; = 95.

Nous avons le théoréeme de convergence suivant :

Théoréme 4.1 Sous l’hypothése 6%:62 € L*(0S%), Vk,nous avons Vk, u} tend fortement
vers u (solution de 2.1) dans H'(S2) quand n croit a !'infini.
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4
2y
2y

Figure 4.1 :

Preuve
Elle se fait en plusieurs étapes :
a) Montrons d’abord que
(4.56) VQ, C Gy, el tend faiblement vers 0 dans H'().

La suite e} est bornée dans H'!(§;) (égalité 4.54), donc nous en extrayons une sous-
suite, toujours notée e} telle que :

(4.57) Jex € H'(SU), e — ¢ faiblement dans H'(Q).

La sous suite e} tend faiblement vers e, dans H'(§), donc par compacité e} tend
fortement vers e, dans H'/2=¢(9Q;) ainsi que dans 12(9€,). De plus, d’apres le lemme

(4.3) nous savons que me}: est borné dans L?(J€). C'est donc que il existe g €

Lg(aﬂk),g?/—kez tend faiblement dans L*(9§0) vers gi. En utilisant la formulation

variationelle, nous montrons que :

(4.58) a—a—ek € L*(0), et 5(-)-—62 — bg_ek dans L*(9) faible.
4% Vi )
Tout ceci montre que :
(4.59) (58_ + iw)ex = 0 sur T'y.
n

Or nous savons que N
Il €& lle2qry— 0. donc
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(4.60) er = 0 sur I'g, et

()
(4.61) ! ¢y = 0 sur Ty.
()l/k

Passons a la limite faible dans la formulation variationelle, nous avons également :
(4.62) (—=A — &), = 0 dans Q.

Les hypothéses du corollaire (2.1) sont satisfaites dans les expressions (4.60), (4.61)
et (4.62)). Donc :
(4.63) er = 0 dans Q.

Cette limite faible e, est donc unique. En conclusion toute la suite e} tend faiblement
vers 0 dans H'(£). Montrons maintenant que Yk € G, ¢} tend fortement vers 0 dans
HY(9}). Pour cela, rappelons-nous que el est solution d'une équation différentielle
et utilisons la formulation variationelle:

_ g ) — ) —
4.64 Vel Ve = / —Cr.eT +w2/ eren
( ) q, ~ Gk Ve N R o, GkCk

Or

er — 0 fortement dans L%(Q) par compacité, ,
d

——e} est borné dans L%(9Q),

allk

ey — 0 fortement dans £?(99;). C'est donc que

(4.65) e — 0 fortement dans H'()
b) Supposons a présen’t que :
(4.66) ¥, < G,, e} tend fortement vers 0 dans H'(Q;).

Nous allons montrer que

(4.67) YQ < Gyy1, €} tend fortement vers 0 dans H'(Q).
Grace a I’égalité (4.54), nous extrayons une sous-suite de e}, toujours notée e7, telle
que :
(4.68) Jer € H'(Qu), e} — ex dans H'(Q) faible
Or
(4.69) VQ € Grty, 37,9; et i sont contigls, Q, C G.
Ecrivons les conditions de transmissions a I'étape n et a 1'étape n + 1 sur la frontiére
Ekj. 5
; n (,) n N n
(4.70) 5—;;62“ + iwept! = —aT/jej + iwe]
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a2 7
(471) ”+] + we Al+l _ rL+2 + ,w(_n-i-z'
()VA )1/ /

2; C G, donc 3%78? tend faiblement vers 0 dans /.*(Zy;) et ¢! tend fortement vers
’ .
0 dans L?(Zy;). Donc :

(4.72) ext' — 0 dans L*(Zy;) et
5

(473) E;C}:’H — 0 da.ns 142(Ekj)-
De plus, les arguments exposés au a) sont encore valides donc :
(4.74) 9 =0 Y

. 0[/‘ €L = sur ISR
De méme,
(475) Cp = 0 sur Ekj.
Nous avons également :
(4.76) (-A — w)e, = 0 dans Q,

donc e, =0 dans ;. C’est donc toute la suite ¢} qui converge faiblement vers 0 dans
H'(94). Pour montrer la convergence forte, il suffit de reprendre la partie a).

fin de la preuve

4.3 Extension aux coeflicients i et p variables

Soit u la solution de :

(4.77) — V(pVu) — w?pu = f dans 0
(4.78) 3_ + twou = 0 sur I
an

Nous allons avec des notations claires définir un processus itératif :

u(,f, € Hl(Qk),Vk
Vke K
—V(pVupt!) — w?pup™ = fior dans @

n+l

(4.79) 9 P
e gy +wB’(0k,aj)] upt! = [——y]al—/; + wh'(oj, o) uf,  sur 3k

pka— + wku"+1 =0 sur I}

Rappelons (3.24),(3.25) et(3.26) que /' est une fonction de deux variables strictement
positive telle que :

B'(a,b) = #'(b,a) >0
B'(a,a) = a.

27



Lk est la valeur de p prise sur 0y, et y; la valeur de j¢; prise sur ;. Et o = \/ftkpi. Nous
avons le lemme :

Lemme 4.5 La fonction u est la seule solution stalionnaire du processus itératif (4.79).

Preuve
elle est la méme que celle du lemme (4.1). fin de la preuve

Nous avons un résultat d’isométrie pour une norme a poids de L2(9O) sous la forme :

Lemme 4.6 Soit O un ouvert borné de R*. Soit ¢ solution de :

(4.80) — V(uVe) — wipe = 0 dans O. Soient
(4{.81) hy = /L'g—; + wfe, et
¢ .
(4.82) he = /L% —wf'e.
B est strictement positive. Alors sous ['hypothése .a‘\ € L*(D0O), nous avons :
! on
(1.83) i Lo, = / L.
so Bt so i
Preuve

Elle est tres similaire 4 la démonstration du lemme (4.1). fin de la preuvve
Notons e} = u} — «. Nous avons le
Lemme 4.7 Sous hypothése 3%62 € LYIQ4), Yk, nous avons :

Jert!

1 k 2 3 2 12 2 . 2
S AL B gt g | 40ty e
k /30/»‘ [ﬂ/ al/k =0

1,09 , ., -
= — | SR 2 AW Q7]
zk:/;)nk [ﬁl l ’()1/;,. { +w I €y l

Preuve

Voir lemme (4.3). Le point important est que nous avons choisi des fonction #’ qui
prennent la méme valeur de chaque coté d’une interface. Les fonctions 3’ s’interprétent
comme des poids. En toute rigueur, nous pouvons prendre des fonctions 3’ différentes sur
chaque interface. fin de la preuve

Finalement, nous avons le :

Théoréme 4.2 Vk,Vn
e; — 0 dans H'(Q.) fortement.

Preuve
voir théoréme (4.1). fin de la preuve
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4.4 Comparaison avec un cas coercif

Nous aurions pu définir la méme méthode itérative pour des problémes de type Laplace du
genre:

—Au+w?u= [ dansQ,

g—% +wu=0 sucl. w>0

(4.84)

L’égalité du lemme (4.1) traduirait alors une contraction stricte et non plus une isométrie.
Cela aboutirait a une égalité pour le processus itératif :

Zk fan [l Hd;;eMH ]2 +w2 | et Iz] + fQ;, [ \val |2 +w2 l ent! |‘1,
(485) 4250, Jo, | Ve [P 4ot | € 2 4 Sigdw? | €
=2 fan | a%keo —we® |?

Cette égalité (4.85) est plus forte que ’égalité (4.31). Elle permet de conclure tant de suite
a la convergence du processus itératif vers la solution de (4.84).
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Chapitre 5

Etude du taux de convergence

5.1 Cas monodimensionnel

Pour le probléme modeéle (2.1) monodimensionnel, reprenons les notations de la section
(3.3) et examinons 'erreur :

Q =]0, +L{, L > 07
Qe =)ee, Teplaus > 2%, 0 <k < R,

zg=0cet x4 = L.
L’erreur vérifie le processus (3.32) que nous réécrivons sous la forme

62 € Hl(Qk), v,

—= - uﬂ) ept! = dans Qy,
(5 1) a({—c' + Z(.d) €2+l(l‘k+l) = H‘LI- + ‘IL/J) cﬁ+](mk+1) k < 0,

—(7‘/7 + 7'w> ei_(re) k>0,

0
=0 k= Ko,
0 k=0.

Nous avons alors le
Théoreme 5.1 Soit ng = Ko + 1 le nombre de sous-domaine. Alors :
Yk, e° = 0 dans §

Preuve
Dans chaque §2;, nous remarquons que :

(5.2) €p = apct™r + bre™™]

(5.3) (a},b}) € C*.
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Ecrivons le processus itératif satisfait par les « et b} :
o a}, b{ sont données par les conditions initiales

k. VYn n+l [n+l =0.
(5.4) . \7'“+,1 n, ai; 0 et b 0,

ap™ =aj,, pour 0 < k<K, -1,

b;:*l =, pour 1 < Ak < Ky
Nous voyons que en exactement ng = /\y + 1 1térations,
(5.5) e’ = Yk.

fin de la preuve

5.2 Cas bidimensionnel d’'un domaine rectangulaire.
Etude spectrale.

Nous allons étudier la convergence de méthode de décomposition de domaine dans le cas
ou § est un rectangle séparé en deux sous-rectangles 2, et Q, (figure 5.1).

Q
+L

",

Figure 5.1 : Géométrie bidimensionelle

Pour cela, nous allons procéder par étapes. Soit ¢ 'opérateur défini par :

[ L*(] - L, L)) — H*(] - L, L),
f — @(f) = u solution de
5.6 _d&
( ) Wu f3
d | - —
i (:i:?[a +zw)u—Oen + L.
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Nous montrerons que 'opérateur ¢ se diagonalise sur une “base” de vecteurs propres. Les
difficultés viendront du fait que ¢ n’est pas hermitien. Grace a cette étude, nous pourrons
faire une séparation des variables, ce qui nous permettra d’étudier la décroissance par une
approche de type 1-D. Résumons nos résultats sur » dans le lemme suivant :

Lemme 5.1 il existe une famille de couplc (wy, ¢, )pen—o de L*(} — L, L[) x C, telle que :

(i) Vp, <& p(up) = up. Chaque valewr proprc est simple. Pour p impair, les ¢, sont
solutions de :
ey tan(e,l.) = 1w, op €C

et les fonctions propres associées sonl :
w,(y) = cos(e,y).
Pour p pair, les ¢, solutions de :
iwtan(c,L) = ~¢p, cp € C
et les fonctions propres associées sont :

wy(y) = sin{c,y).

Les ¢, solutions de chacune des dewr équations transcendantes sont silués sur une

meéme courbe :

(5.7) {c:a—i-zb a>0, bh>0

a?+ b* + w? — 2awcoth(2bL) = 0
Le comportement asymplotique des ¢, est déeril par :

e ) 1
e =(p— l)ﬂ bi—2 4 des termes dordre supérieur en —.

(p—1)m P
(it) Les u, vérifient des relations de “pseudo-orthogonalite™’
L : .
Vp#q [2 Z%upﬁ%uq + 1wlupt J(— L) + twlwpu,)(+ L)
=[5 wyu, = 0.
L d { { ~ S
Yp - aau,,éyu,,éyup + zwuf)(—],) + -1wuf,(+L)
1.4 B
= ¢ [T (w)* # 0.

(i1i) Les (up)p>1 forment un systéme libre total de L*(—-L,L). Bt Vv € L*(] - L, L[),

notons: L
a, = / v(y)u,(y)dy.
-L
Alors nous avons :
ve H ()= LLD)(=)D fa, Ml ]° s< 400, Vs, -1<s<1

p21
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Preuve
Nous renvoyons a 'annexe. fin de la proune

Remarque

Le lemme (5.1) montre que, bien que ¢ ne soit pas un opérateur hermitien compact tel
que le laplacien classique, il se comporte de la méme fagon d’un point de vue spectral.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 5.2 Les erreurs se comportent géomdétriquement.
(5.8) Vp, 38, € C, |ep () IS Cp) | B " k=1 ou 2.

Preuve
Par intégration par partie, et en utilisant les propriétés des ¢" et des u,, nous avons :

vp
(5 9) _j.l;? —WQ + C;) 62:](“) = 0 da.ns Q] ou sz
a;{—k + Iw) cz";l — (_?f}%l;\_/ 4 iw) (32/‘7) en 0, k # k!
=0 en */

Nous allons désormais nous intéresser a un indice p particulier, ce qui nous autorise a ne
plus noter p. Suivons la démarche du probléme monodimensionnel.

(5.10) e =w?— c;, c=a—1b, a>0, bH>0.

Notons que a,b et ¢ n'ont pas la méme signification que les «,b et ¢ rencontrés lors de
Iénoncé du lemme (5.1).

d?
( 02) e; = 0. dans Qy, A =1,2

dz?

Donc
(511) 62 - azexcn + I)ZC_‘C”,

Ecrivons le systeme satisfait par «} et 4} :

(5.12) (1w —ic)a} e + (iw + )b} ¢! = 0,
' (iw +ic)at + (iw — ic)b} = (1w +ic)ay™" + (iw — ic)b3™!
Notons:
(513) Det = __(w + C)26+,'.:I + (LU _ C).Z("-‘d
Donc :

ab \ _ 1 [ —(w+ )P (¢ = w?)et! ay™!
(514) ( b717. ) - Det ( (w?. _ 62)6—1'c1 (w _ C)‘Z(:—u:l b‘l?l.—l
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De méme :

(5.15) { (fw —ic)aj e + (iw +ic)by ! = 0.

(iw +ic)a + (iw —ic)ly = (iw +ic)al™" + (iw + c)by ™
Donc : ; ) |
([,n' 1 —(w —_ (_.)'1(‘—1.‘- (w'z _ (:2)0—1(; an_
5.16 2 | — ) e ¢ ]
(516) < b3 > Det ( (2 — )t —(w + )2 b=
c’est-a-dire : 1 |
(L,Tll _ a'g— a; 3 (L.l]‘—
(5.17) ( b;z > — A ( b;z—] > et ( b; > = B ( ()?_' ) .
Remarquons que :

(5.18) { detA = dct 3 = 0,

IrA=1(0r8=1

Cela nous incite a définir :

e = (C _+_ w)(JL[A [ et
' (¢ —w)e
2= (C + w)(,ic[ : o
AC] = € et BC’Q = (3.
2 2 el el
Aes = (¢ —w?) (e ( ) et
(5.20) €2 ~(w + )% 4 (w = ) €
2 2y el
Be., — (¢ *—u,)(( ¢ ) -
€2 _(w + c)zcu,l + (w _ C)Z(f—wl(z

De plus, les vecteurs €, et €, sont indépendants. En effet :

det(ey,e2) =0

N (c + w)efC' ={c— u,’)(:id‘ ou
(C+ w)ezcl — —(C _ w)cxcl

C(eicl _ eic[) — ___W(C,icl + (‘;icl) ou
C(eicl -+ cicl) — w((?icl _ G:xcl)

ctg(cl) = iw  ou
wtg(cl) = —c

Nous reconnaissons la les deux équations étudiées au lemme (5.1), dont nous savons
que les solutions c sont situées dans le quart de plan @,

Q={ceC, c=a+1h, a>0, b>0}
ou par symétrie dans :

Q ={ceC, c=a+ib, a<0, b<O0}.
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Cela est incompatible avec la définition de ¢ (5.10),

E=wr—-? c=a—-ib, «>0. bH>0.

C’est donc que (ey,e,) est une base de (“*. Exprimons toutes les données sur cette base.

_ (1 B
=(07);

=w—-¢p?, c=a—-1ib, a>0, b>0

2 2 R~ el
; N
( 21) by —(w-}-C)Q("ld +(w_ (:)ZG_iC[

Remarquons que BAB = 82 x B. Donc :
2p+1 0
< Z§P+l ) = ﬂ:”B( Z(I} ) . De méme

ABA = /_i’f/l donc

2p+1 0]
Cen | =omAl 2
b," P b9

2p 0
a, . g2p-1) O
(5 ) =rman () o
2p 0
, — 32Ap-1) Uy
(bi”)_ﬁ" AB<6‘2’>'

(5.22) 3C >0, ey |6, " xC. C dépend de p.

De plus,

Nous avons bien

fin de la preuve

Nous allons maintenant étudier 3, dans le :

35



Lemme 5.3
Vo, | B, I< L, de plus

(5.23) YL (L)
| By l=1 W+0 o
Preuve
b= (c? — W) (e — et g

—(w + )2 + (w — ¢)2eel - Uiz

N 4
ou (1:1,1:2,.7/1,3/2) € R,

;= (w?+ 0" —a?) xcosal xshbl
—2ab x sin «! x ch b,
vy = (W+ 8 —a*) xsinal xchbl
+2ab x cosal  xshbl,
= (wW—=0+a?) xcosal xshbl
+2bw xsinal  xshbl
+2aw xcosal  xchbl
+2ab xsinal  xchbl,
y2 = (w? =6 +a®) xsin(al) xch(bl)
+(2aw) x sin(al) x sh(bl)
—(2bw) x cos(al) x ch(bl)
—(2aw) x cos(al) xsh(bl). D’ou

4zl = [(t.u2 + b — a2)2] X [cosz(al) sh?(bl) + sin®(al) chz(bl)] , et

e+ yl= (Wr+b?—a?)?x (cos (al)sh?(bl) + sin*(al) chz(hl))
+(2ab)? x (sinz(al) ch?(bl) + cos?(al)sh? bl))
+(2bw)? x (sin'z(al) sh?(bl) + cos?(al) ch¥( bl))
+(2aw)? x (st(al) shQ(bl) + cos?(al) ch?(0() )
+2(w? — b + a®)(2ab) x (sin(al) ch(bl) cos(al) sh(bl)
— sin(al) ch(bl) cos(al) ch(bl))
+2(w? = b + a?)(2aw) x (cosz(al) ch(bl) sh(bl) + sin?(al) ch(bl) sh(bl))
+2(w? — 8% + a?)(2bw) x (cos(a/) sin(al) sh®(b!l) — cos(al) sin(al) chz(bl))
+2(2ab)(2aw) x (cos(al) sin(al) ch?(bl) — cos(al)sin(al) sh'z(bl))
+2(2ab)(2bw) x (cos?(al) sh(bl) ch(bl) + sin® sh(bl) ch(bl))
+2(2aw)(2bw) x (cos(al)sin(al) sh(bl) ch(bl) — cos(al) sin(«l) sh(bl) ch(bl))

Apres réduction, nous trouvons :

y2 +y2 =22 4+ 224+ [(2aw)? ch(bl) + (2bw)? cos(al))
+w? {2aw sh(20!) — 2bw sin(2al)]
+ {b? + @?] [2aw sh(2b!) + 2bw sin(2al)).
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Nous allons montrer que chacun des termes entre crochets est positif. Pour « et b positifs,
2aw sh(20l) > 2aw x 201, | et

| 2bw sin{2al) |< 20w x 2al.

Donc les deux derniers crochets sont positifs. Notons [ la fonction :
S = (2aw)? ch(200) + (20w)? cos(2al).

F(0) = 4w (a® + %) = 4w’ | ¢ |*> 0.

car ¢ n’est jamais nul.

f'(1) = (2aw)?2bsh(200) + (2bw)*(—2a) sin 2al.

Or,

(2aw)?2bsh? bl > (2aw)?(20)% x [ et,

| (2bw)2(=2a) sin? al |< (26e)(20) x | 4’ oi
vi> 0. 1) = f(0).

Finalement,

iy > al4 a0t ¢}, donc

| B, |2 < pea 1?:41‘52 e avec | c¢|# 0, donc

(5.24) | 8, |< 1, Vp.

Interessons-nous maintenant a la valeur asymptotique de | 3, | pour p grand.

U ()
— 41 i— + 2(p).
2L 2pr  2pm !

o =(p—1)

c=a—1b, «>0,b6>0, avec
¢ =w?—cp?  donc

: ™ w ,
Cc = —-'l(]) — 1)"27‘ + 5‘]‘;; + ¢ (/7)

(C'Z _ u«_‘2)((‘_161 _ (},-—xcl)

By = —(w+ )%+ (w = )P

Le terme dominant de | 4, | est donc :
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C2 — w2 |
(w+ c)i

T \? w \? '
o)
2pm
o
) S
( 27m>

w-—c
w C

(
((1

+ des termes d’ordre supérieur en l,

= 1-— ‘("]’) 133 + des termes d’ordre supérieur en B
o2
1— —JsL | + des termes d’ordre supérieur en -51;,

fin de la preuve

Le schéma suivant (5.2) concerne un domaine 2,

Q=)= LU[x]~ LI =)0,{[x] = LI =] = 1,0[x] = L, [.

g )] mresees
S 71 T T e
2 . - L R LR R
* - T
. ———
I~ D A .
—
-1 T Ty T —r—— | zmeee ee esuecsn
- L Fe-1 L0 2+ E L
| atener-amne |

Figure 5.2 : Fréquence et taux

La courbe avec un pic est définie par I’équation (5.7) que nous mettons sous la forme :
2+ 0% + y2 — 220 coth2y = 0, 0 = 60.
Remarquons que nous avons pris des variables adimensionnelles,

x=ual, y=0b, 0=uwl
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L’autre courbe est définie par I’équation (5.21) que nous mettons sous la forme :

=0 (" - 7
S S Gl )

—c+0)2 e+ (0 — ¢)e” ¢ = +iy(e).

Cette courbe représente les valeurs de 3, en fonction de p, car nous savons que la distri-
bution des k, est a peu pres uniforme. Nous allons montrer maintenant le lemme suivant
qui relie la décroissance de I'erreur a la régularité de l'erreur initiale.

Lemme 5.4 Supposons que :

9] 1
(5.25) 4w el € H(Z), k=1lou2, —=<s<1
on 2
alors :
Ve > 0,3c > 0.3N, > 0,Vn > N,
(5.26) el N ot x Il () 8 |
. A IHY Q) S Cﬁ - W e (D)
. n.Ti_+ - an

K =1o0u2 k'=="~pourn pair, k' 3£ k powr n impair.
b ) 7

Preuve
Notons :

8 . n n
(g + ) 0.0) = X oty

I_)
Grace a l'étude spectrale faite au lemme (5.2), nous connaissons le rayon spectral des

matrices 2 X 2 caractérisant la décroissance des ¢} ,,. Nous connaissons donc le rayon spectral
de la matrice scalaire qui caractérise la décroissance de d} ;.. C’est la méme. Donc :

(5.27) | d;},k' <13, "] Gk | .
Nous savons (4.4) que :

J . ,
de > 0, || en IlH‘(()kl)S ¢ | (% + "-“’) e ||/-1'/2(ank,) .

Or grice au lemme (5.1) nous connaissons ’expression générale d'une norme équivalente a

H*(%). Donc :

1
>0, | ek ”fw(nk,)g ey dp P x—.
; | ep |
D’ou avec I’ équation (5.27),
a1
(528) dc > 0’ 'l 62' “}i’(ﬂk/)s CZ | Up ke 12| /37) Ill X l cp l
P
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Nous connaissons i’expression asymptotique des ¢p en fonction de p, donc :
3¢>0, el L | dy 11 By 1P
s ) b S &

Nous connaissons également la valeur asyinptotique de 3, en fonction de p, donc :

- 1 w2L2
n 0 2n
(5.29) 3e>0, | eilline,< cl | dp I° XEX | (1 B (p7r)3> |

L’hypothése (5.25) se traduit en utilisant les mémes arguments :

(5.30) 3¢>0, > [d,|* xp* < +oo.
P
Or:
1 22
S P x=x | 1=
> P (pm)

1 wiL? , 1 w2\
= Idg‘k|2><—><|1— 3|‘2"+ Z |(7,.k|‘x—x<1——f—§ .
p<N P (Pﬂ.) p2N+1 P (/77r)

Nous savons que :

1 22

S P xmx |1 -y
p2N+l P (777")
1

-<- ld0k|x])23 2s

pz%, 8 pxp’

1 E)
N1+2s I +W el llm(“)

Choisissons n tel que :

272\ !
2n = (i) x N¢, ¢ > 0. Alors
N

3
37["

N do ) 2/4 v
x—>< 1- < (C x e~ e,
2| Gl ( (mr>>

Rassemblons ces deux estimations.

n - & 1 a . 2
Il ek ||?11(Qk,)§ Cxe M+ NT+E I (% + ’-W> 62 ”H-‘(S) ‘

272\ !
[/
avec 2n = (w ) x N
(pr)
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Faisons tendre /N vers 'infini, il vient :
b)

n 3+e

. 1 a , .
(5.31) Il ek “fl‘(s;k‘ < Cigm | (% + M) o “f/-(S)

pour n suffisamment grand. fin de la preune

Corollaire 5.1 Supposons que .

1 3
ey € H' (), h=1o0u2 =<s< =
2 2
alors :
Ve>0, 3e¢>0. 3IN>0 VYn>N
n 1
(5.32) Il e Nl < ez x I e llieay)
7 e
Preuve

C’est évident a partir du lemme précédent. fin de la preune

Remarques :

a) Pour une donnée initiale e dans H!*¢ nous sommes donc capable dans ce cas particulier
de démontrer la convergence de la méthode et d’exhiber un taux de convergence. C'est
un résultat plus fort que celui du théoréme (4.1), qui a besoin d’une donnée initiale
dansH?%/? et qui n’exhibe pas de taux de convergence.

b) Nous sommes quand méme en mesure de démontrer la convergence pour une donnée
initiale dans H', pour le cas particulier du domaine rectangulaire divisé en deux
sous-domaines. Il suffit de reprendre I'inégalité (5.28) utilisée avec s = —3 pour voir
qu’ elle a un sens. Il apparait donc que la norme f/! de ¢ est majorée par une série
qui tend vers 0 grace a un argument du type théoréeme de Lebesgue.

c) Pour le processus itératif (4.84) définit & partir de I'équation de Laplace , nous savons
qu’il converge vers la solution de (4.85). Nous pouvons dans le cas d’un domaine
rectangulaire divisé en deux sous-domaines faire la méme analyse des 3,, du fait de
la ressemblance algébrique des processi (4.84) et (3.32). Nous avons alors pour le
processus(4.84) associé & I’ équation de Laplace :

4wl
+

pr

' ﬂp ': 1~
dont la valeur asymptotique est meilleure que celle des 3, définis par le processus
(3.32) associé & I’ équation de Helmholtz (5.23):

w?l?

By l=1- 2y

’ (pr)?
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Chapitre 6

Extensions possibles

Les conditions de transmissions aux interfaces peuvent s'interpréter comme une approxi-
mation d’ordre un de la condition de transmission exacte. Il nous suffit de savoir qu'une
caractérisation de cette condition exacte est qu’elle interdit des réflexions sur l'interface.
Nous allons dans ce chapitre faire une étude simplifiée de ' opérateur de transmission
exacte et de ses approximations dans le cas bidimensionnel décrit a la section (5.2).

6.1 Opérateur de transmission exact

Nous pouvons étudier cette condition exacte dans le cas bidimensionnel, ou :

ch ’ Juy(y), k=1ou?2.

Nous introduisons un opérateur de transmission exact T, et écrivons le processus satisfait

n.
par el:

3| )
(—571 + T) et = (—-{)%2- + T) es™! sur T,
(5?/— +1w) el =0 sur Iy,
1

et par ej:

+T>c§=<—i+[>e’2‘ 'sur &,
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T est l'opérateur de transmission exacte défini sur l'interface ¥. Inupirons-nous du cas
monodimensiounel, ccla nous permet d’écrire immédiatement, au moins formellement :

T L

6.1 v w? ~ 2 / €T,y ), u

(6.1) Z iy ; ( ey )aly) | es(y).

Nous avons comme auparavant fait un choix de la racine carrée analytique telle que :

Re(y/w? — ¢2) > 0.

P

Alors chaque e}, vérifie

(12 2 2 n+1 0
_—(T;;—é- -— W + Cp ek,]) = N
d , , d , ,
(m + w e/’:;l = ~(/1/,\ + 1w 6‘21'7) en 0,

= 0Oen £/,

plus des conditions initiales. Un calcul identique & celui du lemme (5.2) nous permet de
calculer des coefficients £, :

| By [-[ P w e L A =w? - Cf), Re(c¢) > 0.

La figure suivante (6.1) comparée avec la figure (5.2) montre que cette condition de trans-
mission exacte fait apparaitre de biens meilleures comportements pour les | 5, |.

6.2 Approximations d’ordre r de opérateur de trans-
mission exact

Nous définissons alors un opérateur de transmissions d’ordre r:
. ' L
(6.2) To v (z,y) = > 1P(c,) /1 v(.‘r.y)u.,,(y)) u,(y).
. J-L

ou P, est un polynome de degré r défini comme la partie principale du dévellopement

limité a I’ordre r de \/sz — z%). Ce genre d’approximation est classique ({1]). L’opérateur

T, permet alors de définir une méthode itérative dont 'erreur vérifie: -

(—A —w?)el =0,

a n—1

(-a’—/] + T) ( (),/2 > sur X,
0 :

('5‘1/—1 ) = 0 sur P],
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s o
= — T
ERN— — e
@ — ——————
-1 1 v ~— T + Versw ao avcoss
Figure 6.1 : Fréquence et taux
et
(-A—-wep =0
0 7} . |
—_— - fl — —— ‘ :r = 2’
(6V2+T)62 ( dl/2+])c2 sur
0 , .
:9;;+2w e; =0sur I,
Nous avons:
Pl = W,
et

T, y) =dw el y).
Le processus induit par 7} est en fait celui dont nous avons montré la convergence dans le

cas général ( théoréme 4.1).

1
P= w—— z%
: w 2w

et

1 &
Tov(z,y) = iw v(a,y) + iimf’('f’ y)-

Dans certains cas, une étude [1] montre que 7T méne a des problémes bien posés. Nous
avons étudié T, dans le cas bidimensionnel. Une analyse, mode par mode, montre que
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le processus itératif est bien posé a chaque étape. Nous avons étudié numériquement les
coeflicients 3, qui valent :

. . ) ) — aw et
| S [“_“l <w2w ) - ]
| 8, |=] .

— 2w+ <) N2 il (“’ - C)
(w+c)% o + (w = ¢)’e 5

Les courbes sont présentées dans le schéma suivant (6.2), et doivent étre comparées
avec celle du shéma (5.2). Elles montrent une amélioration tres faible du comportement

des f3,,.

]
2 — N
[ B
- j ---------------
..... T T -
- on ioe PR s soe
s

Figure 6.2 : Fréquence et taux

6.3 Généralisations possibles

Une idée générale est donc d’approcher l'opérateur exact 7', pour avoir un meilleur taux
de convergence, quelque soit le mode choisi.

o2

a) Il est clair que les troncatures du développement limité en fonction de ¢, de w(/1 — %

w

vont donner des opfateurs ayant de mauvaises propriétés de convergence pour | ¢, |>

w. En effet, nous savons que la série ne converge pas pour | ¢, |> w. Cela est confirmé

par 'étude comparative de 1, et 7 faite section (6.2).

b) Dans 'objectif d’un traitement numérique, deux voies sont & explorer. Premierement,

2
. . . C - s -
une meilleure approximation de w{/1 — —%, méme pour des | ¢, | grands, a l'aide
uj
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d’approximants de nature différente de celle des troncatures de la série. Deuxiéme-
ment, nous pouvons envisager une troncature de 'opérateur de transmission exact.
Tout ceci concerne 'avenir.
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Annexe A

Etude de 'opérateur ¢

Nous étudions ici 'opérateur ¢ présenté au lemme (5.1).

[ LY(Q) — HY(Q), Q=]-L.L]

fr—o(f) =1, solution de
(A1) Tt Tl

(a(}— +iw)u=0 en+ L,

I (—?% +iw)u=0 en— L

a) Nous allons en a) nous intéresser a la partie i) du lemme (5.1). Cherchons les vecteurs
propres de ¢ sous la forme :

u(x) = acos(kz) + bsin(kx), ke C.
Eliminons tout de suite & = 0 qui ne convient pas :

(1) = kP

-— { —kasin(kL) + (kh)cos(kL) + iw(eacos(kL) + h sin(kL);

0
—kasin(kL) — (kh)cos(kL) + tw(acos(kL) — hsin(kL)) =0

{ a(iwcos(kL) — ksin(kL) + b(iwsin(kL) + kcos(kL)) = 0
a(twcos(kL) — ksin(kL) ~— b(iwsin(kL) + kcos(kL)) =0

ou

w(z) = cos(ka), avec twcos(hl) — ksin(hl) =0
=
u(x) = sin(kx), avec wesin(kL) + kcos(kL) = 0.

On est donc ramené a I’étude de deux équations transcendentes :

ktan(hL) = iw
wtan(kL) = -k
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Posons & = a + b, alors :

tan(al) + ithh L
1 —itan(al)thoL

tan(kl) =

Donc

ktan(kL) = iw

(a + ib)(tan(al) + ith(bL)) = iw(l — ¢ tan(aL)th(bL))
atan(al) — bth(bL) = wtan(aL)th(bL)
btan(al) 4+ ath(bl) = w

tan(al) =

tan(al) =

)
w — ath(bL
<= 4 o —ath(bL) _  bth(bL)

tan(al) =

b ~ a — wth(bl)
et
wtan(kl) = —k
<= w(tan(al) +th(bL)) = —(1 —itan(eL)th(bL)) x (a + ib)
—wth(bL) = —a — btan(aL)th(bL)
wtan(al) = —b+ atan(alL)th(bL)

f _wth(bl) -«
o, | tenlel)= ‘&thL—)b/,)
| tenlel) = Gruy =
wth(bl) — «

tan(el) = =pp0L

A J wth(bl) —a _ b
\ bth(bL) = ath(bl) - w’
Donc pour I'étude de iwtan(kL) = —k et ktan(kL) = iw, on va étudier une seule
équation car :
wth(0L) —a _ b
bth(bL)  ath(bL) —w

w— ath(bL) _ bth(bL)

& 0+ a® + w? — aw(th(bL) + coth(bL)) = 0

el +a+? - aw(th(bL) + coth(bL)) = ¢

b "~ a—wth(bl)
utilisant th(bL) + coth(bL) = 2coth(2bL), on étudie :
(A.2) b® 4+ a? + w? — 2awcoth(2bL) = 0
(A.3) tan(al) = w = ath(bl) ou tan(al) = b

b ath(bL) — w

L’équation (A.2) est celle d’une courbe sur laquelle se situent les couples («,b) ad-
missibles, et donne des renseignements sur le spectre I’oc . L'équation (A.3) donne
la distribution des («, b) solutions sur cette courbe.
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Si k est solution de (A.2), —k est aussi solution de (A.2). Cependant nous nous
interressons aux valeurs propres de l'opérateur » qui valent A*. C’est pourquoi nous
imposons une restriction supplémentaire sur A:

(A.4) (k) =020,
L’équation (A.2) est un polynéme en «, dont le discrimant réduit est:
A’ = wlcoth?(2h1) = b* — W?

A' = w¥(coth?(2bL) — 1) — b*
: o : iy aa’
111$+ A'(b) = +o0 bk?rx- Al(b) = —c0 5 < 0.
Donc :
3ty €]0, +oo] A'(bp) =0 by = bo(w, L)

on étudiera le comportement de b plus tard. Donc & = « + 7 est solution de (A.2)
équivaut a:

0 S 1) S /)u )

a = wcoth(261) £ \/A'(h).

Nous notons I'y la branche de courbe définie dans le plan (b,a) par :

0<b< b
@ = weath(20L) + \Jw?(coth?(2bL) — 1) — b2

Nous notons I'; la branche de courbe définie dans le plan (b,a) par :

OSI)S[)Q

2 2
@ = weoth(26L) — y/w?(coth?(2h1.) — 1)b?2 = W +b .
( v weoth(26L) + /A'(b)

la courbe T est la réunion de I'; et I'y et est présentée dans le shéma (A.1). Notons
que T'; et I'; se raccordent de facon C' en by.

Etudions maintenant by en fonction de L :
w?coth?(2b4L) = b + w?
Pour w fixé, faisons augmenter L.

® by — 0 quand L — +00. En effet, si b, est minoré par a > 0, alors L — +
implique w? > a? 4+ W2

® Posons by = % X pg. Alors ytg — 0 quandL L — +oc. En effet, si po est
majoré par fim., alors L — +0o implique

wcoth?(240) < w?
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a0 L

1
T
0 b

Figure A.1: T =T1UT2

o Posons ¢y = a(by) = Qcoth(2l)()[J). Alors ag > w, et
ty — wquand/, — +o0
L’étude de ’équation (A.4) peut se réduire a I'étude de l’équation :

wth{bL) — a
bth(bL)

ou th(bL) = coth(2bL) — \/coth2(21)[,) — 1( vient de th{x) + coth(x) = 2coth(22))
sur (T'z)

2

b
a = wcoth(2bL) + w\/cothz(ZbL) -1-—

95

2

b
\/coth2(2bL) -1+ \/coth2(2bL) -1-=

t=—
v Wth(bL)
1
donct <0 ﬂ est croissant [~ —w bL . uand b — 07
T C PE T T T

sur (I'y)
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. b?
a = wcoth(26L) — w\/cothz(%l,) -1- —%
w

bh?

\/coth2(2bl,) -14 \/coth2(2bl,) -1~ —
w

= —w

bth(bl.)
b
P = —w w? >
. b
bth(bL) (\/cothQ(QbL) + \/;othz(ZbL) o -—7)
w
, heoth(HL)
- _ [, b\
w (\/cothz(%/,) + {[coth?(26L) — 1 - —)—2)
w
b
Donct <0, (~-—— quand b — 07,
w
t(bg) = —coth(hylL),
donc t(by) — —1 quandl. — +0
finalement
1. pour avoir les solutions de iwtan(hl) = —h:

e on trace b = b(«) : courbe des («. b) admissibles.
e on résoud graphiquement tan(«/l) = /.
e on projette les points d’intersection sur (I'y) U (T'3)

e cela donne tout de suite des renseignements sur le spectre a I’cc

w

T .
l\?f_)l‘, ~ (2]) - 1)52 + Im

2. pour avoir les solutions de ktan(kL) =iw :

e méme procédure, mais on résoud graphiquement tgal = -——%—

[ ] k2p+1 jad (2[))?2([ + ZQ’%{:
Les deux schémas suivants (A.2) et (A.3) exposent cette résolution graphique.
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b0
Figure A.2 : Résolution de iwtan(kLl) = —k
b
)
k7
i o 11
— ) T
T a
7 I 9
oL 21.

Figure A.3 : Résolution de ktan(kl) = 1w
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b) Nous démontrons ici les propriétés énoncés dans la partie ii) du lemme (5.1), qui sont :

+1.
(A.5) Vp>1 / u, X u, # 0 et
- L
+ L
(A.6) Vp>1, Vh>1, p#k, / w, X ugp = 0.
-1
1°"¢cas :

u, = cos(k,x) avec 1w cos(k, L) — k,sin(k,) =0

L L 1+ cos(2k,)
2 pl)
kya = / lr = L
/_1, oS Fp -1 2 “ * 2k,

sin(2k,L).
Donc [£, (u,)? = 0 équivaut au systéme :

wwcos(k,2) — k,sin(h,L) = 0.
2k, L + sin 24, . = 0

sin 2k L = =2kl

wcoshl, — ksinkl, =0
(=ksin kL) x (iwcos kL) = iwk*L,

{iwcos/\'/,—A'sinAfl, = 0

iwcos kL et — ksin k[l sont solutions de
u? +wk?L =0

—w?cos® kL + iwk?L =0
k2sin? kL + iwh?l =0

sin?hkl, = —wl
.2
cos?kl. = +ZI‘TL
.y
— 1= ()~ wl,
w
s J2 = ) et
w 'I[J
or k? est la valeur propre de cos ka pour l'opérateur initial, donc par intégration par
partie:
+L ‘ +L
Vu,.Vu, + twuy,.(— L)) iwu, (+ L)Ya,(+ L) = lcQ/ Uy Up
- -L

k? ne peut donc avoir une partie imaginaire négative, I'équation initiale n’a donc pas
de solution.
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2°™Ccas :

w = sin k,T avec Ay, cos b, [, + wsinh, . =0

L L1~ cos?h,r 1
il L o) — e — ; n
/_L(sm kya) = /_L 5 —dv =L — o, sin(2k, L)
le systéme a résoudre est :

kcoshl +iwsinkl = 0
sin 24 L = 42iL

kcoshl. +iwsinkl. =0
kcoshl x iwsin bl = iwh?l

kcoskl et iwsin k/ sont solutions de
w4 kil =0

—~w?sin? k]l = —iwhk?L

ik®L

{ k2 cos? kf, = —iwk?L

= 1= —w+
‘k’
w
2 _ ¥

= L=

ce qui est impossible pour les raisons évoquées au 1" cas.
Lo,
donc Vp > 1, /—L u, # 0

nous allons également montrer que m # n = [ wn X u, = 0 en effet ¢ est un
opérateur symétrique pour le “pseudo-produit scalaire” f_’“L u x v. Cela se vérifie sur
la formulation variationnelle :

/_ 'L Vi Vit + iwtin( = L)1) + iwrin(+ L) m(+1) = &2 / ';’ Uit
de plus :
/L_LVumVun + wum(—L)un(r) + twtm(+L)ua(+L) = kZ, / L_punmun
d’ou :

L
0= ((k* - kfn)/ Unlm
L

donc :
n#Fm= / L_jupu, =0
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¢) Nous allons & présent montrer la partie iii) du lemme (5.1), et tout d’abord que l’en-
semble des u, constitue un systéme complet de L*(] — I, L[). Notons (u,, k,) les
couples vecteur propre, valeur propre déja étudiés. Nous savons que :

uyp = sin(kypa) p>1,
Upt1 = COS(/\‘27,+1:L') P Z 0,

ky=(p—1) x +£(p),

2/ 2{

¢ au plus en —.
P
Notons :

Vap —sm((2p—1) ) p>1,

2L
Vop41 = cos((2p)2—-.r) p>0.

Les v, constituent une base hilbertienne de L?(]~ L, L{), car sont les vecteurs propres
de 'application hermitienne qui associe u & f,

L — HY,

I —

2
_-—-iu + U = _/ da.nS ] - LvL[v
T
aiu—o en + Let — L,
T

La valeur propre associé & v, est ((”;—[1‘-)")2 + 1. Il est connu [11} que
2 | (wop) P= |l
P

et

STt ) 1=

4

Le développement de &, en L montre que :

p

L C
Je > O,Vp,/[ [, — v, 1’< p—z, donc

9

+05
Z | wp =y flr2< 400

p21
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Nous utilisons cette propriété pour définir 'opérateur 13,

B: LY=L, L) — L*]— 1. L)),
‘/. — lj(/) = Z,,2|(./‘, ?)7))[,’21[7_,.

Cet opérateur est bien défini car :

Vfe l? Z(/ )2 (w, = v,)

»2)

existe grace au critére de Cauchy. Donc :

B(f) = Z( Sop)(up —vp) + f

p21

existe bien.

Cela montre de plus que B = [+ (13— /) ou B~/ est un opérateur de Hilbert-Schmidt
donc est compact. Nous allons donc utiliser 'alternative de Fredholm. Montrons que
B est injectif. Utilisons les propriétés (A.5) et (A.6) pour montrer que B est injectif

B(f)=0 = szl(f’ vy, = 0
= [o(upo X sz(fv vp)up) =0 Vpo

= Jalupo)? x (f.v,0) =0 vp0
g (j) “"/)(J) =0 V])O

B est injectif et B = I + (B — 1) avec (/3 — /) compact. L’alternative de Fredholm
montre que B est surjectif :

Vge L?,  3fel’  g=S(/ivn)u

p21

u, est donc un systéme total, libre d’apres I'injectivité de B. Intéressons-nous enfin
a la partie finale du lemme (5.1), c’est-a-dire :

soit v e L¥] — L, L[)

Soient «), les nombres complexes :

oL,
& = [ olhely)dy.
-1

alors :
ve H(] - L, L) < Z | oy ]2| cf, |2°'< +o0

p2

pour cela nous introduisons 'opérateur II :

m: L} = L) — 0

V —  (ay,02....)
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Montrons que II est un opérateur correctement défini. Nous utilisons la base de
vecteurs propres orthogonaux de L*(v,), développée au cas b). Alors :

2
Py = / | ow)en(y)dy

Follf= > 1 %

7) Z ?

donc (53,) € I*

L
ap — By = /_, v{y)[wn(y) = vply)ldy-

Donc :
[ Qp — By IJSH v “7)2“ Hp — Uy ”il .

Grace aux propriétés de (u,) et (v,) vu au cas b) de 'annexe, nous savons que :

+o0 -

Sl -nli=c <+

p=0
Donc :

(0'7: - f',v) €2
Or:
(ap) = (8p) + (ap — Bu)s

donc :

(ap) € et 3 ()" < (e+1) flullze

II est donc correctement défini et est continu.

o Les u, forment un systéme libre total de L2(~L, L) donc II est injectif.

e Montrons que II est surjectif. Soit («v,) un élément de L. Nous allons montrer
que les sommes partielles :

m

S ayu,
nn

vérifient le critére de Cauchy dans L%(~L, L).

m

m m
dopuy = oy + O ap(u, — vy)
n n n

m

m
I Z aply ”?ﬁ: Z | ap ’2
n

n
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grace a 'orthogonalité des v,,.

m m "

I Zap(“v - v) “fﬁg Z b, |2 X Z Il wp — v, “22
n " n

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwartz. 0 | a, |* vérifie le critére de Cauchy

T

car (o) € .30 || up—v, |2, vérifie également le critére de Cauchy. Nous avons

donc le résultat : les sommes partielles 3" a,u, vérifient le critére de Cauchy
dans L*(—L,L). L*(~L, L) est un espace de Hilbert donc la série =} o,u,
converge dans L%(—L, L) vers un élément v. Et donc II(v) = (¢, ). Cela momtre
la surjectivité de II .

o II est une application bijective continu d’un hilbert dans un autre. II est donc
bicontinu :

3e>0, Yee Ll Jeli.<dd Tyl

p21

e Revenons maintenant a la proposition :

veEHY &= ) |, )} o [¥< 400
p>1
pour 1 < s < 1. Nous venons en fait de monter ce résultat pour 5 = 0.
Nous étendons maintenant ce résultat pour S = 1. Nous avons besoin des vec-
teurs T
wy, = cos((2p — 1)—2—-1—:1') p > 1.

Wops1 = sin((277)%:r) p=1l

Les w, constituent une base hilbertienne de L2(} — L, L[), car sont les vecteurs
propres de 'application hermitienne qui associe u a f,

L*nV — HH'nV,
[ — u,
d'l
—ou +u=f dans | — L. L].
(T
u=20 en +/Let — L.

Nous pouvons dévelloper u, en

w 1
U2p+1 = V2p41 — miﬂl’zwl + (—2—;_—*_1—)252;&1

et i
w

(p—1)r
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ol ¢,(«) est uniformément borné en fonction p et . pour p grand.

Pour toute fonction u dans /., nous avons le dévellopement

bl
w ( )+ 1

— (e, w, _— ..

(p—1Dr " "7 P

. La valeur | ¢, |* est asymtotiquement équivalent & la valeur propre associée a

v, c’est a dire

(e, 1) = (2, 0,) £

(]) -~ 1)7!‘

I(:'/' lzg('i( 2/4

)  +1
et

=TS
Prenons une fonction u dans 1%, Alors

! 1
| (2sup) 1) (e, 0)) | -{-(,'7—) | (xre,w,) | + + ('P

et
. . B!
| (ws ) P<t (e, 0,) [ +('7—) | (rreci0,) ] (o) |

1 , 1 2
+(f—2(| (woop) 14+ | (racw,) 1)+ C— | (viwy) | +C—=O(1).
P V v

Supposons maintenant que « € //', alors

-1 . .
STy (o) < o
SAEY)

En prenant le dévellopement précédent et en observant chaque terme, nous avons

Z [ ¢, [l CTRTM < 4ec.

r
En se qui concerne la réciproque, nous écrivons

1 !
| (uy0p) 1<) (e | +(..}; | (vuow,) |+ + (;)_z

De la méme maniere, nous avons

Z Lo Iz, (2, 1) fQS +o0

P

implique
(p—x
N

P V]

2+ 1 (v.ep) < +oc.
c’est a dire v € .

Par interpolation nous avons le résultat pour tout s réel positif compris entre 0
et 1. Puis par dualité, nous obtenons le résultat pour tout s réel entre -1 et 1.
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