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FLAMBAGE D'UNE PLAQUE THERMOELASTIQUE

Christophe LEBELTEL*

Résumé

Dans ce rapport, il s’agit d’établir I’équation de flambage d’une plaque thermoélastique
lorsque celle-ci flambe sous I'effet de sa température, puis d’en faire la comparaison avec une
équation de flambage d’origine mécanique. Nous appliquons d’abord la méthode des dévelop-
pements asymptotiques au modele tridimensionnel de la plaque puis écrivons formellement
Péquation vérifiée par la composante verticale du déplacement lorsque la température dépend
linéairement d’un parametre destiné a varier.

BUCKLING OF A THERMOELASTIC PLATE

Abstract

In this report, we establish the buckling equation of a thermoelastic plate when it buckles
under the effect of its temperature; then we make a comparison with the buckling equation
when the plate buckles due to mechanical effects. We firstly apply the asymptotic expansion
method to the three-dimensional model of the plate and then we formally write the equation
governing the vertical component of the displacement when the temperature linearly depends
on a parameter devoted to vary.

* INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, B.P. 105, 78153 Le Chesnay Cédex
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Introduction

L’étude qui suit est celle d’une plaque mince thermoélastique soumise a des densités de
forces volumiques et surfaciques supposées connues et dont on prend en compte la température
intérieure, autre donnée du probléme.

Notre point de vue est formel et consiste & appliquer la méthode des développements asymp-
totiques au probléme initial posé sur I’ouvert 3D représentant la plaque, pour obtenir un pro-
bleme limite écrit sur son plan moyen. Nous mettons en évidence ’équation de bifurcation de
la plaque lorsque, les forces mécaniques étant données, ’on suppose que la température dépend
linéairement d’un parameétre A. Pour cela, nous écrivons en fonction de A 'équation qui régit
la composante verticale du déplacement limite ; il s’agit alors de la comparer a ’équation que
I'on obtiendrait si le flambage était d’origine mécanique.

Une étude de flambage exclut le cadre linéarisé ; c’est donc dans celui de la thermoélasticité
linéarisée que nous nous placons. Pour cette raison, notre point de vue est plus général que
dans Lebeltel [1989] qui consistait & appliquer la méthode des développements asymptotiques
a un probleme de plaque thermoélastique dans le cadre de la thermoélasticité linéarisée. En
revanche, le probléme que nous considérons ici est statique et non plus, comme alors, évolutif
en fonction du temps. En outre la température, que nous supposons constante, est une donnée
de notre probleme. En quoi est-elle comparable a une force dans le flambage d’une plaque ?



1 Position du probleme, notations, hypotheses

L’espace est rapporté a une base (e;, 2, €3). La plaque s’inscrit dans un ouvert Q¢ de R,

d’épaisseur 2¢.

€3
€2
r+8
€1 |
l_ ________ — -
Pd
. P - w r-s
P
- - T'(e
2¢€ ¢ e - (

On utilise les deux conventions habituelles :
- indice latin € {1;2;3}, indice grec € {1;2}

- la convention de sommation sur les indices répétés.

Pour tout tenseur d’ordre 2, b, on pose

Trb =b; et trb = by,

On définit
- Pouvert Q¢ représentant la plaque par
Q° = wx]—e,¢]
ol w est un domaine borné régulier de IR?,
- ses deux faces supérieure et inférieure par

It = wx {xe})



- et sa surface latérale par

I'(e) = Owx|—e,¢€]

Les ensembles Q!,T%! T¥(1) sont notés Q,I'*, T*.

Siy = (z1,z2), & tout point ¢ = (y,ez3) de Q°, on associe le point z = (y,z3) de §,
dit ouvert fixe.

On définit les espaces

H(e) = {ve H'(Q),v = 0sur ')}

Y(e) = {r € [L¥(N)]°, 7 symétrique}

La plaque, qu’on suppose constituée d’'un matériau homogene et isotrope, vérifie une loi de
comportement de type Kirchhoff-Love et son équilibre est décrit par une équation d’équilibre
statique. Dans le cadre de la thermoélasticité non linéarisée, ces deux relations s’écrivent :

Loi de comportement :

l 1 € &
(1) 5(u) + 5 Bruidiu; — a8, = % 75 - = Tros,  dans O

ou le tenseur linéarisé des déformations ef;(u®) est défini par
i

1
e (u) = 3 (0fu} + Gfuj)

Equation d’équilibre :

(2) = 0i(o]; + o};0iui) = f{ dans QF

]

ol



est le rapport de Poisson, —1 < v* < %
E*¢ est le module d’Young, E¢ > 0
est le coefficient de dilatation thermique, a® > 0
S désignent les composantes de la densité de forces volumiques
est le champ de déplacement d'un point matériel de la plaque
est le deuxiéme tenseur des contraintes de Piola - Kirchhoff

6°, supposé connu, est I'écart, par rapport a une température de

référence, de la température a l'intérieur de la plaque.

Remarques
e Sous certaines hypothéses de nature physique, (1)-(2) correspond au systéme d’équations
fréquemment retenu en thermoélasticité non linéarisée, avec apparition du terme supplémen-
taire —a®6°6;; dans la loi de comportement, linéaire en 6° lorsque le coefficient a® est supposé
indépendant de la température.
e Dans Lebeltel [1989], il fallait de plus écrire une équation d’estimation de ’énergie por-
tant sur le terme #°. lci, la température est une donnée du probléeme, si bien que les équations
posées ci-dessus sont en nombre suffisant pour déterminer le déplacement et les contraintes,

comme pour une plaque élastique dont on ne considére pas la température.

On impose les conditions limites :
(3) ul = 0 sur TYe)
(4) (0 + ofsOfui)ns = gf sur I*

ou g¢* désignent les composantes de la densité de forces surfaciques

n® est le vecteur normal extérieur a la plaque en un point de sa surface.

Remarque
La premiere condition limite traduit 'encastrement total de la plaque sur sa surface latérale.

On transforme le probleme (1) — (4) en un probleme posé sur 'ouvert fixe 2. Pour cela,



on introduit des changements d’échelle sur les inconnues et des hypothéses sur les données.

Conformément a Ciarlet [1990],
au vecteur u®, on associe u(e) défini sur § par

ul(z%) = 2un(e)(z) , uf(z?) = euz(e)(z) pour tout z € N

au tenseur o¢, on associe o(e) défini sur § par

0ep(z?) = €20ap(e)(a)
0%5(z%) = €%0q3(e)(z)  pour tout z €
05a(z%) = €elog(e)(z)

On suppose qu’il existe des fonctions f; et ¢g; indépendantes de ¢ telles que

fi(z®) = €2f.(z), fi(z) = €3fs(z), pour tout z €

65(z%) = €%gu(a), gi(z*) = e*gs(z), pourtout «€T*

On suppose de plus qu’il existe deux constantes A et u telles que

A= Xdet puf =
Enfin, il existe une constante a et une fonction § indépendantes de ¢ telles que

6(zf) = 0(z) pour tout z €

Ces deux changements d’échelle sont ainsi posés de maniere a faire figurer le terme de tem-
pérature dans l’équation sur w vérifiée par la composante verticale du déplacement
limite. C’est donc a postériori que ces hypotheses trouveront leur justification.



2 Application de la méthode des développements asymp-
totiques

2.1 Passage a Pouvert fixe

Grace aux changements d’échelle sur les inconnues et aux hypothéses sur les données, le
probléme (1) — (4) posé sur §° est équivalent au probleme suivant, posé sur ’ouvert fixe 2 :

loi de comportement :

(5):1  eap(u(e)) + 3 Baus(e)Opus(e) — abbap + €23 Baru(e)Opuu(c)

1+ v v
=% oap(€) — b3 tro(e)bap dans Q

(5)  eos(ule)) + %60113(6)63113(8) + 52-;- Bt (€) B (€)

(5) 21 + v

Oo3(€) dans Q

(5)s eas(ule)) + %33113(5)63113(5) + 62% Osu,(£)Bsu,u(e) — €%ab

o33(e) — 52% (tr o(e) + £o33(¢)) dans §)

Equation d’équilibre :

(6)1  —0;(0ajle) + €204j(€)Okuale)) = fo dans Q
(6)

(6)2 —6]'((73_1'(6) + ij(é')aku;;(s)) = f3 dans Q

Conditions limites :

(7) ui(e) = 0 sur I’

(8)'1 (0as(€) + €¥oka(c)Okua(e))ns = go sur r+

(8)
(8)2 (o33(e) + oks(e)Okus(e))ns = g3 sur ['*




2.2 Ecriture sous forme variationnelle

De manieére équivalente, le systeme (5) — (8) s’écrit sous la forme variationnelle :

Loi de comportement :

/n(eij(tt(E)) + %agus(e)ajus(e)) Yydr — /na%oﬁz/;ogdx

+ €? [-;— Aagu“(E)ajU“(E)il)(jde - /00101,/)33dx]

(9) . = /0 (1 ZV oaple) — % tr a(e)éog) Yapd

+ €? [/ﬂ (21 ZV 0a3(€)¢as — -Z,— tr U(E)l/)33) dx]

1
+ 54/ E 033(¢)szdr pour tout Y € Y
Q

Equation d’équilibre :

/Qa;j(e)e.'j(w)dx + Aakj(e)akug(e)aju'3dx+ 62/90“(6)6;‘110(5)3]'100(11‘

(10)
=/ fiwidz + / giw;dy pour tout (w) € H
0 r+

On fait dans toute la suite les hypothéses simplificatrices :

De plus, on suppose que la fonction 8 est constante dans ).

2.3 Equations variationnelles vérifiées par le premier terme (u°,0?)
du développement asymptotique

Selon la méthode décrite dans Ciarlet [1990], on pose le développement formel des termes

inconnus suivant les puissances de ¢ :

u(e) = v® + eu' + %+ ...

o) = 6® 4+ eo' + €% + ...



La suite de notre étude va consister a identifier le probleme vérifié par le premier terme
(u® ¢°) du développement.

D’apres la formulation variationnelle (9) — (10), il vérifie les équations :

1 1
(11)1 _/Q (Caﬁ(uo) + ’2‘6a ug 8;; ug —_ 09(505 — EV 02;3

+ -Z‘—tr 00603) Yapdz = 0, V(hop) € Y

(11); /Q B0 w0 + 35° 400 w08 W)asdr = 0, ¥(¢ps) € Y
1

(11) (11)3 ‘/0(63 ug + 563 ug 63 ug)w&'g dI = 0, V(l,[)33) € Y

(11)4 ./n 02 0 wodz = 0, Y(w,) € H

(11)s /00?33‘-w3d1'. + /Qa?j 0; u3 8, ws dz =/nf3w3d1
+ - g3 w3z dy, V(wz) € H

2.4 Identification du probléme vérifié par le terme (u°,09%)

Théoréme 2.1

Si le systéeme (11); — (11)s admet une solution (u°,0°) telle que u® € H'()? x HY(Q),
celle-ci vérifie les relations suivantes :

La composante verticale de u® est indépendante de z3 et s’identifie ¢ un élément (3 de HZ(w)
el ses composantes horizontales sont affines en z3 de la maniére

(12) ug = (o — 730,03
avec (, €lément de H}(w).

(€3, (o) est alors solution du systéme

2F 2 2F «a
3—(1—_";2—)AC3—71033Q[1C3+1_V0AC3
(13) = g3 + 97 + /1f3dl‘3 dans w
(3 =0, =0 sur dw

avec gE(z,,12) = gs(z1, 72, £1) pour tout (2,,1;) € w

8



Ogneag =0 dans w

(14)

G (z =0 sur dw

ou nyg est défini par

naﬁ =

2F {(l_u)aaCa :: 9 (o

1 -2

+ v au Cu 6013}

(15)

+ {(1=v)0,(305C + v 8, (30, (3605}

1 -2

De plus les composantes de o° s’écrivent en fonction des (; el des données du probléme par
les relations :

E a

1 3
(16) 026 = §nog + §z3mog — . 0603 ,
avec
2F
(17) Map = —m{(l—v) Oap (3 + v A (360},
0 3 2
(18) Oo3 = Z (1 —23) 95 map
0(3)3 = "%33 (3-:5%) Oap Mop + {% (1 —:z:§) Mag — ';'1?3 naﬁ}aaﬁ (3
(19) N
T3 1 1 —_ E
-/ fads + —/ fodry + B8 4 =2 L 0A G
-1 2J4 2 1-v

Démonstration :

Elle se décompose en quatre étapes. Notre démarche est celle de Ciarlet [1990] qui démontre
un théoréme analogue dans le cas d’une plaque élastique. Ici, nous avons & prendre en compte
le terme supplémentaire de température.

Premiére étape : décomposition des composantes de u°

La relation (11); entraine

6 0 l 0\2 __ Q
3 uy + 5(63 u;)*=0 dans

donc 3ul=0 ou Gzud=-2.



Or, 8; u§ € H3(Q), donc 85 ul € C°(N).
Puisque u = 0 sur I, la seule possibilité est
dsul=0 dans Q

donc u) s’identifie & un élément (3 de H*(w) N H}(w).

La relation (11), entraine

Oouy + 83ul =0 dans

donc 333 ud = 0 au sens des distributions dans 2, u% admet alors une décomposition du type
ug = (a(71,22) + 23(a(z1,72)

avec (, et (, éléments de H}(w).

Enfin, de la relation 8, u$ + 83 u% = 0, on déduit (, = ~,(a.

Par conséquent, (3 est élément de HZ(w), ce qui détermine complétement la structure de u°
comme champ de Kirchhoff-Love, c’est a dire élément de ’espace

Vir = {v=(vi), vz € Hg(w), Vo = Uy — T30,v3 avec v, € Hy(w)}

Deuxiéme étape : calcul de o3,

La relation (11), entraine

1
eap(u®) + % Ox u3 05 uy — abbyp — ;V oos+ % tr 0%,5 =0 dans
donc
E 1 Ev E o
%ap = 7 - —(e0p(u®) + 5 8 15 D5 u3) + T3 (tre(v®) + B,u30,13)8ag — T— 8 bos

11 suffit d’écrire les composantes de u°® en utilisant leur décomposition suivant les (;, pour
obtenir exactement |’expression de o3, fournie en (16).

10



Troisieme étape : construction de deux problémes sur w d’inconnues (;

Choisissons dans (11)4 et (11)s, w = (w;) de la forme

Wo = Z30a73
avec 13 € HZ(w).
W3 = 713

Ces deux équations s’écrivent

Lza 005 Oapns dz + /Q 095 Opn3 dz = 0

et
/ 003 Bomsz dz + / 005 0a(3 Opna dz = / fansdz + / 9373 dy
Q Q 0 rt

Il suffit de soustraire les deux derniéres relations et d’utiliser I’expression (16) de ¢34 pour
obtenir I’équation

2Fa
1—v

2 E
3(1 - 12) /WAC" Ans dy + /;naﬁ 0a(s Opns dy — 9/; 003 0,713 dy

(20)
1
=/{9§ + g3 +/_1f3d1"3}773dy =0

Si P’on choisit w, = n, € Hj(w), (11)4 s’écrit

2Fa
0/ aod =
1—-v wan Y 0

/ Nap Ople dy —

c’est a dire

(21) / Nag Oga dy = 0.

On obtient ainsi le probleme formulé en (14).

Grace a ce résultat, si dans (20), ’on intégre par parties chaque terme du membre de droite,
il vient :

2E
3(1 - 1?)

)
=/{g§‘ + 95 + /_lfsdla}ﬂsdy

11

2Ea
[ 8% s dy = [ rag dugtans dy + 2= 6 [ Adsns dy

1 —v



De cette relation, vérifiée pour tout 53 € HZ(w), on déduit le probleme formulé en (13).

Quatriéme étape : calcul de 0%

En utilisant I’expression (16) de 005, (11)4 s’écrit, pour tout (w,) € H,
1 1 3 0
-/ Nog (/ Opw, dz3) dy + —/ I3 Mg Opw, dx +/ 0.3 0w, dz =0,
2 Juw -1 2Ja n

d’ol I'on déduit, en intégrant le premier terme par parties et en utilisant ’équation (14) :

3

0 0
A z3 OpMapwy d — /n 030,53 w, dx + ./I“* O,3Wa N3 dy = 0.

02, vérifie donc 1’équation
0 3
030, = —5:1'3 Jsm,p dans ()
0%,=0 sur I'*
dont la solution est celle qui est donnée en (18).

On procéde de méme pour le calcul de 095 ; (11)5 s’écrit, pour tout (w3) € H,

/0023 Oows dz + /n 03 Osws dr + /n 02]-00(3 O;wz dr = ./n faws dr + /r* gEw; dy
c’est a dire, en intégrant par parties :

_/930023 w3z dr — ./n 83ag3 w3 dr + /ri a§3w3 ny dy — /Q aj(agjao(;;)w;; dr

=/nf3w3d$+/r*93iw3dy

oga est donc solution de

83302 = —0,0%, ~ 6,-(02j3°(3) — f3 dans Q

0% = g7 sur I'*
o _ - -
033 = — g3 sur I’

On vérifie aisément, grace aux relations (13) & (18), que I’expression de 03; est exactement
celle qui est écrite en (19), ce qui acheve la démonstration de ce théoréme. u
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Remarque

Les résultats établis au théoréme précédent sont, en ce qui concerne ’aspect élastique de
notre probléeme, ceux que laissait attendre Ciarlet [1990]. L’auteur y applique la méthode des
développements asymptotiques, sous des hypothéses de changements d’échelle identiques aux
nétres, au probléeme non linéarisé d’une plaque élastique soumise & des forces de volume et de
surface et totalement ou partiellement encastrée sur sa surface latérale.

En conséquence, comme dans I'ouvrage mentionné, nous obtenons un champ de Kirchhoff-
Love pour le déplacement limite. Sa composante verticale (3 vérifie une équation aux dérivées
partielles non linéaire du quatrieme ordre ou I’on retrouve ’opérateur biharmonique des plaques.
Les composantes horizontales (; et (, sont solutions d’un systéme couplé de deux équations aux
dérivées partielles non linéaires d’ordre deux. Les composantes du tenseur des contraintes sont
alors calculables en fonction des (;.

La différence concerne le terme supplémentaire de température qui figure dans nos relations;
il intervient linéairement dans 1’équation portant sur (3, en introduisant le nouveau terme A(3,
ainsi que dans ’expression des contraintes ag.

2.5 Changements d’échelles inverses des fonctions solutions u° et
0,0

Les étapes précédentes nous ont permis d’énoncer un probleme sur l'ouvert Q ; ce résul-

tat est abstrait dans la mesure ou (2, d’épaisseur 2, ne peut représenter une plaque mince dont

Pépaisseur tend vers zéro et ou la solution ne correspond pas a la limite des véritables grandeurs

physiques. C’est pourquoi, afin de lui donner sa signification physique, nous procédons a la

remise & ’échelle ("de-scaling” en anglais) des fonctions u° et ¢°. Ainsi, nous formulons un

nouveau probleme vérifié par des quantités représentatives du déplacement et des contraintes
de la plaque réelle.

Etant donnés les changements d’échelle introduits au paragraphe 1, on définit de nouvelles
fonctions (f sur w par :

(o(z1,72) = €2Co(1, 22)
(22) pour tout (z,,72) € w

(s(z1,22) = €3(z1, 72)
et des fonctions uf(0) sur Q° par :

ug (0)(z¢) = e®ug(z)
(23) pour tout z° € Q°
u§(0)(z%) = eul(z)

13



Suivant la terminologie utilisée dans Ciarlet [1990], les fonctions (¢ sont appelées "déplace-
ments 2D de la surface moyenne” et les fonctions uf(0) sont les "déplacements 2D".

De méme, on définit les "contraintes 2D” sur Q¢ par :
055(0)(z°) = €%024(z)

(24) 023(0)(z°) = £30%5(z) pour tout z° € Q°

055(0)(z%) = eagy(x)

Ces quantités sont solutions d’un nouveau probleme que nous énoncons dans le théoreme
suivant :

Théoréme 2.2

La composante verticale du déplacement 2D s’identifie a I’élément (5 de HE(w) et ses com-
posantes horizontales se décomposent en :

ug (0)(z°) = (21, 22) — 230a(3(21,72)
ou ({5, (5) appartient @ [Hy(w)]? x HZ(w) et est solution du systéme

2 E* 2 Ef af
3(1 - ve?) 1-—-ve

= gt + g5 + [ f5de§ dans w

e AT (5 — eniydus 5 +e N

(§ = 0.(§ = 0sur Ouw

avec g3°(zy,12) = g5(z1, 22, t€) pour tout (z,,75) € w
Opnip = 0 dans w
GG =¢G =0 surdw

oi l'on définit nf; par

2 E* 0o (5 + 05C¢5 e
ntc:ﬂ = 1 — pe? {(I_V!) Cﬁ 2 < + v 3‘, (“ 603}
E¢ (4 [ 4 3 € 4 I3
+7 5 {0-v) % GO G + v 8, (0. (5 bos} -

14



De plus les contraintes 2D sont données par les relations :

l . 3 E! at .
0;5(0) = 5 Nap + 5 m; m;ﬁ - 1 — ve 0 60[3;
2 F*¢
avec mfm = - '3(1_—1/:2){(1"1/!) aaﬁ C; +V¢AC§ 603})
[ 3 2 1’.32 I3
003(0) = Z € (1 - 2 ) aﬂ Mayg
€ e .2 x;?
05;(0) = — = z5€* (3~ o ) Oap Mo
3 382 4 1 [ 1 %5 € €
+{Z€2 (l_'eig)maﬁ - §x3naﬂ}60ﬁ G — e f3 dz
1ot gyt —g3° Efta®t . .
+3 /., f5dz§ + = 23 '*‘l_y,xse A G
Démonstration :

Ce théoreme est une conséquence immédiate du théoréme 2.1. Il suffit d’écrire les termes
¢; en fonction des ( définis en (22) et d’utiliser les hypotheses sur les données introduites au
paragraphe 1. |

3 Flambage de la plaque

3.1 Nature du probleme de flambage

Le probléme de flambage de plaque (c’est cette structure qui retient notre attention, mais
on peut l’envisager pour d’autre corps, tels un rail, une coque...) traité habituellement con-
cerne une plaque mince élastique (thermoélastique si I’on considére sa température) vérifiant
un modele classique avec des conditions limites de von Kdrmaén, d’encastrement partiel ou
total,... sujette a se déformer sous ’effet de forces qui lui sont appliquées. Ces forces peu-
vent étre de natures diverses : mécaniques ou thermiques, volumiques ou surfaciques... et 'on
peut distinguer les efforts permanents, fixes ou relativement stables comme le poids propre du
corps, de ceux qui sont fluctuants. Un exemple d’effort fluctuant est celui qu’exerce le vent
souflant par rafales sur une plate-forme pétroliere. Si A, parametre destiné a varier, désigne
I'intensité d’une telle force, 'équilibre de la plaque est traduit par une équation (E)), dite é-
quation de flambage, dont I'inconnue est u, sa déflexion. Lorsque la force est colinéaire au plan
moyen de la plaque et que son intensité dépasse une "valeur critique” A", la plaque quitte son
plan de repos pour occuper d’un c6té ou de ’autre, une position incurvée; on dit qu’elle flambe.
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plan de repos

force ———» <4——— f{orce \

Quelle est la valeur de A* 7 Quel est le nombre de solutions de (E)) pour A > A" 7 Telles
sont les questions qui intéressent ’étude du flambage de plaque.

Ces problemes ont fait ’objet de divers travaux, parmi lesquels ceux de Berger [1967], Keener
& Keller {1973], ou encore Ciarlet & Rabier [1980] qui rassemblent divers résultats connus sur
le flambage des plaques de von Kdrman et en proposent quelques extentions. Le cas des plaques
rectangulaires est considéré dans Taylor {1933], Bauer & Reiss [1965], tandis que Wolkowisky
[1967], Rabier {1980] envisagent celui des plaques circulaires. Citons encore Cimetiere [1980]
qui présente une méthode de calcul des états d’équilibre post-critiques.

Notre propos est d’établir ’équation de flambage d’une plaque lorsque celui-ci provient de
contraintes thermiques et de la comparer a celle d’un flambage d’origine mécanique; A n’est plus
alors le parameétre d’intensité d’une force mais celui d’une température. Un exemple concret
de plaque subissant d’importantes variations de sa température est celui d'un panneau solaire
de chauffage posé sur le toit d’une habitation. .

3.2 Etablissement de I’équation de flambage
3.2.1 Flambage d’origine élastique

Nous commengons par rappeler la méthode qui permet d’établir I’équation de flambage
d’une plaque lorsque celle-ci flambe sous ’effet d’une force.
Pour cela, nous suivons la démarche de Ciarlet & Rabier [1980].

On considéere une plaque thermoélastique vérifiant un modeéle de von Kdrmén. Son com-
portement et son équilibre sont décrits par les équations (1) et (2), dans lesquelles 6 est
supposée constante. On lui impose les conditions limites :

(05 + oia0fui)n = gf sur ['*e

1 4
= / (0% + 05pBcus)n’ = hS  sur uw

Out, = u§ =0 sur T¥(e)
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ou la donnée A est la densité de la résultante des forces horizontales s’exercant sur I'(¢).
Nous rappelons que, s'il existe une fonction A, indépendante de ¢ telle que
h:(y) = €*ha(y) pour tout y € w

et sous ’hypothése simplificatrice g5 = 0, I'application de la méthode des développements
asymptotiques conduit au résultat suivant pour le premier terme u® du développement de u(e) :
il existe des fonctions ({,)o = 1,2 dans H3(w) et (3 dans HZ(w) telles que

ug = (o — I36QC3
ug = (3

et ((a, (3) est solution de

2F

1
3(1 — v?) A3 — niBap (s = 95 + 97 + /_]fsdzg dans w

Opgnyp= 0 dans w

nggng = 2h, sur w

oul te = Ea
u Fon pose ngp = g — 7

— 06,5 et n,pestdéfini en (15).

On introduit les notations suivantes :

Pour tout couple (v, w) d’éléments de H*(w), on définit le crochet de dualité [.,.] par
[v,w] = Onv Oppw + Oyv O 1w — 2012V O12w
B est I'opérateur défini de [H?(w)]? dans HZ(w) par A2B(v,w) = [v,w)
C est 'opérateur défini de H2(w) dans HZ(w) par C(v) = B(B(v,v),v)

L est l'opérateur défini de HZ(w) dans HZ(w) par A?’Lv = —2Av
1
F est I'élément de HZ(w) défini par A’F=f = gF + g5 + / fzdzs
-1
On désigne par u la composante verticale (3 du déplacement.
Enfin, on fait dépendre la force h, d’un parametre réel A. Précisément,
(25) ho = —An,
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Sous ces hypotheéses, on énonce le :
Théoréeme 3.1
u vérifie I’équation de flambage qui, sous forme canonique, s’ écrit :

(26) u~Au+Cu)=F

Démonstration :

Nous en rappelons les étapes essentielles. D’apres les résultats établis dans Ciarlet & Rabier
[1980], il existe ¢~ dans H3(w) telle que

On¢” = n, On¢” = —nj, = —ny, In¢” = nj

u est alors solution de

2F 2 . _
3(1_V2)Au — [¢"u] = f dans w
et ¢ vérifie '
A%¢* = —E[u,u] dans w

¢* = 200, Ond"™ = 2¢; sur Ow

ou les fonctions ; sont définies par

o)==y [ bty mt [ (mh—zzh)
»(v) ~(v) (v)

er(y) = =m(y) | et ) / b,

(v)

~(y) désignant pour tout y appartenant a dw, ’arc orienté joignant 0 & y sur Jw.

En multipliant u et ¢* par des constantes convenables, ces relations s’écrivent plus simple-
ment sous la forme canonique (on conserve par abus les mémes notations)

A%y — [¢"u] = f dans w
A = —[u,u] dans w
@" = 200, Ond® = 2¢; sur Ow

Soit ¢5 € H?(w) la solution de
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Ay = 0 dans w

&5 = 200, Ondy = 2¢1 sur Ow

et

YT = ¢ — ¢ € Hi(w)
(u, ™) vérifie :

Alu — [$7u] — [8u] = f

A2'¢)‘ = - [u’ u]

Avec les notations introduites précédemment, ces relations équivalent a

A _B(u’ u)

u + C(u) — B(¢g,u) = F

Or, sous I'hypothése (25), on a ¢j(z1,22) = =X (2 + z3), d’ot 'on déduit que
B(¢g,u) = ALu et u est solution de ’équation

u—ALu+C(u)=F

3.2.2 Flambage d’origine thermique

Nous considérons une plaque thermoélastique totalement encastrée sur sa surface latérale
dont la température 6 dépend d’un parametre A. Précisément, on suppose qu’il existe une
constante réelle g telle que

S
]

A8.

L’équation (13) fournit I’équation de flambement

2F
3(1 —v?)

2Fa

l1—v

Au — ngpBapu + A 0Au = f dans w

ou 'expression de n,p est donnée en (15).

Afin de la comparer & (26), nous écrivons cette équation sous sa forme canonique. C’est le
propos du :
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Théoréme 3.2

Il eziste une fonction ¢o(u) dans H*(w), telle que u vérifie ’équation de flambage, écrite
sous forme canonique :

(27) u — ALu — B(¢o(u),u) + C(u) = F

Démonstration :
Soit ¢ € H3(w) vérifiant :
0o = n2a, Oi2¢ = —ny2 = —ngy, Ond = nn

u est alors solution de

2F 2 2Fa
3(1_‘/2)Au— [¢,u] + A 1__VQAu = f

et ¢ vérifie

A’¢ = —Eu,u]

ou encore, en multipliant u, ¢, et 8 par des constantes appropriées (par abus, on conserve les
mémes notations),

A% — [pu] + 20Au = f

A = ~[u,u]

Or, d’aprés les résultats de régularité rappelés dans Ciarlet [1990,Chap.1], la solution
(¢ay {3 = u) obtenue au théoreme 2.1 appartient a 1'espace [H3(w))? x H4(w) .

Par conséquent,

nag € H*(w)

donc

¢ € H'(w)

et les traces de ¢ et 8,¢ sur Ow sont définies dans les espaces respectifs H7/?(0w) et H%/?(dw).
A fortiori, elles ont un sens dans H%/?(0w) et H3/?(8w).

Soit ¢o(u) € H?(w) l'unique solution du probleme
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Ago(u) = 0 dans w
¢o(u) = ¢, Ondo(u) = Gn¢ sur Ow
et ¢ la fonction de HZ(w) définie par
Y = ¢ — ;ﬁo(u)
(u, ) vérifie :
A% — [Y,u] — [do(u),u]+ 20Au = f
A = —[u,u]
d’ou finalement 1’équation de flambage :

u — Au — B(¢o(u),u) + C(u) = F

3.2.3 Comparaison

L’équation (26) est I’équation de flambage d'une plaque thermoélastique vérifiant un modéle
de von Kdrman, lorsque le flambage est d’origine mécanique.

L’équation (27) est 1’équation d’une plaque thermoélastique totalement encastrée, lorsque
le flambage est d’origine thermique.

On constate une certaine analogie entre les deux équations. Dans toutes deux, le parame-
tre A, qu'il représente I’intensité d’une force ou de la température, apparait linéairement de-
vant le méme opérateur L. Lorsque le flambage est d’origine thermique, un terme s’ajoute,

_B(¢0(u)a u)'
En remarquant que la dépendance de ¢o(u) par rapport & u est quadratique et en utilisant
la bilinéarité de 'opérateur B, il apparait que le terme —B(¢o(u), u) est cubique en u, comme

I’opérateur C.

_ L’équation (27) peut alors s’écrire sous une forme voisine de celle de (26) : en posant
C(u) = C(u) — B(¢o(u),u), 'on a effectivement :

u—ALu+C(u)=F
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