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abstract

In this paper we study timestamping for the dynamic analysis of events ordering in message-
passing systcms. We use the partial order theory to shed new light on classical timestamping
algorithms. We give the basic propertics of timestamping and we define the notion of causality
order approximation. Conscquently we present a new stamp technique based on a special class
of order: interval orders. This technique gives better results than the Lamport’s logical clocks
for the same cost. Lastly we characterize exccutions for which our timestamping is optimum.

Observation d’Exécutions Répartics
Datation par Intervalles

résumé

L’objet de cet article est d’¢tudicr les mécanismes d’estampillage d’excécutions réparties qui
permettent une observation a la volce des événcements. On utilise la théorie des ordres par-
tiels pour donner une nouvelle interprétation des algorithmes d’cstampillage classiques. On
cxprime les propriétés importantes que doit posséder un algorithme de datation ¢t on justific
le fait de n’observer que des approximations de la relation de causalité.

Grace a la classc des ordres d’intervalles, on met cn ¢vidence unc nouvclle technique
d’cstampillage qui, au nivcau des performances s’intercale entre les algorithmes existants.
Nous caractérisons les exécutions pour lesquelles notre estampillage cst optimal.

Cette étude nous montre qu’cn restreignant les classes d’exécutions obscrvées ct en s’appuyant
sur des propriétés connues des ordres partiels, on est en mesurc d’observer des approxima-
tions des exécutions répartics a un cout constant, c¢’est a dire non proportionnel a la taille du
systeme.
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1 The nature of distributed executions

1.1 General motivation

Interest for distributed computing is growing but mastering all its aspects is still a challenge.
We need theories and algorithms to handle distributed executions.

In a distributed execution, the ordering of events must be precisely defined. The set
of events occurring on a single processor is totally ordered, but the relations between events
from distinct processors depends on communication. The observation of this ordering without
disturbing the program behavior is still a difficult problem. But this is a necessary step
for many applications: diagnosis, performance evaluation, monitoring, replay, animation...
Anyway this can help us to have a better understanding of an execution.

As far as possible we will try to stay in a general framework: we consider a distributed
system as a collection of n processors which communicate each other by exchanging messages.
The number of processors is constant and known. Therefore we confuse the notion of process
and the notion of processor. We do not make any assumption about how the computers are
connected, provided that the network is connected.

1.2 Events and causality

When a program runs on a group of processors, it defines a set of actions. When an action
is executed, it is called an event. Such an action can be an internal action on a processor, a
sending or a receipt of a message to or from another processor. The set of events is ordered
by the message causality relation. This order was first presented by Lamport in [LLam78] and
is usually called happened before. 1t can be defined as the transitive closure of these two rules:
the events happening on a single processor are totally ordered, and the sending of a message
occurs before its receipt.

In practice, only particular events, defined as observable, are traced. But all the commu-
nicating events are needed to compute the causality relation.

We will use the following notations: 4 is the causality relation:

0(z,y) < =z causally precedesy <=

there exists a path fromz toy in the time diagram of the execution

E is the set of events used for the timestamping and £ = (E, ) the associated order. O is the
subset of the events which are effectively observed and O = (O, 8) the associated suborder.

1.3 Preliminaries on partial orders

We will represent distributed computations using diagrams: the transitive reduction of the
graph of the observed events ordering where the edge direction is implicit from bottom to top
(see figure 1).

The size |£| of an order £ = (E,0) is the total number of relations in §. This is also the
transitive closure edge number of the diagram representing €.

A set of pairwise comparable elements is called a chain and a set of pairwise incomparable
elements is an antichain.



® Observed events

Figure 1: A distributed execution and its associated diagram

The width of an order is the length of one of its largest antichains.
y covers z, or ¥ is an immediate successor of z, and we note 6;,,(z,y) when:

Oim(z,y) <= 0(z,y) and Az € F, 0(z,z) and 0(z,y).
We define the predecessor set for an element z € E as:
Prede(z) = {y € E/0(y,z)} and Predine(z) = {y € E/0im(y,z)}

In order to describe the stamping mechanisms, we will use the following notations. If e is
an event, we denote e~ (resp. e*) the immediately preceding (resp. following) event on the
same processor. If e is the sending of a message, e” is the receipt of the same message. And
if e is a receipt, e® is the sending of the message (see figure 2).

et
e et e’
e” e e

Figure 2: Notations

Interval orders model the sequential structure of intervals of the real line. As there is
a large range of applications using the time concept, they have been intensively studied in
recent years [Fis85, Moh89, Ram91).

Definition 1 (E,6) is an interval order iff there is a set of intervals (I;).eg on the real
line such that:
0(z,y) < I, is on the left of I,



This definition gives a nice representation of such an order: we can associate a pair of real
numbers to each element. There exist other charactcrizations of interval orders which can be
easily obtained (sce for instance [Moh89]):

Theorem 1 For an order £ = (E,0) the following statements are equivalent:
(i) € is an interval order.
(it) € does not contain any suborder isomorphic to the order 2@ 2” (see figure 3).

(111) The mazimal antichains of £ can be linearly ordered such that, for every element z the
mazimal antichains containing x occur consecutively.

(iv) The sets of predecessors Predg(x) are linearly ordered by inclusion.

Figure 3: The order “2¢@p 2”

An extension of £ = (F,0) is an order including 8. A linear extension is an extension
which totally orders E. An interval extension is an extension which is an interval order
(see the definition just above).

2 Timestamping and partial orders

2.1 General properties

A timestamping technique associates a date §(z) to each event z. If there exists an ordering
of the stamps, there also exists a relation between the events.

Coding exactly the causality order of a computation is very expensive in gencral and can
alter it: additional computations, larger messages slow down the execution speed and possibly
alter the algorithm behavior. Then we are interested in just observing approximations of the
causality order. A timestamping algorithm should have the following properties:

o The stamps ordering extends the causality order.

e The algorithm is incremental: the stamp of an event depends on its preceding events. If
necessary it should depend on some events in its future, but this future should be close:
in this case the algorithm is said to be pseudo-incremental.

e The computation of a stamp on a processor depends on local informations: the algorithm
does not have to add any message.



In order to compare two different timestamping algorithms, we will compute the size of
the order [CKS86] produced by both algorithms on the same execution.

2.2 Vector stamping

Timestamping by vectors of integers is actually the illustration of a general technique for
coding partial orders. Dilworth theorem [Dil50] says that an order of width k can be
decomposed into k chains. And with such a partition, we can build an order preserving
mapping from E to IN*. The following theorem is probably a special case of a general
property but the proof helps us to understand the structure of the coding.

Theorem 2 For £ = (E,0) a partially ordered set of width k and (L;)i1<i<k, a partition into
chains of I the map:

¢ : E— IN*
z — (|(Prede(z) U {z}) N Li])i<i<k

satisfies®:

Vz,y € E, 0(z,y) <= ¢(z) <pv~ ¢(y)

Proof: let £ and y be such that
0(z,y), i.e. * € Prede(y).
So Prede(z) U {z} C Prede(y) U {y} and clearly
Vi€ {1k}, 6(z)i < 6(3); and 3j € {1k}, y € L; and 8(z); < $(v);
Thus we have shown =.
Let z and y be such that
Vi€ {1..k}, |(Prede(z) U {z}) N L;] < |(Prede(y) U {y}) N L;|. Each L; is a chain, hence
(Prede(z) U {z}) N L; C (Prede(y) U {y}) N L; and consequently
Predg(z) U {z} C Prede(y) U {y} : 0(z,y). O

When observing a distributed computation, there is a trivial partition of the set of events:
each chain L; contains the events occurring on the i** processor. If there are n processors in
the system:

E =W,<icn Li, Li contains the events of the it* processor.

We denote §; the vector whose all components are null except the i** which is equal to 1.
The mechanism which constructs the preceding coding of the causality order is the following.
Each processor has a clock vector of size n: §(z) € IN".

e When the first event z of the :** processor occurs, Prede(z) = 0,
its clock is initialized to §;.

o If the current event = € L; is an internal event or the sending of a message,
Predg(x) = Predg(z~) U {z~} and therefore
é(z) = 6(z7) + &i.



o If the current event z € L; is the receipt of a message,
Predg(z) = Predg(z™) U Predg(z¢) U {z~, z°}.
The sets L; are totally ordered, hence
Vj € {1..n}, (Prede(zf) U {z¢}) N L; C (or 2) (Prede(z™)U{z"})NL;
and hence
|Prede(z) N L;| = max(|(Prede(z¢) U {z°}) N L;|, |(Prede(z~) U {z~}) N L;|) :
§(z) = maz(8(z™),6(z°)) + éi.

We recognize the vector clock mechanism proposed in 1988 by Fidge and Mattern [Fid88,
Mat89]. This timestamping mechanism codes the causality order: the :** component of an
event stamp is the total number of events preceding it on the i** processor and characterizes
the predecessors set (see figure 4). To compute this clock, each message has to hold a stamp
of length n: this is the main drawback of this algorithm and this becomes unrealistic in large
parallel systems. But, as said in [Cha91], the size n is necessary if we look for embeddings
of the causality order in (IV, <py~). This is why we are going to study constant size stamps
which will approximate the causality.

g 015 »
® 244
400 »
R \K
014
300 X
® 013
/ 220
200 012 »
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¢ 010  ® oo1 d

Figure 4: Mattern’s vector stamping: |O| = 13

2.3 Scalar stamping

Definition 2 Let € = (E,0) be a partial order. For x € E the rank of z, p(z) is the mazimal
length of a chain ending at x.

The rank concept allows us to partition ordered sets:
Definition 3 Let £ = (E, 6) be a partial order over a finite set. The partition:
E = Wocich Ri where Vi >0, R; = {z € E/p(x) = i}

is called the rank decomposition of €.



We prefer the following constructive characterization. It corresponds to a classical breadth-
first graph traversal.

Theorem 3 Let £ = (E,0) be a partial order over a finite set. The partition:

E = Wocich Ai where Ag= Min(E,0)={z € E/ By € E, 0(y,z)}
and Vi > 0, 44,' = Mln(E — Uj(i AJ,O)

is the rank decomposition (i.e. Vi, R; = A;).

Proof: let : > 0 and = € A;. In view of the definition of the sets A; we can construct a
chain ending at = which contains at least one element in each set A;,j < 1. Since it is
a chain, it cannot contains two elements from the same A; (each A; is an antichain).
Thus the length of a maximal chain ending at z is : p(z) = 1. O

Thus the rank decomposition of a partially ordered set is a partition into antichains. Each
antichain is not maximal but the total number of antichains is minimal. This theorem gives
us an algorithm which easily computes the rank function. Let z € A;, (¢ > 0), by definition
of the sets A;, at least one immediate predecessor of z is in A;_;. Therefore:

/7(113) = max{p(y), 0,~m(y,m)} +1

In particular, when £ = (E, 0) is the causality order of a distributed execution, the rank
is computed by the following rules:

o If e is the first event occurring on a site, except the receipt of a message then e is
minimal i.e. e € Ag and p(e) = 0.

e If e is an internal event or the sending of a message, then

Predine(e) = {e”} and p(e) = p(e”) + 1.
o If eis the receipt of a message then Pred;,¢(€) C {e7, e} and p(e) = maz(p(e™), p(e®)) + 1.

This is the same mechanism as the logical clock proposed by Lamport in [Lam78]. Fidge
and Mattern’s vector clock is based on a chain partition of the event set, the scalar stamp of
Lamport corresponds to an antichain decomposition. Figure 5 makes visible the structure of
the extension produced by the Lamport’s stamp algorithm. This is the structure of a weak
order : a weak order is a totally ordered set where antichains have been put in place of some
elements.

Proposition 1 The Lamport’s timestamping computes the rank of each event for the causality
order and the resulting order is a weak order.
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Figure 5: Lamport’s scalar stamping:|O| = 26

3 Interval approximations

3.1 Improvement of Lamport’s algorithm

The events ordering due to Lamport’s clock can be viewed as an interval order. Actually,
to each event e, we can associate an interval of the real line: [p(e), p(e) + 1[. The ordering
of the intervals is the same as the ordering of the events. Morcover all these intervals have
the same length, thus this ordering belongs to a subclass of interval orders called semiorder
(a semiorder is an interval order for which there exists a representation with intervals of the
same length). The scheme of the figure 6 shows the interval structure of this order.

This remark gives us an idea to improve the Lamport’s interval approximation. We asso-
ciate to each event e the interval [§(e)~, §(e)*[ where §(e)~ = p(e), the Lamport’s stamp, and
8(e)t = min{p(f)/0im(e, f)}. The value of §(e)* preserves # because it preserves the order-
ing of events on a same processor and the causality between a sending and its corresponding
receipt. We increase the size of some intervals. Thus it is clear that it will reduce the size of
the observed extension.

Proposition 2 The set ([6(e)™, 6(e)T|)ecr where:

6(e)™ = p(e), Lamport’s stamp
é(e)* = min{é(f)/Oim(e, f)}

gives an interval extension (or an interval approzimation) of the causality order.

An illustration of this stamp technique appears in figure 6. In terms of order inclusion
this interval approximation is between the message causality and the Lamport’s logical clocks.



However this stamp mechanism is no longer incremental: the right interval endpoint does not
depend on the past of the events but on a close future. To know the complete stamp of an
event, we must wait for all its immediate successors to occur.

o The internal events and the receipts have only one immediate successor: the next event
occurring on the same processor. When it occurs we can trace the stamp of the preceding
event.

¢ A message sending e should have two immediate successors: the next event on the same
site et and the receipt event e”. To compute é(e)* = min(6(e*)~, (")), we trace its
two possible values and we take the lowest..

Consequently we have to process the observed trace, but this can be done in parallel with
the execution: we do not have to wait for the end of the computation. As we will see in the
following sections, there is a better solution to this problem, when all the sendings are followed
by a blocking acknowledgment. The disturbance due to the observation is the same than for
the Lamport’s logical clock: the stamp of each message has the same size (one integer).

5

|O| = 26 0] = 22 0] =20

Figure 6: Interval representation of Lamport’s stamping, its refinement and the “max+2”
stamping

3.2 Computations coded by intervals

In the last section, we have found two interval extensions of the causality order: Lamport’s
stamping and its refinement. Are there timestamping algorithms which code exactly compu-
tations whose causality order is an interval order?
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3.2.1 General case
Interval characterization

Papadimitriou and Yannakakis have developed in [PY79] an algorithm for recognizing interval
orders. It constructs an interval representation which is founded on the following theorem.

Theorem 4 Let € = (£,0) be an interval order. The set of intervals ([6(z)”,6(x)*[)zeE
where®:

8(z)” = maz{8(y)~/Prede(y) C Predg(z)} + 1
§(z)* = min{é(y)~/0(z,y)}

is an interval representation of £.

It corresponds to an ordering of the maximal antichains of £ according to the property (iii)
of theorem 1: é(z)~ (resp. 6(z)*) is the number of the first (resp. the last) antichain
containing z. But it seems to be difficult to compute this representation “on the fly” during
a distributed execution. More generally there is the following result:

Theorem 5 Let £ = (£,0) be an interval order. The set ([6(z)™,6(z) |)zer where:

6~ satisfies Vz,y € E, §(z)” < 8(y)” = Prede(z) C Prede(y)
and §(z)* = min{8(y)~/bim(z,y)}

s an interval representation of €.

The proof is based on the proof of theorem 4 given in [PY79].

Proof: We have to prove that: Vz,y € E, 0(z,y) <= §(z)* < é(y)".
= is obvious because of the definition of §(z)*:
min{é(y)~/bim(z,y)} = min{6(y)~/0(z,y)}-
Conversely let z and y be such that §(z)* < é(y)~.
There exists z such that 6(z,z) and §(z)* = 6(z)".
Therefore 6(2)~ < 6(y)™ and = € Predg(z) C Prede(y) : 0(z,y). 0

For instance the function:
8(z)” = |Prede(z)|

satisfies the assumption of theorem 5. In fact let £ and y be such that |Preds(z)| < |Prede(y)|.
The predecessor sets of £ are totally ordered by inclusion (see theorem 1) and therefore we
necessarily have Pred¢(z) C Prede(y).

3By convention maz(@) = 0
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Timestamping mechanism

We now assume that the causality order of the distributed computation is an interval order.
This assumption is of course unrealistic, the order “2@ 2” (theorem 1) is unavoidable during a
distributed computation. But with this assumption, for each event e, the following mechanism
computes the stamp [|Predg(e)|,min{8(f)”/0im(e, f)}[ which codes exactly the causality
order.

e If e is an internal event:
Predg(e) = Predg(e”) U {e”} and therefore
8(e)” =8(e”)” + 1 and 8(e)* = é(et)™ (é(e)* is known when e* occurs).

o If e is the sending of a message, as previouély
6(e)” =6(e”)” +1, but
8(e)t = min(6(et)~,6(e")"). We have to trace both values.

o If e is a receipt é6(e)* = 8(e*)”. To compute é(e)~ we can have either e~ or € or the
two immediate predecessors of e. There are two cases:

— If 6(e~,e®) or B(ec,e™) then é(e)~ = max(é(e®)™,8(e™)") + 1
— If e™ et e® are concurrent then é§(e)™ = max(6(e®)™,8(e™)") + 2

Determining on line the relation existing between two events seems to be insolvable without
the vector stamps. In the general case we cannot say whether we must perform
6(e)” = mazx(6(e®)~,86(e”)”)+ 1 or +2.

If the causality order of the execution is not an interval order it is clear that performing
+1 or 42 preserves the message causality ordering: it orders the events on a same processor
and it preserves the ordering of a sending and its receipt. By this way we produce interval
extensions of the causality order. If we always perform +1, we compute the refinement of
Lamport’s stamping. If we always perform +2 then we observe another interval extension
which is generally neither better nor worse than the previous one: it can have more or less
edges (see figure 6). However there is a particular class of execution for which we are able to
characterize the interval orders on line.

3.2.2 The RPC case

We are now considering distributed systems where the message-passing works like a Remote
Procedure Call: the sender of a message is blocked until a return message is available. Each
exchange is done like according to the figure 7: we merge the receipt of a message and the
acknowledgment sending event. Such systems present two advantages for us. First we can
really compute a stamp é(e)~ which characterizes the interval orders and then the second
stamp 6(e)* is known on the processor where e occurs, possibly with some delay.

Actually we have seen in the preceding paragraph that if e is a receipt then we have to
know whether e~ and €€ are concurrent to compute |Predg|. But in this case there is the
following result:

12
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Figure 7: A synchronous execution

Proposition 3 Let £ = (F,0) be the causality order of an RPC distributed execution. If €
is an interval order then the set of intervals ([6(e)~,6(e)*|)ecr where:

5(ef)” +1 if € is the receipt of an acknowledgment
8(e)” =< maz(é(e”)",8(e?)")+2 if e is the receipt of a message
S(e”)+1 otherwise

é(e)* = min{é(f)~/bim(e, f)}

is an interval representation of £.

Proof: As before, if e is an internal event or a sending, then |Predg(e)| = |Prede(e™)| + 1.

If e is the receipt of an acknowledgment then 0(e™, e?) and Predg(e) = Predg(e®) U {e°}.
Thus |Predg(e)| = |Predg(e)| + 1.

If e the receipt of a message, then |Predg(e)| = max(|Prede(e™)|, |Prede(ef)]) + (1 or 2)
(because £ is an interval order and the predecessors sets are included).

Thus performing

6(e)” = maz(é(e”)~,6(e)”) + 2 may count an event twice. Therefore

6(e)~ = |Predg(e)| + K(e) where K(e) corresponds to the number of sending events
preceding e which have been counted twice.

Let e be the sending of a message, if e is counted once (resp. twice) when we compute
6(e”)” then, because of the return message, it is also counted once (resp. twice) when
we compute 6(e*)~. Therefore all the stamps of the successors of e count e cither always
once or always twice. This is the main difference from asynchronous systems. So we
can say that K'(e) is an increasing function of Predg(e). In this way:

13



Ve, f € E, Preds(f) C Preds(e) = K(f) < K(¢)
= 6(f)” < é(e)”
i.e. o(e)” <6(f) = Predg(e) C Prede(f)

because all the predecessors sets are ordered by inclusion.
Therefore 6~ satisfies the assumption of the theorem 5. 0

The computation of the second stamp é(e)* is casy:

e If e is an internal event or the receipt of an acknowledgment then 8(e)* = §(e*)~ and
it is known with a delay.

o If e is a sending then 6(e",e*) and é(e)* = é(e”)~. These values are known on the same
site when the return message arrives: §(e)t = §(e*)™ — 1.

e If e is the sending of an acknowledgment then
8(e”)” = é(e)~ + 1 and necessarily §(e)* = &(e)™ + 1, this is known when e occurs.

The delay necessary to stamp most events is not a problem: in practice we only observe a
few events and thus this delay becomes invisible. We write the corresponding algorithm:

14



The algorithm

=0 (* logical clock *)
= 0; (* preceding value of h *)
= “ (* name of the preceding event *)
s := false, (* true if the preceding event is an acknowledgment *)
At each event e € E do begin
t:=h;
case
e is an internal event do
= h+1;
if s and e~ € O then trace(e™, t, h);
s := false;
e is the sending of a message m do
h :=h+1;
if =s and e~ € O then (race(e™, t, h);
s := false;
Im(h); (* sending of m stamped by h *)
e ts the receipt of the message m stamped by k' do
h := maz(t, K )+2;
if ~s and e™ € O then trace(e™, t, h);
if e € O then trace(e, h, h+1)
s ;= true;
lack(h); (* sending of the acknowledgment stamped by h *)
e is the receipt of an acknowledgment stamped by k' do
= W41
if e~ € O then trace(e™, t, h’)
s := false;

o o~ o

If the message causal ordering of a distributed execution is an interval order then this algo-
rithm allows us to observe it exactly. In the general case it produces an interval approximation
which in that sense is optimum.

4 Conclusion and prospects

In this paper we have shown that the partial order theory can contribute to the elaboration
of observation tools for distributed executions. Presently there is a gap between the two main
stamp algorithms. Lamport’s one (1978) is efficient but imprecise, Fidge and Mattern’s one
(1988) has a perfect precision but induces too much overhead.
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We have used the class of interval orders to exhibit a new stamp technique. We have shown
that it seems particularly suitable for distributed systems where message communications are

performed by RPC.

In this way it seems interesting to look for other classes which can be coded by bounded
size vectors. It also interesting to study the properties of the ordering induced by particular
protocols. This research may lcad to new stamping algorithms allowing to approach the
causality order with a realistic overhead.
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1 L’observation d’exécutions réparties

1.1 Motivations

L’informatique répartie fait maintenant partie de notre quotidien mais des problémes comme
la mise au point de protocoles ou I'utilisation de machines paralleles sont tres complexes et
encore mal maitrisés. Pour comprendre et analyser finement une exécution répartie il faut ob-
server son comportement. Or, pour un systéme distribué, il n’existe pas d’état global qui soit
observable instantanément. Si un groupe de processeurs n’a pas de base de temps commune,
alors intuitivement on se sait pas ordonner totalement les événements qui se sont produits.
Alors que les événements d’une exécution centralisée sont naturellement tous ordonnés, les
seules relations qui existent entre les événements de deux sites distincts sont liées aux échanges
de messages : un message est émis avant d’étre requ. L’ordre lié aux échanges de messages
reflete la causalité des événements entre eux. C’est le seul ordre dont on est siir qu'il a été
effectivement vérifié lors de ’exécution : si deux événements n’ont aucune relation de cause
entre eux et si on ne possede pas d’horloge globale pour les distinguer, on ne peut rien dire
sur ’ordre dans lequel ils se sont produits.

Pour de nombreuses applications comme le diagnostic, la mesure, le monitoring, la réexé-
cution, ’animation... ou tout simplement pour comprendre le comportement d’une exécu-
tion, il est nécessaire de connaitre 'ordre dans lequel les événements ont eu lieu. Pour des
raisons d’efficacité et de quantité d’information a tracer puis a stocker, il est plus intéressant
d’observer et d’analyser ’ordre des événements d la volée, c’est a dire au cours de I’exécution.
Or I’observation a la volée est un probleme difficile : il faut dater les événements au moment
ou ils se produisent, mais il ne faut pas perturber I’exécution par des calculs supplémentaires
ou des messages plus importants.

L’objet de cet article est donc I’étude des mécanismes d’estampillages d’exécutions répar-
ties. Pour notre étude, nous nous situons dans un cadre formel, indépendant de tout probleme
d’implémentation. On considere comme systéme distribué, un réseau connexe de n sites iden-
tifiés : Py,.., P,. Les sites communiquent deux a deux uniquement par échange asynchrone
de messages, sans perte ni duplication. On considere que le nombre de processus est constant
et connu, et donc on confond la notion de processus avec celle de processeur.

1.2 Evénements et relation de causalité

Un programme réparti définit un ensemble d’actions. Une action, lorsqu’elle est exécutée, est
appelée événement. Cela peut étre soit une action interne a un processeur, soit ’émission
d’un message vers un autre processeur, soit encore la réception d’un message. L’ensemble de
ces événements est naturellement ordonné par une relation de causalité, celle mise en évidence
par Lamport dans [Lam78] et appelée couramment happened before. On peut la définir comme
la fermeture transitive des deux regles :

e les événements qui se produisent sur un méme processeur sont totalement ordonnés ;

¢ l’envoi d’un message est antérieur a sa réception sur le processeur destinataire.

On notera 0 cette relation d’ordre :
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O(e, f) <=>fé précede causalement f

Sur la figure 1, on a représenté une exécution répartic entre trois processeurs : les lignes
verticales correspondent & la succession des événements d’un processeur et les lignes obliques
aux échanges de messages. Sur cet exemple I’événement a précede causalement 1’événement
b. Cela correspond & l’existence d’un chemin reliant a & b dans le graphe dessiné.

\Vi

P P, P

Figure 1: Représentation d’une exécution répartie

En pratique, suivant son niveau d’observation, un utilisateur n’est pas intéressé par tous
les événements de ’exécution. Par exemple pour vérifier une propriété d’ordonnancement
entre des événements, seuls les événements intervenant dans cette propriété seront a tracer.
Mais pour calculer la relation de causalité, il faut tenir compte de tous les événements de com-
munication. C’est pour cela que 'on distinguera ’ensemble £ des événements intervenant
dans le calcul de ’estampillage et O le sous-ensemble de E qui contient les événements effec-
tivement observés. De méme on note £ = (E,8) 'ordre causal associé 3 E et O = (0,0) le
sous-ordre associé a O.

2 Les algorithmes d’estampillage connus

Ce paragraphe rappelle les principales techniques de datation d’événements utilisées : data-
tion par un temps commun indépendant de la notion de causalité et algorithmes permettant
d’observer exactement ou partiellement la relation de précédence causale. Pour une bonne
synthese sur le sujet , on peut citer 'ouvrage [Ray91].

2.1 Estampillage par une horloge globale

Une méthode naturelle pour estampiller les événements d’une exécution répartie consiste a
utiliser une horloge commune a tous les processeurs. Une telle horloge peut exister dans
le systeme hote, par exemple elle peut étre délivrée localement sur chaque site par un bus.
Mais dans la plupart des cas on ne dispose que d’une horloge locale sur chacun des sites.
Synchroniser les horloges d’un systéme de processeurs ne communiquant que par échange de
messages est un probleme complexe. En effet les heures indiquées par deux horloges différentes
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présentent a priori un décalage qui évolue au cours du temps. Et si on désire observer finement
le comportement d’un systeme réparti, ces horloges ne sont pas utilisables telles quelles. Les
algorithmes de synchronisation existants sont plus ou moins complexes et cotliteux en fonction
des hypotheses faites sur le réseau et les processeurs : la plupart rajoute des messages de
resynchronisation au cours de I’exécution, la perturbant notablement.

Toutefois dans le cadre restreint des réseaux homogenes ou on suppose qu’il n’y a pas de
processeurs défaillants, il existe des algorithmes non intrusifs qui permettent 'utilisation non
continue d’un service de temps global dont on sait, dans une certaine mesure, controler la
précision [Jez89).

Quelque soit sa nature, physique ou reconstruite par voie logicielle, une horloge globale
aura toujours une précision finie et ne permettra pas d’ordonner totalement et de fagon fiable
les événements. L’ordre fourni est généralement complémentaire de la relation de causalité :
deux événements ordonnés par une horloge globale peuvent étre, soit causalement dépendants,
soit causalement indépendants. Mais si Pintervalle maximum d’incertitude du temps global
est inférieur a la moitié du temps de transfert minimum d’un message alors deux événements
non ordonnés par I’horloge globale et appartenant a deux sites distincts sont causalement
indépendants : aucun échange de message n’a pu avoir lieu entre eux deux.

L’hypothese sur la précision de I’horloge globale est réaliste pour quelques systemes répar-
tis. Dans le cas général, considérer en plus de 'ordre causal, I'ordre donné par un temps
global permet d’ajouter des relations a l'ordre partiel observé. L’observation de I’exécution
est donc plus précise.

2.2 L’horloge logique de Lamport

Lamport, dans l’article ou il introduit la relation de précédence causale happened before,
présente aussi un concept d’horloge logique. Pour dater les événements, chaque processeur P,
gere une horloge h; qui varie en fonction des actions qui se produisent. Chaque événement e
du site P; peut alors étre daté par une fonction & : §(e) = h;, au moment ou e se produit.
Les horloges évoluent de fagon a respecter ’ordre de causalité de 1’exécution :

o chaque site initialise son horloge a 0 ;

e lorsque le processus P; exécute un événement interne ou envoie un message, son horloge
est incrémentée :

hi :==hi+1;
e chaque message émis par P, est estampillé par la valeur de h; au moment de I’émission ;

e quand F; recoit un message estampillé par ¢, il augmente son horloge dc facon a ce
qu’elle soit supérieure a ’estampille du message et a sa propre horloge :
h; := ma:z:(h,-,t) + 1.

L’ordre sur les estampilles respecte les deux regles définissant la relation de causalité : les
événements d’'un méme site sont totalement ordonnés et une émission de message précede sa
réception. Ainsi on a la propriété :

Ve, f € E, O(e, f) = bi(e) < &i(f)
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La réciproque n’est pas vraie : deux événements e et f tels que &;(e) < &(f) peuvent étre
soit causalement ordonnés soit causalement indépendants.

Cet algorithme d’estampillage, méme si il ne code pas exactement la relation de causalité
d’une exécution est intéressant car il est simple a mettre en ccuvre : c’est le mécanisme le
plus élémentaire permettant d’ordonner les événements en respectant la relation de causalité ;
il y a peu de calculs supplémentaires et les messages ne sont estampillés que par un entier.
D’autre part, il permet de calculer aisément un ordre total des événements : il suffit par
exemple d’ordonner les événements qui ont la méme date en fonction de I'identité de leur site.
Cet ordre total est utilisé pour résoudre des problemes d’algorithmique répartie : exclusion
mutuelle, synchronisation...

2.3 L’horloge vectorielle de Fidge et Mattern

Fidge et Mattern [Mat89, Fid88] ont proposé un mécanisme d’horloge semblable a celui de
Lamport, mais appliqué a des vecteurs d’entiers. Il permet de caractériser exactement la
relation de causalité d’une exécution.

Chaque processeur gere une horloge h; qui est un vecteur de n entiers (n, nombre total
de processeurs du systéme observé). Si on note §;, le vecteur de taille n dont toutes les
composantes sont nulles sauf la :*™¢ égale a 1, alors les horloges évoluent suivant les regles :

e chaque site initialise son horloge au vecteur nul ;
e lorsque P; exécute un événement interne ou envoie un message, on incrémente la :*™
composante de son horloge :

hi = hi+ 6 ;
e chaque message émis par P; est estampillé par la valeur de k; au moment de I’émission ;

e quand P; recoit un message estampillé par ¢, il compare chaque composante de son hor-
loge avec les composantes correspondantes de ’estampille du message, et il incrémente
séme

sa 1*™¢ composante! :

hi :=maz(hi,t) + 6.

Cette horloge vectorielle préserve aussi la relation de causalité mais contrairement a celle
de Lamport, elle permet aussi de détecter I'indépendance causale entre deux événements :
elle réalise exactement un plongement de ’ordre des événements dans 1’ordre des vecteurs
d’entiers. Sion note §, la fonction de datation correspondant a cette horloge, on a la propriété :

Ve,f € E, b(e, f) <= b.(e) <py» 6.(f)

Ou < gy~ est l'ordre canonique des vecteurs d’entiers de IN™ :

Vz,y € N", z <pp y <= Vi€ {l.n}, 2[i] < y[i] et 3j € {1..n}, z[5] < y[j].

1Si on note z[i] la i*™* composante d’un vecteur z alors le maximum entre deux vecteurs est défini par :
Vi, maz(z,y)li] = maz(z{i, yli)
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Les horloges vectorielles de Fidge et Mattern ont des applications dans le cadre de I’algorithmiqu

répartie des que 'on a besoin de savoir si des événements sont indépendants ou non, comme
par exemple pour déboguer des programmes répartis ou pour faire des mesures de concur-
rence [Cha89, Ram91]. Toutefois I'utilisation de ces horloges n’est réaliste que pour des sys-
temes ot le nombre de processcurs est petit. Chaque message devant véhiculer une estampille
de taille n, la perturbation induite devient rapidement trop importante. Si on a gagné en
précision par rapport a ’horloge de Lamport, on a perdu énormément en complexité : on est
passé d’une estampille de taille constante, a une estampille de taille proportionnelle au nombre
de sites du systéme observé. La taille que I’on consideére ici n’est ni 'ordre de grandeur que
peut atteindre I’estampille : cclle de Lamport peut croitre indéfiniment, ni la taille du vecteur
servant d’estampille : n entiers peuvent étre codés sur un nombre d’octets plus petit. La taille
d’une estampille est vue ici comme le nombre de parametres qui varient indépendamment les
uns des autres. D’ailleurs, comme cela est montré dans [Cha91], si on cherche un plongement
de la relation de causalité dans I'ordre des vecteurs d’entiers, la taille n est inévitable. C’est
pourquoi nous sommes intéressé par des estampillages approchant la relation de causalité qui
sont de taille constante.

Dans le paragraphe suivant nous interprétons en terme d’ordres partiels ces deux horloges

et nous voyons comment la théorie des ordres peut nous aider a trouver d’autres mécanismes
d’estampillage. La distance qui sépare ces deux algorithmes est suffisamment grande, tant en
complexité qu’en précision pour que 'on puisse penser qu’il existe des algorithmes intermédi-
aires qui, au prix d’hypotheses sur ’exécution observée, donnent des résultats satisfaisants.

3 Estampillage et ordres partiels

3.1 Notations et rappels sur les ordres partiels

Pour représenter une exécution répartie nous dessinerons le graphe de couverture orienté
représentant I'ordre de causalité. C’est le graphe ou les sommets sont les éléments de 'ordre
et les arcs sont les relations de comparabilité. Pour obtenir une représentation compacte, on
supprime les arcs de transitivité et on oriente implicitement les arétes du bas vers le haut.
Sur la figure 2 on a un exemple d’exécution répartie. On a représenté tous les événements
servant au calcul de la relation de causalité et on a marqué par des rond noirs les événements
effectivement observés.

Le passage a la représentation dessinée sur la figure 3 se fait en éliminant les sommets

qui ne sont pas observés mais sans oublier les relations qu’ils entrainaient entre les autres
événements. Cet exemple d’exécution sera repris tout au long de ’article pour présenter et
comparer les différents algorithmes d’estampillage.

On définit la taille |£| d’un ordre € = (E,8) comme étant le nombre total de relations

de 8, ou encore le nombre d’arcs de la fermeture transitive du graphe représentant £. Par
exemple la taille du graphe représenté figure 3 est 13.

Une chaine est un sous-ensemble de F totalement ordonné. Inversement, une antichaine

est un sous-ensemble de F dans lequel tous les éléments sont incomparables.

La largeur d’un ordre est égale a la taille d’une de ces plus grandes antichaines
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® Evénements observés

x \
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. °
Py P, P

Figure 2: Une exécution répartie

y couvre z pour 'ordre £ = (F, ) et on note 0;,,(x,y) quand y succéde immédiatement
a z, c'est a dire :

Oim(z,y) <= 0(z,y) et Bz € E, 0(z,2) et O(z,x).
On définit les ensembles prédécesseurs et prédécesseurs immédiats :
Prede(z) = {y € E/0(y,z)} et Predime(z) = {y € £/0in(y,2)}

Lors des énoncés des mécanismes d’estampillage, on se servira des notations suivantes : sie
est un événement, on appelle e~ (resp. e*) I’événement précédant (resp. suivant) immédiate-
ment e sur le méme processeur. Si e est une émission de message, on appelle e” I’événement de
réception de ce méme message sur le site destinataire. Et enfin si e est une réception, on note
e’ I’événement qui correspond a son émission. Ces notations sont résumées sur la figure 4.

Dans le paragraphe 4 on s’intéresse a la classe des ordres d’intervalles. Ce sont des
ordres qui modélisent la structure séquentielle des intervalles de la droite réelle. Ils trouvent
donc leur intérét dans les applications utilisant le concept de temps et ont, de ce fait, été
largement étudiés ces dernieres années : on peut par exemple citer 'ouvrage de référence sur
le sujet : [Fis85] et les travaux de [Ram91].

Définition 1 Un ordre (E,0) est un ordre d’intervalles si et seulement si on peut associer a
tout élément x de E un intervalle I, de la droite réelle tel que deuz €léments sont ordonnés
st Uintervalle de l'un est a la gauche de lintervalle de ’autre :

Vz,y € E,0(z,y) <> I, est a la gauche de I,

Il existe de nombreuses caractérisations des ordres d’intervalles. Celles qui nous servirons
dans la suite sont résumées dans le théoréme suivant [Moh89].
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Figure 4: Notations

Théoréme 1 Pour un ordre £ = (E, ) les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) € est un ordre d’intervalles.
(i) € ne contient pas de sous-ordre isomorphe a l'ordre 2@ 2” (figure 5).

(iii) Les antichaines marimales de € peuvent étre linéairement ordonnées de telle sorte que
pour tout ¢ de E les antichaines mazimales contenant x apparaissent consécutivement.

(iv) Les ensembles prédécesseurs Predg(x) sont linéairement ordonnés par inclusion.

Un lecteur non familier des ordres partiels peut se convaincre de ces résultats en considérant
la structure intervallaire des ordres. Par exemple sur la figure 6, on voit qu’il n’est pas possible
de représenter 'ordre “2@ 2” avec des intervalles, on rajoute nécessairement des relations
entre des sommets incomparables.

Pour dater des exécutions réparties, la classe des ordres d’intervalles semble particuliere-
ment intéressante. Chaque élément de 'ordre peut étre représenté par un intervalle de la
droite réelle donc par un couple de réels. Il existe donc pour les ordres d’intervalles, des
codages de taille deux.
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Figure 5: L’ordre partiel “2@ 2”

v
’
’

’
4

’

Figure 6: Tentative de représentation de “2@ 2” par des intervalles

Enfin on appelle extension (F,8') d’un ordre (E, 8), tout ordre qui prolonge 0 :
Vz,y € E, 0(z,y) = 0'(z,y).

Par exemple, 'ordre produit par I’horloge logique de Lamport est une extension de ’ordre
de causalité. Une extension linéaire est une extension qui ordonne totalement F et une
extension intervallaire est une extension qui est un ordre d’intervalles.

3.2 Propriétés générales d’un mécanisme d’estampillage

Une technique d’estampillage consiste a associer a tout événement z, une date §(z). Comme
nous ’avons vu précédemment, cela peut-étre un réel, un entier, un ensemble d’entiers... En
définissant une relation d’ordre sur ’ensemble des estampilles, on définit aussi une relation
sur ’ensemble des événements observés.

Coder exactement la relation de causalité d’une exécution est une opération coiiteuse :
des calculs supplémentaires ou des messages plus importants ralentissent I’exécution et peu-
vent modifier le comportement de ’algorithme. Un mécanisme d’estampillage doit donc au
minimum préserver la relation de causalité. Cela correspond a 1'idée que 1’algorithme peut
ordonner des événements qui sont concurrents, mais que si deux événements sont causalement
dépendants, ils ne doivent pas étre observés a l’envers. 1l nc faut pas donner a un utilisateur
une information qui est intuitivement fausse.
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Nous comparerons les algorithmes d’estampillage d’une part en évaluant la perturbation
qu’ils induisent sur Pexécution : taille des estampilles rajoutées aux messages, calculs supplé-
mentaires ; et d’autre part en calculant la taille des ordres qu’ils produisent sur une méme
cxécution. Ce critere permet de comparer différentes extensions d’'un méme ordre, il a été
introduit dans [CKS86].

Un mécanisme estampillage permet d’ordonner instantanément des événements. Le calcul
des estampilles doit donc pouvoir se faire ¢ la volée, c’est a dire au moment de ’exécution
d’une action. Il doit donc dépendre que des événements qui ’ont précédés :

8(z) = f(Prede(z)).

Toutefois on envisage dans la suite des algorithmes ou ’estampille de certains événements
dépend de leur futur, mais il faut veiller a ce que ce futur reste proche. Dans ce cas on dira
que ’algorithme n’est plus incrémental mais seulement pseudo-incrémental.

Enfin pour minimiser la perturbation induite, le calcul d’une estampille doit étre fait a
partir des informations locales d’un site : il ne doit pas ajouter d’échange de messages.

3.3 Estampillage vectoriel

Nous allons montrer que I’estampillage d’une exécution répartie par un vecteur d’entiers est
Pillustration d’une technique générale de codage des ordres partiels.

Le théoréme de Dilworth [Dil50] nous dit qu’un ordre de largeur k peut se décomposer
en k chaines disjointes.

E = Ui<i<k Li, Lichaine

Une telle décomposition permet de construire un codage de 'ordre : on associe a chaque
élément z un vecteur dont la i*™° composante est le nombre de prédécesseurs de z qui ap-
partiennent a la chaine L;. Le théoreme suivant est probablement un cas particulier d’une
propriété plus générale mais ’écriture de sa démonstration permet de mieux comprendre la

structure du codage.
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Théoréeme 2 Soit £ = (E,0) un ensemble partiellement ordonné de largeur k et (Li)i<i<k
une décomposition en chaines de E. L’applicalion :

¢ : E— IN*
z — (|(Prede(z) U {z}) N Li))1<i<k

est un plongement dans l'ordre <py» des vecteurs d’entiers (définition au paragraphe 2.3)
c’est a dire satisfail :

Va,y € E, 0(z,y) < é(z) <py« 8(y).

Preuve On considere deux éléments de E, z et y tels que 0(z,y), c’est a dire z € Prede(y).
On a donc en particulier
Predg(z) U {z} C Prede(y) U {y}
L’inclusion reste vraie quand on fait I’intersection avec les chaines L;
(Predg(z) U {z}) N L; C (Prede(y) U {y}) N L;
et ainsi en prenant le cardinal de ces ensembles on a bien
Vi€ {1..k}, ¢(z); < é(y)i
y ne peut pas appartenir & Predg(z) car on ne peut pas avoir 0(y,z) et il existe un
indice j tel que y € L;, on a ainsi I’inclusion stricte :
(Prede(z) U {z})NL; C (Prede(y) U {y}) N L;
et donc : 35 € {1..k}, #(z); < #(y);. On a ainsi montré I'implication =
Réciproquement, soit = et y tels que : ¢(x) <V é(y)
c’est a dire en particulier
Vi € {1..k}, |(Prede(z) U {z}) N L;| < |{(Prede(y)U {y}) N Li].
Les éléments de chaque L; sont totalement ordonnés, on a donc nécessairement
(Prede(z) U {z}) N L; C (Prede(y) U {y}) N L;.
Les ensembles L; réalisant une partition de F on a
Predg(z) U {z} C Prede(y) U {y},
et par conséquent z € Predg(y), c'est a dire 8(z,y). On a montré 'implication ré-
ciproque <=.

]

Donc si on connait une décomposition en chaines d’un ordre partiel, on peut en déduire

un codage de 'ordre. Or pour I'observation des exécutions réparties on a une décomposition

en chaines triviale : chaque chaine L; est composée des événements ayant eut licu sur le

processeur P;. La taille de cette décomposition n’est pas nécessairement égale a la largeur de

I'ordre, donc n’est pas optimale, mais elle a le mérite d’étre immédiate. Si il y a n processeurs
dans le systeme :

E =, ci<n Liy Li contient les événements se produisant sur F;.

Le plongement défini dans le théoréme 2 peut étre calculé incrémentalement au cours d’une
exécution. Pour cela chaque processeur maintient a jour un vecteur de taille n, 6(e) € IN" et
le fait évoluer par les régles suivantes.
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o Lorsque le premier événement du site P; se produit, sauf si c’est une réception de
message, son ensemble de prédécesseurs est vide et donc le vecteur du site est initialisé

5.5,':

(rappel : 6; est le vecteur dont toute les coordonnées sont nulles sauf la :°™¢ égale & 1).

o Si I’événement e du site n°z est un événement interne ou une émission de message alors
Pred(e) = Pred(e”) U {e”} et ainsi

e si I’événement e est une réception de message alors e peut avoir deux prédécesseurs
immédiats e~ et €°, un seul si il existe déja une relation entre eux. D’ou exprimé avec
les ensembles prédécesseurs :

Predg(e) = Predg(e™) U Predg(ef) U {e™, et}.

Les ensembles L; étant totalement ordonnés, on a les relations d’inclusion
Vi € {1..n}, Predg(e®) N L; C (ou D) Predg(e™) N L;.

On peut alors calculer le cardinal de Predg(e)

|Prede(e) N L;| = maz(|(Predg(ef) U {e°}) N L;|,|(Prede(e) U {e"}) N L;|)
et ainsi

6(e) = max(8(e™),8(e%)) + 6;

Pour calculer la nouvelle valeur de I’horloge, il faut donc connaitre la valeur de celle du
site émetteur au moment de ’envoi du message.

On reconnait le mécanisme des horloges logiques proposées par Fidge et Mattern. On
montre ainsi qu’elles codent exactement la relation de causalité d’une exécution. Plus précisé-
ment, 'estampille d’un événement caractérise son passé : la :*™° composante de 'estampille
est le nombre d’événements qui ’ont causalement précédés sur le site P;. Pour un exemple
d’application voir la figure 7.

3.4 Estampillage scalaire

Le codage du paragraphe précédent est basé sur une décomposition en chaine des ordres.
Nous allons maintenant nous intéresser a une décomposition en antichaines. Pour cela on
définit tout d’abord la notion de rang.

Définition 2 Soit £ = (E,0) un ensemble partiellement ordonné. Le rang d’un élément z,
p(z), est la longueur mazimale d’une chaine se terminant en z.
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Figure 7: Estampillage de Mattern et ordre observé : |€| = |O| = 13

Les éléments d’un ensemble ordonné peuvent étre partitionnés en fonction de la valeur de leur
rang.

Définition 3 Soit £ = (E,0) un ensemble partiellement ordonné fini. La décomposition :
E = Wocich i 0u Vi 2 0 Ry = {z € E/p(x) = 1}
est appelée la décomposition par rang de £.

Deux éléments z et y ayant méme rang sont concurrents. En effet, si on avait par exemple
6(z,y), on pourrait construire en rajoutant z 4 une chaine maximale sc terminant en z, une
chaine se terminant en y de longueur p(z) + 1. D’ou contradiction. Chaque sous-ensemble
R; est donc une antichaine. Ces antichaines ne sont pas maximales. Par contre le nombre
d’antichaines de la décomposition est minimal.

Le théoreme 3 donne un algorithme de construction de la décomposition. Il correspond a
un parcours de graphe classique : la descente en couche. La premiere couche est composée
des éléments minimaux. On les enleve et on prend comme deuxieme couche les nouveaux
minimaux, on les enleve et ainsi de suite...

Théoreme 3 Soit £ = (E,0) un ensemble partiellement ordonné fini. La décomposition :

E= Uogigh Ajoi Ao = Min(E,0)={z€ E] By€ E, 8(y,z)}
et Vi > 0 A; = Min(E — U;«; A;,0)

est la décomposition par rang de £, c’est a dire Vi € {1..h}, R; = A;.
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Preuve Soit : > 0 et £ € A;. D’apres la définition des ensembles A;, on peut construire
une chaine qui se termine en z et qui contient au moins un élément dans chacun des
ensembles A;, 7 < 7. Du fait que c’est une chaine, elle ne peut pas contenir plusieurs
éléments appartenant au méme A; (les A; sont composés d’éléments incomparables).
Ainsi la longueur maximale d’une chaine se terminant en z est . On a montré: p(z) = 1.

a

On peut exprimer le rang d’un élément en fonction du rang de ces prédécesseurs : pour un

¢lément z de A; (z > 0), par définition des ensembles A; au moins un prédécesseur immédiat
de z appartient & A;_,. Donc :

p(.’l)) = maa:{p(y), Ogm(y,:l:)} +1

Si € = (F,0) est la relation de causalité d’une exécution répartie, cette expression nous
fournit un mécanisme de calcul incrémental de la fonction de rang.

¢ Si e est le premier événement se produisant sur un site, sauf une réception de message,
alors e est minimal pour 'ordre de causalité, c’est a dire e € Ag et donc :

p(e) = 0.

e Si e est un événement interne ou ’émission d’un message, alors e n’a qu’un seul prédé-
cesseur immédiat qui est ’événement le précédant sur le méme site : e™. On a donc :

ple) = p(e™) + 1.

e Si e est la réception d’un message, E peut avoir au plus deux prédécesseurs immédiats :
Pred;,e(e) C {e7,e°}. Dot :

p(e) = maz(p(e”), p(e®)) + L.
Pour calculer p(e) il faut connaitre le rang de ’événement d’émission.

On reconnait les regles d’évolution de I'horloge de Lamport.

Les horloges vectorielles de Fidge et Mattern sont basées sur une décomposition en chaines
de la relation de causalité et on vient de voir que ’horloge de Lamport correspond a une
décomposition en antichaines.

La figure 8 donne une idée de la structure de ’extension produite par cet estampillage.
Cette structure est exactement celle des ordres faibles : un ordre faible est un ordre total
dans lequel certains éléments ont été remplacés par des antichaines. Le diagramme d’un tel
ordre correspond a une succession d’antichaines totalement connectées entre elles. On peut
donc énoncer la proposition :
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Figurc 8: Estampillage de Lamport et ordre observé :|O] = 26

Proposition 1 L’algorithme d’estampillage proposé par Lamport dans [Lam78] calcule le
rang de chaque événement pour ’ordre de causalité et l’ordre produit est un ordre faible.

Nous avons montré que les deux algorithmes d’estampillage classiques reposent sur des
propriétés simples et connues de la théorie de ordres partiels. Nous allons donc voir main-
tenant, comment en s’inspirant d’une classe d’ordres particulicre, on peut apporter des amé-
liorations aux algorithmes existants et trouver des classes d’exécutions caractérisables par un
estampillage de taille bornée. '

4 Approximations intervallaires

4.1 Amaélioration de ’estampillage de Lamport

L’ordre donné par les estampilles de Lamport peut étre considéré comme un ordre d’intervalles.
En effet, on peut associer a chaque événement e I'intervalle réel [p(e), p(e) + 1] qui préserve
la relation d’ordre. Les intervalles associés aux événements étant tous de méme longueur,
I'ordre défini par les estampilles de Lamport est un semi-ordre {(un semi-ordre est un or-
dre d’intervalles pour lequel il existe une représentation avec des intervalles de longueur tous
identique). Le schéma de la figure 9 permet de visualiser sa structure intervallaire.

Cette remarque nous donne une idée pour améliorer I’approximation donnée par Lamport.
On associe a chaque événement un intervalle [6(e)~,8(e)*[ ou 6(e)™ = p(e), 'estampille de
Lamport, et 6(e)* une valeur qui est au moins supérieure a p(e)+1. Cette valeur est choisie de
facon a respecter la relation de causalité. On allonge ainsi la taille de certains intervalles, cela
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10| = 26

Figure 9: Représentation intervallaire de 'estampillage de Lamport

permet d’éliminer des relations entre des événements. On se rapproche ainsi de la relation
de causalité. La figure 10 montre un cas ou on peut agrandir un intervalle : 'horloge de
Lamport ordonne les deux événements e~ et e® qui sont causalement indépendants. Or le
premier successeur de e~ est e. On peut donc prolonger l'intervalle de e~ jusqu’au début de
celui de e, on respecte la relation de causalité tout en éliminant la dépendance entre e~ et e°.

s L

- - = = q
- - - d

Py P,

Figure 10: Principe de ’amélioration de ’estampillage de Lamport

Plus formellement, on a la proposition :
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Proposition 2 L’ensemble d’intervalles ([6(¢)~,8(e)*[)eck ot

8(e)™ = p(e), lestampille de Lamport
§(e)* = min{8(f)" /0in(e, f)}

est une approrimation intervallaire de la relation de causalité.

Sur la figure 11 on voit un exemple d’application de cet estampillage : on a supprimé quatre
dépendances par rapport a l’estampillage de Lamport. L’ordre obtenu est une extension
intervallaire de la relation de causalité qui en terme d’inclusion d’ordres se place entre la
relation de causalité et ’ordre donné par I’horloge de Lamport.

Toutefois, cette technique d’estampillage n’est plus incrémentale. La borne supéricure de
’intervalle dépend non pas du passé des événements, mais de leur futur proche. Pour connaitre
I’estampille complete d’un événement, il faut attendre que ces successeurs immeédiats se soient
produits. Dans la pratique, ce n’est pas probleme : il y a a priori peu d’événements a tracer.

o Les événements internes et les réceptions de message n’ont qu’un seul successeur immé-
diat : I’événement suivant sur le méme site : il suffit d’attendre qu’il se produise pour
tracer ’estampille complete du précédent.

e Une émission de message e peut avoir deux successeurs immédiats : I’événement suivant
sur le mémesite, et et I’événement de réception sur le site destinataire, e¢”. Pour calculer
8(e)t = min(6(e*)~,6(e”)”) on trace ces deux valeurs potentielles : §(e*)™ et §(e”)~ ct
on prend la plus petite des deux.

Cela nécessite donc un traitement sur la trace relevée, mais c’est un traitement qui peut étre
fait parallelement a ’exécution et pas nécessairement a sa fin.

Comme on le voit dans la suite, dans le cas d’un systeme ou les émissions de message se
font avec un accusé de réception bloquant, ce probleme est résolu : on connait dans tous les
cas I’estampille complete d’un événement lorsque que son successeur sur le méme site a lieu.

La perturbation liée a l'observation est la méme que celle induite par les horloges de
Lamport : on ne rajoute pas de message supplémentaire et les estampilles véhiculée par les
messages sont de méme taille : un entier.

4.2 Caractérisation d’une exécution par un estampillage interval-
laire

Dans le paragraphe précédent, on a mis en évidence deux extensions intervallaires de la relation

de causalité : I’estampillage de Lamport et son amélioration. Nous cherchons maintenant a

trouver un algorithme de codage de la relation de causalité qui caractérise exactement les
exécutions dont ’ordre de causalité est un ordre d’intervalles.
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Figure 11: Représentation intervallaire de amélioration de ’estampillage de Lamport et de
Pestampillage “max+2”

4.2.1 Cas général
Caractérisation des ordres d’intervalles

Le théoréme suivant est le fondement de 1’algorithme de reconnaissance d’ordres d’intervalles
publié par Papadimitriou et Yannakakis dans [PY79]. 1l permet de calculer une représentation
intervallaire des ordres d’intervalles.

Théoréeme 4 Soit £ = (£,0) un ordre d’intervalles.
L’ensemble ([8(z)~, 8(z)*[)zeE ot :

8(z)” = maz{6(y)~/Prede(y) C Prede(z)} + 1
6(x)* = man{8(y)~/0(=,y)}

est une représentation intervallaire de £.

Par convention on considere que maz(0) = 0.

Les intervalles de cette représentation correspondent a un ordonnancement des antichaines
maximales de £ suivant la caractérisation (i:2) du théoréeme 1 : 8(z)~ (resp. 8(z)*) est le
numéro de la premiére (resp. la derniére) antichaine a laquelle z appartient. Il semble
toutefois difficile de calculer a la volée cette représentation durant une exécution répartie.
Nous démontrons donc le résultat plus général :
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Théoréme 5 Soit £ = (£,0) un ordre d’intervalles. L’ensemble ([6(z)™,6(z)*()zer ot -

8~ satisfait Vz,y € E, §(z)” < é(y)” = Prede(z) C Prede(y)
et §(z)* = min{é(y)~/Oim(<,y)}

est une représentation intervallaire de £.

Preuve On doit montrer que : Vz,y € E, 0(z,y) < é(z)r < 6(y)~.
L’implication = est immédiate grace a la définition de §(z)*:
min{6(y)~/0im(z,y)} = min{8(y)~/0(z,y)}.
Réciproquement, on considere z et y tels que : 8(z)t < 8(y)~. Par définition de é(z)*
il existe z tel que 0(z, z) et §(z)* = §(z)~. On donc 6(z)~ < é(y)~ , ce qui entraine :
z € Predg(z) C Prede(y) : 0(z,y). L'implication <= est démontrée.

Par exemple la fonction :
6(z)” = |Predg(z)|

satisfait ’hypothése du théoréeme 5. En effet si on prend z et y tels que |Prede(z)| < |Prede(y)|,
les ensembles prédécesseurs d’un ordre d’intervalles étant totalement ordonnés par 'inclusion,
on a nécessairement Predg¢(z) C Predg(y).

4.2.2 Application aux exécutions distribuées

On considere maintenant que I’on observe une exécution distribuée dont on suppose par avance
que l'ordre causal est un ordre d’intervalles. C’est une hypothese qui est bien sure irréaliste,
il suffit de considérer la caractérisation (zi) du théoreme 1 : lordre “2@ 2” (figure 5) est
inévitable. Mais sous cette hypothese et avec le résultat précédent, on sait que I'estampille
[|Predg(e)|,min{6(f)~/0im(e, f)}[ code exactement la relation de causalité. Le calcul est fait
pseudo-incrémentalement par le mécanisme suivant.

e Si e est un événement interne : Predime(e) = {e”} et ainsi
6(e)" =é6(e”)" +1leté(e)t =6(e*).
6(e)* n’est donc pas connu lorsque e a lieu, mais lors de I’événement suivant.

e Si e est une émission de message comme précédemment é6(e)” = §(e”)” + 1, mais
6(e)t = min(6(et)7,8(e")).
Pour calculer §(e)*, il faut tracer §(e*)~ et é(e”)~ et prendre la plus petite des deux
valeurs.

e Si e est une réception de message on a comme pour un événement interne : é(e)* =
6(et).
Pour calculer §(e)~, on peut avoir soit e, soit €f, soit les deux, prédécesseurs immédiats
de e. Il y a donc deux cas :
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— Sif(e™,e°) ou O(e®,e) alors §(e)™ = §(e®)™ + 1.

— Si e” et e° sont concurrents alors §(e)™ = maxz(8(e®)”,8(e”)") + 2

Déterminer a la volée la relation qui existe entre deux événements semble rester un prob-
leme insoluble sans les estampilles vectoriclles. Dans le cas général, on ne peut pas trancher
pour savoir si il faut faire é(e)™ = maz(6(ef)~,6(e”)") + 1 ou +2.

Si la relation de causalité de ’exécution n’est pas un ordre d’intervalles, ajouter 1 ou
2 préserve la causalité : cela ordonne les événements qui ont lieu sur un méme processeur
et cela respecte 'ordre entre I’émission et la réception d’un message. On produit ainsi des
extensions intervallaires. Si 'on choisit arbitrairement de faire toujours +1, on rctrouve le
calcul de I'estampille de Lamport et son extension intervallaire améliorée. Si on choisit de
faire toujours +2, on observe une autre extension intervallaire de ’ordre qui n’est, dans le cas
général, ni meilleure, ni moins bonne que celle de Lamport améliorée : elle peut comprendre
des arcs en plus et des arcs en moins. Sur les figures 9 et 11 on peut comparer sur notre
exemple d’exécution les approximations intervallaires données par I’estampillage de Lamport
seul, par 'estampillage de Lamport ou on a allongé des intervalles, et par notre estampillage
“max + 2”.

Toutefois, il existe un cadre particulier d’exécutions ou l’on sait caractériser les ordres
d’intervalles a la volée. C’est le cas des exécutions ou les communication se font par Remote

Procedure Call.

4.2.3 Cas des exécutions synchronisées par RPC

On considere maintenant les exécutions ou les échanges de messages se font avec accusé
de réception bloquant. C’est une mise en ceuvre du mode de communication par Remote
Procedure Call ou RPC. Chaque échange de message est effectué suivant le schéma de la
figure 12. Le transfert du message du message a lieu entre e et e”. On confond ’événement
de réception e avec ’événement d’émission de 'accusé de réception. et est la réception de
Paccusé de réception. Entre e et et aucun événement ne peut se produire.

msg

Figure 12: Exécution synchronisée par RPC

De tels systemes présentent deux avantages pour nous. D’une part on peut effectivement
calculer une estampille §(e)~ qui caractérise les ordres d’intervalles, et d’autre part la deuxieme
estampille §(e)* est connue sur le site ot e se produit, éventuellement avec un temps de retard.
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Effectivement, nous avons vu dans le précédent paragraphe que si ¢ est une réception de
message alors nous avons besoin de connaitre la relation que existe entre e~ et €° pour calculer
|Predg|. Dans le cas des RPC nous avons le résultat suivant.

Proposition 3 Soit € = (F,0) lordre de causalité d’une exécution répartic avec communica-
tion par RPC. Si € est un ordre d’intervalles, alors ’ensemble d’intervalles ([6(e)™,8(c)*()ecE
ou :

8(e®)” +1 st e est une réception d’accusé
6(e)” =< maz(é(e”)”,8(e?)") +2 ste est une réception de message
b(e”)+1 . sinon

8(e)* = min{6(f)™/0im(e, f)}

est une représentation intervallaire de €.

Preuve Nous montrons que la valeur de 6(e™) vérific 'hypothese du théoreme 5, a savoir :
Vz,y € E, 6(z)” < é(y)” = Prede(z) C Prede(y).

Pour cela nous montrons que cela correspond au calcul de |Predg(e)| sauf dans un cas,
mais que cela n’a pas d’incidence sur la propriété a vérifier.

Comme précédemment si e est un événement interne ou ’émission d’un message, alors

[Prede(e)| = |Prede(e™)| + 1.

Si E est la réception d’un accusé de réception alors on a la relation

0(e™,€®) et ainsi Predg(e) = Prede(e) U {e®}.

D’ou on sait calculer |Predg(e)| = |Predg(e®)| + 1.

Si ¢ est la réception d’un message, comme £ est ordre d’intervalles, ses ensembles de
prédécesseurs sont inclus les uns dans les autres, on a :

|Prede(e)| = maz(|Prede(e™)|, |Prede(ef)]) + (1 or 2).

Ainsi si on effectue

8(e)™ = maz(8(e),8(e®)~) + 2 il se peut que I’on compte un des événements e® ou e~
deux fois. Donc on peut dire qu’on a la relation :
8(e)™ = |Predg(e)| + K(e) ot K(e) correspond au nombre d’événements d’émission

précédant e ol on a compté un événement deux fois.
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Soit e une émission de message, si e est compté une seule fois (respectivement deux fois)
quand on calcule é(e")™ alors, grace au message de retour, il st aussi compté une seule
fois (respectivement deux fois) quand on calcule §(e*)~. Ainsi les estampilles de tous
les successcurs de e comptent e toujours une fois ou toujours deux fois. Cela tient au
message de retour systématique. Ainsi on peut dire que K (e) est une fonction croissante
de Predg(e), et on a bien :

Ve,f € E, Preds(f) C Prede(e) = K(f) < K(e)
= 6(f)” < é(e)”
cest a dire 6(e)™ < 8(f)~ . = Pred¢(e) C Prede(f)

car tous les ensembles de prédécesseurs sont ordonnés par 'inclusion.

Le calcul de la seconde estampille §(e)* est aussi facilité.

¢ si e est un événement interne ou la réception d’un accusé de réception alors
5(e)* = 6(e*) et cette valeur est connue avec un retard.

e Si e est I’émission d’un message alors
6(e",e*) and 8(e)* = 6(e”)~. Ces valeurs sont connues sur le méme site lors de la ré-
ception du message de retour :

8(e)yt =6(et)” ~ 1.

e Si e est I’émission d’un accusé de réception alors
8(e")” = 6(e)” + 1 et nécessairement 6(e)* = 6(e)” + 1, cette valeur est connue lorsque
e se produit.

Dans le cadre des exécutions synchronisées, on est donc en mesure de produire une exten-
sion intervallaire optimale dans le sens ou elle caractérise les ordres d’intervalles. On décrit
Palgorithme correspondant.
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Algorithme d’estampillage

h :=0; (* horloge logique *)

t:=0; (* valeur précédente de h *)

e~ = (* nom de l’événement précédent *)

s := fauz; (* vrai si 'événement précédent est un accusé *)

A chaque €vénement e € E faire début

t:=h
cas
e est un événement interne alors
h := h+1;
si —s et e” € O alors trace(e™, t, h);
s := fauz;
e est l’émission d’un message m alors
h:=h+1;
si —sete” €0 alors trace(e, t, h);
s := fauz;

Im(h); (* émission de m estampillé par h*)
e est la réception d’un message m estampillé par b’ alors

h := maz(t, ¥')+2;

si —s et e~ € O alors trace(e™, t, h);

si e€ O alors trace(e, h, h+1)

s := true;

lack(h); (* émission de l'accusé estampillé par h *)
e est la réception d’un accusé estampillé par k' alors

h:=W+1;
si e~ € O alors trace(e™, t, h’)
s := fauz;

fin

e = e,

5 Conclusion et perspectives

Tout au long de cet article nous avons voulu montrer que la théorie des ordres particls pouvait
aider a I’élaboration d’outils d’observation et d’analyse d’exécutions distribuées. En effet il y a
un écart important entre les deux seules méthodes d’estampillage connues : celle proposée par
Lamport en 1978 est eflicace mais imprécise tandis que celle proposée par Fidge et Mattern
dix ans plus tard observe exactement ’ordre des événements mais son usage n’est pas réaliste.

Pour chercher des estampillages intermédiaires, nous nous sommes servi de la classe des
ordres d’intervalles et nous avons mis en évidence une nouvelle technique d’estampillage. Nous
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ordres d’intervalles et nous avons mis en évidence une nouvelle technique d’estampillage. Nous
avons montré qu’elle était particulicrement adaptée pour les systémes ot la communication
se fait par RPC.

Il semble donc intéressant de chercher d’autres classes d’ordres pouvant étre codés avec des
vecteurs de taille constante. De méme, il est intéressant d’étudier quelle est I’influence d’un
protocole, d’'un mode de communication ou de la topologie d’un réseau sur les propriétés de
Pordre de causalité. Cette étude doit pouvoir mener a de nouveaux algorithmes d’estampillage
calculant des approximations de 'ordre de causalité.
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