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APPROXIMATION DES EQUATIONS DE MAXWELL
PAR DES SCHEMAS DECENTRES EN ELEMENTS FINIS

Jean-Pierre CIONI, Loula FEZOUI, Hervé STEVE

Résumé: Une approximation mixte Eléments finis/Volumes finis couram-
ment employée en mécanique des fluides est ici appliquée a la résolution des
équations de Maxwell en régime temporel. Le schéma utilisé est d’ordre trois en
temps et en espace.

On s’intéresse ici plus particulierement a la simulation de problemes de diffrac-
tion bidimensionnels en milieu homogene et pour des matériaux linéaires.

UPWIND FINITE ELEMENT SCHEMES
FOR SOLVING THE MAXWELL EQUATIONS

Abstract: A Finite-Volume/Finite-Element mixed approach, largely used
in CFD, is applied here to solve numerically the time-dependant Maxwell sys-
tem. The scheme used is third order accurate both in time and space.

We are particularly concerned here with the simulation of bidimensionnal scat-
tering problems, in the case of linear material and homogeneous media.
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Introduction

La mécanique des fluides numérique a enregistré des progres importants au
cours de la derniere décennie. Ces progres sont dus pour une grande part a
la construction et au développement de divers schémas décentrés (travaux de
Van Leer, Roe, Osher entre autres). Ces schémas ont la propriété d’étre mono-
tones a l’ordre un, et des extensions de précision plus élevée préservant quelque
peu cette propriété sont aujourd’hui bien connus (schémas T.V.D., EXN.O., ...).
D’autre part, I’extension et la formulation de ces schémas en maillages quelcon-
ques (de type éléments finis par exemple) se sont révélées relativement simples
et donnent lieu a des algorithmes souples et robustes a la fois.

Ces considérations, ainsi que les premiers travaux encourageants de Shankar et
al. [1], nous ont amené & appliquer ces schémas au systeme de Maxwell. En ef-
fet, ce dernier peut s’écrire sous forme de lois de conservation ayant la propriété
d’hyperbolicité.

Nous proposons ici une application des schémas décentrés hautement précis en
temps et en espace a la résolution numérique du systeme de Maxwell, dans le
cas de milieux homogenes et parfaitement conducteurs.

La premiere partie de ce rapport est consacrée a la description du systeme
de Maxwell en régime transitoire, ou nous nous sommes intéressés plus partic-
ulierement a un probleme de diffraction bidimensionnel d’une onde transverse
magnétique (T'M) par un obstacle parfaitement conducteur. La formulation con-
servative associée a ce probleme ainsi que le caractere hyperbolique des équations
y sont exposés, pour un milieu de propagation homogene.

La seconde partie traite de ’approximation numérique du systeme de Maxwell
étudié. Nous y présentons une formulation mixte Eléments finis/Volumes finis
basée sur des schémas décentrés et utilisant la méthode M.U.S.C.L. [2].

La derniere partie est composée des résultats numériques obtenus pour deux
problemes de diffraction d’onde.

Nous étudions en annexe le probleme de la conservation de la propriété de di-
vergence nulle des champs électriques et magnétiques. Des résultats numériques
illustrent la distorsion de la divergence en maillage triangulaire.



1 Systeme de Maxwell

1.1 Equations de 1’électromagnétisme

Notations:

P ¢ ‘
x€e R ,p=2,3
Les caracteres imprimés en gras sont des vecteurs.

e Champ électromagnétique:

E(x,t) : champ électrique

D(x,t) : induction électrique
H(x,t

B(x,1) : induction magnétique

,t) : champ magnétique

E
D
H
B

o Charges et courants:

= p(x,1) : densité de charge électrique

c D

J =1J(x,1t) : densité de courant électrique

Une étude des phénomenes électromagnétiques consiste a déterminer les quatre
champs de vecteurs E, D, H, B vérifiant:

e la loi de Faraday, qui lie la force électromotrice a la variation de flux
d’induction.

o le théoreme d’Ampere, qui permet de calculer le champ magnétique en-
gendré par un courant.

o la loi définissant la charge électrique.
e la loi de Gauss, postulant I’absence de charge magnétique.

On en déduit les expressions locales de ces lois physiques appelées équations de

Maxwell:



0B

57 + rot(E) =0
oD

div(D) =p
div(B) =0

On y ajoute la loi de conservation de la charge électrique:

Les relations entre champs et inductions sont données par des lois dites de
comportement, caractéristiques du milieu considéré et choisies linéaires dans
cette étude.

Elles s’écrivent pour un milieu isotrope linéaire simple:

D=¢x)E _
{ B=yuxH (2)

ou &(x) est la permittivité du milieu et p(x) la perméabilité magnétique.
Enfin, la loi d’Ohm en milieu conducteur et en l'absence de courant source
s’écrit:

j=0cE

ou o est la conductivité.

A T'aide de la loi de comportement (2), on peut écrire les équations (1) sous
forme conservative en variables (D, B) :




la formulation en variables (E, H) étant:

©(x) aa—I;I + rot(E) = 0
e(x) aa—? —rot(H) = —j (4)

Remarque:

La formulation (3) est intéressante dans le cas d’un milieu hétérogene isotrope
car le systeme de Maxwell écrit en variables (D, B) reste conservatif ce qui n’est
plus le cas pour la formulation en variables (E, H) (4).

Nous nous intéressons dans cette étude au cas des milieux homogenes, les for-
mulations (3) et (4) sont alors équivalentes.

Hypotheses:
On suppose le milieu de propagation:

* homogene, non polarisable et non magnétique: ¢ et p sont con-
stants et positifs.
* non conducteur: j(x,t) =0, p(x,t) =0

Sous ces hypotheses, le systeme (4) devient:

OH E

— 4+ rot(—) =0 x,t) € QO x RY
o) (1)

OE H (5)
E — TOt(z) =0 (X,t) € Q) x R—I—

+ conditions initiales et aux limites

ou () est le domaine de propagation.

Les équations div(H) = div(E) = 0 sont en effet redondantes pour une condition
initiale a divergence nulle.

Les inductions électriques et magnétiques se déduisent alors de la solution (E,H)
du systeme (5) & 'aide de la loi de comportement (2). Le lecteur intéressé par
une étude mathématique du systeme de Maxwell pourra se référer a [3] par
exemple.



1.2 Probléme de diffraction

On considere un obstacle borné de IR? de frontiere Y., parfaitement conducteur.
Soit une onde incidente de fréquence donnée se propageant dans un milieu ex-
térieur {2 homogene non conducteur et arrivant sur ’obstacle.

La présence de l'obstacle induit une perturbation de l'onde incidente qui se
traduit par la formation d’une onde diffractée (fig. 1).

onde
diffractee

N

i nci dente S—

/N

/

Sa

Figure 1: Diffraction par un obstacle

On cherche a déterminer le champ diffracté (E¢, H?), les équations (5) étant
vérifiées par le champ total défini par:

E = Ed + Einc

H = Hd + Hinc
Les conditions aux limites sont obtenues a partir des relations de passage a
travers X, soit la continuité de la composante tangentielle de E et de la com-

posante normale de B.
L’obstacle étant supposé parfaitement conducteur, on a:

E=H=0 al'intérieur de I’obstacle

On en déduit alors les conditions de réflexion totale imposées sur la frontiere
de l'obstacle:



TL/\E|E:0
H.’n|2=0

ou la seconde condition est redondante [12].

Nous supposons que 1’onde incidente vérifie les équations de Maxwell. Le prob-
leme aux limites est alors composé du systeme (5) écrit en champ diffracté
associé a la condition de réflexion n A E? = —n A E<.

Par la suite, nous considérerons les équations du systeme (5), valables aussi bien
en champ total que diffracté.

1.3 Ondes TE et TM

On s’intéresse ici aux ondes planes solutions des équations de Maxwell.
Ces ondes s’écrivent:

E = EO(X)ei(wt—k.x)
H = HO(X)ei(wt—k.x)

ou Eg(x) et Ho(x) déterminent la polarisation de I'onde.
Le vecteur d’onde k et la pulsation w sont reliés par la relation de dispersion:

w2 :|k|2 C2

est la vitesse de la lumiere dans le milieu considéré.

ou ¢ = NG
Les ondes planes ont la particularité de se propager dans la direction du vecteur
d’onde a la vitesse ¢, les champs E et H restant orthogonaux dans un méme plan
perpendiculaire au vecteur d’onde. Il reste alors un degré de liberté a définir:
la polarisation de I'onde.

Plagons-nous dans un repere cartésien (e;, e, e,) et soit une direction priv-
ilégiée, par exemple ey.

On classifie les ondes en:

* Modes Transverses Electriques (TE) : Eg L ey
* Modes Transverses Magnétiques (T'M): Hy L ey

Un probleme bidimensionnel type est la diffraction sur un cylindre infini d’une
onde plane incidente de vecteur d’onde situé dans le plan orthogonal aux généra-
trices du cylindre (fig. 2). Le vecteur d’onde réfléchi reste alors dans ce méme
plan.



H (onde TE)

ou E (onde T™M

k

i nci dent/v

x

Figure 2: Diffraction 2D par un cylindre infini

En considérant un cylindre d’axe suivant e, et une onde incidente telle que
E".e, = 0 (onde TE,), I'onde diffractée est encore TE, , c’est a dire de la
forme:

E, 0
E=!E y ; H=1{ 0
0 H,

ou les composantes de E et H sont indépendantes de la variable z.
De méme, si H".e, = 0 (onde T'M.,), le champ diffracté reste de la forme:

0 H,
E=1: 0 . H={ H,
E, 0

Pour un probleme de diffraction 2D, les équations de Maxwell peuvent donc
étre découplées en deux systemes respectivement associés a une onde Transverse
Magnétique (T'M) et une onde Transverse Electrique (T'F). Cette possibilité
de découpler les équations de Maxwell nous permet alors de traiter des sous-
problemes sans perdre d’informations.

Par la suite, nous nous restreindrons aux problemes de diffraction 2D d’une
onde T'M, par un obstacle.



1.4 Formulation conservative et hyperbolicité

En vue d’appliquer les méthodes issues de la mécanique des fluides basées sur des

techniques de volumes finis, on considere en premier lieu la forme conservative

du systeme (5) dans IR®. Nous en déduirons ensuite une formulation bidimen-

sionnelle.

Les champs électrique et magnétique sont respectivement définis par les quan-

tités vectorielles:

E, H,
E=| £ | ; H=]| H,
E, H,

On peut alors écrire (5) sous la forme conservative suivante:

Q: + F(Q). + G(Q), + K(Q). =0

avec:
H, 0 ) E./u
H, —FE,/u 0

Q - Eg; ’ F(Q) - 0 ) G(Q) - _Hz/5
E, H,/e 0
E, —H,/e | H,/e

—E,/p
E./u
0
H,/e
“H, /e
0

On s’intéresse dorénavant au systeme de Maxwell pour une onde plane T'M, qui

s’écrit en coordonnées cartésiennes:

0 H,
E=1: 0 . H={ H,
E, 0

La formulation conservative 2D pour ce type d’onde est donnée par:

Q: + F(Q): + G(Q), =0

0
} ; F(Q) = { —E./u } ; G(Q) =
—H,/e

avec:

O
Il
—N—
BEE

E./p

]

H,/e




On fait un changement de variable en introduisant les caractéristiques du vide
o et po afin de normaliser ¢ et p:

€ =2¢€9& et U= fio iy

ou ¢, et u, sont des valeurs relatives adimensionnelles.
D’autre part, on pose:

fho 1
Fo

€0 ’ N v/ €o Mo

ou ¢y est la vitesse de la lumiere dans le vide.

Z0 =

On obtient ainsi la nouvelle formulation conservative:

Q. pQ). + GQ), =0

Co

qui peut encore s’écrire en effectuant le changement de variable 7 = ¢gt :

Q1 20 Hy
Q = Q2 = ZOHy
Qs E,
0 QS//LT
F(Q) = { —Qs/p, ; G(Q) = 0
_Q2/€T Q1/€7"
Remarque:

Cette formulation a I’avantage de manipuler des valeurs relatives ¢, et pu, de
I’ordre de I'unité et des composantes du vecteur Q exprimées dans la méme
unité, soit des Volts/metres. D’autre part, 7 s’exprime en metres bien que ce
soit la variable temporelle du systeme.

On écrit alors (7) sous la forme suivante:

Q, + V.F(Q) =0 (8)



Remarque:

Nous présenterons seulement le caractere hyperbolique du systeme de Maxwell
bidimensionnel pour une onde T'M., la preuve de I’hyperbolicité du systeme as-
socié a une onde T'E pouvant s’obtenir de la méme facon [1]. Plus généralement,
le systeme de Maxwell en dimension trois est hyperbolique.

On peut écrire (8) sous la forme d’un systéme non conservatif :
= ’
Q-+ VQF(Q)=0

(e P e w T (72, 7
¥ = (FQ) 6@ o Ta- (5252,

Considérons alors une combinaison linéaire de flux:

F(Q,n) =nF(Q)

ol §= (n1,72) est un vecteur non nul quelconque de IR* .
Le calcul du jacobien A défini par:

AQ,n) =nF'(Q)

donne pour la formulation 7'M, :

0 0 N2/ s
A= 0 0 —m/u

ne/er —m/e 0
Du fait de la linéarité du systeme, A ne dépend pas de la variable Q .

A est diagonalisable pour tout couple de réels (n1,72) et pour tout vecteur Q.
En effet, le jacobien A a trois valeurs propres réelles et distinctes qui sont:

Mo=c | n |
)\2 = —C | n | (9)
)\3 == O
c 1 . , . . N
avec ¢, = — = ou ¢ et ¢y désignent la vitesse de la lumiere dans le

Co \Er Hr
milieu et dans le vide respectivement.

Le systeme est donc hyperbolique pour tout vecteur 5 non nul de IR? .

10



2 Approximation numérique

Le systeme de Maxwell en régime transitoire est tres similaire a ceux de la
mécanique des fluides, tant par sa forme conservative que par son caractere
hyperbolique. Ceci justifie 'approximation numérique basée sur des schémas
décentrés que nous allons présenter. Une application d’algorithmes utilisés en
mécanique des fluides aux équations de Maxwell a été introduite par Shankar
et al. [1] dans le cas de grilles structurées; nous proposons ici une méthode de
résolution pour des maillages quelconques.

2.1 Formulation mixte Eléments finis/Volumes finis

Nous rappelons ici brievement les caractéristiques principales de ’approximation
utilisée et I’on pourra se référer a [5, 6] par exemple pour une description plus
détaillée.

Soit une triangulation classique par éléments finis 7, du domaine de calcul €2

ni
donnée par: = U T; ,T; € 7T, ou T est un triangle et nt le nombre de tri-
J=1

angles. Une autre partition de ) est alors construite comme suit: = U C;
i=1

ou ns est le nombre de noeuds et C; le volume de contréle ou cellule, dont la
construction est montrée ci-dessous (fig. 3).

<
W

Figure 3: Cellule d’intégration C;

La formulation variationnelle utilisée est de type volumes finis: les équations (7)

11



sont intégrées sur I’ensemble des cellules.
En supposant Q. constant en (z,y) sur C;, on obtient apres intégration par
parties:

Aire(C:) (Q,)i + /aa ¥(Q).vido = 0 (10)

ou v; est la normale unitaire dirigée vers I'extérieur de Cf.

On écrit alors (10) sous la forme:

N;
Aire(C;) (Qr): + Z ®,;; + termes de bord =0 (11)
i=1
ou N; est le nombre de voisins du noeud central de C;, et @;; une approximation
que nous allons définir du terme intégral / F(Q).v; do.
8C;NaC;
Les termes de bord seront pour leur part explicités ultérieurement.

2.2 Flux décentré d’ordre un

Nous choisissons une approximation décentrée pour les flux numériques @;;.
Pour le calcul de ces flux internes, on introduit la notation:

n = (11,72) =/ v;do

8C;naC

Le systeme étudié étant linéaire a coefficients constants (milieu homogene), tous
les flux décentrés d’ordre un sont identiques. Ils s’écrivent en étendant la défi-
nition des schémas décentrés de [4] au cas 2D:

d,; =9(Q;,Q;,n)

_FQum) + FQim) Al |
2 2

(12)

(Q; — Qi)

ou les expressions de F et A ont été définies au §2.4 pour tout vecteur n.
La matrice jacobienne A étant diagonalisable, elle s’écrit:

A - TL/\ T_l

avec A = diag()) , la matrice des valeurs propres Ay de A, et T' la matrice de
transformation inversible que 1’on définira par la suite.
On a alors:

|A|=T|A [T = AY — A~

12



o A* = T A* T~ avec AT = diag(maz(\g,0)) et A=~ = A — A*.

Les vecteurs propres normalisés associés aux trois valeurs propres (9) sont:

SIRNEIREL
X, = &« X; = &« X3 = 3
Z« —Z 0

enposant&:n—l,fgz g et =

1
|7 | n]"" Ve V1Tt 22

La matrice des valeurs propres A s’écrit:

CT|TI| 0 0
L/\: 0 _C7=|17| 0
0 0 0

On a alors la matrice de transformation:

LHa SLa &
T=]| -&Ga =&La &
Zoa —Zaoa 0

et son inverse:

1 52 Z _51 Z 1
' =— | &Z2 -tz -1
27 . .
251 Z« 252 Z« 0
Du calcul de 7' | A | T™', on en déduit que:

(£2)? —&& O
| Al=cIn| | -&& (&) 0

0 0 1
et:

(£2)2 Q1 — &6 Q2
Al Q=c¢|n| | -&&Q1 + (&) Q2
Q3

13



D’autre part, le flux F s’écrit:

(52 Q3)/ﬂr
F(Qmn) =[n| —(& Q3)/ s (13)
—(& Q2 — & Qn)/e,

La fonction de flux numérique @ donnée par (12) est alors entierement déter-
minée.

On rappelle que ce flux n’est que du premier ordre, la solution étant constante
par cellules.

2.3 Extension a ordre deux et trois

La méthode M.U.S.C.L.(Monotonic Upwind Shemes for Conservation Laws),
introduite par B. van Leer [2] et étendue au cas des éléments finis dans [5], per-
met d’augmenter la précision en élevant le degré de I'interpolation de 1'inconnue
Q sur la cellule et en modifiant les arguments de la fonction de flux numérique
dans (12). Le passage a 'ordre deux consiste a prendre des solutions linéaires
par morceaux au lieu de solutions constantes par cellules ce qui nécessite une
définition des gradients de la solution approchée aux noeuds du maillage. Nous
utilisons ici une extension a l'ordre deux et trois en espace du flux numérique a

laide d’un f-schéma [8].

e (3-schéma 1D
On considere 1’équation d’advection:

U+ cU, =0 ¢ = Constante ; U € IR
On note:

* z; =1 Ax,1 € [0, N] , les noeuds du maillage
* Az , le pas d’espace

On construit un f-schéma a 1’aide d’une combinaison convexe des pentes
centrées et décentrées au noeud 2. On aboutit, pour ¢ > 0, au #-schéma
conservatif suivant:

n n At n n ¢ n n n
UPH = U7 — e (1= B) (Ul — ULLy) + BGUL — AUL, + ULy))

14



La précision et la stabilité du 3-schéma ont été étudiées par J.A. Désidéri
et al. [7].

On donne dans le tableau suivant les différentes précisions en espace
obtenues selon les valeurs du parametre de décentrage 3:

‘ ¥ ‘ Schéma ‘Précision
0 centré deux
1
2
(Fromm) | mixte deux
% mixte trois
1 décentré deux

Extension aux éléments finis 2D
Les valeurs aux interfaces des cellules C; et C; sont calculées en adaptant
I’interpolation monodimensionnelle aux éléments finis 2D:

Qi =Q +3{(1-28)(Q; - Q)
+28Y Q.7 )
(14)
Qi =Q; —3{(1-28)(Q;—Qi)
+28YQ,. 45 )

Les gradients au noeud ¢ sont évalués a I’aide de la moyenne suivante [6]:

— 1 —
VQ, = 7Aire(@-) //Cz VQdzxdy
1 Aire
N Aire(C;) Z 3

T,ieT

(T) 23: Q;» vS‘Qik(T)

H
ot les i* (k= 1,...,3) sont les trois sommets du triangle 7" et V @;x(T") le
gradient de la fonction P1 au noeud ¢*, constante sur 7.

Le flux bidimensionnel s’écrit alors a 1’aide des champs interpolés:

b = ¢(Qi;,Qji,m)

15



2.4 Traitement des conditions aux limites

Pour imposer les conditions aux limites dans un probleme de diffraction, on
distingue la frontiere de 'obstacle ¥ et la frontiere infinie (mais a distance finie)
I'., délimitant le domaine de calcul.
L’intégrale de bord est donnée par:

/ ¥(Q)vido ; I'=T,UY
'nac;

On cherche alors a exprimer les conditions aux limites pour un probleme de
diffraction 2D a I’aide d’un flux numérique adapté.

Remarque:

Nous ne présenterons que le traitement des conditions aux limites pour le sys-
teme de Maxwell en champ diffracté; celui associé au champ total s’obtient de
facon analogue.

Dans cette partie, consacrée aux conditions aux limites, 'indice d du champ
diffracté sera ommis.

Frontiére de ’obstacle

La condition de réflexion totale imposée sur ¥ s’écrit (cf §2.2 ):
nANE =—nAE"™

et se réduit dans le cas d’une onde T'M, a E, = —E™°. On prend en compte
faiblement cette condition en I'insérant dans le flux:

;v = F(Q1,Q2,—Q5°,n)

ou F est le flux défini par (13) et Q le champ diffracté calculé au noeud ¢ de la
frontiere .
Finalement, on obtient:

_(52 Qénc)/lu"r
Dx =|n| (& Q5°)/ pr

(52 1 — & Q2)/€r

Nous avons cependant observé un meilleur comportement de la solution en im-
posant fortement cette condition sur le champ électrique, dans le cas particulier

16



d’une onde incidente seulement continue. C’est la condition forte que nous avons
retenue dans cette étude mais comme nous le verrons dans la partie consacrée
aux simulations numériques, les conditions fortes et faibles donnent des résultats
quasiment identiques dans le cas d’une onde incidente plus réguliere.

Frontiere artificielle

Généralement, des conditions aux limites absorbante (CLA) sont imposées sur
la frontiere artificielle I',, pour minimiser les réflexions parasites. Divers auteurs
ont proposé des CLA qui sont des approximations des conditions aux limites
transparentes (réflexions parasites nulles) non locales. On pourra se référer no-
tamment a [9, 10, 11].

On donne ici un exemple de condition aux limites absorbante que ’on comparera
ensuite a la technique de décentrage que nous avons utilisée.

e Condition aux limites absorbante d’ordre un

Soit la CLA d’ordre un correspondant a la condition de radiation de Silver-

Muiiller:

n/\E:—\/En/\n/\H (%)
€

La précision de ce type de CLA se mesure a 1’aide d’une étude par onde
plane, en évaluant le coefficient de réflexion R(#) d’une onde arrivant sur
une frontiere artificielle plane avec une incidence 6 [3, 11]. Nous ne présen-
terons ici qu’'une étude pour une onde T'M,, la démarche étant identique
pour une onde transverse électrique.
Soit une onde plane T'M, de vecteur d’onde situé dans le plan (Ozy) ar-
rivant sur le plan d’équation = = 0 (fig. 4).
On considere le champ incident défini par:

e = cos(wt— | k |z cosf— | k| y sinb)
et 'on cherche une onde réfléchie dont 'amplitude dépend de ’angle
d’incidence:

Q5 = —R(0) cos(wt+ | k| z cosf— | k |y sinf)
Les ondes planes étant solutions des équations de Maxwell, on en déduit:

cos O

7

inc __ _COS(9 inc QT _
= 9 =

2 Z 3 ?

Q3
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pl an
. :
diffracte

i nci dent

Figure 4: Réflexion d’une onde plane

La CLA d’ordre un nous conduit dans ce cas a la condition sur I':
P4 Q5 = —Z(Q + Q)
d’ou I'expression du coefficient de réflexion:

B 1 —cosf

) = — 7
E(0) 14+ cosé

On constate que la frontiere artificielle est transparente pour une onde
d’incidence normale tandis qu'une onde rasante (6 = 7) est totalement
réfléchie. Cette réflexion reste cependant locale, les ondes rasantes demeu-
rant confinées au voisinage de la frontiere et de ce fait absorbées tres
rapidement par une frontiere a angle droit.

La CLA () associée a une onde T'M, peut étre prise en compte faiblement

en insérant dans F (donné par 13) la relation suivante:

Qs = —Z(& Q2 — & Q) (15)

ot Z = 2 et Q désigne la valeur du champ diffracté en un noeud ¢ de

la frontiere artificielle.
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On obtient ainsi ’expression du flux numérique en chaque noeud ¢ de T':

cr o
P =l | (L@ —&Q2) | —¢&
1/e,

e Décentrage a l'infini

Dans l'expression ci-dessus, le flux numérique sur I',, est calculé sans
décentrage. On compare maintenant cette relation avec une expression
décentrée du flux:

Supposons (ce qui est naturel ici) que le champ diffracté a 'extérieur du
domaine de calcul soit nul (Q. = 0). On obtient:

o7 = ATQ,

Sous cette forme, il apparait clairement que le champ se propage sur les
caractéristiques sortantes, ce qui équivaut a une condition de non réflexion
sur la frontiere artificielle.

Le calcul explicite du flux décentré en un noeud 2 de I',, donne alors:

1 52/NT ¢ &o
e = 9 |7 | Qs | —& /i + (L1 —6Q2) | —¢&
Cr 1/e,

On cherche maintenant a comparer la condition (**) a la CLA d’ordre un
(*) a partir des expressions des flux.

On constate que le second terme de @77 est exactement le flux @7 de la
CLA d’ordre un. En fait, le flux décentré est la moyenne des deux manieres
possibles de prendre en compte faiblement la condition (*).

En effet, le premier terme de @:* est obtenu en exprimant le flux F en
fonction de @3 a partir de (15) et le second en I'exprimant en fonction de
(£1Q2 — & Q).

Le décentrage a l'infini est donc équivalent a une condition aux limites
absorbante d’ordre un prise en compte faiblement.

2.5 Intégration en temps

La précision en temps pour les problemes instationnaires est importante ce qui
nous conduit a choisir des intégrateurs temporels précis.
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Nous avons utilisé le shéma explicite de Runge-Kutta 3 pour obtenir 1’ordre
trois en temps en prenant les coefficients standards.

L’algorithme RK k associé a notre méthode de volumes finis s’écrit:
Q = Q"
Q= -
Qn-}—l — Qk

avec la discrétisation en temps 7" = n A7

AT

-1 _

et ou D(Q'~!) représente les flux calculés avec la valeur Q'~!.

D’apres [7], ce type de schéma (méthode des lignes) semble fournir I’alternative
la plus simple et la plus efficace pour construire des schémas précis au troisieme
ordre adaptés au contexte hyperbolique multidimensionnel. Cette analyse est
notamment basée sur une étude comparative des erreurs de phase et de dissi-
pation de plusieurs schémas du troisieme ordre explicites et des conditions de
Courant-Friedrichs-Lewy associées.

1
Pour # = - (schéma d’ordre trois a dispersion nulle), ce schéma admet un CFL

maximum de 1.62 dans le cas de 1’équation d’advection scalaire monodimen-
sionnelle.
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3 Expériences numériques

Nous avons traité deux problemes bidimensionnels de diffraction d’une onde

TM:

* par un cylindre de section circulaire
* par un cylindre de section carrée

L’onde incidente continue est représentée par la donnée du champ électrique:
: s
E =cos{| k| (z cosf +ysinf +ct) + 5}

Dans le cas d’un “pulse” (onde a support compact), ce champ est pris sur une
demi longueur d’onde et nul ailleurs. Les expressions de H'™ et Hénc se déduisent
alors a partir des équations de Maxwell vérifiées par le champ incident:

: sinf _.

mnc mnc
H!™ = E:

pe

: cosf .

inc __ inc
H g == —F

pe

ou # est ’angle d’incidence.

Dans les deux cas étudiés, les obstacles sont parfaitement électriquement con-
ducteurs (réflexion totale) et le milieu de propagation est le vide, c’est a dire
que l'on a pris ¢, = p, = ¢, = 1. D’autre part, l'origine des temps est choisie
juste avant que l'onde incidente ne se diffracte sur 'obstacle, celle-ci étant un
“pulse” défini comme ci-dessus sauf mention contraire.

Les résultats numériques ont été obtenus a 1’aide d’un [-schéma en fixant le

parametre de décentrage a — , avec une intégration en temps de Runge-Kutta

d’ordre trois et un nombre CFL pris égal a 1.

Diffraction sur un cylindre de section circulaire

On envoie une onde incidente se propageant de la gauche vers la droite, de
longueur d’onde A = 0.5m et d’incidence nulle, sur un cylindre infini de rayon

r=g La frontiere artificielle du maillage (fig. 5), qui comporte 1728 noeuds,

. 3
se trouve a une distance de — de l'obstacle.

Le rapport entre les variations spatiales de la solution et une longueur carac-
téristique du probleme est définie par le nombre adimensionnel | k | r, ici égal a
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3.14 . Ce nombre définit la taille ou difficulté du probleme. Le pas de discrétisa-

tion du maillage est de ’ordre de h = —, ce nombre étant compris généralement

11

entre G et 3 afin d’approcher correctement les informations associées a ’onde.
On se propose en premier lieu de comparer les résultats obtenus par la for-
mulation en champ total (fig. 6) et ceux obtenus a partir des équations en
champ diffracté (fig. 7). Cette comparaison est effectuée en suivant 1’évolution
du champ total £, au cours du temps. Il apparait nettement que la méthode
utilisée est particulierement mal adaptée a la résolution des équations en champ
total. Bien que les formulations en champ total et diffracté soient mathéma-
tiquement équivalentes, les mauvais résultats de la figure 6 ne sont en fait pas
surprenants. En effet, le caractere dissipatif du schéma induit de fortes erreurs
sur ’onde incidente qui ne cessent de s’amplifier au cours du temps. De plus, on
s’expose aux réflexions parasites de ’onde incidente sur la frontiere artificielle.
La résolution en champ diffracté a donc été retenue pour les calculs numériques
suivants.

La figure 7 montre un bon comportement qualitatif de la solution. L.’onde in-
cidente est perturbée dans une région proche de 'obstacle pour satistaire les
conditions aux limites et I’'on distingue tres bien la diffraction au point Est de
I’obstacle. D’autre part, la solution est parfaitement symétrique et la sortie du
champ diffracté hors du maillage s’effectue avec peu de réflexions parasites. Les
résultats du champ total H,, donnés par la figure 8, sont également satisfaisants.

06

0.0

-0.6

-0.8 -03 03 08

Figure 5: Maillage 1728 noeuds
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Tau=0.25 Tau=0.50

Min=-0.64 Max=0.96 Min=-0.65 Max=0.95
Dlta=0.08 Dlta=0.08

Tau=1.00

.

=

08

Min=-0.48 Max=0.88
DIlta=0.08

Figure 6: Isovaleurs du champ £, (calculs en champ total)
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Tau=0.25 Tau=0.50

Min=-0.84 Max=1.00 Min=-0.69 Max=0.99
Dlta=0.08 Dlta=0.08

Tau=1.00

=\

—

4

03 08

Min=-0.44 Max=1.00
DIlta=0.08

Figure 7: Isovaleurs du champ FE, (calculs en champ diffracté)
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Tau=0.25 Tau=0.50

Min=-1.88 Max=0.04 Min=-0.99 Max=0.29
Dlta=0.08 Dlta=0.08
Tau=1.00

-0.8 -03 03 08

Min=-1.00 Max=0.36
DIlta=0.08

Figure 8: Isovaleurs du champ H,
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Les champs diffractés en divers points du maillage sont représentés sur les figures
10,11 et 12. Nous avons choisi trois points sur la frontiere de l'obstacle et trois
autres sur la frontiere du domaine de calcul (fig. 9).

frontiere artificielle
Figure 9: Points caractéristiques du maillage

Nous comparons sur la figure 10 les prises en compte faible et forte de la con-
dition de réflexion totale sur la frontiere de ’obstacle. Pour le “pulse” seule-
ment continu (onde sinusoidale prise sur une demi-longueur d’onde), on note
I’apparition de petites oscillations en aval de 'onde lorsque ’on prend en compte
faiblemement la condition (fig. 10.a). En revanche, les résultats sont presque
identiques pour un “pulse” tres régulier, une gaussienne par exemple (fig. 10.b).

Sur les figures 11 et 12, le champ H, reste bien nul aux points A, C, D et
F, comme le champ H*. On suit treés bien 1’évolution du champ diffracté E.,
les pics de diffraction déphasés mais de méme amplitude (fig. 11) correspondant
a la propagation de l'onde incidente a la vitesse de la lumiere dans le vide. En
revanche, le pic du point D correspond a la diffraction du point A. Les résidus
observés a la suite des pics, de faible amplitude mais persistants, correspondent
en fait aux ondes rampant autour de 'obstacle. Une analyse des pics permet
de constater que la formulation retenue est d’une bonne précision au niveau de
I’amplitude (dissipation de I’onde) et de la phase (dispersion de ’onde).
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0.2 T T T

condition forte —
condition faible ——

1.2 L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
TAU
: 3 ” 0
Figure 10.a: “pulse” C
PO NT B
0.2 T T T
condition forte —
condition faible ——
1.2 L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
TAU

Figure 10.b: “pulse” C'*°

Figure 10: Conditions faibles et fortes sur l'obstacle
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PO NT A

3.

2.5

TAU

1.5

310vd4d4 10 dAVHO

B

TAU

PO NT

TAU

0.6

310vd4d4 10 dAVHO

-0.4 |

-0.6

-0.8

1.5

310vd4d4 10 dAVHO

-0.5

A l’obstacle

€ sur

: Champ diffract

Figure 11
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CHAVP DI FFRACTE

CHAVP DI FFRACTE

CHAVP DI FFRACTE

0.

1

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
TAU

Figure 12 : Champ diffracté sur la frontiere
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La figure 13 représente I’énergie électromagnétique totale discrete en fonction
du “temps” 7, calculée sur ’ensemble du maillage et normalisée a 1 au temps
initial. On rappelle 'expression de ’énergie électromagnétique:

e(r) = [ (n | Hix,7) |2 +2 | E(x,7) ) d

On distingue nettement le pic correspondant a la diffraction maximale avant que
I’énergie ne décroisse pour atteindre de tres faibles valeurs au bout de quelques
longueurs d’onde de calcul. Les ondes se propagent donc vers ’extérieur du do-
maine sans d’importantes réflexions parasites sur la frontiere artificielle, qui se

trouve a une distance de — de l'obstacle. On note une chute brutale de I’énergie

aux alentours de 7 = 1.4 correspondant a la sortie du pulse incident du maillage.

Les figures 14 et 15 mettent en évidence 'importance de la distance corps-
frontiere. Nous avons repris le méme probleme avec deux autres maillages sim-
ilaires au précédent, mais dont la distance corps-frontiere a été ramenée a

A
d=Xet d= 3 Le champ diffracté au point A (fig.11) est 1égerement perturbé

lorsqu’on ramene la frontiere a d = A. En revanche, I’ énergie électromagnétique

pour d = — croit fortement a partir de 7 = 0.5, les réflexions parasites devenant

prédominantes et influencant la solution proche de ’obstacle.

Nous avons vérifié numériquement que le flux infini correspondait bien a la
CLA d’ordre un de type Silver-Miiller. Les résultats sont en effet rigoureuse-
ment identiques pour les deux types de conditions aux limites. Le décentrage a
I’infini ne nous permet donc pas de réduire de facon notable le maillage autour
de l'obstacle sans altérer la solution. Ceci peut devenir un handicap important
pour des obstacles de grande taille, mais une CLA d’ordre deux [10], certes
beaucoup moins pratique a implémenter, permettrait de palier a ce probleme.

Nous présentons également les isovaleurs des champs diffracté (fig. 16) et to-
tal (fig. 17) obtenus dans le cas d’une onde plane harmonique. Les calculs sont
alors poursuivis jusqu’a I’établissement d’un régime périodique. Le test de péri-
odicité est effectué sur la norme L? du champ électrique diffracté. On calcule
un “résidu périodique” normalisé a partir des valeurs de cette norme évaluées
toutes les longueurs d’onde de calcul:

[(TE: (o n ) | =l E-(x,(n =) A) ) |
[ (FE: G M) = B2 (x,0) ) |
Les résultats sont ici présentés pour un résidu de 1076 obtenu au bout de n = 12

longueurs d’onde de calcul (A = 0.375m).

On distingue tres bien la zone d’ombre a ’arriere de 'obstacle (fig. 17).

RES =
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ENERG E

CHAMVP DI FFRACTE

ENERG E

ENERG E ELECTROVAGNETI QUE TOTALE
1.6 T T T T T T

DO 0.‘5 i 1.‘5 é 2.‘5 3 3.5
TAU
Figure 13 : Energie électromagnétique
PO NT A
0.2 T T T T T T
—
-
B
-o. //-»""/// 4
-0. ///// -
o ]
o ]
» ]
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
TAU

Figure 14 : Champ diffracté au point A (d = X)

ENERG E ELECTROVMAGNETI QUE
4 T T T T T T T

3.

Figure 15 : Energie électromagnétique (d = A/2)
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Diffraction sur un cylindre de section carrée

L’obstacle est maintenant un carré de taille | k | = 1.2 sur lequel on envoie une

pulse de longueur d’onde A = 0.3 m. La distance frontiere-corps est de 'ordre
3\

de 7

On peut suivre 1’évolution du champ total £, au cours du temps pour un pulse

d’incidence nulle (fig. 18) ainsi que le champ diffracté pour une incidence de 45

degrés (fig. 19), en notant le bon comportement de la solution aux sommets du
carré.

Les résultats numériques ont été obtenus sur un ordinateur CONVEX C 210.
Le code bidimensionnel utilisé (non complétement optimisé) nécessite un temps
de calcul de 1.3107* secondes/pas de temps/noeud, chaque pas de temps cor-
respondant a trois itérations de Runge-Kutta.
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Tau=0.15 Tau=0.20

Min=-0.7% Max=0.98 Min=-0.63 Max=0.97
Dlta=0.08 Dlta=0.08

Tau=0.3

Min=-0.51 Max=1.01
Dlta=0.08

Figure 18: Isovaleurs du champ total £, (6 = 0)
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Tau=0.20 Tau=0.35

08} o8}

05F

02 02}

Min=-0.99 Max=0.03 Min=-0.77 Max=0.03
Dlta=0.06 Dlta=0.06

Tau=0.5

==

Min=-0.59 Max=0.07
Dlta=0.06

Figure 19: Isovaleurs du champ diffracté £, (6 = 45)
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Conclusion

Une méthode de résolution des équations de Maxwell en régime transitoire pour
des maillages non structurés a été développée a partir d’algorithmes utilisés en
mécanique des fluides.

Les résultats encourageants obtenus par cette technique mixte d’ Eléments
finis/ Volumes finis basée sur des schémas décentrés nous incitent a poursuivre
sur cette voie, a la recherche de schémas précis minimisant la dispersion et la
diffusion. Le code est en effet hautement vectorisable et parallélisable, et peut
s’adapter a la résolution des équations de Maxwell en milieu hétérogene.

Une version massivement parallele est en cours de développement sur la machine
a connexion CM2 et nous travaillons d’autre part a une extension aux milieux
hétérogenes.

Remerciements

Nous tenons a remercier Patrick Joly pour ses précieuses indications.

36



Annexe

Conservation de la propriété de divergence nulle

De nombreux auteurs utilisent en électromagnétisme des espaces d’éléments finis
H(rot) associés a un espace discret de fonctions a divergence nulle. Ils assurent
ainsi la propriété de divergence nulle des champs E et H. Nous utilisons dans
notre approche les fonctions P1l-Lagrange qui ne vérifient pas cette propriété.
Cependant, ces fonctions sont ici utilisées dans le cadre de schémas conservatifs
en volumes finis qui approximent bien la divergence. La divergence nulle des
champs E et H n’ayant pas été prise en compte dans les équations (pour cause
de redondance), il y a néanmoins lieu de voir si cette propriété est bien conservée
par les schémas utilisés.

Nous considérons des schémas aux différences finies avant d’étudier le comporte-
ment de 'opérateur divergence dans le cas de maillages non structurés.

Schémas aux différences finies

Soit les deux premieres équations du systeme de Maxwell (onde T'M, avec
e=p=1):

oOH” N or: 0
ot dy
(16)
OHY B OF~* _0
ot Ox

Nous étudions dans ce paragraphe la conservation de la propriété de divergence
nulle pour deux types de schémas explicites aux différences finies a trois points
d’espace: I'un centré et "autre décentré.

Schéma centré:

Une discrétisation d’ordre un en temps et centrée d’ordre deux en espace de

(16) donne:

At
z,n+l __ gyz,n z,mn z,m
HE™ = Hif = 5x, P = Bijo)
17)
At (
nt+l 7 zmn zmn
HYF™ = Hi + o (Bl — B )
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On utilise une approximation centrée d’ordre deux pour calculer la divergence
de H au point (z,7) :

o T Yy Yy
iy — Hyy | Hijn — H;

7,7—1
2Ax i 2Ay

On obtient alors a partir de (17):

H_z,n—}—l . Hg’,n+1 Hr,n . Hz‘,n

Z+17j 2_17j — Z+17j 2_17]'
2Az 2Az

At
Z,n zZ,n zZ,n zZ,m
- 4AyA:E(Ei+Lj+1 — B~ B+ B )

1 1
gy ogynt B HY'\ — HP

Z7j+1 27]_1 27]_1
2Ay 2Ay

At zZ,n zZ,n zZ,n zZ,n
+ M(Ei-i—l,j+l — B i B R )

La somme de ces deux équations donne alors:
cn+1l g c,n
div(H)"™ = div(H)7Y + 0
C
.7
div(H);" = 0 pour tout n, d’ou la conservation de la divergence nulle au cours

En supposant que div(H)$ - = 0 a 'instant initial, on obtient par récurrence que
du temps.

Schéma décentré:

Une discrétisation d’ordre un décentrée en espace de (16) donne:

At
z,n+l ,n zZmn zZm
Hi,j - Hi,j - ZAy (Ei,j - Ei,j—l)
18)
At (
n+l N zmn zmn
HYT™ = HEP + o (B — B)

La divergence de H est maintenant approchée en appliquant aux composantes
H?” et HY le méme décentrage (en x et y resp.) que l'on a utilisé pour les
équations (18):

H?f . — H? H! — H

da _ Hiq i\j ij i1
dw(H)m = N + Ay
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On obtient alors a partir de (18):

z,n+1 z,n+1 z,m z,m
Hijyy — Hij _ M — Hy

2Azx 2Azx

At zZ,n Z,n Z,n zZ,n
- m(ﬂ#m — B — B+ EDL)

1 1
T iy -y

2,7—1 2,7—1
2Ay 2Ay

At zZ,n zZ,n zZ,n zZ,n
+ 4AyA$(Ei+1,j — B B+ B

On en déduit en sommant ces deux équations:

]

dn+l _ - d,n
dw(H)m = dw(H);" + 0
d
1]
le schéma centré la conservation de la divergence nulle, avec cette fois-ci une

En supposant que div(H)? . = 0 a l'origine des temps, on obtient comme pour

approximation décentrée de la divergence.

Schémas mixtes Elements finis/Volumes finis

Les maillages triangulaires non structurés ne nous permettant pas d’employer
une technique similaire a celle développée ci-dessus, nous nous proposons d’ éval-
uer dans ce paragraphe la distorsion de la divergence d’une fonction vectorielle a
divergence nulle die a ’approximation linéaire par morceaux sur une triangula-
tion quelconque. Nous en déduirons ensuite une caractéristique du maillage qui
exprime cette distorsion indépendamment de la fonction vectorielle approchée;
celle-ci servira alors de base de comparaison avec la divergence de la solution
d’un probleme de diffraction.

On considere en premier lieu un couple de fonctions linéaires (F,G) sur un
triangle définies par leur valeur aux trois sommets (a;, b;) (j=1,2,3) du triangle:

D’autre part, on pose:
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ay by &1 dy
A= (%)) B = bg C = Co D= dg I=

as b3 C3 d3

La divergence de la fonction vectorielle (F,G) s’écrit alors d’apres les formules
de Cramer:

(AAD-BAC)I
(AAB)I (19)

&iv (F,G) =

Cette formule est évidemment exacte pour les fonctions linéaires par morceaux
sur chaque triangle, et en particulier pour celles formant une base de l’espace
des fonctions linéaires a divergence nulle.

Soit maintenant un couple (F, &) de fonctions régulieres qu’on approche linéaire-
ment par morceaux a partir de leurs valeurs en les sommets d’une triangulation.
On cherche a estimer 'erreur faite sur le calcul de la divergence de (F, ).

Soit un developpement de Taylor de (F, ) en un point d’un triangle:

(F,G) = (Fo, Go) + (F1, G1) + (Fa, Ga) + ...

ou chaque (F;, ;) est un couple de polynémes homogenes de degré j.
On a alors:

div (F,G) = div (Fy,Gy) + div (Fy, Gy) + ...

L’expression (19) étant exacte pour les fonctions linéaires, I’erreur faite sur la
divergence de (F, ) ne dépend que de celle faite sur les couples de polynomes
homogenes de degré deux. Cette erreur est en O(h) pour (F, ) a dérivées sec-
ondes bornées ou h est le diametre du cercle circonscrit au triangle, a un reste
pres en O(h?) négligeable pour h << 1.

Il est alors possible de calculer une caractéristique du maillage indépendante du
couple (F, ) mesurant la distorsion de divergence induite par I’approximation
linéaire par triangles. Nous nous restreignons maintenant au cas qui nous in-
téresse, soit aux fonctions vectorielles a divergence nulle. 1l suffit alors d’estimer
(19) sur les fonctions homogenes de degré deux a divergence nulle. Sur chaque
triangle, il y a un espace de dimension quatre, de base:

()= ()= o)l = (0 ) () = ()
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Pour calculer la distorsion en un noeud ¢ du maillage, on propose de faire la
moyenne suivante:

S Aire(T) > | div(f;,95,7T) |

Lo TieT j=1.4
dist(1) = =
ist(i) Z Aire(T)

T, ieT

Cette distorsion due intrinsequement au maillage a été comparée a la divergence
du champ magnétique H obtenu pour un probleme de diffraction sur un carré.
La divergence de la solution a été calculée sous forme variationnelle en prenant
comme fonctions test la base des fonctions P1 de Lagrange associée a la trian-
gulation.

Les comparaisons sont effectuées pour trois jeux de maillages emboités (h divisé
par deux pour chaque maillage). A chaque pas de temps, nous avons consid-
éré la norme infinie de la divergence de la solution diffractée sur le maillage.
L’onde incidente est de type sinusoidal a divergence nulle pour tout temps et
telle qu’elle ne se soit pas encore diffractée sur 1’obstacle a 'origine.

On remarque que la divergence de H évolue tres vite vers une solution périodique
dont ’amplitude moyenne est environ dix fois plus petite que la distorsion de
divergence définie ci-dessus (fig. 20). On peut vérifier que cette distorsion ainsi
que la divergence du champ magnétique sont en O(h) (fig. 21). D’autre part,
la précision du schéma a une tres forte influence sur la divergence: I’amplitude
moyenne pour le schéma d’ordre trois est environ cinqg fois plus faible que celle
du schéma d’ordre un (fig.22).

Nous pouvons conclure que notre méthode, basée sur des schémas conservatifs,
préserve bien ’équation redondante div(H) = 0 au cours du temps.
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DI VERGENCE

0.12 T T T T T T T T T
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Figure 20.a : Divergence de H (maillage 20%20)

0.06 T T T T T T T T T
di storsion —
solution ——-
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solution ——-
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Figure 20.c : Divergence de H (maillage 80*80)
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Figure21 : Comparaison en fonction des maillages
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Figure 22 : Comparaison en fonction des schémas
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