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NOTION DE CHAOS
APPROCHE DYNAMIQUE ET PROBLEMES
D’IDENTIFICTION

Notion of chaos
Dynamical approach and problems of identification

Dominique GUEGAN
Université Paris XIII - URA 742.
Institut Galilée
Avenue Jean Baptiste Clément
93430 Villetaneuse. France.

Résumé: Dans ce document nous donnons une présentation intuitive de
la notion de chaos, puis nous présentons les différentes dimensions relatives
a cette notion. Nous considérons plusieurs estimations de ces dimensions
ainsi que les propriétés statistiques de ces estimateurs. Nous abordons les
problemes de tests relatifs aux chaos et nous traitons du probleme de la
prédiction. Les problemes relatifs aux algorithmes a mettre en place sont
envisagés. Nous donnons une bibliographie commentée assez fournie bien que
non exhaustive sur le sujet. Enfin, en annexe, nous présentons les systemes
dynamiques d’ordre 1 puis d’ordre supérieur ceci en relation avec la notion
de chaos développée dans ce document.

Mots Clefs: Systémes dynamiques. Processus non linéaires. Chaos.
Dimension. Identification. Estimation. Test. Prédiction.

Abstract: In this paper, we first give a naive presentation of chaos, then
we study the different dimensions relative to the chaos. We consider the
estimations of these dimensions and their statistical properties. We have a
look on the problem of tests and to the prediction approach. We give a very
extensive but not exhaustive bibliography. At last, we present the dynamical
systems of order one and greater than one, in relation with the notion of
chaos investigated in this paper .

Keywords: Dynamical system. Nonlinear Processes. Chaos. Dimen-
sion. Identification. Estimation. Test. Prediction.



La présentation des chaos développée dans ce document est composée de
plusieurs parties indépendantes et complémentaires.

Dans une premiere partie, nous présentons la notion de chaos d’un point
de vue tres intuitif. I s’agit d’une part de savoir pourquoi de maniere récente
tant de chercheurs d’origines tres diverses se sont intéressés a cette approche
déterministe, d’autre part d’appréhender les points de vue abordés pour ten-
ter de cerner ce probleme si complexe. Le but est de comprendre comment ce
type de modeles peut apporter un éclairage différent et complémentaire, en
terme de modélisation, sur des évenements que 1'on n’arrive pas a expliquer
completement par ’approche stochastique.

Dans une deuxiéme partie, nous présentons les différentes démarches, con-
nues jusqu’a présent, permettant de décider si une série de données présente
un comportement chaotique ou non. Il s’agit de définir la dimension de
I'espace dans lequel évoluent ces données. Cette dimension pouvant étre cal-
culée soit a partir de la relation de récurrence si le systeme dynamique sous
jacent est connu, soit a partir des observations elle-mémes.

Dans une troisieme partie, nous considérons le point de vue modélisation
et inférence statistique. Nous traitons des problemes d’estimation, de tests
et de prédiction. Nous abordons quelques problemes relatifs aux algorithmes
a mettre en place.

Dans une quatrieme partie, nous donnons une bibliographie assez fournie
bien que non exhaustive. Nous commentons 1’ensemble des références pro-
posées, suggérant ainsi un parcours de lecture pour toute personne intéressée
par le sujet.

Enfin dans une cinquieme partie, qui se présente comme une annexe,
nous présentons les systemes dynamiques d’ordre 1 puis d’ordre supérieur.
La démarche se veut simple, nous cherchons simplement a préciser quelques
définitions, et nous en profitons pour donner quelques exemples.

Remerciements: Ce travail a été effectué en partie dans le cadre du projet
CLOREC que nous remercions pour son chaleureux accueil. Nous remercions
aussi Peter Caines pour les nombreuses discussions que nous avons eues en-
semble sur certains points développés dans ce document et pour la relecture
minutieuse qu’il en a faite.



1 Introduction

1.1 D’ou vient cette idée de chaos?

L’idée de départ est que I'on est capable de simuler des trajectoires " presques”™ -
identiques a partir d’équations stochastiques ou d’équations déterministes du
type suivant:

x(t) = f(x(t — 1)),x0 € D c RX. (1.1)

1l semble alors que 1’aléa soit généré a cause de la dépendance du processus
aux conditions initiales. Ainsi une petite perturbation de la condition initiale
peut conduire a des réalisations totalement différentes. Ce phénomene peut
s’interpréter en considérant qu’une petite erreur peut produire une grossc
erreur. Notons que pour un processus ergodique, l'instabilité observée a
Porigine, dlie & une perturbation des conditons initiales, ne peut que se
transmettre sur le phénomene de prédiction, c’est a dire que les prédictions
reproduiront cette méme instabilité. Si alors un tel phénomene se produit,
ceci peut permettre de mettre en évidence un comportement chaotique.

Des domaines de recherche tres variés sont intéressés par cette dynamique-
chaotique. Au départ, il s’est agi de comprendre des phénomenes de turbu-
lence rencontrés dans des liquides, dans des systemes thermochimiques. Des
domaines comme la médecine ou I’économie se sont par la suite intéresscs
a cette approche. En économie et cn finance on a cherché soit a expliquer
des séries tres mouvementées, soit a comprendre la dynamique sous-jacente
aux taux de change. Notons que le phénomene chaotique est un phénomene
jusqu’a présent non résolu et la découverte des systemes dynamiques exhibant
des oscillations chaotiques a fourni beaucoup d’espoir, mais le phénomene st
tres complexe et ne permettra pas d’arriver a une compréhension de tous les
processus "non réguliers”, (voir le paragraphe 4).

1.2 ”Routes” pour identifier un phénomeéne chaotique.

Supposons que nous disposions d'une série d'observations z(1),...,z(n). Unc
premiére approche consiste a observer le mouvement mesuré. Il est alors
important de pouvoir déterminer l'existence d’un élément non linéaire dans
le systeme (ceci peut étre parfois obtenu par I'étude physique du systéme sous
jacent), et de vérifier a la source, I’existence d’une "entrée” aléatoire. Le but



dans cette approche est d’établir ’existence d’une vibration chaotique (aucun
phénomene périodique n’cst alors apparent). Plusieurs étapes peuvent é&tre
considérées:

1. Si 'on dispose des observations z(1), il faut obtenir P'espace d’état
correspondant. A partir de la série d’observations z(t), on construit
une série vectorielle x(t) représentant 1’état du systeme qui est régt par
une équation du type:

ou plus généralement par:

x(t) = f(z(t — 1),z(t = 2),...,z(t — n)),

ou f est une fonction non lindaire a déterminer.

Le premier probléme est donc la construction de cet espace d’état ( ou
espace des phases) & partir des observations, et ensuite la détermination
de la dimension de cet espace, appelée "dimension de plongement”
("embedding” dimension), (voir le paragraphe 2). Cela ne veut pas
dire que 'on ne peut pas définir la notion de chaos pour des pro-
cessus généraux stochastiques ergodiques et/ou stationnaires. Seule-
ment 'approche par ’espace d’état permet de mieux appréhender le
probleme, dans la mesure o c’est dans cet espace que 'on peut espérer
définir de maniere analytique le systéme dynamique qui régit le phénome-
ne observé, en faisant varier la dimension de l'espace d’état.

L’approche la plus simple pour construire ’espace d’état est de constru-
ire un ”pseudo-espace” d’état, en considérant le vecteur de dimension
d: x(t), construit & partir de 'observation elle-méme et des (d — 1)
valeurs retard:

x(t) = (z(t), z(t — 7),2(t = 27),...,z(t = (d = 1)7)),

ou 7 est un retard choisi de mani¢re appropriée, fixée; le choix de
est trés sensible, car si T est trop petit ou trop grand, on perd de
Pinformation.

Q)



2. Silon se place alors dans V'espace d’état ou le "speudo-espace” d’état,
on cherche & déterminer 'existence d’attracteurs chaotiques. Afin de
définir une relation fonctionnclle qui permette de détecter la présence
de chaos, on construit I'application de Poincaré ("return map”). Cclle-
ci est obtenue en ”sectionnant” l'espace d’état par une sous variété de
dimension inférieure a celle de I'espace d’état. A partir de I’application
de Poincaré, on peut mettre en évidence les attracteurs et détermincr
le bassin d’attraction. Ceci passe évidemment par I’étude des fronticres
du bassin d’attraction.

3. Les propriétés quantitatives de 'attracteur a étudier sont:

o La sensibilité aux conditions initiales, mesurée, par exemple, par
les exposants de Lyapunov.

o Lespectre de Fourier, mesuré par la transformée de Fourier rapide.
Il peut permettre de mettre en évidence la présence de vibrations
chaotiques dans le cas d’un spectre large. '

e La dimension fractale de l'attracteur.

4. L’importance des parametres du systeme. Le systeme peut dépendre
ou non de parametres. S’il en dépend, ceux-ci lors de leur variation
peuvent mettre en évidence des bifurcations qui sont a déterminer. Par
exemple dans I'équation logistique, qui dépend du parametre X, définic
par:

z(t) = Az(t — 1)1 — z(¢t - 1)],
le doublement de la période produit des comportements complexes,
mesurés par le nombre de Feigenbaum. On part d’un systeme qui a un
mouvement périodique fondamental, et en faisant varier le parametre \,
le processus arrive a une bifurcation ou ’évolution du processus double
la période. La valeur critique pour ces doublements est:

’\n - An—l

—— 0 0 = 4,66.
A714-1 - /\n - 06

Apres cette valeur critique, le processus devient chaotique pour un
ensemble de valeurs des parametres.
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Notons aussi qu’un systéeme dynamique déterministe peut étre con-
sidéré comme chaotique, alors qu’il n’est que pseudo-aléatoire et non
déterministe. Dans le cas de la fonction triangulaire, qui ne dépend pas
d'un parametre et qui est définie par:

. ] 2z, O<z, < %
nit 2 -2z, sinon

le comportement de cette application est souvent considéré comme
chaotique, alors qu’clle n’est pas déterministe dans le sens ou son passé
n’est pas déterminé de maniere univoque, puisque
1

1
T, O<z, < =
xn_1={ ; ;

1- %arn sinon

5. On peut distinguer plusieurs sortes de mouvements chaotiques:

e Des mouvements chaotiques transcients: ce phénomene se rcpere
par la mise en évidence de deux oscillations simultanément périodi-
ques.

e Des mouvements chaotiques intermittents: cela correspond a l'ob-
servation de longues périodes de mouvements périodiques avec des
explosions de chaos.

6. Des tests peuvent étre construits et utilisés pour détecter des chaos.
Par exemple:

e A partir des exposants de Lyapunov: si ceux-ci sont positils ils
impliquent une dynamique chaotique car ils mesurent la sensibilité
aux conditions initiales.

e A partir de la dimension de l'orbite: si celle-ci est fractale, clle
implique 'existence d’un attracteur étrange. L’idée sous jaccnte
étant que l'orbite tend a remplir un sous espace de l’espace d’état,
qui est de dimension non entiere, ce qui est la marque de I’existence
d’un attracteur étrange.



1.3 Définition intuitive

Nous pouvons maintenant donner une définition intuitive de la notion de
chaos.

Definition 1.1  Un systeme dynamique chaotique est un systeme dy-
namique déterministe, sensible aux conditions initiales, que ’on ne peut pas
prédire sur une longue période.

Remarque 1.2

1

o

On est amené a distinguer des systémes avec ou sans parametres (voir
ci-dessus).

Un processus chaotique est presque ordonné dans le sens ou il obéit a
une équation déterministe dans ’espace des phases ou espace d’état,
alors que quand on se place dans ’espace des temps ou ’on observe le
phénomene lui-méme, celui-ci est désordonné.

. Le processus est déterministe dans le sens ou si les conditions initiales

étaient répétées de maniere systématique, I’évolution du systeme dans
le temps serait toujours la méme.

La sensibilité aux conditons initiales signifie que méme si la diflérence
est tres petite entre deux valeurs initiales, soit §(z¢), alors au temps ¢,
les solutions du systeme dynamique peuvent étre localement radicale-
ment différentes c’est a dire qu'il existe T, > 0 tel que | §(z()) |=|
8(zo) | exp At, pour A > 0, et t > T;.

L’utilisation des exposants de Lyapunov pose un probleme dans la
mesure on |’on dispose seulement pour ceux-ci d’une définition formelle
et asymptotique, voir paragraphe 2.

Un processus chaotique est tel que sa fonction de corrélation décroit
vers 0 quand I’horizon tend vers ’infini. Cette propriété de décroissance
assure que les solutions divergent les unes des autres. Si la fonction de
corrélation est nulle pour des horizons non nuls, alors c’est un processus
non corrélé, et on parle de "bruit blanc déterministe”.



6. Un processus chaotique est apériodique. Cette notion est importante

car méme pour des valeurs des paramcdtres qui mettent le syteme dans
un régime chaotique, les équations dynamiques ont des solutions périodi-
ques pour des valeurs initiales spéciales (appartenant a un enscmble
de mesure nulle). De telles solutions fortement ordonnées ne peuvent
pas étre regardées comme chaotiques, mais périodiques si c’est sur un
ensemble de mesure nulle. S’il n’existe pas de parameétres alors unec
solution périodique est fortement prévisible et donc par intuition non
chaotique.

On suppose en général qu'un systeme dynamique chaotique est station-
naire car ainsi ses propriétés statistiques élémentaires ne dépendent pas
du temps. De plus, on suppose qu’il existe une mesure invariante li¢e
au systeme dynamique qui satisfait les conditions initiales.

1.4 Quelles approches utilisées?

Nous allons ici faire un peu de botanique et relever les approches considérées
dans la littérature pour traiter le probleme des chaos. Les points de vue sont
bien str différents suivant les domaines d’études concernés. Nous sommes
plutdt intéréssée par une démarche que nous qualifierons de quantitative.
Deux points de vue se distinguent:

1.

o

Une approche "dimension”. On cherche a mesurer une dimension per-
mettant de caractériser le processus chaotique. Par exemple dans
les modeles de turbulence avec les travaux de Ruelle (1973) et Tak-
ens (1981). On quantifie les chaos en estimant un invariant et on
cherche une borne inférieure du nombre de variables nécessaires pour
caractériser les modeles physiques étudiés. En économétrie, Brock et
Dechert (1988), entre autres, construisent des tests d’hypothese en se
servant de la dimension de corrélation et des exposants de Lyapunov.

Une approche "modeéle de prédiction”. Le but est de faire de la prédic-
tion, d’utiliser le moins possible de données, d’identifier la dimension
de plongement. Il s’agit d’une approche par espace d’état, voir par
exemple, les travaux de Farmer et Sidorovitch (1987), Castagli (1989).
Les types de modeles retenus sont: le modéle polynomial, Gabor (1951),
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le modele linéaire par morceaux, I'armer (1982), le modele rationnel,
Bayly, Goldhirsh et Orszag (19S7), les modeles de réseaux neuronaux,
Lapedes et Farber (1987), les modeles avec fonctions radiales, Castagli
(1989), les modeles avec fonctions splines, Nichka, Ellner, McCaffrey et
Gallant (1991).

1.5 Domaines d’applications

Les domaines d’application des séries chaotiques sont tres étendus. A l'origine
ces systemes dynamiques ont servi a maitriser les phénomenes de turbulence
dans les fluides; dans le domaine de la chimie, il y a I’étude de la réaction
de Bélusov-Zabolinsky, ’étude de certains gaz; en physique, on peut noter
I'étude du pendule perturbé, des phénomenes optiques; en astronomie, 'étude
des étoiles, des galaxies, du satellite hypérion, des quasars; en géophysique,
les tremblements de terre; en médecine, les rythmes cardiaques, le sommeil, le
comportement épileptique; en biologie, I'étude des populations; en économie,
les séries irrégulieres, les taux de change, etc...

La biblographie relative a ces problemes est tres abondante et variée
(voir le paragraphe 4). Elle peut soit faire appel a des notions théoriques et
mathématiques assez complexes, soit expliquer des phénomenes expérimen-
taux pour lesquels on essaie de détecter un phénomene chaotique particulicr.
En mathématiques, I'exemple le plus connu conduisant a un comportement
chaotique, ayant une expression analytique, est 1’équation logistique, voir
aussi ci-dessus, la remarque sur la fonction triangulaire. D’autres applica-
tions sont développées en biologie, pour une revue, voir May (1987). Sec
reporter au paragraphe 4 pour une revue plus générale, bien que non exhaus-
tive, sur les applications.

2 Etude qualitative et quantitative des chaos

Dans cette partie on cherche a caractériser un systeme dynamique chaotique
défini par (1.1), de maniére qualitative et quantitative.

2.1 Etude qualitative

Cette étude consiste a étudier:



1. L’évolution de la série z(n).

[S™)

Le spectre et plus particulierement la puissance du spectre qui consistc
a prendre le carré de 'amplitude de Fourier par unité de temps:

: 1 ™ 1wt 2
S(w) = c lim ;1—[/0 e z(t)dt|”.
S(w) indique si le systéme est péiiodique ou quasipériodique. S’il est
périodique de fréquence w, il a des Dirac en w et des harmoniques en
2w,3w,.... Quand le spectre obtenu a une large bande, celui-ci est
toujours difficile a analyser. Ce phénomene est en général dg, soit & un
comportement chaotique, soit & un "bruit”, soit au mélange des deux.
Le probleme consiste a distinguer entre ces deux alternatives.

3. La fonction d’autocorrélation.

4. Les distributions bivariées de la suite d’observations z(n) contre z(n —
T) pour 7 > 1.

Si apres cette premiere approche le systeme étudié semble présenter des
non linéarités ou des comportements complexes, on peut aussi 'analyser
a partir du bispectre ou d’autres statistiques qui prennent en compte des
moments supérieurs a 'ordre 2. En effet les modeles chaotiques sont tous
non linéaires (mais tous les modeles non linéaires ne sont pas chaotiques). On
peut aussi considérer la distribution des accroissements de la série qui permet
d’avoir une idée du type de modele vers lequel on s'oriente, soit on est en
présence d’'un modele avec une distribution a accroissements Az gaussien,
ou bien avec une distribution asymptotique quasi exponentielle P(Az) ~
ezp(—aAz). La présence de ce dernier phénomene peut étre I'indication de ce
que les physiciens appellent le phénomene d’intermittence: signal présentant
des explosions avec des périodes de calme relatif.

Afin d’avoir une connaissance plus approfondie d’un tel systeme, on peut
essayer de le caractériser par sa dimension, son entropie métrique et les ex-
posants caractéristiques de Lyapunov. Plusieurs approches sont donc possi-

bles.



2.2 Etude quantitative

Nous commengons par présenter la notion de dimension. On en distingue
deux types: les dimensions ne dépendant que d’une métrique et celles dépen-
dant d’une métrique et d’'une loi dc probabilité. On cherche entre autre
par cette approche & mesurer la dimension de P'attracteur lié au systeme dy-
namique considéré. La dimension d dc Pespace d’état représente le nombre de
coordonnées indépendantes décrivant la position d’un point sur 'attracteur,
c’est donc le nombre de degrés de liberté minimun du systeme dynamique.
L’attracteur que l'on étudie est étrange si sa dimension n’est pas entiere. Le
systeme auquel il correspond est alors dit chaotique. Cette dimension est dif-
ficile & obtenir, on Vappelle la "embedding” dimension. Plusieurs méthodes
ont été proposées pour la mesurer, voir par exemple Broomhead el Ning
(1986), Landa et Rosenblum (1991). Ces estimations sont utiles bien que
la connaissance de cette dimeasion ne soit pas suffisante pour identifier un
chaos. Elles donnent une connaissance a priori de d dont on peut se servir lors
du calcul de la dimension de corrélation d. définie en (2.9), qui semble plus
facile a calculer et qui permet de caractériser des processus chaotiques. En
effet pour calculer cette derniere dimension a ’aide de I'algorithme de Grass-
berger et Procaccia (1983), on se place dans ’espace des phases, et on sc scrt
de d pour 'obtenir. Si I’on connait d, le temps de calcul est énormément
réduit, car on peut diminuer le nombre d’itérations. Cette remarque pcut
aussi s’appliquer au calcul des exposants de Lyapunov définis en (2.6).

2.2.1 Dimensions dépendant uniquement d’une métrique.

On consideére un espace de points situés dans un espace d’état de dimension
d. On recouvre cet espace par des cubes de coté €. Soit N(g) le nombre
de cubes nécessaires pour recouvrir cet espace. La dimension de Hausdorff-
Besicovitch dy (Hausdorff, (1919)) qui se confond avec la capacité introduite
par Kolmogoroff (1958) est la limite si elle existe,
dyg = lim M
=0 logl/e
quand ¢ tend vers 0.
Cette dimension est indépendante de la fréquence avec laquelle une tra-
jectoire visite les différentes parties de 'attracteur. Pour ¢ petit, le nombre
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minimal de cubes varie avec € comme €7, Si ’ensemble des points est
réduit a 1 point, alors N(¢) = 1 et dyy = 0. C’est aussi la distance cuclidi-
enne du point. Si 'ensemble est un segment de longueur /, alors N(g) = le™!
et dy = 1. Sil’ensemble est constitu¢ de I’ensemble des points d’une surface
S, alors N(g) = Se~? et dy = 2. Considérons I’ensemble de Cantor constitué
d’une infinité de points disjoints, obtenus & partir du segment unité sur lequel
on pratique une succession d’opérations qui consiste a enlever tout d’abord
le tiers central, puis a recommencer 'opération sur chacun des 3 segments
restants, ceci une infinité de fois. La dimension d’un tel ensemble est in-
termédiaire entre 0 et 1. Pour ¢ = { , le nombre d’éléments nécessaires pour
recouvrir 1'objet est N(3) = 2, pour € = s,onaN(3)=4,poure= (%)"‘,
on a N(¢) = 2™. On obtient ainsi:

dy = lim log 2

m—oo log 3™

~ 0,63.

La distance ainsi calculée permet de caractériser des objets fractals. Si
P’on considere le flocon de neige obtenu a partir d’une suite infinie de trans-
formations qui consiste, partant d’un triangle équilatéral, & diviser chaque
coté en 3 parties, puis a construire trois nouveaux triangles sur les tiers cen-
traux et a réitérer de maniere infinie, on obtient la courbe triadique de Koch
qui a pour dimension

dy = —— =1,26.
log

2.2.2 Dimensions dépendant d’une métrique et d’une loi de prob-
abilité
Dans le cas précédent, on ne s’intéresse pas a la fréquence avec laquelle
une trajectoire d’un attracteur visite les cubes. On peut rajouter une infor-
mation supplémentaire en considérant la fréquence avec laquelle une orbite
"typique” visite les différentes régions de 'attracteur. Pour chaque cube C
et pour chaque condition initiale z¢ dans le bassin d’attraction, on définit
par u(zq,C) la fraction de temps qu'une trajectoire partant de zo passe par
C. Si presque tous les £, donnent la méme valeur pour g(zq,C), on la note
p(C), sinon on prend le temps moyen. Donc la mesure invariante u est le
temps moyen des mesures de Dirac en chaque point z(t) et peut étre définie
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par:

1 (T
=T11£20T/0 dt 8,05
it est la mesure naturelle de I'attracteur. Notons P; la probabilité pour
la trajectoire z(1) au temps ¢ de tomber dans le ieme cube, alors P, = p(C;).
On obtient une généralisation de la capacité en prenant en compte la
fréquence de visites des cubes (Balatoni et Renyi, (1956)). On obtient ainsi
la dimension de I'information qui est définie par

d,:limﬂ

‘)
e—0logl/e’ (21)

ou
N(e) 1

I(€)=— Pglog——-.

Si tous les cubes ont la méme probabilité de visite: I(e) = logN(e) et
dy = dy. Dans le cas ou les probabilités sont inégales, I(c) < log N(2) ct
dy > dj.
On peut aussi définir les dimensions "généralisées™:
N
d@ = 1 log Ziz(le)[#i(ci)]q.

= lime—o
1

q-— loge

(2.2)

Ces dimensions généralisées, quand ¢ augmente, correspondent a la distri-
bution des moments supérieurs du signal. Cette dimension est en général
assez stable et est souvent utilisée. Si toutes les dimensions généralisées sont
égales, alors le signal ne présente pas de comportement intermittent. Par
contre si d@ > d@) pour ¢ > ¢' alors le signal est intermittent.
Il peut étre parfois suffisant de se limiter a I’étude d’une partie de 'attrac-
teur, dans ce cas, on définit la V-capacité de la maniere suivante:
. N(&, V)
W)= B Tog1/e
ou N(g,V) représente le nombre minimun de cubes de coté € permettant
de couvrir la fraction V de la mesure naturelle de l'attracteur. Les cules
peuvent étre choisis de telle maniére que leur mesure soit au moins V. Alors

dy(1) = dy.
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Takens (1981) a introduit la ”pointwise ” dimension que ’on définit de la
manicre suivante: si on note B,(z) unc boule de rayon ¢ centrée en z, z étant
un point de attracteur, on a 'approximation suivante: u(B.(z)) ~ %),

ol
d,(e) = lim M (2.3)
=0 log(e)

Cette dimension est indépendante de z, et elle existe si u est ergodique.

Notons que toutes les dimensions sont difficiles a calculer. Une connais-
sance géométrique de 'attracteur est nécessaire pour les calculer. Dans la
littérature, on rencontre plusieurs conjectures concernant ces dimensions: les
dimensions métriques ont toutes la méme valeur d = dp, les dimensions
dépendant en plus des fréquences ont toutes la méme valeur d' = d; = d,(¢),
et d' < d.

Pour obtenir une dimension, il faut faire le choix d’'une mesure appropriée:
elle doit étre définie positive. Une bonne mesure p; peut-étre obtenuc en
considérant la somme des carrés des accroissements du signal sur chacun des
N(g) cubes (ou segments, en dimension 1), soit:

n

ki) = 3l zess = 2o [?O[F = (¢ — e/2)10[(¢ +&/2) — ]
=1

ou O est la fonction de Heaviside, n le nombre total de points dans la série,
t —e/2 et t+¢€/2 les bords inférieur et supérieur du chaque cube centré au
point ¢, de diametre €.

On peut aussi se servir des propriétés de stabilité d’une orbite de l’attrac-
teur pour connaitre la dimension de ce dernier a partir du calcul des exposants
de Lyapunov.

2.2.3 Exposants de Lyapunov

Cette approche n’est possible que si 'on a une connaissance du comportement
analytique du systéeme dynamique que 'on étudie. Supposons donc que le
systeme dynamique soit régi par une équation du type suivant dans R:

z{n + 1) = f(z(n)), z(n) € R, n € N. (2.4)



Considérons 2 valeurs initiales z(0) ct z'(0). Au temps n, on a la relation
suivante:

z(n) = 2'(n) = f*((0)) — ["(a'(0)) ~ %(f")(r(()))(r(o) - '(0))

[ z) = f(f(... f(2))) n fois.

Par la regle de différentiation, on a:

L()(0) = - f(an = 1)) x - f(a(n—2)... o f(2(0)).  (25)

Il est raisonnable de supposer que ‘—{g croit ( ou décroit) exponenticllement
en n, en supposant que tous les facteurs dans 'expression (2.5) sont de taille
comparable. Il en est de méme pour 2(n)—2z'(n). On peut définir un rapport
moyen de croissance a partir de

A = lim — log | Do) (/™)(620)| (2.6)

n—+00 n

ou ézg = z(0) — 2’(0), et ou D est le symbole de différentiation. Sila mesure
i sous-jacente est invariante, le nombre ) est indépendant de z(0), x P.P.. A
est appelé I'exposant de Lyapunov.

Supposons maintenant que z(n) € R¥, ol z(n) est régi par I'’équation
(1.1) et ot J(z) = (Jij(x))1<i,j<k représente le jacobien de (1.1):

J.(IL‘) = %‘z(ji-)-

Notons 71(n),...,Jp(n) les valeurs propres de J, rangées en ordre croissant
ou

Jo = [J(z(n))J(z(n = 1))...J(z(1))].

Alors les nombres de Lyapunov sont définis par

A = lim [j;(n)]'",  i=1,...,k

n—oo

(ou I'on prend la niéme racine positive).
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La dimension de Lyapunov (Kaplan et Yorke, (1978)) est définie par

] 4 l(’)g(/\l v /\1)
log(L/Mi41)

ou ! est la plus grande valcur pour laquelle MyAy.. 0 > 1. 81 A < 1, on
pose di, = 0. Si AMjA2... A =1, 0n pose d, = k. On peut remarquer que
d}] = dL.

On définit 'entropie d’une mesure p par

dy =

h(p) = Z des exposants d¢ Lyapunov positifs.

ou les exposants de Lyapunov sont définis par (2.6). Notons que la somme
des exposants de Lyapunov permet de décrire la contraction d’un ensemble.
A partir du moment ol un attracteur étrange résulte d’un étirement ou d’un
repliement, 'un des exposants doit étre positif. Inversement un exposant
de Lyapunov positif implique la sensibilité aux conditions initiales et décrit
donc un phénomene chaotique.

L’approche a partir des exposants de Lyapunov nécessite la connaissance
de 'application f, ou son estimation, qui est un probleme délicat. On peut
aussi considérer 'approche suivante.

2.2.4 Mesure de la corrélation spatiale

Notons z(t),t = 1,...,n les observations dont on dispose. Une méthode clas-
sique pour obtenir un speudo-espace des phases est de considérer le vecteur
de dimension d: x(t) construit a partir du signal lui-méme et des (d — 1)
valeurs retard:

x(t) = (z(t),z(t — 7),2(t = 27),...,2(t = (d — 1)7))

ou 7 est un retard choisi de maniere appropriée, fixé (voir Fraser et Swinncy,
(1986)). Les résultats peuvent étre rendus indépendants de 7. La procédure
de "plongement” (”"embedding”) peut étre vue physiquement comme une
substitution de ’espace actuel des observations par ’espace construit a partir
des dérivées successives du signal. On s’intéresse aux propriétés du systeme
dynamique dans le pseudo-espace des phases en augmettant la "embedding”

14



dimension d. A cette fin on définit la dimension de corrélation d.. Posons
1 n
Cilr) =~ > Ofr— |l x(t) — x(t') |]] (2.7)
tt'=1

ou O est la fonction de Heaviside.

La dimension de corrélation va mesurer la possibilité pour 2 points de la
série, dans 'espace des phases reconstruit avec la dimension d, d’étre proche
de moins d’une distance r. Si le systeme sous-jacent est gouverné par un
attracteur étrange alors on a, pour de petites valeurs de r,

lim C3(r) — Ca(r)

et quand r — 0
logCa(r) _ PR (2.8)
logr
ou d® appartient a la classe des dimensions généralisées définies en (2.2).
Afin d’obtenir la dimension d., on suit la procédure de Grassberger-
Procaccia (1983) qui consiste & représenter logCy(r) par rapport a logr et
a regarder sur quelle portion de courbe la représentation est approximative-
ment linéaire. La pente sur cette portion de courbe définit la dimension de
corrélation, donc
. logCy(r
d, = lim 29C4(1). (2.9)
=0 logr
Pour obtenir d;, on augmente la valeur de d jusqu’a ce que le rapport (2.9)
apparaisse stable. Les propriétés métriques de d. ont été étudiées par Brock
et Dechert (1987).
L’entropie est aussi liée a la dimension de corrélation. On peut la définir
par:
K =lim,_oK(d)
ou ) Cu(r)
T
K(d) = =log 2
( ) T ng+1(7')

C’est une approximation de la capacité introduite par Kolmogorov (1958).
C’est une mesure du degré de chaoticité du systeme. Un systeme non chao-
tique a une entropie nulle, tandis que des systemes chaotiques ou stochas-
tiques sont caractérisés par des valeurs finies ou divergentes de K. Cette
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entropie est liée a 'exposant de Lyapunov, c’est une borne supérieure de la
somme des exposants positifs de Lyapunov. D’un point de vue physique,
la quantité '11T est unportante, elle fournit un estimateur du temps pcndant
lequel le systéme est prédictible.

La convergence de la dimension de corrélation quand d croit et la valcur
finie de Pentropic K sont des indicateurs que le systeme est dominé par
un attracteur étrange de dimension faible. Dans la pratique, on reconstruit
plusieurs espaces des phases et pour chacui la dimension de corrélation cst
calculée, quand celle-ci sature, d augmentant, alors le systeme dynamique est

supposé étre gouverné par un attracteur étrange.

3 Approche statistique des chaos

3.1 Estimation de f

Le probleme de l'estimation de f a été posé depuis longtemps. On peut
en particulier se reporter aux travaux cités précédemment concernant les
différents types de modeles proposés par Gabor (1954), Farmer (1982), La-
pedes et Farber (1987), Bayly, Goldhirsh et Orszag (1987), Castagli (1989).

Une estimation de f par estimateur a noyau est proposé récemment par
Cheng et Tong (1991). Nichka, Ellner, McCaffrey et Gallant (1991) utilisent

les fonctions splines et les réseaux neuronaux.

3.2 Estimation des dimensions

Le probleme de l’estimation des différentes dimensions pour des donnces
empiriques est un probléeme qui n’est apparu que récemment dans l'étude
des systémes dynamiques, voir Smith (1991). Plusieurs estimateurs ont
été proposés dans la littérature concernant la “embedding” dimension, la
"pointwise” dimension et la dimension de corrélation. On note toujours
z(t),t =1,...,n les observations dont on dispose.

1. Estimation de la "Embedding” dimension.

e On suppose d fixé a priori. Dans l'espace des phases reconstruit
a partir des observations, on choisit une base de dimension [
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Comme il n’y a pas de bruit, le développement de x(t) par rap-
port & cette base est approché si [ < d, exact si [ > d. appelons
uy,...,u les vecteurs de la base, alors x(t) est représenté dans
cette base par

xO(t) = 371 (t) — x(0)).uifu,

i=1

ot x(0) est constant. On prend x(0) = 2 0, x(¢). Par cetlc
approche, on essaie d’approximer l’attracteur dans 'espace de di-
mension d par un ensemble de points de dimension [. Ces vecteurs
de base sont choisis de telle maniéere que I’erreur d’approximation
¢ entre x(t) et xU)(¢) soit minimale. Plus [ est grand, plus cette
erreur va décroitre. Elle est définie par:

@ = 7 200 - xO) "

La "embedding” dimension de I'attracteur du systeme dynamique
est déterminée par I’apparition d’un plateau caractéristique quand
on représente |'erreur ¢ en fonction de I.

Cheng et Tong (1991) propose un estimateur de la "embedding”
dimension par validation croisée. Pour cela ils considerent tout
d’abord un estimateur non paramétrique de f en supposant ¢uc
le systeme dynamique est régi par le modele suivant:

2(t) = f(z(t = 1),...,z(t — d)) + €(t)

ou €(t) est un bruit blanc supposé petit. On note fa Pestimateur
a noyau de f, 'estimateur d de d est celui qui minimise la somme
des carrés des erreurs:

RSS = —— 7 Y (e(0) - Fole ()W,

pour une certaine fonction de poids réguliere W (t) et pour un

nombre s > 0 choisi pour minimiser les effets de bord. Si la série
z(t) est bornée, 'estimateur ainsi construit est consistant.
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2. Estimation de la ”Pointwise” dimension.

Pour la "pointwise” dimension définie par (2.3), Cutler et Dawson
(1989, 1990) obtiennent un estimateur consistant en utilisant la dis-
tance des plus proches voisins, notée p,,, définie par:

pale) = mingicn | 2(8) = 2 ||
ol z est un point choisi sur la trajectoire. On a:

i loglpn) _ 1
" logl/n  dy(e)’

en probabilité 1.

Si on peut montrer que les observations z(t) sont obtenues & par-
tir d'une distribution réguliere, les auteurs obtiennent la distribution
asymptotique d’une transformation linéaire de l'estimateur. Ceci per-
met alors de construire des intervalles de confiance et un test d’hypothe-
se sur dy(€). L’approche, ici, n'est pas directe.

3. Estimation de la dimension de ”Correlation”.

e Pour une suite de nombres récls, ry,7,,...,7,,, la méthode stan-
dart pour estimer d. revient a représenter logCy(r;) en fonction
de logr; et de prendre la pente b des droites des moindres carrés
pour toutes les paires (logry,logCu(r1)),. .., (logrm,logCu(r.)).
On a alors le théoreme suivant di a Denker et Keller (1986):

Theoréme 3.1  Soit le¢ systéme dynamique (1.1) supposé er-
godique, avec de bonnes propriétés de mélange. Si x(1),...,x(n)
sont les observations d’une orbite du systéme, alors:

(a) Pour chaquer > 0 fixé, C}(r) et logC%(r) convergent en prob-
abilité 1 vers Cy(r) et logCy(r) respectivement quand n — oc.

(b) Pour chaque vecteur Cy(r) = (Cy(ry),...,Ca(rn)), il existe
une matrice définie positive m x m: Un = (uy;) telle que la
suite des vecteurs normalisés \/n(C3(r)— Cq(r)) — Nn(0,0)
en ditribution quand n — oo, ot N,,(0,U) représente la loi
gaussienne de dimension m, centrée, de matrice de variance-
covariance U.
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Remarque 3.2 On a lec méme résultat avec /n(log Cj(r) —

log Cy(r)) avec comme matrice de variance-covariance V = (v;;)
s o u|2
OV Vi = oacatY

On peut aussi considérer la rclation suivante (Cutler, (1991)):

Cd('l')

rd

logCa(r) = log(

) + d.logr = a(r) + d.logr. (3.1)

A partir de la méthode décrite précédemment, logCy(r) étant cs-
timé, on obtient la relation suivante

logCy(r;) = a(r;) + dlogr; + €;

ou les e; sont les erreurs dues & l'estimation. Notons d (r) =
(d;j)IS;Sm,ISjSm la pente de ‘%‘:’fi, ou si 'on considere m points
(U1, W)y - vy (Um,y W), Syy est définie par Sy, = 17 (i —u)(wi —
w), ou v représente la moyenne arithmétique des valeurs de v. On
peut alors calculer le biais de 'estimateur de la pente d, et avoir
une idée de son comportement asymptotique.

Theoreme 3.3  Supposons que les hypothéses du théoréme
précédent soient vérifiées ct que le vecteur des erreurs \/n(ey,. .., €,,)
suive une loi normale N,,(0,V) alors

lim, oo b(r) = d (r)

b(r) = S;! i(m = )logCy(r;).

=1
D’autre part,

limn oo E[b(r)] = d.(r)

et
VAB() = di(r)) ~ N(0, W)
ou W = (W), avec

W;; = St f} i(m = 0)(r; — 1)dy;-

i=13=1
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Remarque 3.4

(a) Ce théoreme fournit un estimateur consistent de d (7).

(b) Le plus utile étant de savoir quand d,(r) est proche de d., notons
e(r) Verreur:

elr) = 4,() ~ e = 57 (s ~ D)alr).

Le théoreme suivant montre comment on peut choisir r pour forcer ¢(r)
a tendre vers zéro.

Theoréme 3.5 Supposons que

logCa(r)

dc = Iim,_.o— logr

existe. Alors:

(a) lim,_o-[22] = 0.

logr
(b) Supposons qu’il existe une constante a telle que

lim,_g+a(r) = a.

Posons r = (ry,...,7m) et soit 0 < s < 1. Silimy_ ce(s*r) = 0
alors e(r) — 0.

(c) Soit rg > 0 et 0 < s < 1. Pour chaque m, soit le vecteur r,, =
(8™ro, 8™ rg, ..., 8% 1) alors:

lim,_ooe(r,) = 0.
Remarque 3.6 Le role de la taille des échantillons est fondamental pour

s’assurer de la robustesse des estimateurs définis précédemment, (cf, Smith,

(1988), Broomhead et Jones (1989)).

e Dans le cas particulier ou, pour le calcul de la dimension de I'information
définie par (2.1), on choisit comme estimateur "naif’ de F;, la prob-
abilité d’un point de se trouver dans le ieme cube: P; = 2, ou n;
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rcprésente le nombre d’observations se trouvant dans le :éme cube et
n le nombre d’observations total, Grassberger (1985, 1988) a montr¢
que pour n fini, on introduit un biais dans le calcul de cette dimension,
sauf quand d = 2.

Dans le cas de la dimension de corrélation définie par (2.9) appclons
Jc, I’estimateur de la dimension de corrélation de 'attracteur obtenue
en considérant la régression de logCy(r) sur logr. Ramsey et Yuan
(1989, 1990), de maniere empirique, a partir d’exemples d’applications
analytiques, dont l'application de IHénon, montrent qu’une explica-
tion raisonnable, de I'influence des parametres n et d sur le calcul de

Pestimateur d. est donnée par le modele suivant:
loglk + d.] = 71 +72n™ + vn™[ezp(re/d”) — 1.0]  (3.2)

ou d, est la valeur moyenne de Jc, et ou k, v;, pour t = 1,...,7 sont
des constantes.

Or dans (3.2), expression (y; + 12n™) indique 'effet fondamental dcs
petits échantillons sur la valeur de d.. Pour des variables aléatoires
qui évoluent de maniére monotone en d: v; = 0 et =, et 43 sont des
constantes positives. Donc plus n est grand, plus la valeur limite de d,
est une fonction de d.. Ainsi si on a un attracteur tel que v; > 0 et
vs < 0, quand n — oo, alors le biais le plus petit fourni par le terme
~v,n"? tend vers zéro. Donc si n — oo, d. — oo et si lz'mn_.oo% — 0, on
a
v = limp_log(l +d,}) quand d— oo

ou

limp.ood, = €™ —1, quand d.— oco.

D’autre part le second terme de (3.2) mesure le biais introduit par
la dimension de "plongement”. Pour des processus aléatoires ou des
processus stochastiques, 74 < 0 et vz > 0. Le facteur y4n™ modifie
’effet du biais di a d, 75 semble étre négatif pour des attracteurs et nul
pour des variables aléatoires. Donc pour des attracteurs de dimension
faible, I'effet du biais sur d, di 4 de faibles valeurs de d. diminue quand
n croit.

Ainsi
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— L’effet du biais croit avec la "embedding” dimension, mais cdécroit
avec la taille de ’échantillon.

—~ La variance de l'estimateur de la dimension décroit avec la taille
de I’échantillon, mais croit rapidement avec la taille de la "ernbecd-
ding” dimension.

e Il est possible lors de I'estimation de la dimension de corrélation ( ou de
la "pointwise” dimension) d’introduire des erreurs si 'on ne tient pas
assez compte de l'existence de comportements périodiques sous jacents
a la série étudiée. Lors du calcul de la dimension de corrélation &
partir de (2.9), celle-ci est souvent approximée dans les algorithmes par
C(r) ~ ric, mais cette approximation n’est plus valable des que  — 0.
Il semble alors préférable d’utiliser la relation suivante (Theiler, 1988):

C(r)= ¢(r)rd°

ou la fonction ¢(r) est telle que liﬂl,_.g'%%l = 0. Le facteur ¢(r)
permet de mesurer ce que Mandelbrot (1979) appelle la lacunarité de
la texture d’un objet fractal. Il permet de mesurer les oscillations
intrinseques, de l'objet étudié. A partir de cette relation, on pecut
calculer un estimateur du maximun de vraisemblance de d,, voir Takens
(1985) , qui s’écrit sous la forme suivante, pour un R > 0:

C(R)

dc(R) = m.
0 r

Cet estimateur est biaisé. Il converge si et seulement si:

. (%) —d, (]58(—2) _ o
lsz_.O/O € [ ¢(R) 1}d4 = 0.

Notons que si lim,_.o¢(r) n’est pas une constante positive, Pestiinateur
précédent ne converge pas. Cette situation correspond a la présence
d’oscillations périodiques.

3.3 Algorithmes pour le calcul des dimensions.

Plusieurs problemes se posent:



e Un des problemes dans l'estimation des dimensions est le temps de
calcul. En ecffet, dans le cas du calcul de la dimension de corrélation
d’un attracteur a partir d’un échantillon de taille n, le temps moyen de
calcul est de 'ordre de n?, voir Grassberger et Procaccia (1983).

o Pour de longues séries, ce qui st le cas en général pour des plénomcines
sismiques, physiques, physiologiques, le probléme est loin d’étre négligea-
ble. Pour la dimension de corrélation, Grassberger (1990) propose un
algorithme permettant de minimiser le temps de calcul, Theiler (1990)
propose un algorithme permettant de ne pas utiliser l'ensemble des
données dont on dispose et qui donne des résultats presqu’identiques a
ceux obtenus avec ’ensemble de donndées.

¢ Pour le calcul de d, il existe aussi un probleme lié au choix de 'intervalle
de variation de r. En théorie, les propriétés de 1’estimateur (]C sont
obtenus pour r — 0, alors qu’en réalité les valeurs prises par r ne sont
pas proches de zéro et s’écartent d’autant plus de zéro que la ”"cmbed-
ding” dimension d augmente. De petites valeurs de r nécessitent une
taille d’échantillon tres grande pour une valeur de d donnée, pour ¢tre
capable de déterminer une relation logarithmiquement linéaire entre d,
et r. Celle-ci n’est obtenue que pour quelques valeurs de r. Pour de
grandes valeurs de r, la régression de logCy(r) sur logr tend vers 0.
Pour r petit, on se trouve facc a des probléemes compliqués dis a la
présence d’un bruit ou a des problemes de précision.

3.4 Tests

Quelques tests commencent a voir le jour dans le but de décider entre une
série chaotique et une série aléatoire. En effet un des problemes les plus
importants au moment de faire de I’identification est de pouvoir décider entre
un modele chaotique déterministe et un modele aléatoire. Ce probleme fut
posé en particulier par Granger (1989) a partir de données économiques.

1. On peut se servir de la relation (3.2) pour décider si l'on est en présence
d’un phénomene chaotique ou aléatoire en déterminant les valeurs de
v et y3. On définit un test de la maniere suivante:

Hy: 71=0 et 43>0

23



o

contre
Hi: 4>0 et ~3<0.

C’est un test de ’hypothese Hy: phénoinéne aléatoire, contre 'hypothese
11,: systeme chaotique.

Un autre point de vue est celui qui consiste & avoir une orbite bruitée
par un bruit inconnu. Ains, si un systéme dynamique est représenté
par une suite (m,)oSK,, satisfaisant

z(t+1)= f(z(t)), 0<t<n-—-1, (3.3)
on définit 'orbite bruitée générée par

y(t) ==z(t) +n(t), oulln(d)ll<é (34)

avec ¢ petit. Pour décider entrc (3.3) et (3.4), on cherche a réduire ||
n(t) ||. Ce "nouveau” bruit peut aussi étre considéré comme provenant
des erreurs faites a chaque itération du processus y(¢) généré par f, on
doit alors rendre petite la quantité suivante:

ly(t+1) = f(z()) [<60<t<n-1
On cherche a tester par cette approche P’existence d’un bruit dynamique.

A partir de la démarche de Grassberger et Procaccia (1983), on définit
la dimension suivante:

d
Ci(r) = = 55 TL 00— Il xe(t) = x(t) 1) (39)
pair k=1

ou v représente toutes les paires dec vecteurs x(t),x(t')) sur lesquelles
on somme. Brock, Dechert et Scheinkman {1986) construisent un test
a partir de (3.5) en considérant que si x(t) est un bruit blanc alors
Na(r) = Cy(r) = [Cy(r)]* ~ 0. Ensuite ils déterminent un facteur
K4(r) (de maniere assez peu explicite) tel que %—2—% soit une statistique
normalement distribuée centréec et de variance 1. A partir de cette
statistique, ils construisent un test permettant de tester I’hypotheése I,
de bruit blanc. En ce qui concerne l’alternative, ce test n’est pas précis.
On ne sait pas exactement quelle information ce test fournit concernant
la dimension de I’espace d’état du systeme étudié sous ’alternative.
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4. On peut remarquer que Cy(r) représente la probabilité P que chaque
membre de 'une des suites de longueur d soit proche de moins de r de
'un des membres de l'autre suite. Notons Cy(r) = P(tg,ta_1,...,t1)
ou chaque t; vérifie:

| Xa-k+1(t) = Xgmpr1 () IS 7

Si I'on a 2 nombres z(t) et z(¢') tels que | z(t) — z(¢') |< r alors la
probabilité que | z(t + 1) — (' + 1) |< r est P(t,,t)). Mais P(tp,t;) =

P(t; | t1)P(t1). Donc P(t; | &) = 9. Si les variables aléatoires

Cl
sont non corrélées, alors P(t; | t,) = P(t;) = C; et C, = C;? donc
si 'on pose 6; = 1 — %f alors sous Hg : 6, = 0. Si 6, # 0 alors

P(ty | t1) # P(t3). Ceci est réalisé en particulier si les variables sont
générées par un systeme déterministe d’ordre 1. Si donc on considere
la quantité:
C?

6, =1— ——L— 3.6

R (3.6)
celle-ci mesure le degré de dépendance de z(t) avec z(t — t'), voir Savit
et Green (1991).

5. Afin de faire la distinction entre des observations provenant d’un at-
tracteur de celles provenant d’'un non attracteur, on peut utiliser la
méthode, développée par Wolf (1990). Il a estimé la dimension de
corrélation dans le cas de processus AR(1) et MA(q) en introduisant
dans le systéme dynamique (1.1) un bruit gaussien. Ces dimensions
sont comparées a celles d’un bruit faible. Le biais de 'estimateur con-
sidéré est calculé. On sait que dans le cas d’un systeme dynamique
tel que (1.1), 'espace d’état est automatiquement déterminé comme le
domaine de ’application f, mais en pratique pour un processus stochas-
tique 'interprétation immédiate de la notion d’espace d’état n’est pas
évidente. Néanmoins la démarche suivie par Wolf est intércssante
car elle montre que le concept de dimension de corrélation peut-étre
généralisée a des processus stochastiques.

6. Diflérents algorithmes de réduction du bruit ont été considérés. Kostelich
et Yorke (1988), dans le cas ou f est connue ont construit un algorithme
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basé sur le calcul de Perreur moyenne:

S F(2(t = 1) - 2(t) ).

t=1

E=(

SRS

Hammel (1989) s’est servi du calcul de 'erreur suivante:

1 n
E == loge(t)
n t=1

ou

e(t) = maz(e,, || fz(t - 1)) —z(t) |]).

Remarque 3.7 Dans les tests d’ajustement, pour discriminer entre pro-
cessus déterministes et stochastiques, on peut s’intéresser aux distributions
jointes des variables aléatoires définies sur un attracteur étrange. On s’intéres-
se alors a estimer des valeurs extrémes.

3.5 Prédiction

La prédiction des systémes dynamiques chaotiques est une des approches con-
sidérées pour identifier un chaos. C’est une approche qui est beaucoup plus
récente que ’approche qui consiste & mesurer la dimension de ’attracteur.
Lorsque ’on fait de la prédiction, il existe deux sources d’erreurs possibles:
la dynamique du systeme lui-méme et les fluctuations qui interviennent au
moment des mesures. Dans le cas d’un systeme chaotique, la précision de la
prédiction non linéaire décroit plus 'intervalle de prédiction augmente. Dans
le cas d’un bruit blanc, la prédiction est indépendante de ’intervalle ou 1’on
se place. Pour des séries courtes, il est difficile de distinguer entre un chaos
et un bruit blanc. L’approche prédiction est un moyen de décider si on se
trouve en présence d’un chaos ou non.

1. Farmer et Sidorovitch (1987) calculent des prédicteurs a un pas pour
les systemes chaotiques (1.1) & partir des données passées qui sont le
plus ”proches” de I’état présent. Ceci conduit a des estimations non
paramétriques, a partir d’une approximation locale de la fonction f
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4

définie par (1.1). Deux méthodes sont considérées, soit on appro-
xime f a chaque pas et on calcule I'erreur de prédiction a partir du
développement de Taylor a 'ordre 2 de f, soit on calcule les prédicteurs
de maniere itérative, 'erreur est alors plus difficile a calculer.

2. Sugihara et May (1990), en se plagant dans 'espace d’état, obticnnent

le prédicteur pour un point de cet espace, de maniere empirique en
construisant la plus petite boule de ¢ formée des d + 1 plus proches
voisins de ce point.

. Si P'on reprend ’approche de Savit et Green (1991), la quantité &,

définie par (3.6) permet de définir un index de prédictabilité de la
maniere suivante. Posons

Cy
2(1=65)

i=1

S =

S mesure le degré de chaque sous suite de longueur j de se reproduire
dans la série avec un écart de £r. On a ainsi

S = Iimj_,oof)(t,' ] tj_l,tj..g,. sy tl).

S varie entre C; et 1. Si la séric n’est pas plus prédictible qu’un bruit
blanc alors S = C; ou C; = P(t). Si la série est completement
prédictible alors § = 1.

Revue commentée sur les chaos

Avant d’aborder les chaos de maniére approfondie, on peut consulter les livres
suivants et certains articles qui donnent un point de vue philosophique sur

le sujet: Bergé (1988), Gleick (1989), Mandelbrot (1989), I'Ordre du chaos

(1989), Kojeve (1990), Bartlett (1990). D’un point de vue plus technique,
mals avec un aperqu tres complet, on peut se reporter a Thompson et Stewart

(1986), Zeitgen et Richter (1986) ainsi qu’au livre sur le sujet édité par Holden
(1987).

On peut aussi prendre contact avec les chaos a partir de 'étude des

systemes dynamiques. Un certain nombre de livres répondent a cette ap-
proche: Ioss, Hellman et Stora (1983), Cvitanovié (1984), Bergé, Pommeau,
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et Vidal (1984), Schuster (1984), Moon (1987), Ruelle (1987, 1989), Devaney
(1989), Baker et Gollub (1990), Sandefur (1990). Il est utile d’avoir un
éclairage sur la théorie des bifurcations ct des catastrophes: Guckenheimer
et Holmes (1983), Arnold (1984), Demazure (1989).

Si 'on veut avoir une approche plus pragmatique des chaos, on peut jeter
un coup d’oeil au livre de Babloyantz (1986) qui propose un certain nombre
d’applications intéressantes.

Pour une approche historique, consulter: Duhem (1906), Poincaré (1908),
Hadamard (1948).

La bibliographie a partir des articles est tres dense, nous allons distinguer
plusicurs points de vue. Quelques articles peuvent servir de références: Lck-

mann et Ruelle (1985), Ruelle (1987, 1990), Sparrow (1989), Farmer (1989).

4.1 Construction théorique de chaos

1. Les systemes différentiels et les chaos: Ruelle (1976), Guckenheimer
(1976, 1983), Guckenheimer et Holmes (1983).

o

Les systéemes dynamiques: Gabor (1954), Campbell et Rose (1983),
Berry, Percival et Weiss (1987), Goldhirsh et Orszag (1987), Bayly,
Goldhirsh, Orszag (1987), Lapcdes et Farber (1987), Brons et Sturis
(1991).

3. Etude des chaos par approche analytique: May (1976), Degn (1982),
Feigenbaum (1983), Moon (1987), Benedicks et Carleson (1991).

4. Etude des chaos par approche ergodique: Ledrappier (1981), Ruelle
(1976, 1987), Eckmann et Ruelle (1985), Fraser (1989).

5. Etude des chaos par approche a.lgorithrhique: Takens (1981, 1984),
Greenside, Swolf, Swift et Pignarato (1982), Theiler (1988, 1990), Broom-
head et Jones (1989), Grassberger (1990).

4.2 Identification des chaos

1. Calcul des exposants de Lyapunov: Packard, crutchfield, Farmer ct
Shaw (1980), Gerrard, Barbow et Tong (1989), Tong (1989), Grorud et
Talay (1990).
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o

4.4

Calcul des dimensions: Farmer (1982), Farmer, Ott et Yorke (1983),
Grassberger et Procaccia (1983), Cutler (1986), Moon (1987), Sparrow
(1989), Ruelle (1990).

Lien entre les dimensions et les exposants de Lyapunov: Russell, ITan-

son et Ott (1980), Farmer (1982).

Espace des phases et Application dc Poincaré: Farmer ct Shaw (1980),
Guevarra et Glass (1982), Broomhcad et King (1986), Packard, Crutch-
field, Fraser et Swinney (1986), Fraser et Swinney (1986), Barnett ct
Choi (1989).

Approche prédiction: Farmer et Sidorowitch (1988), Castagli (1989),
Farmer (1989), Geweke (1989), Berliner (1990).

Approche bayesienne: Berliner (1990).

Construction de tests

. Point de vue économique: Abraham, Gollub et Swinney (1982), Brock

et Chamberlain (1986), Brock, Dechert et Scheinkman (1986), Say-
ers (1986), Barnett et Chen (1987, 1988), Brock et Dechert (1987,
1988, 1989), Hsieh (1987, 1988), Irank, Gensay et Stengos (1988),
Barnett et Hinnich (1989), Barnett et Choi (1989), Frank, Sayers et
Stengos (1989), Granger (1989), Liu (1989), Kugler et Lenz (1990),
Liu, Granger et Heller (1991).

Point de vue série chronologique: Kostelevitch et Yorke (1989), Scargle
(1990), Wolf (1990), Hammel (1990), Sugihara et May (1990), Savit et
Green (1991).

Point de vue série chronologique a temps continu: Smith (1991), Brons
et Sturis (1991).

Estimation

Estimation de f: Cheng et Tong (1991), Nichka, Ellner, McCaffrey et
Gallant (1991).
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4.5

4.6

Estimation des dimensions: Mandelbrot (1979), Takens (1985), Smith
(1988, 1991), Ramsey et Yuan (1989, 1990), Cutler et Dawson (1989,
1990), Gerrard, Tong ct Barbow (1989), Tong (1991), Cutler (1991),
Nychka, Ellner, McCaffrey et Gallant (1991), Taylor et Taylor (1991).

prédiction

Geweke (1989), Castagli (1989).

Applications

Rythme cardiaque: Roux, Rossi, Bachelard et Vidal (1981), Gucvarra
et Glass (1982), Glass, Guevarra, Shrier et Perez (1983), Golberger,
Barghava, West et Mandell (1985, 1986), West, Golberger, Rovner ct
Barghava (1985), Babloyantz, Dextrehe (1986), Chialvo, Gilmour et
Jalife (1989), Kaplan et Cohen (1989), Garfinkel, Walker, Trclcase et
Harper (1991).

Systemes physiologiques: Babloyantz et Dextrehe (1986), Glass, Beuter
et Laroque (1988), Mayer-Kress, Yates, Benton, Keidel, Tirsch, Poppl
et Geist (1988), Zbilut, Mayer-Kress et Geist (1988), Babloyantz (1989),
Saul, Kaplan et Kitney (1989).

Physique: Ruelle et Takens (1971, 1976), Kobayashi et Musha (1982),
Ruelle (1983), Ghil, Benzi et Parisi (1985), Mandelbrot (1989).

Chimie: Roux (1983).
Météorologie: Nicolis et Nicolis (1984).
Astronomie: Scargle (1989), Vio, Cristiani, Lessi et Provenzale (1991).

Etudes expérimentales: Kostevitch et Yorke (1989), Hammel (1990).
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5 Annexe: Les chaos comme systéemes dy-
namiques

5.1 Introduction

Nous nous intéressons ici a la modélisation dynamique car elle est unc des
méthodes permettant de modéliser un phénomene qui évolue au cours du
temps. Nous nous intéressons plus particulierement aux systemes non linéai-
res. En effet ces derniers permettent souvent de mieux modéliser certaincs
réalités de la vie de tous les jours que ne le font les systemes linéaires. ceux-
ci n’'étant souvent que linéarisation des systemes non linéaires. En général
d’ailleurs on utilise le concept de lincarisation dans le but de déterminer le
comportement qualitatif des solutions d’un systeme d'équations linéaires, que
'on ne sait pas en général déterminer directement.

Nous allons dans un premier temps donner un certain nombre de définitions
et de propriétés élémentaires sur les systémes dynamiques discrets d’ordre 1
a valeurs scalaires. Toutes ces définitions et propriétés se généralisent a dles
systemes dynamiques a valeurs vectorielles, (voir le paragraphe 5.7).
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Parmi les systemes dynamiques non linéaires nous privilégions ceux dépen-
dant d’'un parametre A. On cherche alors & découvrir le comportement quali-
tatif des solutions de tels systémes pour chaque valeur de A, au moins pour les
valeurs de A évoluant dynamiquement dans un intervalle raisonnable. Nor-
malement le comportement qualitatif des solutions reste le méme pour des A
évoluant dynamiquement dans certains intervalles, mais il peut y avoir des
changements importants dis a ce que I'on appelle des bifurcations. Le but
de cette étude est de fournir une approche "simple” de la notion de systcme
chaotique.

5.2 Définitions préliminaires

Nous considérons un systeme dynamique non linéaire a temps discret défini
par la relation

z(n +1) = f(z(n)) (5.1)

Remarque 5.1 En comparaison avec les équations différentielles ordi-
naires, la question d’existence des solutions de 'équation précédente est triv-
1ale.

Definition 5.2

¢ Un systeme dynamique discret d’ordre 1 dans R est une suite de nom-
bres z(n),n = 0,1,..., telle que chaque nombre se définisse & partir
du premier nombre de la relation (5.1), ol f est une certaine fonction,
supposée ici non linéaire.

e Un systeme dynamique de la forme
z(n+m)= f(z(n+m —1),z(n + m —2),...,z(n))
ou m est un nombre fixé est appelé systeme dynamique discret d’ordre

supérieur.

Definition 5.3 Un nombre a est une valeur d’équilibre ou un point fixe
pour le systeme dynamique (5.1) si, étant donné la valeur initiale z(0) = a,

a = f(a).
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Remarque 5.4 Pour n'importe quel k € N, si z(k) = a, puis 2(k +1) =

f(z(k)) = f(a) = a alors z(l) = a,! > k est une solution constantc pour
(5.1).

Definition 5.5 Etant donné le systeme dynamique (5.1) avec un point
fixe a: Le point « est stable ("attracting”) s’il existe un nombre € > 0 tel
que si |z(0) —a|] < € alors  limg_ 2(k} = a. Le point a est dit instable
("repelling”) s’il existe ¢ tel que si 0 <| z(0) — a |< € alors limy_ oz (k) = «,
pour certaines valeurs de k.

Remarque 5.6

o Considérons le systeme linéaire suivant:
z{n+1)=rz(n)+0b, r#l.

Le point fixe est a = (TET) a est stable si |r| < 1. a est instable si
Pl>1.Sir=1, z(0)=z(2)=z(4) =---et z(l) =2(3)=z(3) =
.... On est en présence d’un 2-cycle. A partir du moment ou z(k), ne
se rapproche pas ou ne s’éloigne pas du point fixe, quand &k — oo

le point fixe n’est ni stable, ni instable, 1l est neutre.

Y

¢ Un point semi-stable est un point attractif d’un coté, répulsif de 'autre
coté.

e Exemple 5.7 : Soit une représentation de I’équation logistique, &
savoir:

z(n+1) = 1,2z(n) — 0,025z2(n).
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Le point fixe ¢ = 8 est attirant et le point fixe « = 0 est repoussant.

ryvrrvi

z(n + 1) = 1,2z(n) — 0,0252%(n)

o Il est en général impossible de trouver une solution géucrale a un
systeme dynamique non linéaire. On peut calculer x(0). »(1). «(2).
.., (k) pour de grandes valeurs de k a l'aide de l'informatique, mais
on ne peut pas trouver une solution algébrique pour (k) en fonction
de k. Le probleme est donc que 'on n’a jamais de certitude quand
au point suivant que ’on va calculer. Néanmoins on peut savoir si un
point fixe est attractif. Ceci donne des indications sur le comportement
a long terme des solutions du systeme dynamique.

e On peut toujours utiliser la méthode de Newton pour calculer les points
d’équilibre d’un systeme.

¢ Une solution z(k) du systeme dynamique (5.1) est dite périodique de
période m st m est le plus petit entier tel que

z(k +m) = z(k).
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5.3 Propriétés liées aux points d’équilibre d’un systéme
dynamique d’ordre un

Theoréme 5.7  Soit ¢ un point fixe pour le systéme dynamique d’ordre
1, (5.1), alors:

o « est stable si |f'(a)] < 1,
e a est instable si |f'(a)| > 1. Si f/(¢) = 1, on ne peut pas conclure.
Nous considérons le cas particulier ou f'(a) = 1.

Theoreme 5.8  Soit a une valeur d’équilibre pour le systeme dynamique
(5.1).

e Sif'(a)=1cet f'(a) # 0 alors a est semi-stable.
e Si f'{a) < 0 alors a est semi-stable par valeurs supérieures a a.
e Si f'(a) > 0 alors a est semi-stable par valeurs inférieures i a.

=

Exemple 5.9

(a.a)

Sur ce dessin, au point d’équilibre (e, a), f'(a) =0 et f’(a) > 0.

Theoréme 5.10  Soit a un point fixe pour le systéme dynamique (5.1).
Supposons f'(a) =1 et f”(a) = 0, alors,

e Si f"(a) < 0, le point fixe est stable.
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o 5i ["(a) > 0. le point fixe est instable.

Exemple 5.11

point stable point instable

Remarque 5.12

1. Si a est un point d’équilibre pour le systeme (5.1), ou f est une fonc-
tion continue, alors a est aussi-une valeur d’équilibre pour le systeme
dynamique

z(n +2) = f(f(z(n))). (5.2)
Ainsi si a est stable pour (5.1), il est stable pour (5.2) et vice-versa.

2. Cette remarque a son utilité dans le cas ou la valeur d’équilibre «. pour
le systeme dynamique (5.1) est telle que f'(¢) = —1. En effet pour
étudier la stabilité de «, on construit (5.2) qui a aussi a pour valeur
d’équilibre. Si donc on peut déterminer la stabilité de a pour (5.2), on
I'aura pour (5.1).

3. Sion pose g(z) = f(f(x)). On calcule ¢’(z). On calcule ainsi ¢'(a),
g"(a), ¢"(a) et on applique les théoremes précédents.

5.4 Notion de cycle

Definition 5.13
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¢ 2 nombres a; et a, forment un 2-cycle pour un systeme dynamicque du
premier ordre si, quand z(n) = a, alors z(n +1) = ay et z(n +2) = a;.

e Un 2-cycle est stable s’il existe des intervalles (¢;, d;) et (c;, d3) respec-
tivement autour dc a; et a; tel que:

1. Si z(0) € (c1,dy) alors limg_oo T(2k) = a; et limg_ o z(2k + 1) =
as. .

2. Si 2(0) € (c2,d2) alors limgoe o(2k) = a3 et limgoo z(2k + 1) =
a,.

Remarque 5.15 Le point a tel que a = f(f(a)) est soit un point fixe,
soit une partie d’un 2-cycle pour le systeme dynamique (5.1).

Theoreme 5.16  Supposons que le systéme dynamique (5.1) posséde un
2-cycle formé des points a, et a;. Ce 2-cycle est:

e Stable si |f'(a1)f'(a2)] < 1.
e Instable si |f'(a;)f'(az2)| > 1.

Remarque 5.17 Les définitions et propriétés précédentes se généralisent
sans difficulté au cas d’un k-cycle. Le probleme est que la caractérisation
suivante est peu maniable pour étudier les propriétés d’un k-cycle d’un
systeme dynamique non linéaire d’ordre 1: Supposons qu’un systéeme dy-
namique défini par (5.1) posséde un k-cycle formé des valeurs ay,as,...¢y,
alors ce k-cycle est:

e Stable si |f'(ay)....f'(ak)] < 1.
o Instable si [f'(a1)....f'(ax)] > 1.

5.5 Théorie élémentaire de la bifurcation

Supposons que le systeme dynamique (5.1) dépende d’un parametre A. On
peut considérer les points fixes ¢ comme des fonctions de A. On peut alors
trouver, en fonction de A, les points fixes qui sont répulsifs. Unc tclle
démarche revient & construire un diagramme de bifurcation.
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Exemple 5.18

Considérons par exemple le systeme dynamique défini par I'équation sui-
vante:

z(n+1) = 1,8z(n) — 0,8z*n) — A (5.3)
Pour le systéme (5.3), les points fixes vérifient ’équation
a=1,8a—0,8— A\
Les solutions sont

—yY
@ = }_i_zl.ﬁ_ (5.4)

e Sil—5X<0,soit A > 0.2, alors limg_.o, z(k) = —o00. Il n’y a pas de
valeur d’équilibre.

e Sil—5A>0,so0it A < 0.2, il existe deux points d’équilibre donnés par
(5.4): a; et a;. En fait en étudiant f’(z), on voit que pour —1.05 <
A< 0.2

— a; =1+ +v1 —5X est un point stable.
— a3 =1 —+/1 — 5 est un point instable.

e Si A = 0,2, la valeur d’équilibre a = 0.5 est semi-stable par valeurs
supérieures.
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On veut résumer ces remarques par le diagramme suivant:

Diagramme de bifurcation pour
z(n+1) = 1,8z(n) — 0,8z%(n) — .
Si on note N, le nombre de points d’équilibre du systeme dynamique
(5.1), par exemple pour le modele (5.3) on a:

2 siNy <0.2
N,\ = 1 SiN,\ = 0.2
0 stNy, > 0.2.

Definition 5.19  Si N, n’est pas constant sur l'intervalle (Ay — €, Ay + €),
alors le nombre \g est appelé bifurcation, et on dit que le systeme dynamique
(5.1) a une bifurcation quand X dépasse \.

Definition 5.20 Supposons qu’au point de bifurcation Ag:

e Les points fixes forment une parabole ouverte sur la gauche (comme sur

o
X-

la figure précédente) :’ ! a* ou sur la droite
Dt ) * \ A

4

<~

Une telle bifurcation s’appelle selle ("saddle”).
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e Les points fixes se trouvent par exemple sur 2 droites qui se croiscnt

:\!D&
l

.

N T~

oo

c—/" -

Une telle bifurcation s’appelle transcritique ("trancritical”).

e Les points fixes forment une parabole ouverte sur la droite ou sur la
gauche et une droite coupe cette parabole.

a i, ¢
t
+

P

[ 3

Une telle bifurcation s’appelle fourche (” pitchfork”) .

5.6 Notion de chaos

Definition 5.21 Un ensemble de points S est appelé ensemble attracteur
pour le systéeme dynamique (5.1), s’il existe un nombre 6 tel que si |x(0) —s| <
6 pour s € S, alors limy—.o |z{k) — S| = 0.

Definition 5.22 Un systéme dynamique ayant pour attracteur S est tran-
sitif si pour tout z(0) € S et pour tout s € S, il existe une sous suite z(4k;) de
z(k) telle que Ve > 036, > 0 2(0) — s |< 6. — Vslimsup, _., | z(k;) — s |<
€.

Definition 5.23 Un systeme dynamique a une dépendance sensible aux
valeurs initiales si, quand on considere 2 valeurs initiales z(0) et y(0) qui
sont proches 'une de l'autre, alors z(k) et y(k) peuvent étre éloignées 'une
de l'autre, i.e., pour chaque ¢ > 0, tel que 0 < |2(0) — y(0)| < e, alors
lim sup, |Jz(K) - y(K)| > €.

Remarque 5.24  Méme s'il existe un K pour lequel z(k) et y(k) sont
éloignés de plus de ¢, il peut exister des valeurs de k pour lesquelles ce ne
soit pas le cas.
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Definition 5.25  Supposons qu'un systéeme dynamique défini par (5.1)
possede les propriétés suivantes:

e (i) Transitif pour son attracteur S.
e (ii) Sensible aux conditions initiales.
e (iii) Ayant des cycles répulsifs proches de son attracteur.

Un tel systeme dynamique vérifiant (i) et (ii) a un comportement chao-
tique faible, s’il vérifie aussi (iii), il a un comportement chaotique fort.

Remarque 5.26

¢ Intuitivement un systeme dynamique qui est chaotique n’est pas prédictible.
Sa dépendance aux conditions initiales rend sa prévision imprécise,
mais il est prédictible dans un autre sens a cause de la transitivité.

e L’exemple suivant permet d’illustrer chacune des propriétés données

dans la définition 5.24.

Exemple 5.27 : La fonction logistique.
On considere 'équation définie par la relation suivante —

z(n + 1) = Az(n)(1 — z(n)). (5.5)
Cette équation a deux points fixes
e a=0. Il est attractif si 0 < A < 1.
e a= Afl Il est Répulsif si 1 < A < 3.

1. Si A > 3, ces deux points fixes sont répulsifs et donc quand k — o,
z(k) ne tend pas vers un point fixe, ainsi si § = (0,252), S n'est pas
transitif.

2. 813 < A <1+ V6(=3,45), alors le systeme (5.5) présente un 2-cycle
attractif aux points

e a = ‘//\_*. l(ﬁ;ﬁ\ﬂ)

et
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e a; =)+ 1'(@5@)'

Notons que ce 2-cycle correspond a deux points fixes pour le systceine

z(n +2) = f(f(z(n))) ot f(z) = Az(1 — g).

3. Si A = 3,45, alors on a une bifurcation "pitchfork” telle qu'elle a été
définie précédemment. Cela correspond pour le systeme (5.5) a un
point de bifurcation ou le cycle du systeme double.

4. Si 3,45 < XA < 3,54, on a un 4-cycle attractif.

5. Si on continue, on va trouver un nombre C tel que pour 3,54 < A < C'.
Le systéeme dynamique (5.5) a un 8-cycle attractif. En fait, on a unc
suite de nombres ¢; < ¢; < ... tel que quand ¢, < A < ¢4, le systeme
dynamique a un 2"-cycle attractif. Mais on peut voir aussi que les
valeurs c,, sont toutes plus petites que 3,57. Ainsi plus le nombre A cst
proche de 3,57, plus P'ordre du cycle est grand.

A
T

1

2.5 3 357 A

6. Si on aggrandit la partie correspondant a 3,55 < A < 3,57, on a le
graphe suivant et ainsi de suite.

<

3.55 =« > 3.57

» (.38

034 =«




Le probleme est de savoir ce qui se passe pour A > 3,57. ll semble qu’a
priori les nombres z(k) ne suivent aucun modele. Si on calcule z(k),k =
0,1,... pour A = 3,58 et que 'on représente ces valeurs sur une droite, il
n’apparait pas de phénomene cyclique, mais des sortes d’agrégats dc points
cn qualre paquets.

On peut voir que le systeme dynamique

z(n+1)=3,58z(n)(1 — z(n)). (5.6)

cst transitif et est sensible aux conditions initiales, il a aussi un cycle
d’ordre 2™ répulsif pour chaque valeur de n. Un tel systeme dynamique
présente donc un comportement chaotique.

5.7 Systeme dynamique a valeurs vectorielles

On suppose maintenant que x(t) est un vecteur de dimension k régi par une
¢quation du type suivant

x(t+1) = f(x(t)). (5.7)

x(t) € RF ct f est une fonction non linéaire & valeurs R* (systeme dy-
namique non linéaire d’ordre 1 a valeurs vectorielles).

Exemple 5.28 : k=2

(50) = GEGE0) swmn e

fi et fy sont 2 fonctions a 2 variables supposées continument différentiables.
Definition 5.29

e La suite de points de R*, x(t) = (z1(t),...,zx(t)) t € N est appclée
une orbite (ou une trajectoire) pour ’équation (5.7).

e Un point A = (a1,...,ax) est un vecteur d’équilibre ou un point fixe
pour le systeme dynamique (5.7) si

(ah---sak)l = (fl(ah'-"ak)v-'afk(ah"'$ak))l-



Remarque 5.30 : k = 2.

1. Supposons que a soit un point d’équilibre pour le systeme dynamicic
(5.7). Appelons J la matrice des dérivées partielles:

8fi(ry,z2)  8f1(x1,72)
f . Ay 82
: f2(z1,22)  8f2(z1.72)

Oz dz2

e Si]| J <1||,alors A est un point d’équilibre stable et limy_.o, z(k) =
a, si le point d’origine est proche de a.

e Si| J>1]|,alors A est instable.

2. Les définitions de cycle, d’attracteur et les propriétés des attracteurs
définies précédemment se généralisent au cas vectoriel.

3. 1l est possible aussi que le comportement local en A de 'application f
soit gouverné par la linéarisation de la fonction f en A (Guckenheimer
ct Holmes, (1983)). Si on suppose que les fonctions f; sont analytiques
en A, et si J représente la matrice des premieres dérivées de chacune de
ces fonctions en A, alors une linéarisation locale en A est la suivante,

pour k = 2,
z(t+1) (1) -
( zalt + 1) ) =J ( z2(1) + un vecteur constant. (5.8)

Cette linéarisation va permecttre d’étendre au cas des systemes non
linéaires des résultats bien établis dans le cas linéaire.

Rappel 5.31
Quelques propriétés relatives au systeme dynamique linéaire (k=2).
Considérons le systéme dynamique linéaire défini de la maniere suivante:

x(t) = (z1(t), z2(t))
() =2(20) 59

ou B est une matrice réelle 2 x 2.
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La suite dc points (x(¢))iez définic par (5.9) est une orbite pour ce
systeme.

Tout point initial génere une orbitc unique pourvu que B n’aic pas de
valeur propre A; nulle, 7 = 1,2. (On suppose que l'on est dans cc cas la).
Si| A |# 1et] A |#1, Porigine est appelée point fixe hyperbolique.

Les valeurs propres caractérisent les trajectoires ou orbites de (5.9).

L'espace engendré par les vecteurs propres correspondant aux valeurs
propres de B de module plus petit que 1 est appelé espace stable, noté
E?; de méme 'espace instable E*, est engendré par les vecteurs propres
correspondant aux valeurs propres de B de module plus grand que 1.
L’espace E° engendré par les valeurs propres dont le module est égal &
1 est appelé espace du centre.

On obtient ainsi une classification des orbites de la maniére suivante
pour k = 2:

A
),
A s SR
P N "\,_'
TV
A, \,\ '\\ \_‘/// / )i
N
& ™ -
0<| A< 1. 0<| A< 1.
A1, A2 € R A, Ag € C.
(noeud). (loyer stable).



des points fixes.
des orbites [ermeées.

des unions de points fixes et des trajectoires connectées avec ces pre-
miers.

ct a distinguer:
Les orbites homocliniques qui connectent un point a lui méme.

Les orbites hétérocliniques qui connectent des points distincts.

Ces notions généralisent celles définies en dimension 1 et permettent de car-
actériser les chaos de la méme fagon qu’en dimension 1.
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