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Stabilisation d'un bras robot flexible en torsion

Mohammad CHERKAOUI (*), Francis CONRAD (*)

Résumé .

On étudie la stabilisation d'un bras robot flexible en torsion, contr6lé en boucle
fermée 2 I'une de ses extrémités. Le mouvement du bras est modélisé par une équation
aux dérivées partielles de type ondes. La condition aux limites prend en compte I'état du
systeéme 2 la fois A l'intérieur du bras et A son extrémité. 1l s'agit donc d'un feedback
fronti¢re ob interviennent des termes distribués.

Stabilization of a flexible arm

Abstract .

We study the stabilization of a flexible arm, by means of feedback control applied
at one end.The model is a one dimensional wave equation. The boundary condition at the
controlled end takes into account the state of the system, in the interior of the arm as well
as at the boundary. In other words distributed terms occur in the boundary feedback.

(*) Université de Nancy I, URA-CNRS 0750 et Projet NUMATH, INRIA - Lorraine
BP 239, 54506 Vandoeuvre-1&s-Nancy, France.




PREMIERE PARTIE

I- Introduction

Dans un travail antérieur [6], S. ICART, J. LEBLOND et C. SAMSON ont
étudié une approximation d'un bras flexible en torsion par un syst¢me constitué d'une
succession de n ressorts de raideurs kp, ..., ki, séparés par (n + 1) masses my,..., Mp4]

kp ky
T
—_—p m, My oo my, MMM
a
<> <+>
an(1) p (™)

Quand le contrdle est appliqué a la premiére masse et que la gravité est négligée, le
principe fondamental de la dynamique conduit aux équations suivantes :

(L.1) Mn+l(g‘)+(8£n)(:;)=(;)

ou K, = l(()“ 1?1 ), o représente le mode rigide, le vecteur q, de R représente les

angles des déformations relatives, T est le contrle. Chaque €lément de la matrice My, est
défini par

inf(n+1-i, n+1-j)
Mu(i,j) = m, .
2 =1
Notons Mp(1) la premiére colonne de M, et My, (1,1) le premier élément de M(1). Alors

n+1 T
i M(l
M, = lzzlml (1)
Ma(1)  Mp
et (I.1) implique
Ma(D) Ma(DTy - ___Ma(1)
1.2) (Mn - R L1y o+ Kt =- 305 0

Pour les détails du calcul voir [6].

Lorsque t =0, I'équation (1.2) caractérise les vibrations libres du systeme (I.1) :




' Mn(1) Mp(DTY - -
(1.2) (Mn - Wﬁ) dn + Kngn = 0.

Soient (¢i)1<ic<n € RN les vecteurs propres du systeme (1.2)".
Soient kp, ky >0 et Gpe R vérifiant (GI 0D 0i(1)20,1<i<n.

Alors la loi de contrble

13) ) =- kg (A1) - G £ qn(®))- ky (&€ - G L qa(®)
P n n

stabilise exponentiellement le systeme (1.1) (cf. [6]).

L'objet de ce travail est de compléter 1'étude faite dans [6] pour le modele continu.
Pour ce cas, un certain nombre de résultats ou de conjectures avaient été énoncés dans
[6]. Nous proposons ici une étude mathématique assez exhaustive du modele continu du
point de vue existence et stabilité (forte ou uniforme).

Rappelons [6] que le bras flexible en torsion, de longueur unité, de masse et raideur
constantes, contrdlé A I'une de ses extrémités, peut étre modélisé comme suit :

(1.4) yx(0,t) = - ()

{yn(x,t) - yxx(X,0) =0, x € 10,1[, 120
YX(IJ) = O

avec (y(x,0), yi(x,0) ) = (yo(x) , y1(x)).
Dans (1.4), y(x,t) représente I'angle de torsion par rapport & l'origine au point d'abscisse

x de la barre et a l'instant t.
On considere une loi de contr6le 1(t) de la forme

1 1
15 10=4p[y00- [K60yax ] - ky [0 - Lk(x) yxi(t) dx]
0

qui étend (1.3) au cas continu.
Par intégration par parties dans (1.5), avec k(1) = 0, 1+ k(0) >0, et kyx € L2(0,1), on
peut écrire (I.5) sous la forme

1 1
(1.6) -z(t)= kp y(O,t) + jG(x) y(x,t) dx + ky yt (O,t) + t—; j G(x) yi(x,t) dx,
0 0

avec kp, ky >0,etG e L.2(0,1).




Ce rapport comporte deux parties.

La premiere partie est organisée de la fagon suivante:

Dans la section II, on établit l'existence d'une solution au systéme bouclé (1.4) -
(1.6). Pour cela, on introduit une nouvelle norme sur l'espace naturel d'énergie,
équivalente 2 la norme usuelle, qui permet d'associer au systeme (1.4) - (1.6) un semi-
groupe dissipatif.

Dans la section III, on établit la stabilité asymptotique du systeme, modulo
l'introduction d'une fonction de Lyapunov adéquate et l'utilisation du principe
d'invariance. La condition requise pour avoir ce résultat est plus faible que celle de [6]
(y compris dans le cas "discret”).

La section IV est consacrée a I'étude de la stabilité uniforme, sous des hypothéses
un peu plus fortes sur le noyau G intervenant dans la loi de contrdle (1.6).

Les résultats ci-dessus s'étendent, sous les mémes conditions, au cas d'un bras
robot avec masse et raideur variables. Ceci fait I'objet d'une annexe.

Enfin, dans une deuxi¢me partie on étudie le modele du bras flexible avec un
feedback ol la partie distribuée ne fait intervenir que la position (et non la vitesse). Avec
ce modele simplifié, des techniques plus explicites conduisent a des résultats similaires.




II - Résultat d'existence
11 - 1. Définition d'une nouvelle norme sur E_= H1(0,1) x L.2(0.1).

Soient @p (x) = V2 cos (wpx) pour p 21, @p(x) = 1, les solutions normalisées
du systéme

{' Ppxx = Ap®p
Ppx(0) = @p,(1) =0,

2 2
ol Ap = @, Wp =P, O = Il @py II2L2(0,1).

Les (¢p)p > 0 forment une base Hilbertienne de L2(0,1).

On définit ensuite une forme bilinéaire symétrique B sur E.

Pour tout U = (3:) , Uz = (3% € E,

ky
B(U1, U2) = kp [ kpu1(0) + (G, u) 20,1y ] [ kpu2(0) + (G, u2)L.20,1) ]
+o0

+ 2, (ky +dp) By(U1, U2),
p=0

1
(@p> V1) (Pps v2) + =5 (Ppy» U1,) (@py, u2,), pourp 21
et By(Uj, U2)= o

(90, v1) (90, v2), pourp =0.

Propesition II.1. On fait les hypothéses suivantes : kp, kv > 0, et pour tout p 20,
kv + dp > 0. Alors la forme bilinéaire B est un produit scalaire sur E, et la norme associée

est équivalente a la norme usuelle de E .

Lemme 11.1. 1] existe C > O telle que pour tout u dans H1(0,1 ), ona
1

u2(0) + J uidx sC( [kpu(O) + (G, u)LZ(o,I)]2+ ([ uidx).

Preuve du lemme I1.1.
On raisonne par I'absurde, en supposant que V neN, il existe up e H1(0,1) tel que

1 1

un2(0) + J‘ uixdx 2 n([kpun(0) + (G, un)L2(0,1)]% + j uixdx).
0 0




On peut évidemment supposer u, # 0, et normalisée dans H!(0,1). Donc il existe
up € H1(0,1) vérifiant

1
2 2 2
u, ) + J;)u nxdx=ll up Il H1(0,1)=1

1
2
(kp un(®) + (G, un)L2(0,1))? + j Up, dx — 0.
0

On aura par conséquent

2 .
Hupll ulo1)= 1 i)
1
2 0 .
Un, dx - (ii)

kpun(0) + (G, un)L2(0,1) = 0 (iil)
(i) implique que up converge vers u dans H(0,1)-faible, et dans L2(0,1)-fort .
L'injection de H1(0,1) dans C° ([0,1]) étant compacte, on a up(0) = u(0).
(ii) implique que up, — 0 dans L2(0,1) - fort, et comme Un, = Ux au sens des
distributions, on en déduit ux =0, et par suite u est constante.
(iii) donne alors kp u(0) + (G, w)L2(0,1) = 0, qui s'écrit, vu que u = (u, ¢p) ¢o,

(ky +do)u(0)=0; or ky+dp>0, dou u(0)=0.

Mais alors
1

l=uﬁ(0)+ Luﬁxdx —-u2(0)+0=0,

ce qui est absurde, d'ou le lemme II.1.

Preuve de 1a proposition 1L 1.

a) Montrons que B est définie positive sur E.
soit U= (¥) . Alors BU, Uy = 0 =




i) BpU,U)=0,Vp20
= (9p, V2 + 5 (9pe w02 =0,V p2 1, et (90, V)2 =0
()
P
= (¢p, V)L2(0,1) =0 Vp20=>v=0
(car (9p)p=0 est une base Hilbertienne de L2(O,1)).
Ona aussi (@p,, ux) =0V p 21, et une intégration par parties implique que

(Ppw)=0 Vp21,s0it u= (9o, u) Po,avec 9o =1, et u(0) = (o, u).

i) kpu@+(@G,u)=0 = u(0)=0=(u, 9o
Ainsi (u, CPp)LZ(O,l) =0 Vp20=>u=0.

Donc la forme bilinéaire symétrique B est définie positive, par conséquent c'est un
produit scalaire sur E.

b) Montrons que la norme associée au produit scalaire B est équivalente a la
norme usuelle de E .

On a évidemment, avec U = (u,v)
+o0

k
B(U, U) = % [kp u(0) + (G, wL2 J*+ 2 (ky + dp) By (U, U)
p=0

SC vz
ou C est constante, car dp est borné uniformément par rapport a p.

D'autre part, soit
1

k
)12 =3 J;) (w5 +v2) dx + =2 u2(0).

1 +o0
" e 1 2 1
L'inégalité 3 L v+ u)dx < 3 2(‘) BP(U, U),
p:

le lemme 1.1, et le fait que ky +dp >0 uniformément en p, nous assurent I'inégalité
Il (u,v) 12 < C" B, V).

D'oti I'équivalence des deux normes, ce qui acheve la preuve de la proposition I1.1.

II - 2. Existence de 1a solution au systeme (1.4)-(1.6) .

Rappelons les équations du systeme (1.4)-(1.6) étudié ici :
yll(xat) - YXx(X»t) =0 X € ]0’1[ s t 2 0

k
(L1 < ¥x(0.1) = kp y(0,1) + (G, y)L2(0,1) + ky yt(0,1) + k_; (G, yoL2(0,1)

yx(1,t) =0
y(x,0) = yo(x), yi(x,0) = y1(x).




On peut écrire le syst¢me (I1.1) sous la forme opérationnelle suivante :

(1L.2) Q),+a(@) =0
avec z =y, (y(x.0), 2(x,0)) = (yo. y1). et A(Y) = (_Z'y) ,

od D(A) = {(y.2) e H2(0,1) x HI(0,1; yx(1)=0;
k
yx(0) = kp y(0) + ky (0) + (G, y)L2(0,1) + % @G, 2L.2(0,1) },

kp, ky €tant des constantes strictement positives.

Théoreme IL.1. L'opérateur linéaire A est maximal monotone. Pour toute condition
initiale (yg, y1) € E, le systéme (I1.1) admet une solution faible unique
y € C ({0, +e[, H1(0,1)) N C! ([0,+[, L2(0,1)) .
Si (yo, y1) € D(A), le systéme (I1.1) admet une solution forte unique
y € CZ([0,+ef, L2(0,1)) N CI ([0, +eo, HI(0,1)) N C ({0, +=[, H?(0,1)).

Démonstration.
i) Monotonie de l'opérateur linéaire A.

soit Y = () € D(A), donc AY = (_Zy)

k
B(AY, Y) =k—; [- kpz(0) - (G, 2)L2(0,1)] [kpy(0) + (G, ¥)L2(0,1)]

+o00
+ 2 (ky +dp) Bp (AY, Y)

p=0
1
((Pp, 'YXX)((Pp: Z) + _2((pr, °ZX)((ppxt Yx) pour le
avec Bp(AY,Y) = O

(¢01 - Yxx)((PO, Z).
Tous calculs faits on obtient Bp (AY, Y) = (¢p, 2)@p(0)yx(0) Vp20,
ce qui implique que
k
BAY,Y) =- E:; [kpz(0) + (G, 2)] [kpy(0) + (G, )]

k
+ E\‘; [kpz(0) + (G. 2)]yx(0)

= ('%)2 [kpz(0) + (G, 2)]2 20,

d'ol la monotonie de A .




ii) Surjection de l'opérateur I4+A0A, A0 > 0.
Montrons que V (f, g) € E, 3! (u,v) e D(A) tel que:

ariam ()= (0

oll Ag est une constante positive qui sera fixée ultérieurement. Soit donc le syst¢me

¢ +3o(m)= (). e

{u-kov:f u-Aovs=f
= 2 _
V-loAU:g U')\'OUXX"-_-?\Og"'f—F.

On a donc A résoudre

-
u- l%) uxx = F € L2(0,1)

W, -

ux(0) = [k +151 u(0) + (1 + kv (G, u)L2
a13) " -(p Ao) ( k xo) P LoD

P

ky [ 1
- X [£(0) + (G, HLao.n ]
Ao kp D
\ux(1) = 0.
. .y 2
Soit v € H1(0,1), alors (I1.3) implique (u - ;‘0 uxx, V)L2(0,1) = (F, ¥)L2(0,1), et par

intégration par parties,

1

!

1
k
a(u, ) uydx + k(z) I uxVyx dx + l(z)(kp + i) u@y(0)
0

+x(2)(1 ' EEVE) G, u) W(0)

1
= (F, ¥)L2(0,1) + Aoky [f(O) + kp (G, f)] y(0) = b(y).

La forme a est bilinéaire continue sur H1(0,1) x H!(0,1), et coercive pour Ag> 0 assez
petit. La forme b est linéaire continue sur H(0,1).

Par le Théoreme de Lax-Milgram, 3! ue H(0,1) tel que

(I1.4) a(u, y) = b(y), V y € H(0,1).

Montrons qu'on a bien une solution pour (I1.3).

En prenant y dans £(0,1), on déduit d'abord que u - k% uxx = F p.p. dans L2(0,1),

d'oi la régularité H2(0,1).
Ensuite pour y € H!(0,1), I'équation (IL.4) s'écrit:
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.2
(- Aduxs WIL20,1) + hgux(Dw(1) =

k k
(F, ‘V)L2(0,1)+7\(2) [ux(O) - (kp + i) u(0) - (1 + kp_;»()) (G, w)L2(0,1)

ky 1
+ — [f(0) ++— (G, (0).
7to( kp ))]W )

Comme y(0) et y(1) sont arbitraires, on déduit les conditions aux limites de (I1.3). Donc
il existe une solution unique u € H2(0,1) de (I1.3).
D'ou la surjection de I + AgA pour un Lo > 0, et par conséquent A est maximal
monotone.
La densité de D(A) dans E est évidente car E est un Hilbert et A est maximal monotone.
D'apres le théoréme de Hille-Yosida , pour toute condition initiale (yq, y1) dans D(A),
le probléeme (I1.2) admet une solution unique

(y, z) € C([0,+0<[ ; D(A)) N C1([0,+o<[ ; H1(0,1)xL2(0,1)) , avec z =y,
D'od y € C2([0,+e[, L2(0,1)) N C1([0, +[, H!(0,1)) N C([0, +o[, H2(0,1))
d'apres [5].
L'application (yg, y1) = (y(t), z(t)) s'étend en une contraction S(t) sur E telle que
(S(M)>0 soit fortement continue , et on peut définir pour toute condition initiale (yg, y1)
dans E la solution faible de (I1.2) par la formule

(y(®, () =S (yo, y1). t 2 0.

Alors (y, z) € C ([0,4[ ; E), etdonc y € C([0,+o[ ; H1(0,1)) N C1([0, +oo[ ; L2(0,1))
d'apres {5], ce qui termine la preuve du théoréme II-1.

11t - Sf{abilisation asvmptotique

On fait I'hypothese suivante

2
ky +dp=ky + t—; @G, ‘P;:(I(-))(o,l)

Pour toute solution y de (II.1) , on introduit la fonction V(t) par

>0, pour tout p 2 0.

1

400
V(x)=2l‘kv—p kpy(0,t) + LGydx +Zo(kv+dp)Vp(t)
p_

1 2 1 2
3 (@p: YO 2004y * o (9pxs ¥x)] 29 1y POUT tout p 21
avec Vp() =y P

i ((p()’ yt)iZ(o’l) ,» pour p = 0.
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Théoréme IL1. Pour tout (yg,y;) dans E, V(t) est une fonction de Lyapunov, et
V(t) =0 lorsque t T +eo, i.e.lesystéme (I1.2) est asymptotiquement stable.

Preuve.

On fera la preuve pour des données initiales (yo, y1) dans D(A) . Grice 2 la densité de
D(A) dans E, elle s'étendra pour toute donnée initiale dans E.

Pour t20,0na

V(t) =% B ((3{),(;)), avec ()),’l) solution du syste¢me (II.2).

est clairque V)20V 120, et T = B(());t), %(;t)) =-8a().CL)-

Comme l'opérateur A est monotone pour le produit scalaire B, g%t@ <0, donc V(1) est

une fonction de Lyapounov.

Pour montrer la stabilité asymptotique, on utilisera le principe d'invariance de Lasalle [7].
La résolvante de A est compacte, et d'aprés [3, Théoréme 3], il en résulte que la
trajectoire O*(yg, y1) = ((y(1), yi(t)), t 2 0 } est relativement compacte dans E pour des
données initiales dans D(A).

Appliquons le principe d'invariance de Lasalle a I'ensemble w-limite w(yg, y1) de I'orbite
O*(yo, y1)-

Le probléme se réduit & montrer que w(yo, y1) = {(0,0)}.

On a, pour (yo, y1) € D(A)

% = (ll:—;)z [kpyi(0.t) +(G, )/t)LZ(O.l)]2 <0, donc

t

k 2
V(1) - V(s) + j [kv y1(0, 0) + E‘é (G, y;(o))] do =0.
)

Soit (zg, z1) € W(yo, y1) € D(A).

51 {z(t), z¢4(t)) est la trajectoire associée A (zg, z1) alors
t

2
1 [kv 2,0, G) + % . z[(o))] do =0,

d'ol kyz; (0,t) + l;—; G,z)=0, Vt20.

Ainsi w(yg, y1) est inclus dans 'ensemble des conditions initiales dont la solution
associée a une énergie constante, i.e. on aura :
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(I0.1) zx(0,1) = kp z(0,t) + (G, 2)L2(0,1) =

2x(1 t) 0

avec une donnée initiale (zg, 1), etona lacondition supplémentaire
kpzl(Ot)+(G z)=0 Yi20.
On mtégre léquanon Zy - Ixx = 0 sur ]0 T[ x 10, 1],

‘[) LG(x tydxdt = L ‘[)zxx(x t) dx dt

[ I Zi(x,t) dX] 0=" T zx(0,T) = -TD.
0

{zu-zxx—O 0 <x <1, t>0

1
L'intégrale[ Lzl(x,t) dx]'g est bornée car l'énergie l'est. On divise I'équation ci-

dessus par T, puis on fait tendre T vers +oo, ce qui donne D =0.

Dans ce cas, (II1.1) se réduit a

Ziy-2xx =0 0<x<l, t>0
(111.2) {zx(O,t) =0

zx(1,) =0
avec la condition supplémentaire
(I1L.3) kp z(0,t) + (G, 2)L.2(0,1) = 0.

La solution du systéme (I11.2) peut s'écrire sous la forme

z(x,t) = Z (ap cos (copt) + bp sin (wpt)) Pp(x),

p_
ol ap = (z0, Pp)L2(0,1) €t bp = &9%2(9& .
P

On montre facilement que les séries de termes généraux (a);‘: ap)p0 et (cof, bp)p>0 sont de

carrés sommables, d'ot la convergence dans H1(0,1) de la série

z (ap cos (u)pt) + bp sin ((opt)) Pp(x).
p=0

L'équation (III.3) s'écrit alors

400

Z [(kp + -P-dp ) @p(0)] [ap cos wpt + bp sin wpt] =0, ot dp = k" E_‘PLZ(E»&L)
P=0 ?p
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En utilisant un argument classique de fonctions presque-périodiques [1] et la condition
k .
(kp+12 dp) 0p(®) =0 Vp20,0nendéduitap=bp=0, Vp20.

Doncz=0,etaussi z=0, dol w(yg, y1)={ (0,0 }.
Par suite V(t) . T—+>°° 0, et puisque V(t) est équivalente a Il (y, yp) II% on déduit la stabilité

asymptotique du systeme (I1.2), ce qui termine la preuve du théoréme IIL1.

IV - Stabilisati if

11 s'agit d'étudier la stabilisation uniforme du systtme

yulx,t) - yxx (x,t) =0,0<x <1,t>0
1
av.1) yx(0,1) = kp(y(0) + ;‘;G, PL20) + kv (11(®) + (G, YOLZ0,1)
yx(1,t) =0

avec (y(x,0), y1(x,0)) = ( yo, y1) € E = H1(0,1) x L2(0,1).

Théoreme IV.1. Soit Ge H!(0,1) vérifiant G(0) = 0, et ky + kv (G.@pl12(0.1) >0,
ko g0

pour tout p 20. Alors le systéme (IV.1) est uniformément exponentiellement stable.

Remarque. Une classe de fonctions G pour lesquelles on a la stabilisation uniforme du
systeme (IV.1) est G(x) = P(e®* - 1), avecp20eta <O0.

En effet G € H!(0,1) G(0)=0et (G, Qp)L2(0,1) = -T-q-B—2 (1 +(-1)P+lex) >0,
O +a

Lemme IV.1. L'opérateur linéaire C qui ay associey + FIE (G, y )L2(0,1) est continu
bijectif et d'inverse continu de L2(0,1) dans L?(0,1) et de H1(0,1) dans H1(0,1).

Preuve du lemme IV, 1.

Soit I'équation y + klp G,yr2=z.

On multiplie scalairement dans L2(0,1) les deux membres de I'équation par G
1

G, y) + % G, y) LG(X) dx = (G 2)L2(0.1), soit

k
Eg (G, y)lky+dg] = (G, 2)L2(0,1),
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v 1 _ (G, Z)L2(0.1)
dou i Gy =i+ (G, DLroy

Par suitey =z - kp + (G(0, DL20.1) (G, 2)L.2(0,1) -

(le dénominateur est par hypothése # 0 ).

Donc C est bijectif et d'inverse continu,

Démonstration du théoréme IV, 1.
Le changement de fonction z=y + kl—p(G, ¥)L2(0,1) dans le systeme (IV.1) donne

[GROREESIE

zx(0) = kp 2(0) + ky z(0)

av.)

\zx(1) =0
On remarque d'abord que la solution de (IV.2) est régie par un semi-groupe fortement

continu #S(t)#" 1 (pas nécessairement dissipatif), et (IV.2) est fortement
asymptotiquement stable car (z, z)) = (Cy, Cyp = Fy, yp).

Ensuite, compte-tenu des hypothéscs faites sur G ona
1 1
k (G, zxx) = G(O) zx(0) + - k (Gx, zx) = k (Gx, zx).

Donc (IV.2) s écnt aussi

(s (2 + (L ouro)- B

2x(0) = kp z(0) + ky z(0)
x(1)=0
Lz (1)

.3) 4

L'opérateur F:E —E défini par

( ) [k (G ux)) est linéaire continu et compact.

Si on perturbe (IV.3) par - F, on obtient :

(zt) ( ) ( 0)

Iv.4) zx(0) = kp z(0) + kv z4(0)

zx(1) =0
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qui est uniformément exponentiellement stable d'aprés [2, Théoréme 1] (cf aussi [9]).
D'apres [8], on a la stabilité exponentielle de (IV.2), et grice & la propriété d'inversibilité
de #, on en déduit la stabilité exponentielle uniforme de (IV.1).

Remarques
1) Dans la preuve du Théoréme IV.1, on n'a pas utilisé un résultat de perturbation
plus classique de GIBSON [4], car on ne sait pas si le semi-groupe qui régit la solution
de (IV.3) est contractant pour la norme sur E associée au produit scalaire B. Mais 2 I'aide
d'un changement de norme sur E, on pourrait se ramener 3 un semi-groupe contractant.
2) Les résultats précédents s'étendent au cas du bras flexible en torsion avec masse
et raideur variables, dont I'étude est faite dans 1'annexe ci-apres.

Annexe

On considere maintenant le modéle de bras flexible en torsion avec masse m(x) et raideur
k(x) variables:

m(x)yu(x,t) - (kyx)x (x,t)=0,x€ 10,1[,t>0
(IV.5) y(kyx) (O,t) = kOpY(O,t) + kvy(0,t) + (G, y)L2(0,1) + (G, y)L2(0,1)
(kyx) (1,t) =

(y(x,0),y1(x,0)) = (yo(x), y1(x)), avec kp, ky > 0.

On suppose m, k de classe C! tels que k(x), m(x) 2p>0, Vxe [0,1].

1 1
Onpose H=L20,1), V=HI(0,1), (u,v)g= jmuvdx, a(u, v) = I kuysvydx,
0 0

1
et (Wv)y= .[)kuxvxdx +kpu(0)v(0).

Soit {yi} € {ue V,kux € V, (kux)(1) = (kux)(0) = 0}, une suite complete de solutions
du syst¢me autonome suivant :

-1 :
av.6) mGx) KVinx = m?‘l’i, ie N

(kyix)(1) = (kyix)(0) = 0,
1

normalisées par (Vi, Vi )H = j myj2dx=1.
0
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On a y;(0) = 0, et les (yi)i>0 forment une base Hilbertienne de H (cf. [6]).

On fait les hypotheses suivantes :

1
kV ( ’ WI)H

ky +dij=ky +i— kp viO) >0, pourtout i20.
1

Sur E = VxH, on définit le produit scalaire suivant, équivalent au produit scalaire usuel :
pour tout Uj= (3:) , Uz = (3%) dans E,

By(Uy, Up) = ‘% [ kp u1(0) + = G, upi] [ kpu2(®) + (= G, up)]

+ Y. (ky +di) Byi(Uy, Ug),
1=0

avece

(Wi, VOH (i, V2)H +L23(\Vi, u1) a(yi, uz) pouri 20
B1,i(U1, U2) = o

(Yo, V1) (yo,v2)y pouri=20.

On écrit I'équation  (IV.S) sous la forme opérationnelle suivante

o () om @0 ()= (D)o m O [ 10,

D(Ay) = { (v, 2) € HY(0,1) x HI(0,1) ; kyx € HI(0,1); (kyx)(1) = 0;

(ky)(0) = kp YO + kyz0) + (= G,y + Y Y (G, 2u }.

On montre comme avant que A} est maximal monotone.
Donc (IV.7) est bien posé au sens des semi-groupes de contractions, et on a la stabilité

asymptotique, par les mémes arguments que dans le cas de masse et raideur constantes.
La fonctionnelle de Lyapounov considérée ici est :

V() = % By(Y,Y) , pour tout Y = (;’l) solution de (IV.7).




17

En ce qui concerne la stabilisation exponentielle et toujours avec la condition

1
(—G, vy
ky + ﬁ—"—ﬁ————- >0 Vi=20,
P vi(0)

le changement de fonction y -y + E%(_l_mc" Y)y =z, dans (IV.5) donne

f 1
m zy - (kzx)x = m_k(;)c_) J% (kzy)x dx
0

(IV.8) ]
(kzx) (0) = kpz(0) + kyz((0)

(kzx) (1) = 0.
\

Si on prend G € H(0,1) telle que G(0) =0, 0n a

A 1
J;) S (kzoxdx=- J;) (g)(kzx dx.
0

1
u . . .
Donc (v) - -x}()pgxz I (%),kux dx définit un opérateur linéaire, continu et
0

compact sur E.
Le syst¢me (IV.8) admet une solution au sens des semi-groupes fortement continus (pas
forcément de contractions) et il est asymptotiquement stable.

Le systtme
m zy - (kzx)x = 0

(Iv.9) (kzx) (0) = kpz(0) + kv 2:(0)
(kzx) (1) =0

est exponentiellement uniformément stable (cf. preuve ci-apres). Grace a un résultat de
perturbation compacte de R. TRIGGIANI [8], on déduit la stabilisation exponentielle
uniforme de (IV.8).

Le changement de variable étant bijectif et bicontinu, on obtient la stabilisation
exponentielle uniforme de (IV.5).

Erude de 1a stabilisai ielle du systeme (IV.9
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(Iv.9) k(0)zx(0,t) = kpz(0,1) + ky (0,1)

k(Dzx(1,1) =0,

avec m et k des fonctions de classe C! sur [0,1], k(x), m(x)2p>0 Vxe [0,1].
1

Soit E() =% J. k(x)zi(x,t) + m(x)z?(x,t) dx + 1%2 z2(0,0).
0

{m(x) zy(x,1)- (k(x)zx(x,t))x = 0

On considére
1 1

Pt)=2Cy J' yi9(x) zxdx + Coz(0,t) J. mzdx,
0 0

X o

do J;expa[ l(—mka)’S

dt |do.

0
avec @(x) = exp j I(Tmnkkh
X

Cop, C; étant deux constantes strictement positives 2 fixer ultérieurement.
Le choix de ¢(x) a été inspiré par [2].

1 ropriétés de @(x
. ¢ HY(0,1), ox21et mk(%(l-k’g)“ 21.
.90 <0, o(1)=0.

1l est également facile de prouver que

¢

1
1 2 2
Flimil .. 1
Vmk |{Leny” L (0'1)] 2 ‘L(mz‘ + kzy) dx

lP(t)l$[2C1 |

Cg k
2 2p.2
+kp .3 2¢(0, 1),

d'ol I'on déduit que | P(t) | < C3 E(t),

<o
+ 1l m “L°°(0,1) , 'E; .

I
Ymk
Calcul et estimation de Pt

1

1
P()=2C; sz“% kzx dx +2 Cy jzt(pledx
0 0

avec C3 =max (2C1
L*(0,1)

1 1
+ Co zy(0,1) I mz; dx + Cp z(0,t) Lmzn dx
0
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1 1 1
PO=C [ ((z?eax+cy L(zf’)xw(xmu Con0) [ mzax
0 : 0

+Coz(0.) [- kp (0, t) ky 2(0,0)]
=-q Lkzz—(—‘”—)ldx -C Lmz %’idx +W(p1£(())3(kzx) ©,0)

1
-C1 9(0) zt2 (0,0) + Co z(0,t) szt dx + Cpz(0,) [- kpz(0,t) - kvz;(O,t)].
0

Les propriétés mk(fr%)x 21 et ¢x 21 impliquent que, en posant b= xfnaxl in

2.2
Co ki

Ch €1
P'(t)S——l 5 L(kz +mz)dx +[ 02 + 3 ]zf(o,m

1

Jmlpagry 1 ! Lmz dx +( Co kp + —) 22(01) - C1 9(0) Z(0.)

€1

-C19(0)

* mO k) [ kp 2(0.0) +ky z(0,1)]

En écrivant que
[ kp z(0,t) + ky zt(O,t)]2 < 2k§ z2(0,t) + 2&2 th 0,1),

on obtient
! Hmll 1
P'(t) < 261 (kz, + mz,) dx ML= 1 mzzdx
b 2 X t €1 t

C|<p(0)2k§ )
) + 2 - C1 ¢(0) - m(0) k(0) Z, ((1X9)

1 -2k C19(0)
+ - Co kp + 5'*' _m' (0) k(O) 22(090 .

On pose maintenantC;=b ete; =l mllL,o(o 1) €t on obtient alors
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2 .2
2 Chnak
P'(t) £- E()+ 5 + 5 - be0) |1 + m zZ O,1)
kp | -2k be(0) ,
Y2 Coke 2 moyEE) YO0

On choisit Cp > 0 tel que le coefficient en z2(0,t) soit nul , et on note C > 0 le coefficient
du terme en zt2 ©,1) .
D'ol l'estimation

P(®) <- E@) + C222(0,), avec C2>0.

Les deux inégalités
@) IPMI S C3E(1).
@ii) P)<-E) +Cy th(O,t)

impliquent 1a stabilisation exponentielle du syst¢me (IV.8) de fagon classique .
En effet, on pose Eg(t) = E(t) + €P(t) . Alors
Ee(t) =E() +P(©) <-eE() - (ky - Co8) 2(0)) .

Onprende>0telqueeSeo=ka'21, et 0<e<C_;1.

On a alors

(i) E'g®t) S-eEM)<S-e(1+eC3)1E(1).

Onpose Ca=(1+Caeor! et £<C5' (1-C12), pourtoutC> 1.

i) et iii) impliquent la décroissance exponentielle de I'énergie E(t)

E() < C exp(-0t) E(0), V 20, avec @ =Cagg=(Cs +€g)-1 .
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DEUXIEME PARTIE

Il s'agit d'étudier 'existence, la stabilité forte, ainsi que la stabilité exponentielle
uniforme, du systéme suivant :

yu(x,t) - yxx(x,t) =0, x e J0,1{,t1>0
1

©1) § yx(0,0) = kp y(0,1) + kyyi(0,1) - L K(x) yx(x.1) dx
yx(1L,t) =0
avec (y(x,0), y«(x,0)) = (Yo, y1) €H!(0,1) xL2(0,1) =E.
Pour K dans H1(0,1) avec K(0) = K(1) =0, Kx = G, on a un contrdle feedback du type

de celui étudié dans la premitre partie, mais ol on ne tient pas compte du terme distribué
en vitesse.

I - Exist ’ Luti fort faibl
On peut écrire le systeme (0.1) sous la forme opérationnelle suivante, avec z = y;
(y(0), z(0) = (yo, y1) € E =H!(0,1) x L%(0,1)

(L1) O+a =)
avee A(1) = (%) - |

o D(A) ={ (v,2) € H2(0,1)xH!(0,1); yx(0) = kpy(0)+kvz(0) - jny dx; yx(1) = 0}.
0

On suppose K e L%(0,1) . Soit @p(x) = V2 cos wpx, avec wp = (p + 1/2)w,
la solution normalisée dans L2(0,1) du systeéme

2
{'(pr,‘:mp %p P2 0

@p(1) = @p,(0) =0.
Ona @p(0) #0, etles (¢p)p=0 forment une base Hilbertienne de L2(0,1).
1

(1.2)

On suppose enfin que @p(0) J K(x) @p(x) dx > - <p§(0), pour tout p 2 0.
Soient Uy = (3:) , U2 = (3%) dans E.
La forme bilinéaire symétrique sur E

1

400
B(Uy, U2) = {) up, . uz, dx + JVI- v2 dx + kp u1(0) u2(0) + 2 Bp (Ug, U2),
0 p=0
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K’ ’ ) ’ )
avee BP(U"U”:(_(BP) (u1y, @p) (U2, (Pp)+(v1 T §v2 o],
(V)] W

définit un produit scalaire sur E dont la norme associée est équivalente a la norme usuelle
sur H1(0,1) x L2(0,1).

Théor¢me 1.1. L'opérateur linéaire A est maximal monotone sur E. Pour toute
condition initiale (yg, y1) dans E, le systeme (0.1) admet une solution faible unique
y € C([0,+eo[, HI(0,1)) N CI([0,+ef ; L2(0,1)) .
Si (yo, y1)e D(A), alors le systéme (0,1) admet une solution forte unique
y e C2[0,+eof ; L2(0,1))n CI([0,+=f, H1(0,1)) N C([0,+o, H%(0,1)) .

Démon ion.

i) Monotonie de I'opérateur lin€aire A.
soit Y =(}) € D(a), AY = ()2 ). Alors
1 1 +00
B(AY,Y)=- Iyx zx dx - I zyxx dx - kpy(0) z(0) + Z Bp (AY,Y).

0 0 p=0

Grice 2 une intégration par parties, on a

1 +oco
B(AY, Y) = ky z2(0) - z(0) .[)ny dx + 2 Bp (AY, Y),
p=0
1 1

avec Bp (AY, Y)=2(0) Lyx ¢p dx j(pp Kdx, Vp20.
0
Comme (@p) est une base Hilbertienne de L2(0,1),

1

+o00
Z Bp (AY, Y) =2(0) Jny dx ,donc B(AY, Y)=ky z2(0)20,
p=0 0

d'ol la monotonie de A .
ii) Suriection de l'opérateur [ + AA, A>0.

Montrons que V(f,g) € E,3! (u, v) € D(A) tel que
d+2A) (3) = (;) , C'est A dire
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{u-lv=f
V'?\.Uxx'—'g,

ou encore

u-f
v =
{ x
u-xquX=f+xg=F

On a donc A résoudre

u- A2uyx = Fe L2(0,1)
1

(1.3) ux(0) = kpu(0) + ka u(0) - LKux dx - kva(O)

uX(l) =0
Soit y € H1(0, 1) Alors (1.3) 1mp11que
%(u }bqux) de = '[Fw dx.

Une intégration par parties conduit a I'équation .
1

a(u, ) = J(')(u\y +A2ugy) dx + W2kp + ’%) u(O)W(0) - A2 y(0) J’ Kuy dx
0

1
- LF\V dx + Aky F(O)W(0) = bly).

La forme bilinéaire a est continue sur H(0, 1)xH(0, 1), et coercive pour A > 0 assez
petit. D'autre part la forme b est linéaire continue sur H1(0,1).

D'apres le Théoréme de Lax-Milgram, il existe u e H! (0,1) telle que

(1.4) a(u, ¥) = b(y), Vye HI1(0,1).

En prenant d'abord ¥ dans £(0,1), on obtient u - A2uy, = F p.p. dans L2(0,1).

D'ol la régularité H2(0,1) . Puis, pour  quelconque dans H!(0,1), on obtient
1

j (1 - Mug0) W dx +A2 ux(1) Y(0) =
0

1 1

JF vdx + A2] ux(0) - (kp + kl)u(O) + JKux dx + klf(O) 0).
A A A
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Comme y(0) et y(1) sont arbitraires, on déduit les conditions aux limites de (1.3). Il
existe donc une solution unique u € H2(0,1) de (1.3).
D'ou la surjection de I + AA pour un A > 0. Donc A est maximal monotone sur E, espace
de Hilbert, et par conséquent D(A) est dense dans E.
D'apres le théoréme de Hille- Yosida, pour toute condition initiale (yg, y1) dans D(A), le
probléme (I.1) admet une solution unique

(y,z) € C([0,+22[ ; D(A)) N CI ([0,4 ; HI(0,1) x L2(0,1)),
et d'aprés (5], on a
ye C2([0,+< ; L2(0,1)) C1([0,+eo[; H!(0,1)) N C([0,+oo[; H2(0,1)) .

Vu la densité de D(A) dans E, pour tout t fixé dans [0,+e<[, I'application

(y0, Y1) = (y(t), z(t)) s'étend en une contraction S(t) sur E telle que (S(t))>0 soit
fortement continue et on peut alors définir, pour toute condition initiale (yp, y1) dans E, la
solution faible de (1.1) par la formule
(y(®), z(1)) = S(t)(yo, y1), t 2 0.
Ona (y, z) € C ([0, +oo[; E); et d'apres [5]
y € C ([0, +o[; H1(0,1)) N C1 ({0, + o[ ; L2(0,1)). Le théoréme 1.1 est démontré.

11 - Stabilisati .

Pour toute solution y de (I.1), on introduit la fonction

D=
S

E@) = (5% + y2) dx + kp y2(0)
+00 1 2 1 2
1 (X, @p)L2 1
+5 e yxPpdx + Yt @py dx
p=0 @ w
p
1

avec (K, 9pL20.1) = O[K(x) 9p (x) dx .

‘Théoréme IL1. Sous la condition - (pf, (0) < (K, 0p)1200.1) -0p{0), V' p 20,

E(t) est une fonction de Lyapounov et E(t) = 0 lorsque t T+eo, i.e. le systéme (1.1) est
asymptotiquement stable .

Preuve.
On fera la preuve pour des données initiales (yo, y1) dans D(A). Grace a la densité de
D(A) dans E, elle s'étendra pour toute donnée initiale dans E.
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Pour t20, onaE(t) =5 B((g,'l) . ( ))”t))’ avec ())’(t) solution de (I1.1).
Hlestclairque E(t)20,Vt20, et

() §G)) v = ).

L'opérateur lin€aire A est monotone pour le produit scalaire définit par B, d'od dE®)

a <0

et E(t) est bien une fonction de Lyapounov.

Pour la stabilité asymptotique, on utilise le principe d'invariance de LASALLE [7].

La résolvante de A est compacte. D'apres [3, Théoréme 3], la trajectoire O+(ygq, y1) =
{(y(), yi()), t 20} issue de (yo, y1) € D(A), est relativement compacte dans E.
Appliquons le principe d'invariance de LASALLE 2 I'ensemble w-limite w(yq, y1) de
I'orbite O*(yo, y1). Le probléme se réduit & montrer que w(yg, y1) = {(0,0)}.

On a, pour (yg, y1) € D(A), %—Et = - ky ytz(O) <0, donc

t
BO-E®)+ [ kv y/0.0)do=0.
S

Soit (zg, z1) € w(yo, y1) € D(A).
t

Si (z(1), z,(1)) est la solution de (I.1) associée a (zg, 1), alors ky I z%(O,o) do =0,
s
donc z(0,t) =0,V t20.
L'ensemble oXyg, y1) est inclus dans I'ensemble des conditions initiales dont la solution a

une énergie constante, i.e. on aura

( Zy - Zxx =0,0<x1<1,t>0

zx(0,t) = kp z(0,t) - .Lsz dx

A

(IL.1)

zx (1,t) = 0
.

avec la condition supplémentaire
z(0,)=0 Vt20,ie. z(0,t) = constante.
Sur L2(0,1), on définit le produit scalaire suivant

+oo
(u, V)Lz = Juv dx + z (—2& (u, @p,)L2 (V, Pp, L2
0 p=0 ‘Pp(o)

dont la norme associée est équivalente 2 la norme usuelle de L2(0,1).




26

On intégre 1'équation (II.1)
T

[ a2 2a=0
0

T 1 +00 T 1 1
K,
L j (zy - zxx) dx dt + 2 (___(ﬁp% j J (zu - Zxx) Pp, dx dt J. Pp, dx =
0 p=0 ¢, 0 0 0
1

+o00 1
[ jztdx]g_g‘o(_x_,gg[ joq,pxndx]g

0 W,

+oo T +o0 T 1 T
K, ¢p 1 K, ¢p
=Z'( (2P) J[(PPXZX]Odt"' z( ?) _[) J‘(prxzxdx"‘ j[zx](l)dt
p=0 OJp 0 p:() (Op 0 0
T +oo T
= J - Z(K, ¢p) (Pp, zx) dt - f 2(0)dt=-kp T 2(0,T) .
0 p= 0

Par ailleurs z(0,T) = constante.
1 +o00 1

K, ,
Noter que [ J z dx ]g - Z (——(zgp—)- [ f Qpy 2t dx ]gcst uniformément borné
0 p=0 @, 0

par rapport 3 T. On divise la relation ci-dessus par T, puis on fait tendre T vers +ee, et
on obtient z(0,t)=0, V120.

Le systeme (I1.1) devient
zp-2zxx =0

(11.2) zx(0,t) = - szx dx
0

zx (1,t) =0
avec les équations supplémentaires
zO0) =z (0) =0.

On considere le syteme
zg-2xx =0
a1.3) z(0,t) =0

zx (1,t) = 0.

Soient ¢p(x) = V2 sin (wpx) ol wp = (p + 1/2) =, les fonctions propres normalisées du
probléme stationnaire associ€ a (11.3)
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2
“Opyx = ('opq)P
(IL.4) 0p(0) = 0
Opy(1)=0.
400
Les (¢p)p>0 forment une base Hilbertienne de L2(0,1), et z(x,t) = z ap(t) op(x) .
p=0

On injecte cette expression de z dans (I1.3) et on obtient
+o0

(apu(®) + w2 ap(®) 4p(x) =0
p=0
= apu) + wlz, ap(t) =0, Vp>0,
ce qui donne ap(t) = ap(O) cos (wpt) + 3%;22 sin (wpt), avec

ap(o) = (ZO’ ¢p)L2v aglc(’:)) = (Zl, ¢p)L2’ et

z(x,1) = Z(‘) [ap(O) cos (u)pt) + a-lgpg sin (wpt)] ¢p(x) .

On montre facilement que les séries de terme généraux (o)% ap(0))p=0 et

(wp api(0))p=0 sont de carrés sommables, d'ol la convergence dans H1(0,1) de la série

+o0
Z [ap(O) cos (a)pt) + a_m(_()_) sin ((npt)] dp(x) .
p=0 Wp

Comme @p,(0)=V2 (p+1/2)®20Vp20, ona

+oo0

zx(0,1) = z [ap(O) cos ((opt) + a_p_u@_) sin (copt)] dp,(0).
p=0 Wp
D'autre part,
1 +c0 1
‘[)K(x) Zx(x,t) dx = Z [ap(O) cos (wpt) + a_P_l@ sin (mpt)] LK%,@x .
p=0 Wp
Sous réserve que .
aLs) Opx(0) + - IK¢pxdx ,Vp20,

0

1
la condition aux limites non encore prise en compte, qui s'écrit zx(0,t) = L-sz dx ,

implique, en utilisant un argument classique de fonctions presque-périodiques {11, que
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ap(O) = apy (0)=0, V p 20, et donc (zg, z1) = 0.

D'ou w(yg, y1) = {(0,0)}, et par suite E(t) T—) 0.
t T+4oo

Puisque I'énergie E(t) est équivalente 2 li(y, yt)llé, on obtient la stabilité¢ asymptotique du

systeme (1.1).
Montrons (II.5) pour terminer la preuve.
Supposons qu'il existe p = 0 tel que

0py(0) = - LK(x) 0p(x) dx.

+-o00

Puisque K(x) = 2 (K, 9g) ¢q(x), on aura - 2 = (K, @p)L2(0,1) -9p(0),
q=0

ce qui est absurde, car -2 < (K, ¢p) ¢p(0),V p 2 0. D'ot le théoréme II.1.

Remarque. La fonction K(x) = A cos (wpx) avec - 2 <A, vérifie les hypotheses du

Théoréme I1.1.

LI - Stabilisati if

11 s'agit d'étudier la stabilisation uniforme du systéme

yux,t) - yxx(x,t) =0,0<x <1, t>0
1

(IIL1) § yx(0,1) = kp y(0,1) + kv yi(0,1) - L Kyx dx

yx (1,t) =0,
avec (yo. y1) € H1(0,1) x L2(0,1) = E.

1
Théoréme 3. Sous la condition - (p;(O) < @p(0) t[K(x) @Qp(x)dx, Vp 20,et

/I K [[12(0.1) assez petit, le systéme (I11.1) est exponentiellement uniformément stable.

Preuve.
1 1

On pose P(t) =2 ([yt(x,t) (x-1) yx(x,t) dx + Cg y(0,t) Lyl(x,t) (1 + G(x))dx,

X

Cgp étant une constante positive a fixer ultérieurement, et G(x) = J. K(o) do.
0
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On obtent facilement
IPM)I<SC1E®),Vt20, avec C;>0.

Sion arrive 3 montrer que
P() - Co E() + C3y-(0.0 , avec Cy, C3 >0,

alors on aura la décroissance exponentielle de E(t).

Soit (yg, y1) dans D(A).
1 1

PO = - L(yi +¥D dx+ 5200+ 5700 + Coy00 [ yixd) (1 + Geo) dx
0

+Coy(0.0) [ - kp y(0,1) - ky yi(O,1) ] .
Ona
1 1

Y200 = K2 4200 + K2 Y200 + Lny dx | -2k 30 Lny dx

+ 2 kp ky y(0,t) yi(O,t) + 2 kp y(0.,1) J;ny dx.

On utilise les majorations suivantes

) 2kp kv Y00 100 K5 200 + K3 70,0,

1 kf, uKuZ, 1
ii) - 2 kp y(0,t) Lny dx £ ——— Y200 +¢ Lyi dx,
2,2
1 K, 1K1, , 1 ,
iii) - 2 ky y(O,t) ‘[nydx S — YO +e2 Lyx dx,
0 €2

1 1
) C(z) 2 2 €3 2
iv) Cp yi(O,1) Ly((x,t)(l +G(x)) dx < ;3 Hl+ GIIL2 Yt o0 + 3 .[)y x dx, et

2l 2
v) - kv Coy(0.0) y(0.0) S —5 ytz(O,t) +L§§’—'Q ,

oll €1, €2, €3 sont strictement positifs .
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En injectant ces majorations dans l'expression de P'(t) on obtient

1 1
P'(t)s-[(l-el-eg-llKlliz)] jyidx-[l-%] Iy%dx
0 0

\ IKIZ,)
+y2(0,t) - kpC()+ kp 1+ + )

€1
2.2
5 5 iKn?, c ) Cokv
+y, Ot 1+k |1+ —|+ —HUHl+Gl 5+ —
yt( \Y £ 283 L2 2
22
) nKnZ, c(z) ) Cokv
OnposeC3=1+ 1+ +—H1 +Gli Yy + —5— ,
pose C3 k, & 263 272

et on impose les conditions

llKlliz <l-(g1+8) , O<e3z<2.

Soita=min((l - (€1 + €2) - uKui2 ), (1 - e_%)) .

Ona P'(t)<-2aEp()+ C3 yt2 (VX3

2.2
) iKiz,)  Cov
+y2(0,t)[-kpCo+kp 1+a+ o + 5 ] .

1
k
avec Eo()) = 0[ (2 +yD dx + 32 y200.

E(t) est équivalente & Eg(t), Vt20.
On choisit Cp > 0 qui annulera le coefficient en y2(0, t).

Alors P <-CE(t)+C3 yt2(0, t).

D'ol 1a décroissance exponentielle uniforme de E(t), pour toute donnée initiale dans
D(A). On en déduit la décroissance exponentielle uniforme pour toute donnée initiale
dans E.

-
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