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Résumé

Ce rapport est consacré a ’étude de la propagation d’ondes guidées dans un milien
élastique hétérogene & symétrie de révolution. Ce probléme est ramené a I’étude spectrale

d’une suite d’opérateurs auto-adjoints.

Nous établissons des résultats tres fins qui prolongent et completent ceux précédem-
ment obtenues dans {BDJ]. La plupart de ces résultats ont servi dans [C]. Il constituent
une base théorique pour une étude numérique des modes guidés. Elle sera faite dans un

rapport ultérieur par la méthode des éléments finis localisés.

Mots Clés

Systeme de 1’élasticité, Milieu Hétérogene, Mode Guidé, Théorie Spectrale, Opérateur

Auto-adjoint, Principe du Min-Max, Courbe de Dispersion, Seuil.

Abstract

This report is devoted to study the propagation of guided waves in heterogeneous
media with a symmetry of revolution. This problem is reduced to the spectral analysis of

a sequence of self-adjoint operators.

We etablish sharp results which extend and complete those previously obtained in
[BDJ]. The most of this results were used in [C]. They constitute a theoretical background
for numerical analysis of guided waves. This will be done in a next report by localized

finite element method.
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Introduction

La propagation d’ondes guidées est connue depuis les travaux de Lord Rayleigh -
[Ra]. Il fut le premier & mettre en évidence !'existence d’une onde se propageant a
la surface libre d'un demi espace élastique, I’énergie de cette onde étant localisée au
voisinage de la surface libre. Ultérieurement, plusieurs auteurs se sont intéressés a la
propagation des ondes a l'extérieur d’une cavité cylindrique plongée dans un milieu
infini. Dans cette direction on peut citer successivement les travaux de M. Biot [Bi],
I.A. Mindlin [M], A. Bostrém et A.D. Burden ([BBu], [Bu]), et récemmment une
étude mathématique rigoureuse de ce probleme a été faite par A. Bamberger, P. Joly
et M. Kern [BJK]. Dans ce dernier travail, ils ont généralisé des résultats connus
pour la cavité de section circulaire a une cavité de section arbitraire. Ils montrent
que le probleme se ramene a la détermination des valeurs propres d’un opérateur
auto-adjoint a résolvante non compacte. Le cas particulier de la fissure a été analysé,

du point de vue numérique, dans la these de J. Tlili [T1].

Les ondes élastiques peuvent aussi €tre guidées par des hétérogénéités (d’un
milieu élastique invariant dans une direction), ce qui se traduit par une variation
locale des coefficients de Lamé. Une étude théorique de ce type d’onde est réalisée
dans un rapport de A. Bamberger, Y. Dermenjian et P. Joly [BDJ]. Dans cet article
on montre, sous certaines hypotheses portant sur le profil du milieu, ’existence d’une

famille dénombrable de modes guidés.

Pour les ondes électromagnétiques, on citera la thése de A.S. Bonnet [Bo] et
la thése de R. Djellouli {Dj] qui étudient les modes guidés dans une fibre optique.
Malgré les différences qui existent entre les équations de Lamé et les équations de
Maxwell, les techniques d’analyse spectrale utilisées dans ces deux theses ressemblent
beaucoup a celles utilisées dans [BJK] et [BDJ]. Ce qui confirme encore une fois la

puissance des méthodes issues de I'analyse fonctionnelle.

Le travail présenté dans ce rapport est consacré a ’étude mathématique des

modes guidés dans un milieu élastique a symétrie de révolution. La démarche suivi
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dans cette étude utilise des idées issues de nombreuses sources dont [BDJ]. La
symétrie de révolution permet de ramener 'étude du systeme de ’élasticité a celle
d’une suite de systemes différentiels a une variable. On peut ainsi espérer obtenir

des résultats plus fins et plus complets que dans [BDJ].

Présentation des résultats.

Au chapitre 1, nous utilisons la symétrie de révolution pour décomposer le
champ de déplacement en série de Fourier par rapport a la variable angulaire 6, ce
qui ramene la recherche des modes guidés a I’étude spectrale d’une suite d’opérateurs
auto-adjoints An(f), o1 B est le nombre d’onde et n désigne 1'ordre de I’harmonique
en 8 ( le carré de la fréquence apparait ici comme une valeur propre). Nous avons

tenu a justifier cette décomposition dans I’annexe Al.

Dans le chapitre 2, on donne un cadre fonctionnel a I'opérateur A,(3) et on
étudie les principales propriétés de la forme quadratique associée & A,(B). Puis on
caractérise la nature de son spectre. Notons que, tout au long de ce rapport, les cas
n =0 et n =1 (correspondant aux modes axisymétriques et aux modes de flexion)

présentent des difficultés particulieres.

Le chapitre 3 est consacré a 'étude du spectre discret et de la relation de
dispersion par le principe du Min—Max. Nous introduisons la notion de seuil qui
correspond & une valeur limite du parametre 8 au dela de laquelle il apparait un
nouveau mode guidé. S’inspirant des travaux de Bamberger-Bonnet, nous montrons
que les seuils vérifient une équation variationnelle, quadratique en §, qui sera mise
a profit dans I’étude numérique. On montre que, pour des fréquences élevées, la
vitesse de phase tend vers la plus petite vitesse v, (vitesse caractéristique des ondes
S) du milieu, de plus I'onde est essentiellement transverse avec une énergie qui est

confinée autour des fibres de faible résistance (au cisaillement).

Au chapitre 4, nous étudions la dépendance des valeurs propres en fonction des
coefficients de Lamé. Cette étude est basée sur la régularité des fonctions propres
et de leur comportement asymptotique au voisinage de ’axe du cylindre r=0. On
montre que, si les coefficients sont assez réguliers (par morceaux), cette dépendance
est localement lipschitzienne en norme L. Ce résultat est une contribution originale
par rapport au travaux précédents . En effet, dans le cadre des fibres optiques
([Bo], [Dj], cas vectoriel), seule une dépendance L a été obtenue. La difficulté
était’ essentiellement due a la présence des parameétres dans la partie principale de

P'opérateur.



Chapitre 1
Position du probleme

Nous nous plagons dans les hypotheses de 1’élastodynamique linéaire dans
un milieu hétérogeéne et isotrope. Nous supposons qu’un milieu élastique occupe
’espace entier R®. Il est caractérisé par des coefficients de Lamé A, u, et une
densité p. On suppose que ce milieu présente une symétrie de révolution d’axe
Oz3 ((O, 1, z2,z3) étant un repeére orthonormé de Ra). De facon précise, A, u et p
dépendent uniquement de la variable radiale r = \/:m .

La structure du milieu étant cylindrique, nous écrivons les équations du

mouvement en coordonnées cylindriques (r, §, z).

Désignons par e,, €4, €, les directions locales. Alors le champ des déplacements :
U(r, 6,2)= Ur(r, 0,2)e, + 09(7‘, 6, z)es + U,(r, 6, z)e;

vérifie le systeme [Du] :

( O(rorr) N Jogr n raa" . 82U,
o 756 9z 0 T TP 3t
13(7’ O’rg) 8039 60’9; 6 Ue
1.1 ! 1 _
(1) o T8 T P o
d(ro,.) Oog. Jo .. B d*U.
- o8 Ta: T Pon
ou o est le tenseur de contraintes (symétrique) lié au déplacement U par les relations
suivantes :
( - oU, 10U, 8 U,
rr = A 2 s r = —_—— —(—
7 d1v(~]+ #ﬁr 7ré ﬂ[r o6 +r37~‘( T )]
oUu. 09U ~  2u . 0U ~
1.2 < — o= r . — Adi ‘_IU __9-
( ) Orz ,u( @7‘ + 62; ) y Oge divU + - 50 -+ Ur)
Uy, 10U, - U,
— Tl L. = 1 2
[ 762 u( 0z + r 06 L Adiv U + 24 Oz
avee 118(-0,) 8Usy 80
c T Uy 8 z
divl = rl or + 06 + 0z
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Nous cherchons le champ de déplacement sous la forme :
(1.3) U(r,8,2,1) = [U,(r, 8)e, + Us(r, 0)es + U.(r, a)e,] expi(wt — Bz)

Ce qui signifie que le champ U est une onde plane se propageant dans la direction

Oz; avec une vitesse de phase égale & V = % (w : pulsation ; 8 : nombre d’onde).
Nous dirons que U est un mode guidé si de plus U vérifie la condition :
2w poo
(1.4) / (U + U +Ulrdrdé < oo
0o Jo

La condition (1.4) signifie physiquement que les déplacements restent confinés autour

de ’axe du cylindre.

1.1 Les équations

En substituant (1.3) dans (1.1), le champ U(r,8) = (Ur(r,8), Ugs(r, 8),U.(r, 8))

doit vérifier le systéeme :

( 8 B
a(radrrr) + ag;r — 0gs —iﬂT‘O’f,. = —w2prUr
A(r2as? 9o’
(1.5) J % (ra‘:"’ + ;;e—iﬂragz = —w?prlUs
8 B
0(7(:;77-: +0§;z _ iBrob, = —wlprl,
. T
ou on a pose€ :
(o8 = MdivPU) 42,20 . B - 10U, .9 Us
Orr = MAVIU) + 2 ar = re #[r oo +r6r r )}
ou 2u 0U
8 _ : _ .o B ol ihd )
(1.6) o, = u( a 1pU,) i, Oge Adiv? U + - ( 59 + Uy)
agz = p(laa({qz —ifUs) ; of, = AdivP U — 24iBU.
\ T
e 1(8(rU,) QU
. ﬂ = TU g, 8 .
div U_r[ or +09} 1AU.
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La structure du mileu étant circulaire, ceci nous permet de décomposer le champ
U(r,0) en série de Fourier et nous améne a considérer des champs, pour n € N, de
la forme :
(1.7) Ue(r,0) =  uz(r)sinné

Ur(r,0) = uy(r)cosné
U,(r,0) = —iuz(r)cosnb

Une substitution de (1.7) dans (1.5) montre que le champ u = (uy, u3, u3) vérifie
les équations :

(1.8)

dul d dul d‘Uz d‘U3
[(A + 2u)r—] + == (s + nduz — BArug) = At 4 mp=2 — Bur =2
n®+2)u+ A
—[( r),u +62yr]u1 —;‘(/\-}-3;1)112 + BAuz = ——wzprul
d d d d
2 (ur %) - — sl +u2)] = mAZE 4 u 22 - B0t 3 -
2n2 + 1)u + n?A
[( n 3# - + 52/17‘]112 +nB(A+ plus = —wzpruz
dU3

—(/1 — )+ —(ﬁprul) + ﬂAr—-— + BAus + nB(A + p)uz—

n
[-—rﬁ + B2\ + 2;1)] uz = —w?prus
Remarque 1.1 Le systéme obtenu est a coefficients réels, donc on peut considérer

Uy, Uq, uz comme des fonctions réelles.

La recherche des modes guidés se ramene donc a la résolution, pour tout g > 0,
de la suite des problemes suivants :

Trouver w € RT et u = (uj,uz,uz), u # 0 tels que:

(Pa(B)) -——-—( —) ﬂ——(Bgu)—i-B;;u = w?pru dans D'(RY)

et : [ lufPrdr < oo

ou les matrices B, B;, : = 1,2,3, sont définies par :
(A+2u)r 0 O

B = 0 pur 0

0 0 ur



A —np Ppr
By=Bi=| nA —u 0
—pBAr 0 0

2 A
n(A+3 2n? + 1)u + n2
B; = _(_r__ﬁl ( r)" + B2ur —nf(A + p)
n’u 2

—BA —nf(A + 1) — +B°r(A+2p)
Remarque 1.2 Si n = 0, le systeme (1.8) se découple en deux systemes
indépendants :

. d  =du _di d, = _ _ 2 _

(PS(B)) ——E(BE)—}-BIE? = Byi) + Bt = wépriu @ = (ui,us)
avec

_ (M_*_IB?#r ~BA )
3= r

B
—BA [321'()\ +2u)
et
d dUQ dUQ 1 '
t - hatet 2N a2 2 2 - _ 2
(Fo(8B)) dr(#r ar pu2) + p I u(Br + - Yu2 w*prusg
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On constate que deux types d’ondes se propagent dans ce cas :-

1- Une onde de torsion

Ur=U; =0, Ug = uz(r) expi(wt — B2)

2- Une onde de compression

U, = u(r)expi(wt— pz)
Us = 0
U, = us(r)expi(wt— fz)

Remarque 1.3 Si u = (u;,uz,us) vérifie ]5,,(5) alors le champ

Uc(r,8) = uy(r)sinné
(1.9) Ug(r,0) = —uy(r)cosnb
U:(r,0) = —iug(r)sinné

vérifie le systéme (1.5).

On montrera en annexe 1 que, réciproquement, si U = (U,,Us, U;) vérifie (1.5)

alors on a nécessairement :

( N(B)

U(r,8) = —uo(r)+ Z( Y(r)cosn8 + vi(n) smn@)
1 N(ﬂ)

(1.10) Q Ug(r,8) = —uo (r) + Z(u,,(r)smn9+v n)cosn9>
n=l]
N(B)

U.(r,8) = —uo(r)+ Z(u (r)cosnb + vl (n) smnﬁ)

ol, pour tout 0 < n < N(B), up = (ul,u,x3) (resp v, = (v),v2,v2)) est une
fonction propre de P,(8) (resp de P_,(8)) associée & w?. En particulier, si w < fv,
N(B) est un nombre fini.
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1.2 Formulation mathématique

Dans la suite , on suppose que les fonctions A(r) , u(r) , et p(r) sont mesurables

et vérifient les propriétés suivantes :
(i) A, pet pe L°(RY).

(i) Il existe R > 0 tel que :
p(T‘) = Poos /\(T‘) = Aoy p(r) =leo St T>R

(ii1)

0 < p- < P4
0 < A < /\+
0 < pu- < pst

ou, pour f € L=(R*), on a noté :

f+ = esssup f(r) et f- =ess irf f(r)

r€R+ "ER
Nous définissons les vitesses :
3
Vg = (ﬁog) . vitesse des ondes S du milieu extérieur
Poo
A 2 2 ) e , .
vp = (—°3+——u;.° : vitesse des ondes P du milieu extérieur
Poo

Considérons I'espace de Hilbert réel défini par :
H = {u e L}, (R*)* rue L}(RY)%},
muni du produit scalaire :

oo 3
(u,v):/ u; v, prdr.

On note par |Ju] = (u,u)!/? la norme associée.

Introduisons la suite d’espaces fonctionnels V,,, n € N, définie par :

1

d
Vi={ueH; Vi e LA(RY) 7

(uy + uz,u3) € L2(R+)2}
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V, = {ue H; i e LYRY) _1_((n + Dy, (7 + Dug,nus ) € L(RY) n # 1,
n ’ dr v/ ’
et munis des normes (naturelles) suivantes :
*© du Uy +up\2 . suz)\?2
2 _ 2 au 1 2 2 d
= [ (1 2P (2222 (2) )

= [ (P41 P G+ () Jrar s n
0

V. est un espace de Hilbert pour tout n.

On définit sur V,, la forme bilinéaire symétrique a,(f;.,.) suivante :

d d dv
a(Biu,v) = / (B u dv Bl?’ v+ Bou - E—+B3u v)dr Yu,v € V,
T'

Formellement a,(f;.,.) est associée a l'opérateur différentiel A, (8) défini au sens

des distributions par :

1 d _du du
e |

(Bdr +B2‘U.)+B]-d—' +B3u

pr
c’est a dire :
an(B;u,v) = (Aa(Bu,v)

an(B;u,v) s’écrit sous la forme développée :

(o o]

an(fB; u,v) =/ /\(div'gu)(divﬂv)rdr + BZ/ p(urvy + uzvz + 2uzvz)rdr
0 0

o duy; dvy dus dv,  duj dv3
Q— — —_—
+/0 T Y@ T e
e d d d
(1.11) +/ pl = (nuy +u2)——(nv1 +v2)—uz+ﬂr(u1—vi+ 1ﬁ)] dr
) 0

oo
+/ y[(n2 + 2ujv; + (2n? + Dugvg + nluzvs
0

d
+3n(uyve + u2v1) — nPr(uzvs + uzvg)] Tr

avec
dul u; + nu
1 2
+

dr r

Remarquons que la norme de V, est optimale pour rendre la forme an(f;.,.)

— Bug

divPu =

continue.
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Maintenant nous somme en mesure de poser le probleme }3,,( B) du point de vue

de la théorie spectrale. Pour cela, on introduit I'opérateur non borné A,(B) défini

dans H par :

{ D(An(B)) = {u € Va; An(B)u € H}
(1.12)

A(B)u = Ap(B)u s1u € D(An(B))

et on pose le probleme spectral :

trouver w € R et u € D(An(B)), u # 0, tels que :
(Pa(B))

Ap(Bu = wlu

On vérifiera au chapitre 3 que :
(i) an(Bsu,v) = (An(B)u,v), Vu,v € D(Ap(B)) x Vau,
(i1) an(B;u,v) est coercive.

On en déduira a ’aide du théoreme de Lax-Milgram que l'opérateur A,(f)
est autoadjoint ; de plus le probleme spectral P,(f) est équivalent a la formulation

variationnelle :

trouver w € Ret u € V,,, u # 0, tels que :
(Pn(8))

an(B;u,v) =w(u,v); YveV,

Nous verrons que la résolvante de l'opérateur 4,(f3) n’est pas compacte. Par
suite la question de 'existence de valeurs propres pour 4,(f3) n’est pas évidente.

L’étude du spectre de 'opérateur A,(8) sera ramenée a I’étude de la forme bilinéaire

an(B;u,v).
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Chapitre 2
Analyse spectrale des opérateurs An(B)

Le but de ce chapitre est de démontrer que 'opérateur A,(f) est caractérisé

par la forme bilinéaire a,(f;.,.), puis de déterminer la nature de son spectre.

2.1. Propriétés des espaces V,
Nous démontrons quelques propriétés de V, qui seront utiles pour la suite.

Propriété 2.1.
u € Vo = ulyy € L(0,1)°

Preuve. Il suffit de montrer que u; € L?(0,1) pour i=1,2,3.

En effet, on peut écrire :

wi(r) = (1) / S

I/ d“'drl_(/ 1 /—)2

1
du; 1
|/ @ e < C|Log r|¥
, dr

D’autre part :

d’ou

par suite

ui(r) = O(| Logr|?), r—0

ce quil montre que
u; € L*(0,1)
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Propriété 2.2.
n>2=V,={uc H;rue H(R*)%)

Preuve. V, C {u € H; /ru € H'(R*)%} est facile & démontrer.

L’inclusion{u € H; /ru € H'(R%)*} C V, découle de l'inégalité de Hardy ([DL),
Vol 5, page 72) :

”\/—”L’ 4l = (\/_u)llu

De la méme manieére, on vérifie que :

d
Vo = {u € H; r(u,uz) € HY(RY)?; \/Fd—‘: € LA(R)}

et

d
Vo= {u€ H; Vi(u +uz u3) € HY(R)? ;\/?—d'ir‘- € L}(R*)}

Propriété 2.3.
u €V, = lim ru(r)=0

Preuve. Soit u € V,, alors
Vru € L*(1,00)°

d’autre part la formule :

—(Vru +f
( )= \/—
montre que dir(\/r_'u) € L*(1,0)®. Par suite :
Vru € H'(1,00)3

et

lim V/rlu(r)| =0
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Propriété 2.4. Pour toutn € N, on a :

{veV, = P_rg Vru(r) = 0}

Preuve. Nous avons déja établi dans la preuve de la propriété 2.1 le comportement

lu(r)| = O(| Log r|*/?). Donc lin}) Vru(r) = 0. 8]
Considérons maintenant 1’espace de Hilbert

W = L% (0,1); 2 = Il’i ﬂ’-’-d
={v € Li,(0,1); || v |lw= [ ( +rld |*)dr < oo}
0 T T

Propriété 2.5. L’espace W est inclu dans l'espace C°([0,1]) avec injection con-

tinue. De plus on a :

vEW = v(0) =0

Preuve. Pour tout ¢ > 0 et tout v € W, on voit que la restriction de la fonction v

a lintervalle ], 1] appartient & ’espace H'(g,1). Par conséquent W est inclu dans

Cc°(Jo,1]).
Soit v € W et (r,) une suite de )0, 1] qui converge vers 0.

D’une part on a :

Tn Tn d rn
,02(7.") - vz(rm) = 2/ vv'dr < / v2_r. +/ (U')27‘d7‘
T'm r T™m

Tm

Ceci prouve que la suite (v2(r,)) est une suite de Cauchy et converge vers une limite

1.2

v
/—-—dr<oo
o T

et on obtient nécessairement a = 0. Finalement la majoration

a € R*. D’autre part, on sait que :

r 1 2 d
2(r) =2 ' Y&
v(r) ../0 vvdrg/o(r +r[dr| )dr

implique immédiatement que I'inclusion W C C°([0,1]) est continue. m]

Comme corollaire on a la propriété suivante :
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Proposition 2.6.
ug Vy,n2>2= hn(l)u(r) =0,
r—

ueV = lintl)(ul +u2)(r)=0 et lin(1) uz(r) =0,

u€ V= lintl)(ul(r),ug(r)) = 0.

On montrera en annexe 2.1 que D(R+) est dense dans les espaces
d
V={ue L (RY); vrue L(RY); Vi € L*(RY)}

W= {ueV; % € L*(R*))

munis de leurs normes usuelles. De méme D(RY)? est dense dans

W = {2 = (ur,u) € L (R Vioe € L(RY)S

€ L*R"); vra e L*(R™)?}

uy + uy

NG

Comme conséquence on a la proposition
Proposition 2.7. D(R")? est dense dans V,,.

Preuve. Il suffit de remarquer que la norme de V,, est liée aux normes des espaces

V, W et W par les inégalités :
« Mullve < Cr (llurllw + [luzllw + lus|ly)

o llullvi < Co (flusllw + lizliw)

3
 lullve £ Cs (Z ||Ui||W> (n22)
=1

2.2 Propriétés de la forme bilinéaire a,(3;u,v)
Proposition 2.8. Ona :

(An(B)u,v) = an(Biu,v) Y(u,v) € D(A,(8)) x V,



Preuve. Soient (u,v) € D(An(B)) X Va. D’apres la proposition 2.7 il existe deux

suites (up)p et (vp), de D(R')? qui vérifient :
[l — upllv, — Oet

llv = vpllv, — 0O

quand p — oo.

En intégrant par parties, nous avons :

(An(B)up,vp) = an(B;iup,vp)

Comme a,(f;.,.) est continue sur V,, x V,,, alors :

Lim an(ﬂ;upa vp) = an(ﬁ;uav)
p—oo

Gréace a la symétrie de l'opérateur différentiel A,,(f) on montre que :
An(B)up = An(B)u faiblement dans H
ce qui entraine, avec v, — v dans H, qu’on a la limite :
(An(BYu;v) = lim (An(B)p,vp)
Ainsi on obtient le résultat.

Proposition 2.9. Pour tout 8 € R¥ et pour tout u € V,, on a :

du , ) 22

Rl SR (n-17? , 2 ncuj
(21) an(Biu) 2 pm [ [l + 1R+ S + u) 4 e
: 0 r T T

F a2 92 2 . U3
ax(Bruw) 2 [ B+ G + Sl +ua)? + e
. 0 T T T

(n#1)

Preuve. En utilisant 'expression (1.11) on peut écrire a,(f; u, «) sous la forme :

o0 o0
(2.2) an(Biu,u) = / /\[divﬂ'u[?rdr + / nen(B; u)dr
0 0
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ou £,(f; u) est donné par I'expression :

du du

earY —=A22112 f% 42 282

(2.3) en(B;u) =6 |ul’r + r| = | +r|dr]

+—1- (n® + 2)u? + (2n® + 1)u + n®uj + 6nujuz) — 2nPfusu;
duy du
(ﬂulr? b (nul + ‘U.2) 2)

A D’aide d’un calcul direct, on vérifie que :

du1 nuy + ug
|2

)? + ( 2+ Buy)?

(2.4) en(f;u) =2r(|——

2, 2 2
+;(nu3 — Bruy)® + ;(ul + nus,)

d
+B%u3) + (2 -

Par conséquent e,(f;u) >0etona:
[o ]
(2.5) an(B;u,u) > ;L_/ en(B;u)dr
0

D’autre part on peut écrire :

dnuyug

d 241 2
en(Biw) =Bulr + |G + T ) + Tl
r r r
. du d
prldiv?ul? +28 (sar G2 s () )

d d
—2(nu; + uz)% - 2(uy + nuz)—%

Utilisant les propriétés 2.3 et 2.6, ainsi que la propriété 2.5 si n=0, nous avons :

[ fr e = [T sl = 0

dr ) dr
et
it d > d
/ 2[(nu; + ug)—- + (uy + nug)ﬁ](h / 37[2”“1“2 + u? + ul)dr
0 0
=[2nujuy + u? + W2)° st n#l
=[(u; + w2 )’J5° st n=1
=0 (d’apres les propriété de u € Vy,)
D’ou
o du n® +1
(26) n(B) 2 [ [ 41507 + O )
+n2g§ + 4711121u2erT
r r
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Pour avoir le résultat, il suffit de remarquer que :
(n— 1)}(u2 +ud) sin>2

(n? + 1)(u§ + u%) + 4nujuz >
- 2(uy + ug)? sin=1

Corollaire 2.10. La forme bilinéaire an(B;u,v) est coercive sur V,. On a :

(2.7) an(Bu,u) 2 Ca flully, VueVa
avec ( )2
n-— 1 . 2 .
— >
C, = (u-) T min(1,3°) sin2>2,
(p~)min(1, 3?) sin=0,1

Corolaire 2.11. L’opérateur A,(f) défini par (1.12) est autoadjoint positif.

Preuve. La forme quadratique a,(j;.,.) est symétrique, continue et coercive sur
Va (qui est dense dans H). D’aprés le théoréme de caractérisation (cf. [DL], vol 4,
chap. VI, prop. 9) a,(5;.,.) engendre un opérateur autoadjoint et positif défini dans
H par:

{ D(An(B)) = {u € V,; Fw € H tel que a,(B5u,v) = (w,v), Vv € V,,}
An(Blu =w siu € D(AL(B))

Comme D(R™)? est dense dans V,,, la proposition 2.8 entraine 1'égalité w = A, (8)u
dans D'(R*)3. Ce qu'il fallait démontrer. a

Proposition 2.12. Pour tout 3 > 0 et pour tout n € N, on a la décomposition :
(2.8) an(Byu,u) = ﬂ?%ﬁllu||2 + ba(B5u,u) + p(B; u, u)

oo
0U on @ posé :

[0 ] oo 9
(2.9) bn(B;u,u) =/ (A + p)ldivPulPrdr +/ #[ (d;l Cu nu2)
0 ; .

r
du nuy +u 2 du n2u2
+ ( 2 ! 2) + |_3.l2 3

dr dr + r2 }rdr

p(B;u,u) = ﬁQ/o (% - ’;;?i) |ul?rpdr + Qﬁ/ooo(y - poo)dir(rulu;()dr
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Preuve. Rappelons ’expression de a,(8;u,u) qui s’écrit :

an(B;u,u) =/ AldivPu|®rdr +/ [ﬁz(uf + uZ + 2u2)
0

d d d
o gy Qi B g,
oo + 2 2 + 1 2..2 _
+/ u[n ul + e ul + - :3 — 2nBuquj
0 r T
u2 du;; 6nujuz
—2(nu, + ‘UQ)T + 2ﬂru1 + ]dr
r dr r

Pour obtenir (2.8) il suffit de remarquer les idendités suivantes :

d 2
d
—2Buzuy — Qrﬂm— + 2(uy + nug)—ul
du; uy + nug\?2 dus nuy +uz\? . duj\? duz\?2
2- (dr_ T )+(dr_ T )_(dr)+(dr)
n? 41 2 2 4nujug uy + nug  duy nu; + ug  dug
=T —_9 —
+ 2 (ul + u2) + r2 "'( r ) dr 2( r ) dr
*° Cou opu K
3- [ ululrdr = [7 ¢4 = E=yupprars u | £2
0 o} P Poo Poo
4— /°°( - )i(ru uz)dr _/°° i(7‘u uz)dr — [ruru ]cx>
o H— Hoo dr 1ug = . #dr 1u3 Hoo 1U3 |,
o0
=/0 p(uruz + T‘uldd— + rus%-l)dr

La forme p(3; u,v) vérifie la propriété de compacité suivante :
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Lemme 2.13. Pour toute suite (u?) convergeant faiblement dans V,, vers u, nous

avons

(2.10) Jim p(f;u”, uP) = p(fiu,u)

Preuve. Comme la suite (uP) est bornée dans V;,, on peut extraire une sous suite,

encore notée (u?), et trouver u € V, de sorte que :

uP — u  faiblement dans V,

VruP = \/ru  dans L*(0,R)?
Par ailleurs, comme p(B;u,u) ne fait intervenir que des intégrales sur [0, R]

(ﬁ_ﬁﬁ=0 pour rzR),onaalors
P Poo

Lim p(8;u?,u?) = p(Biu, u)

d’ou le résultat. ]
2.3 Caractérisation du spectre de ’opérateur A,(g)

D’aprés le corollaire 2.11, l'opérateur A,(f) est autoadjoint positif; de plus
I'inégalité (3.1) montre que le spectre de A,(f) , noté o(3), est inclu dans I'intervalle

[ﬂ2'u—_,+00 .
P+

2.3.1 Le spectre essentiel de 4,(3)

Définition 2.1

On appelle spectre discret, noté o4(3), de 'opérateur A,(3) 'ensemble des
valeurs propres de multiplicité finie qui sont isolées dans le spectre o(f). Le spectre

essentiel, noté g.4s(3), est le complémentaire de o4(3) dans o(3).
Nous avons la caractérisation suivante du spectre essentiel :

Caractérisation 2.1 (cf.[SCH})

Un nombre o appartient & o.,,(3) si et seulement s’il existe une suite (uP)

dans D(A,(B)) telle que :

= 1
(2.11) u? — 0 dans H (faiblement)
AuP —ou?P - 0 dans H (fortement)

Une suite (uP) vérifiant (4.1) est dite singuliére.
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Théoréme 2.14. Pour tout f > 0 et pour toutn € N, le spectre essentiel de A,,(,B)

est indépendant de n et vérifie :

Oess(B) = [ﬂ’fﬁ, oo

o0

Preuve.

() oess(B) € |75, +oo

o0

Soient 0 € 0.ss(F) €t (uP) une suite singuliere. Le résultat de coercivité (2.1)
montre que la suite (u?) est bornée dans V,,. La compacité de p(3;.,.) (voir Lemme

2.13) implique :
Tim p(B;7,7) =0
D’apres la décomposition (2.8) on a :
0= lim ((4a(5) ~ o)u?,?)
=p1i1{.1°a,,(ﬂ; uP uP)—o

=(ﬁ2ﬁ°—° ~0)+ lim b,(8;uP,uP)
p p—oo

oo

Comme b(f; uP,uP) > 0, on déduit o > ﬂzb.
Poo

(35) Oess(B) D [ﬂ”—;ﬁ,+oo[

oo

On associe & o € [ﬂzﬂ—oo-,+oo [, une suite singuliére (u?)pen-. Pour cela, on

oo
désigne par AS°(fS) Vopérateur qui correspond a A, () avec les coefficients constants

L = Poos A = Ao € L = Yoo
Nous avons (cf. [E.S], p. 776) :

AZ (B’ =

ou
n
- k
" Jn( 27‘)

u” = | —kgJn1(ker) + = Ju(ker)

0
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o
ky =[5 -, oi=E=
Us Poo

En tenant compte du comportement asymptotique de la fonction de Bessel [AS] :

avec

[ 2 T 1
(2°12) J,,(k‘r) ~ E; cos(kr - Z - §n7r) (r — oo)

on voit que u® n’appartient pas & D(A,(f#)). Pour cette raison on introduit la

fonction de troncature ¢, qui a les propriétés suivantes :

r

op(r) = ‘P(;)

(

peCPMRY) ; p(r)=0sir<R

[o =]
/ o[ dr
\ 0

Nous définissons la suite (u?) de la maniere suivante :

(2.13) g

Il
—

WP(r) = —=p(rYu(r)

VP

Remarquons que :
Vpe N*, Supp(uf) N [O,R] =0

uP vérifie I’équation :
An(BuP = ouP + €p

avec

= PooT/P | dr dr d

d’ou 'inégalité :

d du,
. !ﬁ (—23—”— + (%B +B; ~ Bg)u") + Jl—r“’leu”}

2 2

)P+

2

o <5

En utilisant (2.12), on peut voir que la fonction :

du®

dr

dpp
dr

d%p,
dr?

)

du, 2

o2
[+ 5

est bornée sur R*. Ainsi il existe une constante C(o) > 0 telle que :

)

2
dop

dr

2
dz(r’p

2
ICPI f; dr2

C(o)
=
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C(o) [*®/|d%p 2 deo, |2
2 P P
Il < S [7(12 ] + || Yrer

ou encore

leol? < S [0 + 1" () e

et finalement on obtient :

1
(An(B) — o)uP)l| = 0(—\;;)

Montrons qu'il existe une constante a > 0 et un entier pg tels que :
[«’| >« VP> po
En effet nous avons : L oo v
r
uP||? =—/ —)u? (r)*rdr
=2 /. |<r°(p) (r)
= [l rPrdr
0
A partir de (2.12) on déduit la formule asymptotique :
p 2 k2 n+1
P (pr)l* = = (1 + (=1)"F'sin(2kepr))  (p — )
d’ou
p2 . K2 nt1 [0 2 o
[ = =21+ (-1) P (r)sin(2kapr)dr|  (p = o0)
0

Le théoreme de Riemman nous dit que
o0

lim ¥ (r)sin(2kqepr)dr = 0 quand p—

p—oo
ce qui répond a la question.

uP

llwr|

).

On peut donc supposer ||[uP|| = 1 (quitte & remplacer u? par

Il reste a prouver que u? — 0 (faiblement) dans H. Pour cela, on va utiliser la

densité de D(R*)® dans H.

Soient v € H et € > 0 quelconque; il existe alors une fonction ¢, € D(R'*')3

telle que :
lv—¢cll <e
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On peut écrire : - - -
/ uPurdr = / uPderdr + / uf(v — @ )rdr
0 0 : 0

ce qui implique l'inégalité

oo
/ uPurdr
0

o0
/ uPurdr
0

Il existe un rang po(€) € N* tel que:

< / |uP §¢|rdr + (/ lv — ¢¢|2rdr) ,
0 0

puis

o0
S/ |uP pe|rdr + €.
0

Supp(uP) N Supp(de) =0 st p>po(e),

par conséquent :
oo
|/ uwPordr| < e Vp > po(€)
0

Ceci prouve que la suite (u?) est singuliere. s]

2.3.2 Majoration des valeurs propres

Nous allons montrer que le spectre essentiel o.,:(3) ne contient pas de valeurs

propres strictement supérieures a ﬂ"’vg.

Lemme 2.15. Soit u une fonction propre de l'opérateur A,(f5), associée d ld valeur

propre w? > B%v2. Alors on a :
(1) siwe ]ﬂv,,ﬂvp[ et > R, u se met sous la forme :
dl,
k
Vdr
u(r) =4 | 2K (kr)
r

(k1)

BL (k1)
ot K,(z) est la fonction de Bessel modifiée et ky = (5% — wz/v;f)%
(2) Siw > pv, , alors u(r) =0, Vr > R.

2

Preuve. Sir > R le systéeme A, (f)u = wu est & coefficients constants. Il admet

une solution analytique qui s’écrit ([E.S], p.776) :

u(r) = Ax1(r) + Bxa(r) + Cxs(r) ((A, B, C) constantes réelles)
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avec

xa(r) = (k, dR, (k,r),—ERn(klr),ﬂR,xk,r))
xa(r) = (2 Rallar), =k G2 (02r),0)
xs(r) = (—mz dR n<k2r),—k§R..<kzr))
et 2 2
=28 B=D5 -85 w=w)
vp Us

R, (kr) est une solution réelle de 'équation de Bessel sur l'intervalle [R, +oo[ :

d’R, N 1dR,
dr? r dr

2
+ (k% = %)R,,: 0

donc

CyJn(kr) + CoYo(kr), si k2 >0;
n(kr) =
Cs K, (|kjr) + CsI(k|r), st k? <O0.

(1) Supposons que w € ]Bv,, Bup [ (dans ce cas k? <0 et k2 >0).

A T'aide des formules asymptotiques [AS] :

2 nw nmw T .
m[Clcos(kr_—é——Z)_*-CQSIH(”_?_Z)] sik?>0;
R,(r) ~ .
STkl [wcge—lkl' + C4e|k"] si k2 < 0.

on déduit que

x1(r) € H; x2(r) ¢ H; x3(r) ¢ H

donc
ueH«<— B=C=0

ou encore
u€ H < u(r) = Axi(r)

(ii) Supposons w > Bv,. Alors k¥ >0 et k2 >0et on a:
xi(r) ¢ H Vi=1,2,3

d’on

u(r)=20 Vr > R
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Proposition 2.16. Pour tout 8 et tout n € N, les valeurs propres w? de l'opérateur
An(B) vérifient :

w? < ﬁ2v§

Preuve. Supposons qu'il existe w > Bv, et u € V,, tels que :
An(Blu = wlu

D’apres le lemme 2.15

u(ry=0  pour r>R

Montrons que :

u(r) =0 pour 0<r<R

Nous avons a résoudre le systeme :

—-i(Bﬁ) + Bl-d—u - -i(Bgu) + Byu=w?pru, 0<r<R
(P,) dr” dr dr dr
" du
w(R)= Z(R)=0 (ue HE(0,R)))
Posons :
v=u du
{ w = ——B:i: - Bzu
alors
ii_v =—B7'w - B! Byv
dr
et
v(R)=w(R)=0

A l'aide du changement d’inconnue z = (v,w), le systéme (P,) est équivalent au

probleme de Cauchy :

dz = M(r)z, 0<r<R
(C,) dr

z(R) = 0
ou

M(r) = B .
BlB—lBg + Bj B]B—l
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avec

B; = —B, +w2prI et I la matrice identité

Comme la fonction :
r— ||[M(r)|

est mesurable et bornée sur chaque intervalle du type ]e, R], € > 0, le probleme
(Cn) posséde 'unique solution z = 0 sur l'intervalle |0, R[ (cf. [CL] p. 37, probléme
2). Ce qui établit la proposition. (m)

Remarque 2.17 La question concernant l'existence des valeurs propres dans
I'intervalle |3%v?, B2v2[ a été étudiée dans [J] et [J.W]. Dans ces travaux on donne,
en particulier, un exemple d’opérateur pour lequel il existe de telles valeurs propres.
L’opérateur correspond & un milieu ou (4, p) sont constantes et A vérifie I'inégalité
A~ < Aoo- Moyennant ces hypothéses, on montre que 'opérateur A,(8) se découple
en donnant naissance a un opérateur de Schrédinger dont le spectre discret (non

vide ) est inclus dans I'intervalle [5%v3, 8*v2[.

Proposition 2.18. Les valeurs propres de A,(B) peuvent s’accumuler seulement d

gauche de ﬂzvf,.

Preuve.

1. Les valeurs propres discrétes ne s’accumulent pas a gauche de 3%2v?2, sinon on
8

obtiendrait une contradiction avec la proposition 3.7.

2. On va raisonner par ’absurde en supposant que o € [ﬂzvf,ﬂzvg[ est un

point d’accumulation du spectre ponctuel. Il existe alors une suite w?, € R* et une
suite u, € D(A,(B)) vérifiant :

LL)2 — O

m m-—0o0
An(B)um = w?num
[um]l =1
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que la suite (w,,) est strictement
décroissante.

La coercivité de a,(8;.,.) montre que la suite (u,,) est bornée dans V,,. Alors
on peut supposer que (up,) converge faiblement vers © € H. Comme la suite (u.,)

est orthogonale, on a nécessairement u = 0.
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D’apres le lemme 2.15, u,,(r) admet , pour r > R, la représentation :

um(") = Cle(kmr)

w:] 1/2
=5 (1- 522

—kKp_y(kr) — 2K, (kr)
T

avec

X1 (kr) = _f‘r-K,,(kr)

BK,(kr)
Montrons que la suite (C,,)n est bornée. D’une part la fonction |xi(kr)| est
décroissante, donc on a :

IX1(km7)] > |x1(koor)| >0, VmeN

avec 2

g
km / koo = ﬂ(l - ,821)}3)1/2 (m - OO)’

d’autre part la continuité de la trace entraine :

lum(R)| < Mium||v,

d’ou

um(R)
Xl(ka)

A partir de la formule asymptotique :

,le =

v
<M———="=-<M
l ~ ke R T

n

2k0T

x1(kor) = e-k°'[1 + O(l/r)}(—ko,o,,é’)

on déduit la propriété :

Ve>0 3JR; >R tel que / x1(kpr)|2rdr < / Iv1(kor)|Prdr <.
R, R,

Comme (un,) est bornée dans V, et converge faiblement vers 0 (dans H ) on sait,

au besoin en prenant une sous-suite, que :

Ry
/ [t |*rdr — 0 quand m — 0o
0

et 'égalité :
R1 oo
1= / it [Prdr + 10,,,|2/ X2 (k) Prdr
0 R,
entraine pour m assez grand :
1<e+ Mle

Comme € > 0 est arbitrairement petit, on est conduit a une contradiction. ]
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Chapitre 3

Le spectre discret de 'opérateur Aps).
Existence des modes guidés

Dans ce chapitre on étudie les valeurs propres qui appartiennent au spectre

discret de A4,(f3). On les caractérise a I'aide du principe du Min—Max (cf.[R.S]).

Définition 3.1 Pour tout n € N et pour tout m € N*, notons par S7(f) le nombre

réel défini par :

(3.1) S™(8) = sup inf ﬂﬂ—’;ﬂ)
(v1,v2,..,vm_1)EH \ 4¢ [vx,vz,n-.vm-l] ”v”
v#0

ou
[01,02, 0 0ma] T = {0 € Vii (v,0;) =0, 1< 5 <m—1)

Une caractérisation équivalente des nombres S}, () est fournie par :

(3.2) Sn(8) = jnf_ (sup a"(”—i”’;ﬁ))

VeF veV
v#0
ou F,, désigne la famille des sous-espaces de V;, de dimension m.

Le théoréeme 2.14 et le principe du Min—Max (cf. [R.S]) nous permettent

d’énoncer :

Proposition 3.1. Pour tout 8 € R et pour tout n € N, la suite (S (B)) meN*
est une suite croissante qui converge vers $°v2. Pour tout m € N* Ualternative
suivante a lieu :

(1) soit

Sn(B) < 893 (= 522)
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et dans ce cas, l'opérateur A, () posséde au moins m valeurs propres comptées

avec leurs ordres de multiplicité, strictement inférieures a f?v?, qui sont :
S1(B) £ 57(B) < - < 5n(B)
(33) soit
Sm(B) = 5203»

auquel cas , on a :

Sm1(B) = Sp42(B) = ... = B0}

et An(B) admet au plus (m-1) valeurs propres strictement inférieures a f%v?.
3.1 Existence des modes guidés

On établira dans ce paragraphe une condition suffisante portant sur les coeffi-
cients pu et p afin de permettre la propagation d’au moins un mode guidé dans le

milieu considéré.

Théoréme 3.2. S: la condition suivante est vérifiée :

(3.3) /0°° ('Zf - %)prdr >0

alors

SH(B) < B*E, VB >0

Ainsi , pour tout B > 0, le probléme P1(3) admet au moins une solution.

Preuve. Par définition de S1(3), il suffit de trouver @i € V; tel que :
a1(B;4,%) < B2l ||alf?

Etant donné a > R, on définit ¢,(r) par :

(1 si0<r<R
Log2
Pa(r) = Z siR<r<a
Log —
ogR
L 0 sta<r
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On peut vérifier facilement que :

Jrba € NRYY, e ¢ 2R

et o 44
. a2 _
aleEQ A | o |“rdr = 0.

En posant & = (¢4, —¢,4,0) , alors & € V) et la décomposition (3.8) s’écrit pour
n=1: '

al(ﬂ; ﬁaﬁ) - ﬂzvsllﬁuz = bl(.B) '&,ﬁ)

avec

bi(B;d, i) = /0 (A + 3u)ld$a

d’ou l'inégalité :

2 o
rdr — 2,32/ (-ﬂ—o-g - E)p|d>a[2rdr
0 P P

2r‘dr - .?.ﬂz /0°° (%i— — %)prdr

- - 2, 2)1~12 > | déa

a1(B;4,u) — Bov, [laf” < (A +3p) -

0 dT‘

Nous pouvons affirmer , sous I’hypothese (3.3), qu’avec a assez grand, on a :
51(8) < 8%}

d’ou le résultat. 0

Remarque 3.1 En tenant compte de la remarque 1.3 il existe, pour tout 8 > 0, au

moins deux modes (c.a.d un mode double) qui se propagent dans le milieu.

Théoréme 3.3. 5’il existe un interuvalle ouvert]ro, T [ C ]0, R[ et un nombre § > 0

tels que :

ﬂi_)._*_ésﬁf

. € ,
) e P Jro, 1]

(3:4)
alors pour tout (m,n), i eziste un réel B, (n) tel que :
(3-5) Sn(B) < B%; VB> Bum(n)

ce qut prouve que A,(B) admet au moins m valeurs propres ST (3), S3(5), ..., SE(B)

strictement inférieures & 82v? pour B > Bn.(n).

Preuve. Pour u = (u;,0,0) on a :
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< (Moo H
an(Byu,u) = B2 Jull? = balet,u) 32/0 (£ - £)utordr

avec

et du, 2 n?+2 2 du; uy 2
bn(u,u)_A [2#(‘_(17) +#( 2 >U1+/\ -HT-F—; ]rdr

On vérifie sans peine que :

o dul 2 (Tl+1)2 2
< 2
butur) <30 +200) [ [(52) + e

d’ou

®rfduy\?  (n+1)?
(36)  an(Biu,u) — Buull® <3(A+ + 2u4) / [(7,3) + L 72 ! ufrar
0

-B /0°° (*ﬁ—:' - %) fprdr

Soient An1,An,2,--., An,m les m premieres valeurs propres de 1’équation de Bessel
d’ordre (n+1) sur lintervalle |ro, ;[ avec la condition de Dirichlet (v(ro) = v(ry) =
0 sirg>0;v(r1)=0 si ro = O) et soient vn1,Vn2,...,Un,m les fonctions propres

associées normalisées et prolongées par zéro a 'extérieur de ['intervalle ]ro, r1(. Nous

R 2
dvn,k 2 (n + 1) 2 : o
/(: (' dr , + 7,2 vn,k)rdr S /\n,m VL € {1,.., ceey m}

SiY est le sous-espace engendré par v, 1,Vn.2, s Un,m, POSONS

avorIs :

V= {u=(u1,0,0); u; €Y}

On vérifie que V est un sous-espace de V,, de dimension m. De plus, si u € V,
Pinégalité (3.6) et ’hypothése (3.4) entrainent :

an(B;u,u) — 202 ul? < 13004 + 204 ) Anm — ﬁzé} llu)?
Du principe du Min—Max découle 'inégalité :
Sr’:t(ﬂ) - ﬂzvf < 3(’\+ + 2/[+))‘n.m - »’325

et nous pouvons conclure en choisissant :

30\ + 264 Anm 112
Bm(n) > : ]
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3.2 Etude des seuils

Le résultat d’existence (voir théoréme 3.3) nous permet de définir le mi®me seuil
supérieur (auquel correspond la fréquence de coupure), que I’on note 8 (n), comme

étant la plus petite valeur de f,,(n) telle que (3.6) soit réalisée.

Par ailleurs , il pourrait exister g tel que :
B<Bn(n) et Su(B)< B

Il est donc naturel de définir le m'®™¢ seuil inférieur que 'on note % (n), comme

étant la plus grande valeur de 3,,(n) telle que :
B<BL(n) et Sh(B) =B

Pour tout € N fixé, on a les propriétés suivantes :

1) Si 8> Br.(n), An.(B) admet au moins m valeurs propres w? = SP(8), ...,w? =

Sn (B) strictement inférieures a B%v?.

Si B < B%(n), An(B) admet au plus (m — 1) valeurs propres wi =

8]
~—

SP(B),...yw2,_1 = S™ _,(B) strictement inférieures a f2v2.

3) Pour tout m=1,2,...
0 < Ba(n) £ Bu(n)

5971(”) < 971-{-1("’)

Br(n) < Brg(n)
Fa détermination des modes guidés (du moins ceux qui se propagent a une

vitesse v < v,) consiste donc a résoudre, pour tout n, entier fixé , I'’équation de

dispersion :
Pour m=1,2,..
(3.7) Sm(B) =w?
Sm(B) < B -
Dans le plan (3,w), le graphe de la fonction :

B—w=S5n(B)? (w<PBu)
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s'appelle ”courbe de dispersion” du m'*™ mode guidé. On peut interpréter
graphiquement la signification des seuils 8%, (n) et 8% (n) a 'aide du graphe

suivant :

' w=Ppvs

>

=S (B)V2

' B
i
BR B
Fig 3.1 : Allure d’une courbe de dispersion

3.2.1 Estimations a priori sur les seuils
Théoréme 3.4. Il existe une constante C (indépendante de m) telle que :
(3.8) Bim—2(n) 2 Cu}/2 . m=12,..

0t (Kn,m),eN* €St la suite des valeurs propres de I’équation de Bessel d’ordre |n—1|

d
sur l'intervalle |0, R[ avec la condition limite :;(R) = 0.
r

Preuve. En utilisant la représentation (2.8) , on peut écrire :

(39) an(Biww) = 70wl 2= + oo [ WdivPurar
0
> du, u] + nuz 2 dug nu] + ug 2
+,u_/0 [(dr— r )+(d7‘_ T >
2 2 2 oo
+ dus + 2 u3]rdr - ﬂz/ o £ plul®rdr
dr r? 0 \Po P

o0 du1 dU3 Uijug
2 -
+ﬂ/0 (u #oo)(uii I + uy I + )rdr

T

Pour tout € > 0, les inégalités suivantes ont lieu :

et duy  uy + nu2 2 du, nuy + uz 2 dus z n?ul
(3.10) /, [(dr - T ) +<dr - r + dr + r? ]rdr

> / Co(u)rdr
0




du, duz  uju3 B
(3.11) 28|1 — Hool us—— + U= + < py (2?|u|2 + GC,,(U))
avec )

[ | du u? )
o + z sin=0;
dul® |l

Cn(u) = | -d—l: +% sin=1;

du | 2
E:é +(n—1)2l—:-l— sin>2

\

En choisissant 0 < € < £= on peut trouver des constantes positives C) et C; telles

B+
que , pour tout n :

B(du|® [uf? R
3.12) a,(B;u,u —ﬂ2vf ull2 > Cy — 1| +en(n—1)2=~ | rdr—Cp5? ul?rdr
0 dr r? o
avec
¢ = 0, sin=0;
"T11, sin#0

1- Considérons d’abord le cas n > 2 (les cas n = 0 et n = 1 se traitent de la méme
maniére).
~ Soient (ftnm),,cN* la suite des valeurs propres de I'équation de Bessel d’ordre

(n-1) sur lintervalle ]O,R[ avec la condition %(R) = 0; et (Wnm),,cN* les

fonctions propres normalisées associées.

On sait d’apres le principe du Min—Max que :

[

dv L

2 2 R
—| +(n- 1)2|—v£—) rdr > unm/ |v)?rdr, Vv € wn],wn2,...,wnm]
dr r 0

ou N R
[wnl,wng,...,wnm] = {v e Wg; / vwjrdr =0, 1 <j <m}
0
avec R \
dv lv?
Wgr = L*(0, R); — + =
Vr = {ve L*(0,R); /; ( - + = )rdr < oo}

Maintenant , on définit 3(m — 1) éléments de H par :

vg'l) = (%n},0,0)
2) ~
n = (0,w,;,0)

J
023) = (0’0’1:5711')
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ou

Wj = {B"ni sire]0, R
sir>R

Soit Vi, -3 le sous-espace de dimension (3m — 3) engendré par ces éléments. Notons

que si u € Vi _ alors :
L
_ uiho,R[ € [wnl,wng,...,wnm]
etona:

R
an(B; u,u) — B202 2 (Cittom — C2B%) / ufrdr Vu € Vik_g
0

Ce qui entraine avec (3.1) l'inégalité :

1
S;m—2 2 ,Bzv.zy V.B S (a#nm>
En tenant compte de la proposition 3.1 , on obtient l'identité :

. CI 1/2
3m-2 — 21)3’ VIB S (a’ﬂnm>

ce qui prouve le théoréme pour n > 2.

2— Les cas n = 0 et n = 1 s’obtiennent de la méme maniere : il suffit de choisir

. . . o T .
comme suite (Wym ), le systéme trigonométrique {cos(m — 1)#1—%; m € N }

p(r)

p(r)

Ca(n) telles que, pour m assez grand :

Corollaire 3.5. Si le rapport vérifie (§.4), il eziste deuz constantes Cy(n) et

(3.13) Cr(n)m < fp,(n) < B1.(n) < Ca(n)m

Preuve. Au cours de la démonstration des théoremes 3.3 et 3.4 nous avons établi
I'existence de deux constantes C; et C2 (qui dépendent seulement de (A, g, p)) telles
que : '

Crul? < 85,(n) < Br(n) < CaAL/?

nm -—

(#nm) (resp.(Anm)) sont les valeurs propres de 'opérateur de Bessel avec la condition

de Neumann (resp. de Dirichlet).

Cherchons un équivalent de (nm) et (Anm) lorsque m — oo :
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Sirg > 0, (Apm)men+ est la suite des valeurs propres d'un opérateur de Sturm-

Liouville qui est régulier sur I'intervalle [rq,71]; d’ol, pour m — oo :

mn 2
/\nm —( )
r1 To

; 2
Siro =0, Apm = (M) ot (Jn+1,m),,eN* désigne la suite des zéros de

L |
Jn+1(r) ; d’ol1, pour m — oo :
mm 2
Anm = (——-)
1

!
J n-1m

2
D’autre part, gnm = (——R——) ot (J',_1,m)meN« désigne la suite des zéros de

J'a—1(r), par conséquent :

mm\ 2
pom = () (m—0)
Ce qui établit les inégalités (3.13). u]

Remarque 3.2 L’'inégalité (3.13) n’est pas en contradiction avec le résultat du
théoréme 3.10 du rapport [BDJ] car les seuils 82, (resp. %) de ce théoréme sont
inférieurs aux seuils 3% (n) (resp. B:,(n)). Nous énongons la conjecture suivante : il

existe une constante C > 0 telle que §;,(n) > Cnpg;,.

Proposition 3.6. Il eziste n > 0 tel que , pour tout n > 2, on ait :

(3.14) Bl (n) > n(n —1)

Preuve. D’aprés l'inégalité (3.12) il existe C; et C; tels que :

® Jul® "
an(Biuw) = 0202 2 Coln =1 [ e - Cog? [ ulrar
0 0

R R 2
/ lu|?rdr < Rz/ Ju—,dr
0 0 r

— 2 R
an(B;u,u) — 202 > (Cl—(zﬁl—) - Czﬂ2) /0 |u|*rdr

D’autre part I'inégalité :

entraine :
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e n—-1 /C )
Le terme de droite est positif si § < = ‘/El-’ ce qui montre que :
2

0 1 Cl
> — — .
ﬂl(n) = 77(” 1) avec 7 R 02

[®]

Désignons par N,(f) le nombre de valeurs propres de A,(3) dans l'intervalle

[L;i», B*v? [ Alors

N(B) = No(B) +2 3 Na(B)

n>1

est le nombre total des modes guidés pouvant se propager dans le milieu avec

w )
une vitesse v(3) = —(ﬂ—ﬂ—z < v, (rappellons que, si n > 1, chaque valeur propre

w? = S (B) est au moins double).

Proposition 3.7. Pour tout 8 > 0, le nombre N() est fini.

Preuve.

1- Nn(B) est fini. Dans le cas contraire on aurait :
Bh(n)<pB  VYmeN*

ce qui est en contradiction avec I'inégalité (3.13) lorsque m — oo.

2—- Np(B) =0 sin est assez grand : en effet,si n > 1+ B/n , alors on a , d’apreés

(3.14) :
B < Bi(n)
ce qui signifie , par définition de 89(n), que :
FBY =0 p
No(B)=0 st n>1+=
n
la proposition est une conséquence de 1 et 2. o

Théoreme 3.8. On a :
(:) B(0)>0
(i)  B3(1)>0

Ceci implique que : pour B assez petit, il se propage au plus deuz modes guidés.
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Preuve.

(i) Si n = 0 l'inégalité (3.9) s’écrit :
2,2, 12 B2 2y u} + ul
ao(B; u,u) — B v, ||ul| 2/\_/ |div” u| T‘dT+;l_/ ([ | —2—)rdr
0 0 r
et du; - duz ujuz
(3.15) +2ﬂ/ (;t—,uoo)(ua ar +u I + )rdr

Tr
_g / - £)ptuftrar

Soient € > 0 suffisamment petit, 0 <n<1/2et "> R.0Ona:

oo R’
)\_/ |divPul|?rdr > e/\_/ |divPu|?rdr
0

0

R’ 1 d 2
(3.16) ze,\_[ﬁ2(1—2n)/o ugrdr-—;/o (e el L2 4 rz)rdr]

du1 dus  ujuz
us I + u dr +

z du , u
< lumteol [ B 0 4200 e (| 2224 )

(3.17) 2Blu—pioo]

En joignant ces inégalités avec (3.13), et aprés quelques transformations, on

obtient 'inégalité :

ao(Biuy ) — BP0 |ul® >(ue — s —e—) / (2 e

(3.18) e - eﬂ+—e——)—ﬂ2( pellf - B2y 2] " e
Hl — el - =] [arar
+ﬂ2/0R [eA (1—°n)——lu Poo| + (;—’;%:)p]%rdr

Considérons la décomposition de ujz :

— L
uz = 113,,+u,3p

1 R
L —
uz, = T /0 usrdr

Rl
/ ugyrdr =0
0

uszp vérifie alors :
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On établira en annexe 3 qu'il existe une constante C(R') > 0 telle que :

R’ R dus
(3.19) / lusy [2rdr < C(R) / 1 Bp 12, 4,
0 0 dr

Posons :

K(r)=eA-(1-27) - %l#—ywu (% ~ ’;—:-)

On peut écrire :

’ RI
(3.20) /; K(ryulrdr = (115}},)2 /0 K(r)rdr + D

ou D peut étre estimé comme suit (y quelconque ) :

12

. R 1, (®
(3.21) D] < 1K o [(u 155 + (14 ) /0 jusp 2rdr]

En tenant compte simultanément des relations (3.18) & (3.21) on déduit, pour tout

u€eV:

.
ao(Biu,u) = B2l 2[CR)(u- = ete = ¢57) = B N1+ 2)] [ fusplPrar

1 A R
99 — - 2=y 32 E_ He ot 2
(3.22) +galue = eme =) = B (a5 = T2 + e)}/o ulrdr
R

M~ 2 K Hoo 2

+55 — -~ |l / uprdr
|5 = Bl ~ E20] |03

R . 12

+8%(uz, )’ [/0 K(r)rdr — 7{;1\’“005;]

-

Nous choisissons les parametres € , et y dans 'ordre suivant :

1- € > 0 tel que: \
e — €y — €— >0
Ui

2- Puisque K(r) = eA_(1 —2n) st r > R, il existe R' assez grand tel que :
RI
/ K(r)rdr >0
0
3— v assez petit pour que :

R’ Rl2
/ I\’(r)rdr - 7”1{“007 > 0
0

&
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4- Finalement, si B est assez petit ,on a :

CRY - = e = ) = FIK Il +7) 2 0

Ol (o P | B
2 B Hoo

‘ [ - Fels L= | 2 0

Ce qui entraine

ao(Byu,u) — ﬁ2v§||u||2 >0 Yu eV

d’ot
S1(B) = B*v;

c’est a dire que :

0< B <B0)

(ii) Dans le cas n = 1 nous utilisons les inégalités suivantes :

oo 2
(3.23) /\_/ \divPul?rdr > €A [52(1—21;)/ u3rdr——/ (|d“l (s +“2) )r r]
0 0

Uy dus ujus 2ﬂ2 9 0 du , ug
dr + uy dr + < e = pool _6'(21‘1 +u3)+6(|2:l +';3)

(3.24) 2B|u — ool |us

pour avoir, aprés quelques manipulations, 'inégalité :
. 2 21 u2 R du
(3.25) ay(B;u,u) — Bvg||ul|® > (u- —€e— e——) |-—| rdr
RI
+,32 / (I\'luf + I\"gug + ]\'3u§)rdr
0
A ° dr
=) [
n Jo r

ou on a pose€ :

Ky(r )—p(ﬁ—’;ﬁ)—-lﬂ—/twl

Kofr) = £ _Eex

2(r) = p( poo)

Ko(r) = (1= 240) + o5 = £2) = 2l = oo
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De la méme maniére on décompose u comme suit :

— L
u-u,,-{-up

1 RI
1 _
uy = —R;/o urdr

alors il existe C(R') > 0 tel que :

R R’
/ &2 2rdr > C(R) / fup Prdr
0

En suivant la méme démarche que dans (i) , on obtient :

.
(B ) 2 [COR Y- = = e52) = 201+ K] [ lufrar

.2

(3.26) +‘,32 zs:(u;,’} 2 ( /OR, Ki(r)rdr — 7KR7)

+(p- —6——)/ fay +u2| —

avec

K = max{||Nilloo; 1 <t <3}
On choisit ¢, n, R', v, et B de maniére a avoir dans 'ordre :
Ao
(1) po—ec—e— >0
n
RI
(2) / Ks(r)rdr > 0
0
R’ R/2
(3) / Ky(r)rdr — 7K == > 0
0 L

(4) C(RY(u- —¢— 5/\——) RO+ 3K S0
n 4

On pose vi(r) = (x(r),0,0) avec

1, si0<r<R';
x(r) =

0, siR' <r
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Maintenant si u € V; et u est orthogonal & v; alors uj, =0 et on a:

.
a1 (B u,u) > [C(R’)(y_ —e- e%‘) - 81 + %)K] A usp|2rdr

(3.27) +82(u )z( / " Ka(r)rdr — 71{%)
+(p- —5—)/ |ui + U2| —

Montrons que le second membre est positif si 8 est voisin de 0. Pour cela on distingue

deux cas :

RI
1- On suppose que / luip|®rdr = 0; alors uj, =0 et on a :
0

A K 2dr 27~ R 2
(3.28) a1(B;u,u) > (p- — 5—;—) luz| - - B°K |uz|“rdr
0
RI
> [R'z(p_ —e:\—_—) —ﬂ2K] / lug|®rdr
n 0

> 0 si f§ est petit.

RI
2- Supposons que / a1, )2rdr > 0.
0

« i ui"p =0, I'inégalité (3.27) montre que , pour f suffisamment petit :

a1(B3u,u) — B2ol|lul? > 0, Yu € (vt

« Si u,;,"p # 0, (3.27) entraine que , pour b > R :

R
a1(B;u,u) — ,Bzv:]]u]]2 > [C(R')(,u_ - - 6‘/\7—7_) - B*(1+ %)K] /0 }ulplzrdr
)2

(3.29) (V1 K

Ao, [ o dr V 1
+(p- —5—7’—) Iul,, + uy| T , Yu € ['v1]
b

D’autre part, on vérifie que :

2b 2b 2b
pdr 1 dr log.d dr
|t Pz [ (G-, T2 2R -2 [, T

18]
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Ce qui entraine avec (3.29) I'inégalité :

. ‘ ! A 2 1 K 2
@By w) = B2l 2 [C(R) k- = ¢ = e°7) = B(1 4+ )K] / fusp*rdr

Log 2
2

12
(3.30) +(uz,)? [ (- — 6/\7-) - B2K(1 + 7)%-]

D d
cou =22 (ML el
n b r

Puisque

lim luipl?— =0
b—oo Jp T

on peut choisir b assez grand pour que :
a1(Biu,u) = FPolllul? 20 Vue (o]t

Ainsi
S}(8) = p?v;,  pour B petit
et par suite,

£2(1)>0

Ce qui achéve la démonstration du théoreme 3.9. W

Théoréme 3.10. Sous la condition :

R R
b Moo 1 2
3.31 / ~ ——)prdr > —-/ — Uoolrdr
( ) 0 <P Poo )p H—"Jo .'u ol

le seusl (1) est strictement positif.

Preuve. En choisissant convenablement les parametres ¢, 1, R’ et 4 l'inégalité

(3.26) entraine :

.
a(Bu,u) = B2l 2 [CR(u- = e = ) = 5*1+ DE] [ fufPrr
12

(3.32) + p? ((uil;,)Q + (u,j;,)Q) [/OR(A'1 4 Iy)rdr — 71{%] Vue W,

Sie < p_, la condition (3.31) entraine :

R
/ (K) + K3)rdr >0
0
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On peut donc rendre le second membre de 'inégalité (3.32) positif si v et 3 sont

assez petits, ce qui montre que £Y(1) > 0. O

En regroupant les résultats obtenus jusqu’ici on conclut, sous I’hypothése (3.31),
que BY(n) > 0 pour tout n € N. Ceci signifie que si B est suffisamment petit, il

n’existe aucun mode guidé de vitesse strictement inférieure a v,.

3.2.2 Equation des seuils

Soit B > Br.(n), 8, (n) étant le seuil supérieur d’ordre m. Alors on a, par
définition de 8, (n) :
Sm(B) < B*v;

et chaque mode guidé associé a la fréquence w = S% (B)!/? posséde une amplitude u

exponentiellement décroissante, de facon précise u a le comportement asymptotique :

u(r) >~ Cix1(r) + Ca2x2(r) + Caxa(r). (r — o)

avec
1 .
(i) = Jame (k,0,8)
xa(r) = ) ——e7(0, k2, 0)
k27‘ ? ’
1 —kor 2
x3(r) = Ve 2T (Bk2,0,—k3)
\ 2T
ou

= (8 -w?fy) et k= (B - w?/o))

Si B tend vers 85,(n), k2 tend vers 0 et les fonctions /rx2(r) et /rxs(r) perdent
leur caractére L? 4 l'infini, autrement dit le mode u est de moins en moins guidé (a

la limite 8 = B;.(n), u ¢ H). Lorsque 8 = f;,(n), on dit qu’il y a coupure du mode.

Nous allons montrer dans ce paragraphe , qu’a la coupure , le champ u n’est
plus dans V,, mais dans un espace plus large, noté W,, et que les seuils sont les

solutions d’un probleme de valeurs propres généralisées.

Notre étude s'inspire de BAMBERGER-BONNET [B.B]. Nous posons :

gn(Biu,u) = an(Biu,u) — B2 ||ul? Yu € V,
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Alors nous avons :
gn(Biu,u) = ba(B;u,u) + p(Bsu,u)
avec

bo(B;u,u) =/ (A + p)|divPu| rdr
0
2,2

+/0°°#[(d;rl u -};nu2>2‘+ (d;: 3 nul;i—ug)"’_*_ (ddurs)2+ nr::,]rdr

PO =5 [ (5= E=)olulrar+26 [0 = poo) g (rusa)d

Nous voyons que ¢n(8;u,u) est une forme quadratique définie sur un espace Wy,

contenant V,,, caractérisé de la facon suivante :
sin#1

1

Jr(wuz nug) € LHRTY rus € LA(RT)]

Wa = {u € Lh(RY)’; Vioe € L2(RY)Y
T

loc

et

Wy = {u € L} (R)?; \/Fj—: € L}(R1)3, %(ul + uy,u3) € LAH(RY)?;

Vruz € L*(R™); V/r(u1,uz) € L*(0, R)?}

On montrera en annexe 2 que D(R™)? est dense dans W,.

Pour assurer ’existence des seuils 82 (n) (resp. 85,(n)) nous supposons, dans

ce qui suit, par exemple que la condition (3.4) est satisfaite.

Pour tout n € N fixé, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.11. Pour tout m € N, 82 (n) et % (n) sont solutions du probléme

suvant :

Trouver B € R¥ tel qu’il existe u vérifiant :
(Sn) UEI’Vn, ’U.#O

gn(B5u,v) =0 Vv € W,
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Preuve. Soit ($?) une suite de réels telle que :
{ AP > Brn(n) VpeN
. ap o
Soit (uP), une suite de fonctions non nulles de V,, telle que :
(3.33) an(BF;uP,v) = Sp(BP)(v",v) YveV,

Posons dans cette égalité v = u? pour avoir :

(3-34) bu(BP;uP,uP) = (Sp(B7) — (B v)lW?|* = p(B; u”, uP)

D’aprés la définition de 3}, (n), on a :

Sm(B7) < (B7)*v;

ce qui entraine avec (3.34) que p(fBP;uP,u?) < 0; de ce fait on peut normaliser u?

par la relation :

R
(3.35) / plufPrdr =1
0
On a aussi
(3.36) ba(BP; uP, uP) < |p(BP; uP, uP)|

¢ étant arbitraire, on peut vérifier les inégalités :

(B3 (B )] < (B — B2 4 Bt = peollon (o + era(u)
p P

oo cf—

avec
ra(u) =

et

ba(BP;uP, uP) 2(A -+ /1_)/ |divPuP|*rdr
0

p,P

R
duy 2 d‘llg . .
/o <(dr) +(dr) Tg)rdr sin#0;
d 2
/ (5 (d—“‘-’-) + %)rdr sin=0;
0

n®(uf)?

®rdu ., n?t4+1 4nufq
(3.38) +u_/0 [I T () + (5)) + g

r

2

]rdr
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Combinant (3.37) et (3.38) on obtient :

(339)  (ue = Bl = toolle)raw?) < (BVIE ~ E2 o+ ﬂ”;,f—_ny - ool

oo

En choisissant ¢ assez petit, (3.39) montre que, pour tout n € N, la suite (r,(u?)),
est bornée. Par conséquent la suite (b,(5?;uP,u”)), est bornée et I'inégalité (3.38)

montre que les quantités suivantes sont aussi bornées :
oo
/ |divPuP|?rdr
0

< r duf n®+1 danufud  n?(uh)?
|+ S + () + T 4 e e

(3.40)

ce qui entraine avec la relation

P p p
Bud = —divPuP + d;l + 4 *
n

oo
/ |u®|*rdr
0

Maintenant on peut conclure que la suite (u”), est bornée dans W,. Il existe

r

que l'intégrale :

est uniformément bornée.

alors une sous-suite, toujours notée (uf),, telle que :

(1) u» —u faiblement dans W,.
(ii) ru? — /ru dans L} (R*)

Nous pouvons passer a la limite, quand p — oo, dans (3.33) pour avoir :
ue W,
an(Br(n)iu,v) = (Br(n))e2(w,v), Vo e D(RT)

c’est a dire :

n(Br(n);u,0) =0, Vo€ D(RT)
R
ceci reste vrai par densité pour tout v € W,,, de plus u # 0 car / plul*rdr = 1.
0

Ce qui prouve que % (n) vérifie le probleme (S,).

La démonstration pour $2,(n) est analogue. En effet, par définition de 8% (n),

on a la propriété :

Ve >0, 38 €82 (n),B(n)+ ¢ vérifiant S (8) < f2v?
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On construit ainsi une suite (8P) qui tend vers 8% (n), et la démonstration est la

méme que pour B, (n). o

Remarque 3.3 Comme nous ne savons pas dire si les seules solutions de (S5) sont
les seuils, il ne s’agit pas d’'une caractérisation. Cependant, on montrera dans la

deuxiéme partie que les solutions de (S, ) forment un ensemble discret.

3.3 Comportement asymptotique des modes guidés
a haute fréquence

L’objet de ce paragraphe est le comportement des modes guidés lorsque 8 —

+00 (de maniére équivalente lorsque w — +00).

3.3.1 Comportement de la vitesse de phase

- : Sm(B)/?
Cherchons la limite de la vitesse de phase v(f) = — 5 lorsque f — +o0.
Proposition 3.12. Pour tout couple (n,m) € N x N* on a
(3.41) lim sup S"'(zﬂ) < (vy)?
B—+o0 B

ou (v )2

]

Preuve. En reprenant la démonstration du théoreme 3.3 et remplacant, dans

0<r<R

I'inégalité (3.6), v, par v, on obtient :

o] 2
(3:42) an(Biu) = PGP <30 +200) [ (52 + P ey

s [ ;—(v:f)ufprdr (u = (u1,0,0))

En utilisant la notion d’ensemble de Lebesgue (cf. [HS], définition 18.6 et théoréme

18.5) on peut établir la propriété :

Pour tout 7 > 0; 3ro € [0, R]et 6 > Otels.que :

(3.43) 1 p
- = —(v7) ) prdr <, Is=|ro— 6,10 + 6|
6 Jig \p
Soient yf,yl,pf,’z, ...,,ufl,m, les m premieres valeurs propres de 1’équation de Bessel

d’ordre (n+1) sur l'intervalle Is avec la condition de Dirichlet homogene ; et soient
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vf,,l, vf,,2, veey vf,'m les fonctions propres associées normalisées et prolongées par zéro

a l'extérieur de l'intervalle Is. Nous avons :

Rodvpu, (n+1)? o
: = < ps, : 2,...
(3.44) J(1T e+ ) rdr S, VEE {L20m)

Soit Y le sous-espace engendré par vf,'l, vf,,Q, vey vﬁ,m. Posons
V = {u = (u1,0,0); u; € Y}

On vérifie que V est un sous-espace de V, de dimension m. De plus si u € V, les
inégalité (3.42) et (3.44) entrainent :

an(ﬂ; u, u)

(3.45) TTE

— B (v7)? <3(A4 + 2p4 )18 m
b,
#ommgx okl [ (& - 07)) prar
Is \P

Par ailleurs, on vérifie que :

Pourtout k = 1,..,m;
s _ 14
(346) ll'n,k - 62 .un,k

1
]
“vn,k”ioo(“) 'g”vi,k”%w(ll)

On déduit alors de (3.43),(3.45) et (3.46) :

an(fB;u,u) B
[|]|2

- 3
B (vs)? <A+ + 24+ )on,m

+8%m max IIv,ll,l\-”zI),m(h)77

Du principe du Min—Max découle I'inégalité :

Sm(B - n
(3.47) 7(2_) < (v5) +em(B)
avec 3
eh(8) = [grga O + 208 b+ mmacfod el m sy 7
d’ou, pour f# > ——, on a:

5

en(B) S [B0hs + 204 )itk + mmax oh el e sy |7



50
Ceci achéve la démonstration. (]

Corollaire 3.13. Sous les hypothéses suivantes :
() (w5 =£=
P+

R Hoo
(1) — < —
P+ P

Il eziste pour tout m € N* (n étant fizé) un nombre By, tel que :

B > Br = Sn(B) < ]

de plus :

. Sn(B -
(3.48) - lim = )= (v7y?

Preuve. On sait déja que, pour tout 8 > 0, 5;.(8) > ,32—#—:, ce qui entraine avec
P+

(3.47) la double inégalité :

H— Sv’:r(ﬂ) —\2 n
— < <(v7) +en(B
o L s) (8)
avec lim e, (6)=0.
B—+oo
Moyennant les hypothéses on prouve ainsi le corollaire. 0

3.3.2 Comportement des amplitudes

p(r)
p(r)

Nous considérons maintenant un milieu de vitesse caractéristique

vérifiant les hypothéses :

v;)zz(ﬁ) Y e i
P/, - P+ Poo

Il existe un intervalle Is =]ro — 6,ro + 6[C [0, R] tel que :

(3.49)
) e o

() (vs)* pp.rT €I

_;1_(_7'_)>(v;)2 pp.r €I\ I

p(r)

Nous allons montrer que, lorsque 3 — <400, I’énergie du mode est confinée
u(r)
p(r)’

et nous montrons aussi que le déplacement axial u; tend vers zéro, c’est a dire que

autour de la position r = rg, valeur qui correspond au minimum du rapport

le champ u devient transverse.
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Lemme 3.13. Supposons que le rapport yér)) vérifie Uhypothése (3.49). Alors, pour
p(r

toutm >1, on a:
: ) i 5
(3.50) Sn(B) = B°(v7)* S (04 + 244 inm, VA ERT

ol fnm est la mi®™e valeur propre de l’équation de Bessel d’ordre (n + 1) sur

Uintervalle | — 1, 4+1{ avec la condition de Dirichlet.

Preuve. Elle découle de la preuve de la proposition 3.12. En effet, puisque #( =
p(r

1 T
(v7)? sur Is et pfl'm = szhn,m, Pinégalité 3.45 prend la forme :

an(ﬂ; u, u)

(3.51) e

_ 3
_ﬂz U, )2 < 5_2(’\4- +2pu)tnm YuevV

ou V C V, est de dimension m.

D’ou I'inégalité (3.50).

Lemme 3.14. Supposons que le rapport wr) vérifie Uhypothése (3.49).

p(r)
Pour m > 1 et B > f3;.(n), on note u™(fB) une fonction propre de A,(B), associée
d la valeur propre w? = S (B) et telle que |[u™(B)| = 1.

Alors on a :

oo
(3.52) / ]D,l(um(,@))lzrdr < f;;m avec Cnm = 3(A+ + 2u4 ) pn,m ,
0 a—

4Com
@B+ p)

(3.53) /0 " g (8)rdr <

Goe) [ [Ornrd @ + (4 - @) @) <

Cn,m 1 </\+ +ﬂ+> Cn.m

288) T 68\ p- i

2
du n? +1 2 2 n?u}  dnujus
dr + r2 (w1 +uz) + r2

avec |Dn(uw)|* =

r

Preuve. Pour tout 8 > 8%, 0n a:
{ lu™(B)I| =1,
an(B;u™(B),u™(B)) = Sn(B).

(3.55)



52
A partir de (3.55) et (3.51), on déduit l'inégalité :
3 *
(3.56) an(B;u™(8),u™(B)) = B2(v)" < G (A4 + 24 )pam VB> B,

D’aprés la preuve de la proposition 2.9, on peut avoir 1'inégalité :
o0 o0
(3570 Oo+us) [ WA rdr+ e [ D) rdr
0 0

m m -_— Cn,m —_— o0
<a(@um@ume) - e s g (e =te)
ce qui établit I'inégalité (3.52).
du, n uy + nuq
dr r

De la relation diviu = — Pus, on déduit I'inégalité :

Bl (B < 4 (Jdiv® (um(B))? + | Da(u™(B))I?)

ce qui entraine avec (3.57) 'inégalité (3.53).

La décomposition (4.2) montre que :

(3.58) an(B5u™(B),u™(8)) - B2(v7)? 2 B (u™(B),u™(B))
2 [T my a2 u - my
w25 [ [+ wig@Pr + (5 - 05)) (@) ]

et d’apres (4.7) la quantité ¢;(u™(8),u™(B)) admet la majoration :

(0:59) @@ <2 (FE) (7 IDn(u"‘(ﬂ))Izrdr)% ™)

< 22+ +p4) [Com
- dp— H—

Finalement 1'inégalité (3.54) découle de (3.56), (3.58) et (3.59).

Théoréeme 3.15. Supposons que ,u((r)) vérifie L'hypothése (3.49).

p(r
Pour m > 1 et B > Br.(n), on note u™(f) une fonction propre de A,(f), associée
d la valeur propre w? = S7(B) et telle que [[u™(B)| = 1.

Alors on a :

(5.60) /0 |ul*(B)|2rdr ol 0
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(3.61) / [u™(B)|Prdr — 0
Ir—ro] 26 B=too

Preuve.
(i) La limite (3.60) découle immédiatement de (3.53).
(ii) Raisonnons maintenant par I’absurde pour établir (3.61).

Si (3.61) n’est pas vrai, alors il existe €, € > 0, et une suite (f;), telle que :

o +o0 et
ﬂp p——+oo .

(3.62)
[— y |um(ﬂp)|2rdr > €

D’apres (3.52) et la condition de normalisation {[u™(B)|| = 1, la suite (u™(B,)), est

bornée dans V,. On peut donc en extraire une sous-suite encore notée (u™(5;)),

telle que :
u™(Bp) — u™ faiblement dans V;
(3.63) R
| | wm ) = umerar — o
Ona:

m 27‘ — * m 27, . m 27’
e = [Tt [ @)

or d’apres (3.54), il existe Ky, ,n > 0 tel que :

K,om

~ u™ Zrdr N
[ @ < s s

De plus, d’apres (3.63) et (3.54), on a

H —\2 m2 . 7] —\2 m )
p vs |u TdT‘ = h (~ - va ) u TdT p— 0
/IO,R]\L; (p (v5) ) | p=Too o mivse \ o (v3)* ) ™ (Bp)l

donc
u™(r)=0 pp.re0,R]\I.

et on oblent

(3.64) lim [«™(Bp)|Prdr = / lu™|?rdr =0
P=20 J10,R)\ Is [0.R]\Is
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De (3.64), (3.65) et (3.66), on déduit finalement :

lim [u™(8,)2rdr =0
Jim [ )
ce qui contredit ’hypotheése (3.62). o
u(r)

Les hypothéses (3.49) ne sont pas naturelles car on impose a la fonction )
p(r

d’étre constante au voisinage de son minimum. Nous allons énoncer un résultat

analogue au théoréme 3.51 mais avec des hypotheéses de régularité. Plus précisément,
p(r)

p(r)

de vérifier :

on impose a la fonction

p(r) est analytique sur [0, R},
p(r)
(3.65) zg:)) posséde un minimum (v )? au point r = o ,ro € {0, R],
p.(T‘) —\2 H— +
>(vy ) =— VreR ro}.
o) (v) P \ {ro}

De ces hypotheéses, il découle en particulier :

(3.66) ’;—((:3) —(v7) = s2(r —ro)? +o(|r —rol?), (s2 >0).
(3.67) [_ <o <%§—3 - (v,‘)2> dr = 536 + 0(8%) lorsque 6 = 0 sirg # 0,

“ /Osrsé <;/;_((3 - (v’—)z) rdr = $,6° +0(6%), 1 20.

Théoréme 3.16. Supposons que #((r)) vérifie les hypothéses (5.65).

p(r
Pourm > 1 et § > F;,(n), on note u™ () une fonction propre de An(f), associée
d la valeur propre w? = SN (B) et telle que ||[u™(8)|| = 1.

Alors on a :

(3.68) /0 | (8)>rdr Rl 0

(3.69) Ve >0, / ™ (3)|*rdr — 0
Jr—ro|>e B

—+too

Preuve. Nous ne détaillons pas la preuve, mais donnons le principe et les différentes

étapes.
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e Soit § > 0 quelconque. A partir des inégalités (3.45) et (3.67) on déduit :

(3.70) Sm(B) - B*(v;)? <

CET L 5266 + o((66))

e En reprenant la preuve du lemme 3.14, cette fois-ci avec l'inégalité (3.70) au

lieu de (3.56), on arrive & établir 'estimation suivante (qui est I'analogue de

(3.54)) :

(3:1) [0+ wms @2+ (& = o) @ r]dr <

Cn,m 2 Cn,m 2 2
2587 T gy T A

. .. . 1
e Soit n > 0 quelconque. En choisissant § < n puis § > 5, on peut rendre le
7

second membre de (3.71) inférieur a Cy (C > 0), ce qui prouve les limites

suivantes :

[e ]
(3.72) ﬂlirf / lud (B)Pprdr =0 (car A_ +u_ > 0)
“teo Jp

(3.73) lim - (% - (v;)Q) [u™(8)2prdr =0

e Soit € > 0 fixé. Il existe d’apres (3.65) une constante afe) > 0 telle que :
Vr € RY, Jr—rol > e = 20 _ (472 > a(q)
p(r)
ce qui entraine avec (3.73) :

. m 2 _1__ * _F_‘_ o 2 m¢3y12 -
/];_wlZ( ™ (B8)|“prdr < a(e)A <p (vy) ) [w™(3)|° prdr ﬁ_+°o0

et la preuve est achevée. a
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Chapitre 4
Etude des courbes de dispersion

4.1 Régularité des fonctions Sz (g)

Cette étude est basée sur le principe du Min—Max.

Proposition 4.1. Les fonctions :

RT— R
B — Sn(B)
sont continues. Elles sont dérivables presque partout et leurs dérivées vérifient :
(4.1) L(sn() —265=| < cp
ag- " Poo | =

Preuve. a,(f;u,u) posséde la décomposition (voir formule (2.8)) :
(4.2) an(Biu,u) = ﬂz-':)i@”u”2 + to(u,u) + Bty (u,u) + B2 (u,u) Yu e V,

ou les ¢;(u,u); i=1,2,3; sont donnés par les expressions suivantes :

o = (B (d) (2
R (oD
(4.3) ti(u,u) = ‘2/0 [[L’(t]‘(t3 +,ur(u3%l— +ul%’ir'-’_)

duy

- 2(A+ p)us (r drl + uy +nu2)]dr

a(ww) = [ 0w+ (5 - L) ol rar

(o <]

La décomposition (4.2) montre que la famille des opérateurs autoadjoints (An(8))s
est holomorphe, donc les valeurs propres w? = S7(8) sont les branches d’une ou

plusieurs fonctions analytiques (cf. {K]). Puisque ces branches peuvent se croiser
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(en des points isolés), les courbes 8 — S () sont continues et dérivables par

morceaux.
Pour établir (4.1), nous suivrons la méthode de BAMBERGER-BONNET [BB].

Nous posons pour m = 1,2, ...

AZ(B) = SE(B) — ﬂ”fﬁ

oo

Les fonctions A}, (8) admettent la caractérisation suivante :

. tn(ﬂ;u,u)
. AZ(8) = et
(44) LS S b A
u#0
avec
. . 2.2 2
tn(ﬁa U, u) = an(ﬂ,u,u) - :3 U, ”u“
et

Fn={VCV, dmV =m}

Pour établir le théoreme, il suffit de montrer que A} (3) est continue et dérivable

presque partout, ce que l'on sait déja, et vérifie :

(4.5) 5An(6) < 8

La formule (4.2) entraine :

(4.6) ta(Biu,u) — ta( B u,u) = (B — B) [ti (v, w) + (B + B )t2(u, u)]

On vérifie facilement que :

(47) ul sed e [ [T e ML
712u§ nu U
54 )rdr] Jul
o] < [ gl Loy e

D’autre part, l'inégalité (2.6) entraine :

(4.8) P+/0 (| 1>+ n + (u? +ud)+ n2u3+4m:1u2> dr < [;—-an(ﬁ u,u)~f' ”u“]
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Reportant (4.7) et (4.8) dans (4.6), il vient :
', nlo A+ + o+ (P4 ' 2 2 12
ta(Bi ) ta(Bsu,u) + 18 - 1[2——— (Ean(8'su,) = 87Nl el
p—p+ \p- .
n A+ tus B )
(49 #8482 ]

Soit m € N*, d’aprés (4.9) et (4.4),0n a :

oA+ Ht (Pt on 12
(@10)  AR) <AL +18 - B[22 (Len ey )
! + + Uy E P
#(p+ ) (PR L Ly ]

Or, on sait que :

Sn ! < IQLL&O_
m(B8')< B .

oo

de sorte que :

(411) AL(8) — An(8) <I8 - Bl [2gr 2t B (”* foo _ 1)”2
P-pP+ H— Poo
+(B+8) (———“ = ||°o) ]
P~ P Poo

On peut alors échanger les roles de B et 3' et 'on obtient :

AL(B) - A"B)l
B—p

(4.12) < Csup(B,5')

avec une constante C qui dépend seulement de (A, u, p).

Ainsi la fonction A (fB) est localement lipschitzienne, par conséquent elle est

dérivable presque partout et sa dérivée vérifie (4.3).

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 4.1. o
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4.2 Dépendance des fonctions Sp(3) par rapport a
(P A 1)

Nous allons introduire dans les notations la dépendance par rapport a (p, A, ).

Nous notons désormais :

A(r) = (p(r), A(T), u(r))

[Alleo = max{[|Allco, ll&llcos lolloo }

an(ﬂa Aa u’ ‘U) = an(ﬂ; u, U)

Sm(B,A) = S5.(B)

o0

g = [ ulprar

Un résultat de monotonie est fourni par la proposition :
Proposition 4.2. Considérons deuz milieuz €lastiques caractérisés par
A=(p,A\p) et Al =(p' N, u') vérifiant :

AMr) < M(r)
(4.13) p(r) < p'(r)
p'(r) < p(r)

presque partout pour r € R*

Alors, pour tout m € N*, on a :

(4.14) Sn(B,A) < Sn(B,N), VBEeRY

Preuve. Pour tout g € R* et tout u € V;,, on a :
an(B, A'su,u) — an(B,Aju,u) = an(B3, A = Aju,u) >0

Comme |jul|,» < {lu]|,, on a:

an(B, A u,u) S an(fB,A;u,u)

17/ | 1]

, Vu € V,

En passant dans cette inégalité au sup puis a I'inf, on obtient 'inégalité (4.14). O

La proposition suivante donne un résultat de continuité par rapport a A.
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Proposition 4.3. La fonction :
Ar— Sh(B,A)

est localement lipschitzienne. Plus précisément, pour tout A, sl eziste deuz constantes
positive a(A) et C(A) telles que :

1S7(8, ) = S8, A <B2C(A) (A = Nl zoo, ) + 1t = 1 2= o,
(4.15) +o = p'llLeo(o,r) + [Aoo = Nool + lttoo — 1 oo | + [Poo — p’ool)

VA : A = Ao < a(A)

Preuve. Utilisons ’écriture suivante :

oo oo
(4.16) an(B,A;u,u) =/ /\]divﬂitl2rdr+/ pen(B, u)rdr
0 0
avec )
du, 2 2 dus nuy + uz2\2
=9 —— —
en(B,u) d( dr +h u3) + ( dr r )
dU3 2 U3 2 2 2
+(—dr +ﬂul> + (—r—- - ﬂuz) + ;_—2—(u1 + nuy)
Ona:
R
an(B, Aju,u) <an(B, A'su,u) 4+ |A - f\'llLoo(o,R)/ |div?u|*rdr
0
oo R
(4.17) oo = Nool [ ldivPulrdr + e = ooy [ enlBurer
R 0

+|/~‘00 - p',ool A E"(/Ba ‘U)T'dT'

D’apres (4.16), on a :

R o0
an(B, A5 u,u) 2/\'/ |divPu|rdr + /\'oo/ |divPulrdr
] R

R oo
(4.18) +;1'__/ en(B,u)rdr + ,u;o/}; en(B,u)rdr
0
En combinant (4.17) et (4.18) on obtient :

1 .
an(B, Aju,u) <an(B,Au,u) + [A—,-ll/\ — Moo (o,R)

1 Ao — A Lo — !
(4.19) bl = oy + ooy B e 5, )

Mo .



61

D’autre part la relation

o o} oo oo
| witsrar = [ julordr+ [P - pyrar
0 0 0

entraine

1 |Poo = P oo
(4.20) fluflpr < [1 + ;—Hp ~ p'llLe(o,r) + i,i——] flull»

puis, a ’aide de (4.19), on a :

an(ﬂs A; 'U., u) < an(ﬂaAl; u’ u)

ety = el

(4.21) (1+¢(A, A7)

ou

1 - 1
1+ A) = (14 =—llp = Hllzeom + ﬁﬁ;fi'i] x [14+ 5=lA = Nl co,m)

1 Aoo — N -y
+ - ”# _ #,HL”(O,R) + | o0 ool + I#OO P- ool]

[ Moo H oo

En passant au sup, puis a I'inf, dans (4.21) on obtient :
Sm(B,A) < SH(B, AN + (A, A))

or on sait que :

SP(8,A") < prE=

o0
d’ou

S™(B8,A) < SE(B,A") + ﬂ?f,ﬁ%(m’)

oo

En échangeant les roles de A etA’, on obtient :

(422) 1S7.08,4) = S8, )| < 67 max (S22 (A", 1), E2 (4, 1))

@(A, A") vérifie la propriété : pour tout A fixé, il existe a(A) > 0 et C(A) >0

tels que :

(4.23) w(A, A7) SC(A)(HA = Mlzeco,my + I = #'llLoco,r) + llp = £'llo 0,R)

+ oo = Mol + oo = o] +1po0 = Phol) 51 1A ~ N]leo < a(A)

En remplagant dans (4.22), on obtient I'inégalité (4.15). o
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4.3 Régularité des fonctions propres. Conséquence

Le résultat de continuité fourni par la proposition 4.3 n’est pas assez fin
pour permettre d’évaluer la variation de S;,(8,A) due & une petite variation de
A = (p, A\, ). Notre objectif est d’obtenir une dépendance en norme L'(]0, R[). Pour
adapter la démonstration de la proposition 4.3 nous avons besoin que les quantités
lu], |r(divPu)?| et |rea(B,u)| soient bornées sur I'intervalle [0, R] lorsque u est une

fonction propre.

Le but de ce paragraphe consiste donc a examiner la régularité et le comporte-

ment asymptotique d’une fonction propre de A,() au voisinage de r = 0.

Dans toute la suite, on fait les hypotheéses suivantes :
(i) p € L=(]0, R),

(i) A(r) et u(r) sont des fonctions lipshitziennes par morgeaux, c'est a dire qu'il
existe une partition 7o = 0 < r; < ... < rp, = R pour laquelle A,y €
Wl (1), I, =|ri—1,7k[. Cet espace sera noté L. En particulier, une fonction

constante par morgeaux est un élément de £,
Soit u un élément de D(A,(83)) qui est une fonction propre de A,(B) associée

4 la valeur propre w?. Alors u vérifie, sur chaque intervalle Iy, le systéme suivant

(équivalent au systéme (1.8)) :

(4.24)
d, du) A4 u N dug (n? +2)u+ A\ uy A+
d(rdr)+n()\+2p) dr-[ X+ 24 ]r_”<x+o )r Vo)
d dug A+ dug 3+ A u n?A+ (2n? + Dpju
dr' dr n( i ) dr n( U ) r [ 7 ] = Vrgz(v)
. d ‘dug _
(4.25) 5(7’61—7')—” = Vrgs(u)

ou on a posé :

( d d\ d d
Jro1(u) -2 ) Pl

(B = o + B = (7 + 20 )r gt

dA d
Z—(ul + nug) + 57‘—113 + ﬁ/\r-ﬂ] (A + ‘7/1)
d d
(4.26) < Jrg2(u) = [ p —wip)rus — nB\ + p)uz — it (r—u—2- — nu; — uz)]/fl

dr \' dr
) = (020 - o) A(-E ) g0 4

diedus ( du duy

L L]

\ dr dr



- 63

gi(u) € L*(0, R) car u € Vy.

Remarque 4.1 Si n = 0, le systéme se réduit a :

L) - 2 = e
(4.27) d  du u

=) = 2= Vig(w)
(4.28) ; B3y _ Srga(u)

Dans ce cas ['étude qualitative du systéme (4.24) (et de I’équation (4.25)) se ramene

a P’étude d’une équation de Bessel (non homogene).

Moyennant les hypotheéses sur les coefficients du systéme, il est clair d’apres
les équations (4.24) (4.25) et (4.26) que u € H*(I;)® pour k = 2,3,....,p et on a
I’estimation :
lullm2¢rys < Clluliva
Examinons maintenant le comportement de v au voisinage de r = 0. Pour cela, on

utilisera une représentation intégrale de u sur l'intervalle I; =]0,r;[ dont le noyau

est la résolvante du systéme (4.24)(ou de I’équation (4.25)).

Réduction du systéme (4.12)

le changement d’inconnues :

( -Yl = u
.Y2 = U2

. du

| Xo=r g
- d

.X4 = T—(;T?

transforme (4.24) en un systéme différentiel du premier ordre :

(4.29) ~ % - %.u' +Vrg(X)
9(X) = (g1(u), g2(x),0,0)
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et A(r) est une matrice d’ordre 4 définie par :

( 0 0 1 0 \
0 0 0 1
Alr)=1 x4 (n? +2)u n(A + 3u) 0 —n{A + u)
A+2u A+2u A+2u
nA+3u) a2 +@2n P+ n(A+p)

\ Iz p Iz 0 J

Remarque 4.2

Comme A(r) et p(r) appartienent a la classe £,,, on peut écrire :

{/\=/\o+7‘/\1(7‘); rel
p= po +rui(r)

ou Ay (r) et uy(r) sont bornées sur I.

Ce qui entraine :

.4(7‘) = .‘10 + T‘.41(7‘)
avec A9 = A(Xo, po) et A1(r) de norme bornée sur 1.
Ainsi le systéme (4.29) prend la forme :

dxX 1

dr r

40X + Vrg(X)

G(X) = {g(X) + %Al(r)X}

D’autre part, l'inégalité :

- A1(7) X L2y £ Cllullva,

=
7
entraine
Ng(X M L2¢rys £ Cllullv,

Donc, sans restreindre la généralité, on peut supposer, dans le systéme (4.29), que

la matrice A est & coefficients constants (quitte a remplacer A par Ag et g par §).

Recherche de la matrice fondamentale
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dX 1
L’équation homogene - = ;AX est du type Euler; en posant r = €' elle se

transforme en :

dX
4.30 - = AX
(4.30) "
Les valeurs propres de A sont :

s1t=-n-=1; s =-n+1l; s3=n—-1; sg=n+1

(i) Si n > 2, les valeurs propres sont simples.

Désignons par {€x; k = 1,..,4} les vecteurs propres associées. Alors un

systéeme fondamental de solutions est fourni par :
{e***€; k=1,..,4}

En revenant a la variable r, I'’équation homogeéne admet le systeme fondamental de

solutions :
M, =" k= 1,..,4}

(i1) Sin=1; alors {s; = —=2; 3, = 53 = 0; s4 = 2}.
En utilisant la base de Jordan {£x; % = 1,..,4} définie par les équations :
A6 = =2 A6 =0 A%G =0 A& =26
on construit la matrice fondamentale de solutions (ou la résolvante) :
(4.31) My = (r7%€1;(Logr) €2 + £3; E2577Ey)

ou = = {&; k=1,..,4} est la matrice, d’ordre 4, définie par :

1 -1 0 ~/2
1

- 1 a 1/2
T 1l-2 0 -1 4
-2 0 1 1
avec
A+ ) —-A4+u

O = et =
X+ 3 T 3 t5n
A l'aide de la matrice M, on sait représenter la solution du systéme non homogene

(4.29) :
(4.32) X(r) = My(r)C + M, (r) /.’ \/’Fﬂlgl(r)g(u(r))dr, rely

la constante C' dépendant de la condition initiale X (r*).
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Estimations a priori

Maintenant on va établir une estimation a priori sur la solution particuliére :
_ r
X(r) = Ma(r) [ VM (P)alulr)dr, 7€ T
r.

On envisage trois cas (suivant n).
1-[n22]

Explicitons, ’expression de X (r). L’inverse de My,(r) s’écrit :

M= —

n T gus {(r*4¢1, 772G, 7203, 771 Ca)
¢ = (61,€2,(3,Cs) étant la matrice des cofacteurs de =.
Ce qui donne, aprés un calcul algébrique :

4

Xi(r) = r**Gr(r)€ix i=1,..,4

det = P

avec

r 4
Gi(r) =/ Tkt (N g (X(T)Gr)dr (1S k<4)
r =1
On choisit la borne 7* telle que :

o 0 sikh=1,2;
- 4

T si k= 3,
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

r

'S 4
(433) GO < 1Y X () el [

172
72’5"‘“"1(11')

D’apres la définition de g(u) (voir formule (4.25)) il existe une constante C > 0 telle

que :

1Y 95X (7)) Gillezcor < Cliullvs,
j=1

d’ot :

Ge(r) < Cr™luflv, V7 €[0,m]

avec yx = ss—xr +1; 1<k <4
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Par conséquent :
(4.34) i) S Crilullv,  Vre[o,m]

et 1’égalité (4.32) peut étre mise sous la forme :

(4.35) Xi(r) =Y abur* + Xi(r)  (1<i<4)

k=1

On sait déja que ll_r}}) ui(r) = 0; i = 1,2. Ceci joint a (4.34) et (4.35) fournit :
cg=c¢c2=0

et on a:

(4.36) 1Xi(r)] < (5 + Ci)m(lfsl2 +1&H)Virm 1 CVrllullv, V€ [0,m]

D’autre part, en posant r = r; dans (4.35), on a :

{Xl(rl) = c3€ur "7+ el + X ()
Xo(r1) = cabaari™ ™ + csbyom " + X (r1)

ce qui entraine :
lea| + lesl < CUX(r)l + 1 X20r)] + [ X1 (r1)] + 1 X2(r0)])

En tenant compte de (4.34) et de l'injection continue de V; dans C([0, R]), n > 2,

il existe une constante C telle que :
les| + lea] < Cllulfvs,

ce qui donne avec (4.36) :

| Xi()] < Cr|u|lv, Vr € [0,m] (1<:1<4)

qui équivaut a : ‘
fui(r)l < Cr |lullv,

VT’G [0,7’1] (2:1,2)

du;

dr

< Cllulv,
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L’inverse de M;(r) est donné par :
1 t »

4. -1 =
(437) M) = g ‘M

\
ou

det M, =(Logr)det({1,£2,€2,84) + det(£1,62,83,&4)
=det=#0

et
My = (#%(1, G2, (Logr) G2 + Ga, r72¢0)

ou la matrice { = ({;)i=1,4 est définie par :

1+~ 21-v) 2a(l—-4)—~-3 ~4 \
-1-7 2y - 1) -1-3y 4
(=
(-1/2)1+7)+a  3+5 a+v1/24a)-1/2 —2(1+a)
(1/2)(1 4+ +2a7) 3v+1  (1/2)(4ay—~+1) 4 )
En posant : .
G(r) = / VM (r)g(u(r) ) = Ee%-s-(c,,cz, Ga,Ga)
on obtient :

( r v 1 v 1 s
Gi(r) = /0 [(1 + 7)(g2(v) = g1 (w)) + (o = 5~ '2')93(11)‘*'(0“/ +5+ §)g4(u)]“d7'
Ga(r) = /0 [2(1 = )(g2(u) = g1(x)) + (3 + 7)gs(u) + 3y + 1)94(u)]T%dT

R
Gs(r) = / {log T[2(1 = v)(91(u) = g2(x)) + (3 + 7)g3(u) + (37 + 1)ga(v)]
+(2a(1 = 7) =y = 3)g1(w) — (1 + 37)g2(u) + (& — % + v(a+ %))gs(u)
+1(4ay — v + 1)ga(u)} ridr
R F)
G = [ 1= 401(0) = 52(0) ~ o+ Dgaw) - dga(w)) 7 ar

On peut vérifier facilement les inégalités suivantes sur 'intervalle [0,r;] :
(1G] = Gir’llulivg
G2(r)] < Carllullvy

(4.38) <
IG3(r)] < Csv/rllullv,

IGa(r)l < Carully,
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L’équation intégrale (4.33) est équivalenté A

(4.39) X(r) = c1r=26 + ca(Logr €z + &) + csbz + ear’éa + All(r).G(r)
avec

[ r=2G,(r) = LogrGa(r) — Gs(r) + L;-764(r) \
r=2G;(r) + (Logr + a)Ga(r) + G3(r) + I;G4(r)

(4.40) M,y (r)G(r) =
—2r=2G1(r) — Ga(r) + 1r?Gy(r)

k —2r=2G,(r) + Ga(r) + r2G4(r) /
Ce qui entraine avec (4.38) I'inégalité :
|My(r)G(r)] < CVrllulivg
Puisque :
u; € L2(0, R)

dui

2 — 9
= € L*(0,R) (i1=1,2)

VT
on a nécessairement : '

cg=¢=0

A partir de (4.39) et (4.40), on déduit :

2 2

X +X, = 6412-(1 +9)+ 272G (r) + aGa(r) + %(1+7)’G4(r)
X; = cyr?(1+a) = 202Gy (r) — Ga(r) + yr?Ga(r)
Xy = =262 —2r72Gy(r) + Ga(r) + r?Gy(r)

_ Ce qui entraine avec (4.38), les inégalités :

2
- td r
wan X+ Xa| < el )G + Crlullv

X3+ 1Xs] £ Jeq](3+ a)r? + Crljullv, Vre€ [0,71]

Vérifions que :
lea] < Cllulivy



70

En effet a partir de I’égalité :
2
X1(r1) + Xa(r1) = cs(1 + 7)‘%— +2r172G1(r1) + aGy(m)

on déduit :

jeal < €161 ()] +1G2(r)] + Xa (1) + Xa(r)])

D’apres (4.38), on a :
IGi(rl)l < C”u"vx (1=1,2)

On sait aussi que :

Vr(X\(r) + Xa(r)) € H'(0, R)

donc
[X1(r1) + X2(r1)] £ Cllufin,

et
lea] < Cllu]lv,

ce qui donne avec (4.41) :

lus(r) + ua(r)| < Crllully,
Vr € [0,7‘1] (Z = 1,2)
du;
I_del < Cllullv,
En réinjectant ces informations dans les développements précédents, on améliore la

derniére inégalité pour obtenir :

[us(r) + wa(r)| < Cr?flufiv;
Vr e [0,7‘1] (Z=1,2)
(4.42) du;

< Crlu
125 < Crlluly
Comportement de la composante uj

Si n # 0, uz vérifie I'équation différentielle :

d?u3;  ldus n? -1
1 s = hgs(u)

(4.43) dr? r dr r2

La solution générale de I’équation homogene est de la forme :

h —_
ug =¢r "+ cr®
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L’équation (4.33) est équivalente alors a 1'équation intégrale :
n

(4.44) us(r) = ud + Topa(u)(r) = T (u)(r)

avec

or(u)(r) = / o gy (u(r))dr
R 1
p2(u)(r) = / =t g (u(r))dr

r

On en déduit les inégalités suivantes :

lpa(w)} < Cr™*ull,
. VT‘ c [O,T‘]]
lp2(u) < Cr=" Huflv,

Puisque lirr(lj uz(r) = 0 alors on a nécessairement ¢; = 0.
r—
-n

. ‘ r -
Comme auparavant, a partir de la trace uz(r;) = cor;” — ; w1(u)(r1) et des
2n

inégalités précédentes, on déduit :

|e2| < Cllullv,
et par suite :
(4.45) fus(r)] < Crifullv,

En dérivant (4.44), on a :

d _ —n—
—Ztrg = conr™ 1 4 -2-(r Yoa(u) + 1 o1 (u)
d’ou
du
(4.46) Ssi< ey, Vrelonm)
dr
3- n=0]

D’apres le systéme (4.27), u) et up vérifient une équation du type (4.43) avec
n = 1. Donc les conclusions précédentes sur u3 demeurent valables pour le couple

(ui,u2); c’est a dire :

lui(r)] < Cr|lullv,

(4.47) e vre0r] (i=12)

dr

< Cllulive
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La composante u3 vérifie (4.28) qui est solution de I’equation intégrale :

(4.48) | u3(r) = ¢1 + c2 Logr + Log rp1 (u) — 2(u)

avec

www~g/¢@wmwT
11»2(u)(r)=/0 VT Log rg3(u(7))dr

d’otu les estimations suivantes :

e (u)(r)] < Crllullv,
(4.49) Vr €[0,r1] (e>0)
Jez(u)(r)] < Cri=Ylullv,

Si on dérive 'expression (4.48), on obtient :

- duz ¢z 1
(4.50) o=+t

d’ou, pour r — 0:
(1113 C2
— = — 4+ 0(1)
dr r

du3 2 . .
Comme \/F—dT € L*(0, R).on a obligatoirement
Cy = 0
En considérant la trace de uz en r = r, on aboutit & :

|c2| < Cllullv,

et les inégalités (4.49) entrainent avec (4.48) et (4.50) :

lus(r)] < Cllullv,
- Vr € [0,r
(4.51) dus (0,7]

< 7
22| < Cllulve

En tenant compte de (4.51) et (4.47) on remarque qu’en fait on a g3(u) =

\/—hg(u

avec |h3(u)| £ C||ul|v,, ce qui nous permet d’obtenir une meilleure estimation :

d'll3

(M| < Crfjullvy Vr € [0,m]

Nous regroupons tous les résultats ainsi obtenus dans le théoreme suivant :
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Théoreme 4.4. Soit u, élément de V,, une fonction propre de An(B). Si les
coefficients de Lamé (), u) appartiennent d classe L, alors u vérifie sur [0,r],

les estimations susvantes :

1- Sin=0,0na:

du;
~-(r)

lus(r)] < Cliullv

< Crllullv

>l + 7

dU3

[Vo

20| < ol

2- Sin=1,o0ona:
z du3
E lui(r)l + == < Cliufv

Zl-‘?’ﬂ N+ lus®) € Criuliv

lus(r) + ua(r)] < Cr¥jlully

- Sin>2 o0na:

u(r)l - < Crllullv,

d
—‘—‘m] < Clulv,

La constante C est indépendante de u.

Corollaire 4.5. Sous l’hypothése du théoréme 4.4, toute fonction propre u de An(B)

vérifie :
(4.52) Ju(r)]? + |div®u(r)|? + Jen(B,u)(r)| < Cllu|l},  pp.r €[0,R]

Uezpression de €,(B;u) etant donnée par la formule (4.16).

Corollaire 4.6. Supposons que (A, 1) € (Lm)?. Si u est une fonction propre de

An(B) alors w € H2(0,r1)® et vérifie sur [0,71] les estimations sutvantes :

1- Sin=0,0na:

Z [wi(r)] + rlua(r)] + Juz(r)] < CrllullHr(o,r)s3
i=1
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2- Sin=1,0na:
. |
du
DL+ £ Cllellaony
i=1

2
du;
Zl‘;(ﬂlﬁ“lus(r)l < Crllullmio,n)s

lur(r) + uz(r)] < Cr¥llullaon)e

i=1

J- Sin>2 ona:
|‘U.,'(7’)| S CT‘"‘U.“HI((J’R):; (‘I, = 1,2,3)

Preuve. Le résultat du théoreme 4.4 montre que u € H!(0,r;)%. Donc il reste &

d*u . T .
prouver que —— € L*(0,r;). Montrons ce fait dans un cas particulier (I'idée étant
T

la méme pour les autres cas). Examinons la composante u; pour n > 2. En dérivant

I’égalité (4.35) on obtient :

d? d
ot e =c3(n — )33 2+ cy(n + 1)&aar" ™ = (n 4+ 1) r " "2Gy(r)

"ar? T ar
+Ear TG (r) + (1 = n)&aar T Ga(r) + E12r T GY(T)
+ &3 T GR(r) + (n = 1)E1ar" T2 Ga(r) + €147 GY(r)
t (n+ 1)614r" Gy(r)

avec

Gun) = [ (L g G 1Sk
r ]=1

Posons :

hie =Y g;(u) G

j=1
En réinjectant les informations du théoréme 4.4 dans ce qui précéde, on peut établir

les estimations :
(i) hi(r) = rhi(r) et [hi(r)| < Cllully, ;
@) IGk(M S Cr¥luflv,, n=n+3, 2=n+1l,13=-n+3,v4y=-n+1

(ili) Gl(r) = e~ hy(r).
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L’ensemble de ces considérations entrainent :

d
(—{2(;171 = C3€33T‘n_2 + O(T‘) et
r d:‘; = (n—2)esbsar™ 2 + O(r)

u . ST
dr; est borné au voisinage 0. Les inégalités (1-2-3) sont analogues

a celles établies dans le théoréme 4.4, elles proviennent du fait que l'inégalité

Ceci prouve que

Ng(wllz2o,r) < Cllullar(o,r;)2 2 lieu dans tous les cas (revoir les développements

qui ont abouti au théoréme 4.4).
Remarque 4.3

En réitérant le raisonnement précédent, on arrive & la conclusion : si n > 1,

u se comporte au voisinage de r = 0 de la maniére suivante :
ui(r)= O™ V)sii=1,2
uz(r) = O(r™).

Conséquence

Le théoréeme suivant traduit la continuité de la fonction A = (A, pu,p) —
Sn.(B,A) par rapport a la norme ||All11(0 g)s. La démonstration de ce théoreme

utilise essentiellement le résultat du corollaire 4.5.

Nous supposons que A varie dans 'espace (£.,)? x L®([0, R]).

Théoréme 4.7. La fonction A = (A, pu, p) — SH(B,A) vérifie :

ISm(8,A) = S(8, )] <3 CmA(1 + §7) ma (‘;” Heo /(|A~A|+iu W |)rdr

e o]

(4.53) oo = Aol + lHoo ~ tool + I/’oo ~ Pool
! R
+ max (“oo #°°> max <£i pT+> / lo — p']rdr]
/)oo poo p“ p—- 0
avec § = min(A_,A_,u_,u’ ,p_,p_), et C etant la constante du corollaire 4.5.

Preuve. Pour simplifier I’exposé supposons d’abord que p = p'.
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D’apreés (4.12),on a :
R
(4.54) an(B,A;u,u) <an(B,A;u,u) + / A = X||divPul*rdr
0
R oo
+/ | — p'len(B,w)rdr + |Aoo — AL [divPu|?rdr
0 R
+lttoo — ,uf,o}/ En(B, u)rdr ; u€ Vp
R

La formule (4.18) entraine si u € V;, :

e 1
/ |divul’rdr < ——an(B,A';u,u)
R

!
(4.55) - Ao
/ sa(Bouyrdr £ —aa(B,A5u,u)
R Koo

A partir de (4.54) et (4.53), la définition de S7, (53, A) entraine :

', R
(4.56) Se(8,4) Snée;.;\' an(B A% u ) + max ﬂulT/ A — N||divPu|*rdr
ucVm 0

Tk wevy

1 (R ,
+$E‘l’§ “11”2 A |ﬂ —H lsn(ﬁa u)rdr

+<]/\oo - ’\,ool +
Ao Koo

I/Uoo - /J’oo|) max an(ﬂvAl; u, u)
A M E

ou Vi, est un sous-espace quelconque de V;, de dimension m.

On distingue 4 cas :

() Sa(6,4) < 722 e S&(ﬂ,.«'><ﬂ2’—;,é

oo oo
Alors 1l existe, d’apres le principe du Min—Max, uM w@ W) eV, tels

que :

w . .
/ wuDp'rdr = 6
0 . .
an(B, A5 ul,ul)) = 6;SMB,AY) (14,5 <m)

(4.57)

Choisissons Vi, = [u?, ..., u(™)], alors (4.56) entraine :

R
(4.58) Sr(B,A) <ST (B, A") + max W/ |A = XN||divPul*rdr
u 'm u 0
1 R
 — — ! =
+5réz‘xlz\" e /0 |l = g |en (B, u)rdr

Ao — N 0 '
+(I oo)\, ol + I#oolll #wl)ﬁzt[fTw
oo 0

o0
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Soit u € V,; de norme unité

m oo
u = Z aku(k) ; ay = / uu(k) 'rdr
0

k=1

m

E 2 _
ak =

k=1

d’ou .
— B, (k) (k)2
divPu = kzlakdzv (uM) = |divPul’ < m? I |divPu®)|
et
(459) divuf? oo my < m? max [ldivPu® Pl oo
De la méme maniére, on montre que :
(4.60) len(B,u)llLoo(o,r) < m? 32, llea (B, u®)|l L 0,R)

D’apres le corollaire (4.3), il existe une constante C > 0 telle que, pour tout

k € [1,m], on ait :

(4.61) { NdivPu™ 2 || Lo(o, Ry Cllu® 3,

<
len(B,u M Loory < Cllu™®|3

Par conséquent :

d o0 < (k)
lldiv®uf?|| Loo(o,m) SCm? Yo ™13,

Cm? .
,u“‘))

—_ (B A
~ p'_min(1, 5%) 12nka<>‘m an (B,

Cm? n ,
_ﬂ—,msm(ﬁ’/\)

Cm

(4.62) (coercivité de an(f))

—(1+ 52)’;“’ (Vu € Vim).

oo

De la méme maniere on montre que :

c
(4.63) len(B, ") Low 0. R) m’

—(1+ ﬂ")’;w (u € Vin)

o0
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ce qui entraine avec (4.46) :

(4.64)  Sn(BA) - SE(, A)<%"—’—(1+ﬂ2 = / (A = N + [ = w)rdr
"\ — AL I I#OO_ ool 2uoo
+( Ato Hoo )ﬂ P

En échangeant les roles de A et A’| on obtient :

[Sm(B,A) — Sh(B8,A")] S(C—-*-&l)ﬂ_(l + A%)max (#oo lloo)

P Poo

R
(4.65) [ [ 08 = X1 b= D+ s = ]+ i = e

ou 6 =min(A_,\_,u_,u" ). A ce niveau on a supposé que C > 1, ce qui ne nuit
pas a la généralité.

() Sa(B,0) = L2 e spea) < prE=.

o0 o0

!
() SiE= > L2 alors  S3(8,A) - Sh(B,A) 20

oo o0

ce qui donne, avec (4.64), 'inégalité (4.63).

!
(b) Si Beo o E—f—° alors :

oo o0

Sm(B,A") = S1.(B,A) < B° (';;” - £=)

o0 Poo

et I'inégalité :

ar ay az |a1 - 02| Ibl — bzl
0<—=——-—=<K—
- b2 b] - b2< a) + bl )
entraine :
(4.66) SaB.A) = Sa(8,) < g2 (e~ Hool 100 = Pes
Poo Hoo Poo

Comme I'inégalité (4.64) est valable dans ce cas, on obtient (4.63).

(iii) S,';,(ﬂ,A)=ﬁ2'Z;°° et Sn(B,A)=p °#°°

oo w

alors :

1S (B, A) = Sh.(B,A)] = B

”ﬁ__ﬁél

) Poo

ce qui est analogue a (ii)-(b).
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(iv) Sm(B,A) < BZ‘—;E et  SL(B,A) =,32%£,

[ o] o0

Ce cas est symétrique a (ii).

Pour compléter la démonstration, envisageons le cas {p # p'}.

Partons de 'inégalité suivante :

R 0 00
(@s1) Il < I+ [ 1= pluprar + =2l [T upprar (e
A 0 [e ] R .
d’ou :
2 2 2 R ' 2 [Poo = Poo|
L L A
o ]

Siu € Vin est tel que [juf|,, = 1, alors

”u”%w(o,}z)s <m? ]gia<x ”U ”ioo(o,R)s

(4.69) <Cm? lr<nkax u'® )Hv (Corollaire (4.3))

Cm? i o
=% min(1, §2) ]<mka<\m an(B; A, u®, u®)  (coercivité de an(8))

Cm?
<——————S" (B, A’
~ ¢ min(1, 8%) m(8, A7)
Cm2 132 /“lloo
W min(L, B0 by
Cm? !
<= (14 p%)Ee
H_ oo
D’autre part :
2 o Py
1= ull3 < |l
p_
entraine :
1
lellLeo (0, r)s < —Cm?*(1 + 5 ) H ull?
po Poo P
ce qui donne avec (4.68) :
(4.70) 2 < Hull2(1+ @(A,A")

avec

! 1 (oo}
(A, A) = ——Crm2(1 + 2yl “/|ppvw+' Po|
H— P 0 Poo

oo -
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Nous allons établir (4.53) dans le cas (i) (la méthode étant identique pour les autres
cas).

En suivant la méme démarche que dans le cas {p = p'}, on peut établir

Pinégalité -

(471) SB(8,8) S(1+ 9(A, A)) [SH(B,N) + = Cmi¥(1 4 g7yt

- oo

! ) !
X/ (,/\ A’l lﬂ ﬂll)rdf‘"f'ﬂz—,—(l I |#oo I #::l)]
0 0 }

o Ao Koo

ou encore :

(4.72) S8 4) SSRBN) + B EZG(AN) + (14 p(A, 1)

1 ., o R
R o N CEPY RN P
H— Poo JO

+B2ﬁlo_g_({’\oo ~ ool | I#oo = ué,ol)]
Poo Ao oo

On suppose maintenant que A et A’ sont suffisamment proches (ce qui n’affaiblit

pas le résultat final) pour que (A, A’) < 1. Ceci entraine avec (4.70) :

oo = Mool | lHoo = Hiol | P00 — Pl
O

(4.73)  ST(B,A) — Sh(B,A') <op?lee
Y Moo Poo

o

2 /J.I 2 pl R
2ot (=) 22 [T - pirar
M- P H_Jo

[e o]

2 2 N R
4 Om(1+ 6952 [ (A= W+ =
H- Po JO
En échangeant les roles de A etA’ on obtient le résultat du théoreme 4.6. D

Remarque 4.4 L’'inégalité (4.53) a un intérét pratique seulement lorsque A’ varie
dans un domaine ou la quantité § = 6(A') reste minorée (uniformément) par un

nombre g > 0.
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Annexe 1

Décomposition d’un mode guidé en série de Fourier

On sait, d’apres la remarque 1.3, que toute solution u = (u;, 2, u3) du probléme
P,.(B) permet de construire deux modes guidés UV (r, 8) et U3 (r,8) (solutions du

systeme (1.5)) grace aux formules :

U(l)(r, 0) = ui(r) cosnbe, + uz(r)sinnfeg — tuz(r) cosnbe,
U(z)(r, 0) = ui(r)sinnbe, — uz(r)cosnbeg — tuz(r)sinnbe,

Réciproquement, chaque mode guidé est une combinaison (finie si w < fv,) de

solutions du type UM)(r,8) et UP(r, 6).

De facon précise, nous avons le théoreme :

Théoréme Al.1. Soit U(r,0) = Uy(r9)e, + Us(r,0)es + U:(r,8)e. une solution de
(1.5)(appartenant ¢ L2 (R*)3). Alors U(r,8) posséde la décomposition :

( N(B)
Ur(r,0) = 3ug(r)+ Z.(u},(r)cosnO—{-v,ll(r)sinnG)
n=1
N(8)
(A1.1) § Us(r,0) = Jud(r)+ Z («%(r)sinné — v2(r)cosnb)
n=1
N(B)
U:(r,0) = Jug(r)+ Z (ud(r) cosnb + v3(r)sinnb)
n=1
ot, pour tout n € [0,N(B)], un = (ul,u2,ud) et v, = (v},v2,v3) sont deuz

fonctions propres de A,(B) associées ¢ w?. En particulier, si w < Pv, le nombre

N(B) est fini.
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Avant de passer a la démonstration de ce théoréme rappelons un résultat de
BAMBERGER et al. [B.D.J]. Dans ce rapport on montre que les modes guidés vérifient

le probléme variationnel suivant :

Trouver w € RY et u € V, u # 0 tels que :

(P(8))
a(Biu,v) = wi(u,v)y, YveEV

avec
V=H1(R2)3; H=L2(R2)3

et

a(B;u,v) = / M divPu)(divPv)dz, dz, +‘>Z / peu(u)e,](v)da:ldxg

1,7=1
avec
( _ 6u1 Jduq
divPu = oz, " 3z, — Bus

8 1 [ 0up  Ou .
) £, j(u) = § <5;; +0_zi> k,j=1,2
0
o) =5 (G2 4 ) k=10

\ 53,3(“) = —fuy

Cette formulation dérive des équations de 1'élastodynamique écrites en coordonnées

cartésiennes.
Commencgons par démontrer une série de lemmes techniques.

Lemme A1.2. Soit (u,v) € V x V tels que :

u(r,0) = uy(r,0)er + uz(r,0)eq + usz(r,f)e:
v(r,0) = vi(r,0)er + vo(r,8)eg + v3(r,O)e;

Alors, on a :

(%)

27 poo 611 aL, 1 3u.' 31/‘.' .
wow = [ [73 (e 525 + 5 g o

1=1

2
Tree Ovs Ju, dv, O, , dr
9 24y, 7 il
(A1.2) +/0 /0 (111 50 + v 90 U2 30 V2 26 + u1v; + ugv2 - dé



83

(i1) En particulier s

cos nf
(413 L uar0) = ) ("on’ )

inné
st ) = us(r) (Smme )

[ wi(r,6) = w(7) (sinne)

\

b4 g
on a l’égquivalence :

u(r,0) € V <> (ui(r),ua(r),us(r)) € Va
(iii) Supposons que, pour tout entier n, (uf,uz, u3) appartient & V,,. Alors le systeme
n sin nf n —cosné n sinnf ]
(A1.4) {ul(r) (cosn@) er +u3(r) ( sin né > es +ug(r) (cosn&) €:in € N}
est orthogonal dans V.

Preuve.
Soit u € V. Si u = (ugz,,uz,,Us;) dans le repére cartésien (O,z,,z2,13) alors,

par définition, on a :

3
ly = 3 [ Qhun P 419 v 7) dade
=1

A D’aide des formules de changement de base :

uy, = ui(r,0)cosf — uy(r,8)sinb
Uz, = wi(r,8)sinf + ua(r,0)cos 6
Uy, = us(r,6)

on obtient les relations :

3 3
STl o= Y il
=1 i=1
2)

3
Sivut = 3|
= 1 aug 0u1

_ 1] 2 2 5
= 2 uy +uz +2 Uy T Wy

12 1 6u,~2>

(

1
2

Juy,
06

2|08
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d’ou l'identité :
au,'

2w 2
i = [ Z(w L |2 )rd,de
2n 3 5
T ) ]

la formule (A1.2) découle de la décomposition polaire :

8u,

(w,0)v = 5 [(u+v,u+ o)y = Jully = lloll}] .

1| =

(1) En substituant (A1.3) dans (A1.2) on obtient :

Ll = / (W +
0

d'ou I’équivalence des normes :

du?
dr

n?+1 4nu u n2u?
+ —-r—,_,-(uf ul) + l 2 4 r23 rdr

Sl < I O < 25 llu(r)IE,

par suite :
u(r,0) e V< u(r)e V,

(iii) En utilisant (A1.2), 'orthogonalité du systéme (A1l.4) est une conséquence de
Porthogonalité du systéme trigonométrique {1 ,cosnf, sinnf, n € N*}
dans L2(0,27). w)

Afin de simplifier I’exposé, nous adopterons provisoirement dans le lemme qui

suit la définition suivante de la norme :

i, = [ (I i

qui est équivalente & la norme initiale.

4dnuyus n?u

du n? +1 2
+ ——(u} 4+ ud) + . + e rdr ,n # 0.




85

Lemme A1.3. Soit u(r,6) = u,(r,0)e, + us(r,8)es + usz(r,8)es un élément de V.

Alors u admet le développement de Fourier suivant :

( ur(r,8) = 3Jud(r)+ Z (un(r) cos n8 + v} (r)sinnb)
(A1.5) {ug(r,8) = ud(r)+ Z 2(r) sinnf — vZ(r) cosnb)
u:(r,0) = ud(r)+ Z (ud(r) cosnf + v3(r)sinnd)

o, pour toutn € N, les coefficients de Fourier u, = (ul,u?,ud) et v, = (v}, v%,v3)
sont des éléments de V,,.

De plus, on a :

(i) lull} = Flleollve + 7Y (llwalld, + llvall?s,)
n=1
(11) la série (A1.5) converge vers u(r,6) dans V.

Preuve. Soit u un élément de V' ayant la décomposition u(r,8) = u;(r,8)e, +

uz(r,0)eg + usz(r,8)es. En vertu du lemme A1.2,0n a:

2w
(A1.6) ||u||’~{,=/0/0 Z(m 4| >rdrd9

/n/ {( auoz_ 3u1>+|u1|2+|u°| +Z

On vérifie facilement 1'identité :

0u,

Ou;

] a6
r

du d
(A1.7) 2<u1 092 U a“;) +|u1|2+]u2|2+z

(% (2 LY
o6 TU1) T\ —w
2

)rdrde

9us
o6

ce qui prouve que l'intégrale :

5 (v

est convergente.

Ji g <|m(r,6>|2

ar

Par suite :

au'(r 9)’ )d0<+oo pp. reRt
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Ainsi la fonction u;(r, 6) est développable en série de Fourier par rapport a 6 et on a
la formule (A1.5). De plus, on peut dériver (terme a terme) par rapport & r la série

(A1.5) et, en particulier, la formule de Parseval nous donne :

27 au. 2 - ) au,' 2
12 hbnd - — 112 hathad ]
A <IU.I + Ew dé 5 lug® + =
6 v’ z
2 2 n
+W§:(Iunl w4 52] 4|5 )

ce qui entraine avec (A1.8)

(A1.9) /027000 (|U5|2 +

Ou;

or

2 o 2
) rdrdf = lr-/ (|u6|2 + ) rdr
2 Jo

= [ ; ; out |®  |avi|?
12 112 n n
+7r';/(; (Iu,,l + |vn | + ’ ER o ) rdr
oy i Ous 0wy Ou
De (A1.6) et (A1.7) on déduit que les fonctions 25 a8 Tw et S0 Uz

appartiennent & L?(0,27) pour presque tout r positif. D’ou

a“‘( ,8) € L*(0,27) p.p.reRY (:=1,2,3)

On peut donc dériver (Al.5) par rapport a 8 et avoir :

| Qui|® 202 i2
/0 ¥l d<9=,.nz=:ln (Jub|? + [il?)
2w au2d8_ oo -
(A1.10) | Sk _/.HZ::ln(u u? 4+ vlvl
/hu Ou, rin(z ul +vlo?
9 0 = —n7 { t
0 06 —
d’ou
27
Bu,
[ % —de—uZ/ (i + i) &
(A1.11)

2
Ous Juy \ dr d
g = D)
// (ul — Ug—— ) —d TE n/ (uu +vv »
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En substituant (A1.9) et (A1.11) dans (A1.6), on obtient :

.

(A1.12) [ully =

ol =

luolldy + 7> (lunllls, + llvall?,)

(i1) Notons un(r,8) la série tronquée des seconds membres de (Al.5). Montrons

que :

ffu —unlly — 0 quand N — 0

Nous avons

flu—~unlly = lully + lunlly — 20w, un)v

D’apres le point (i1i) du lemme A1.2, on peut écrire :

A’
(v,un)v = Z(u,en)v
n=0

ou e, est le terme général de la série (A1.5).

Moyennant les formules

W) = — " 0 [V s, nen
" Toonf, wilts sinné ’
vi(r) = — 2” 6 [ 4o ne N
n T o2n ), Bik?s cosnf ’
on vérifie que, pour tout n € N :
(wea)v = 7 (Juall}, +lleall},) n#0
(w,e0)v = glluoli;
d’ou
1 N
(wun)v = un)? = Slluollly + 7Y (leallf, + liealli,)
- n=1
et
o = unlly = alld = funld =7 57 (lealft, + loalfs)
n>N+41

Comme la série (A1.12) est convergente, on a finalement :

Jim Jlu —un|li =0
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Lemme A1l.4. Sotent u = (uj,uz,u3) € Vq et v = (v1,—v2,v3) € Vin. Posons :

u(r,8) = u;(r) cosnfe, + uz(r)sinnfey + uz(r) cos nfes
o(r,6) = v,1(r) sin mbe, + vo(r) cosmbeg + v3(r) sin mbe;

Alorsu, v €V etona :

0 si nFEm;

a(B;4,9) = {,mn(ﬂ;u,v) sin=m

Preuve. Considérons la décomposition de u(r,8) = u,,e; + u 3 + uy €3 suivant

la base canonique de R®. Nous avons les formules de changement de base :

uz, (r,8) = wui(r)cosnbcosf — uz(r)sinnbsinf
(A1.14) Uz (r,8) = wy(r)cosnbsinb + uz(r)sinné cosd
Ury(r,8) = wug(r)cosnf

et les formules de dérivation :

o _ cos GE ! sin 9—?—

(.4115) 83:1 or r 00
i — i ei + l oﬁ

Bz, s or r cos o0

Moyennant ces transformations, on établit (apres un calcul fastidieux) la conclusion

du lemme. a

Nous somme en mesure maintenant de démontrer le théoréme Al.1.

Preuve du théoréme A1l.1. Soient u € V et w € RY tels que :
aBiu,w) =wi(u,w)y, YweV

D’apres le lemme (A1.3), u admet la représentation (A1l.5) avec les coefficients
up = (ul,u?,ud) et v, = (v}, —v?%,v3) qui appartiennent a V,, et la suite un(r,8)

qui converge vers u dans V. La continuité de a(f;.,.) entraine :
a(fyu,w) = lim a(B;un,w), YweV
N—oo
Pour v = (v, v;,v3) € V,, quelconque, on pose :

w(r,8) = vi(r) cosnbe, + va(r)sinnbeg + vi(r)cosnbez



&9
En vertu des lemmes (A1.2) et (Al.4), nous avons pour tout N > n:

a(ﬂ’uN’w) = Wan(B?“nsv)
(un,w)n = 7(un,v)H
d’on
an(B;un,v) = wz(un,v)y , Vv eV,

ce qui prouve que u, est une fonction propre de A,(3) associée & w?.

De maniére analogue, en choisissant :

w(r, ) = vi(r) sinnbe, + vo(r) cos nfeg + v3(r)sinnfesz avec (vy,ve,v3) € Vy

on montre que v, = (vl,v2,v2) est une fonction propre de 4,(8) associée a w?.

Or on sait, d’apres la proposition 5.7, que, pour n assez grand, A,(8) n’a pas
de valeurs propres strictement inférieures & 3%vZ. Donc, si w < fv,, la série (A1.5)
comporte seulement un nombre fini de termes nons nuls. Ceci achéve la preuve du

théoreme. In]
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Annexe 2

Quelques résultats de densité

Nous voulons montrer dans cette annexe la densité de l'espace D(RY) =
D(R*)? dans les espaces fonctionnels V, et W, introduits respectivement dans
les chapitres 1 (p. 8) et 3 (p.45). Remarquons que V,, (resp W,,) est un produit

cartésien d’espaces fonctionnels plus simples, plus précisemment nous avons les

décompositions :
Vo = W?xV W = W?xVp
Vi = WoxWw et W, = WrxW
Vo = W3, n2>2 W, = st n22
avec

V = {u € H; \/F%é € L*(R%))

W= {ueV; ir € LX(R*)}

NG

W= {u € L (RY) VRGE € HRY); = € L(RY))

W = {u = (u1,u5) € L}, (RT)%; ﬁfj—': e L*(RT)%;

UI;FUZ € L*(R*); ru € L*(R*)?}

— du
W = (= (u,u2) € L, (RY)% Vi € LA(RYY:

r

M € [ARY); Vid € L0, R}
N
La question est donc de vérifier la densité de D(RY) dans chacun des espaces définies
ci-dessus. La densité de D(R*) dans V est démontrée dans la monographie ([D.L],
tome 5, chap. 8). On s’inspire des idées utilisées dans ce travail pour établir nos

résultats.
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Proposition A2.1. D(R™") est dense dans Uespace W.

Preuve. S’inspirant des idées de la référence [D.L], on procédera en deux étapes.

18r¢ étape : les fonctions de W & supports bornés sont denses dans W.

Soit u € W, posons ug = Og.u avec O g défini par :

L T
OR(T‘)={2—§

si0<r<R;
siR<r<?2R;
0 si2R<r

Montrons que |ju — ur|lw — 0 quand R — oo.

[ (- wnr e B2y = [T o (42 ) e

(i)

(ii)
du dup

dr dr

r

d’autre part, on peut écrire :

d

2R
L i

_7:((1 — ORr)u)

2 2R
rdr =/
r |d

e

;) lul?dr — 0 (R — o0)

d 2 =l du|®
—((1 -~ ©Rp)u) rdr+/ —| rdr
r 2R | dr
2R 2
rdr—/ +(1—OR)—— dr
1 ZR 2R gy |?
<2|— —_ /
< [R ] rdr+/R - rdr]

dul®

<[ (

+E,-:> dr
r

dr
d’ou
®|du dugpl|® > (tdul? [u]?
— _ < bkl
/0 - pn rdr_S/;i (dr T+ . dr — 0 (R - o)
2ieéme Stape : Supposons que u € W et u(r) = 0 pour r > R.

D’apres la propriété 2.4, /ru € H}(0, R), de plus on a l'inégalité :

lullw < 2vV2|[Vrullmio,r)
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Par définition de H}(0, R), il existe une suite v, € D(0, R) telle que :
”\/7—'11 - Un“Hl(o'R) ) 0 (Tl e 4 OO)

ce qui entraine :

Un
u, = — € D(R*
»= 2% € D(RY)
et flu—unllw < 2V2lVru — valliory — 0 (n— o)
qui prouve le résultat. o
On peut adapter la démonstration précédente pour démontrer le résultat
suivant :

Proposition A2.2. D(RY) est dense dans W.

Remarque sur la démonstration : Dans la premiére étape (i), on ne tient pas
o0
compte du terme / |u — ug|*rdr. Dans la deuxieme étape, si u est a support borné
0

on aussi l'inégalité :

lellw < 2V2l1Vrullm o,r)
Proposition A2.3. D(R")? est dense dans les espaces W et W p.

Preuve. On va prouver la densité pour l'espace W, la preuve est identique pour

W g. La norme de W est définie naturellement par I’expression :

oo 0o 2 )
Hz‘z“zw_—_/o |ﬂ|%dr+/é (r n luy + uz| )dr

r
1¢7¢ étape : les fonctions de W, nulles dans un voisinage de +oo sont denses dans

E
dr

W. Soit u € W, posons iigp = Op.i, R > 0, (Ogr est définie dans la proposition
A2.1).

En suivant la démarche de la proposition A2.1, on établit, pour R — 400, les

limites sulvantes :
o ]
(i) / la — ﬂglzrdr — 0,
0

. °° p dr
(i1) |luy + uz — u1r — u2R| - — 0,
0

oo 2

rdr — 0.

di _ dig

dr dr

0
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2¢me dtape : Les fonctions de W, bornées et nulles dans un voisinage de 400, sont

denses dans W.
Soit @ = (uy,uz) € W, nulle au voisinage de +co.

Pour k € N* introduisons la fonction @ = (u1x,uzs) définie par :

k st ui(r) >k
uig(r) =  wi(r) si Ju(r)]<k pp.enr
-k siu(r)< -k

En utilisant les méme arguments que dans ([DL],Tome 5, p.88), on montre que :
|& — @l — 0 lorsque k — +oo

3¢me étape : Les fonctions a support compact dans R sont denses dans ’ensemble

des fonctions de W qui sont bornées et nulles au voisinage de +oo.

Soit p la fonction continue définie par :

ININ
o —

0 si 0
p(r)={r—1 s1 1
1 st 2

INININA

T
r
r.

Soit v = (v;,v2) € W, v bornée et nulle au voisinage de +co. La fonction définie
par v, (r) = p(nr)u(r) est dans W et a support compact. On vérifie que (voir [DL],
Tome 5, p.89) :

vp — v dans W lorsque n — 400

4¢™¢ étape : Régularisation.

Des étapes 1 & 3 on déduit que les fonctions de W & support compact dans R

sont denses dans W.

Il suffit donc d’approcher une telle fonction v par une fonction de classe C°.

Soit alors ¢, € > 0, une suite de fonctions de D(R™) telles que :
T
¢e(r) = ‘15(;) et
¢dr =1, supp¢ C [-1,1
/R pp¢ C [-1,1]

On vérifie sans peine que v, = (¢¢ * v1, ¢e * v2) — v dans W lorsque € — 0. o
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Annexe 3

Une inégalité de Poincaré

Considérons I’espace de Hilbert :
d
W(0,R) = {v € L*(0,R); virv € L*(0, R); v/ro € L*(0, R)}

Soit P(0, R) le sous-espace de W(0, R) défini par :

R
P(0,R) = {ve W(0,R); / vrdr = 0}
0

Lemme A3.1. Il eziste une constante C(R) > 0 telle que :

R R
/ lo[2rdr < C(R)/
0 0

Preuve. Nous allons raisonner par 'absurde. Cette inégalité est fausse s’il existe

dv |2
g rdr Yv € P(0,R)

une suite (v, ) C P(0, R) telle que, pour tout m € N™ :

R
/ [vm|2rd7‘ =1 (A3.1)
0
R 2
dvm 1
dr < —  (A43.2
/0 dr rds ~m (43.2)
R
/ Vprdr =0 - (A3.3)
0

L’injection de W(0,R) dans H(0,R) = {v € L% _(0,R); /rv € L%*0,R)} est
compacte et la suite (vn) étant bornée dans 11°(0, R), on peut extraire une sous-

suite, notée toujours (v, ), qui converge vers un élément v € H(0, R), ce qui veut

dire que lim |tm — v|?rdr = 0. D’autre part I'inégalité (43.2) entraine :
m-—0o0 0
R d 2
. v
lim = rdr=0
m—o0 0 dr
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Puisque W(0, R) est complet, on en déduit que vm — v dans W(0, R). De

s v
plus v vérifie 5= 0, donc v est une constante.
r

En passant a la limite, quand m — oo, on obtient :

R
/ vrdr =0
0

d’olt v = 0. Or ce dernier résultat est impossible car, en passant a la limite dans

(A3.1), on a ||v||Heo,r) = 1. , a
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