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La Technique d’Annihilation de Modes Propres
et Applications

Jean-Antoine DESIDERI
Résumé

Ce rapport vise trois objectifs principaux. Le premier est de rappeler dans un but péda-
gogique certaines notions classiques sur les méthodes itératives linéaires. Le second est de
présenter une technique d’annihilation de modes propres assez générale, d’en discuter la
réalisation algorithmique, et de démontrer qu’elle équivaut a brancher des boucles simples
ou imbriquées de sur(sous)-relaxation sur ’algorithme de base. Enfin, on examine diverses
applications spécifiques, et notamment en hyperbolique, la construction d’un "lisseur” ex-
plicite de type Runge-Kutta, et 'accélération de la méthode implicite du Résidu Corrigé.
Dans ce dernier cas, le gain théorique en efficacité est de ’ordre de 2 pour le probleme modele
bi-dimensionnel.

The Eigenmode Annihilation Technique
and Applications

Jean-Antoine DESIDERI
Abstract

This report aims at three main objectives. The first is to recall for the purpose of pedagogy
some classical notions on linear iterative methods. The second is to present a rather general
technique of eigenmode annihilation, to discuss its algorithmic realization, and to prove that
it is equivalent to branching simple or nested over(under)-relaxation loops on the base algo-
rithm. Finally, several specific applications are examined, including for the hyperbolic case,
the construction of an explicit Runge-Kutta-type "smoother”, and the acceleration of the
Defect-Correction implicit algorithm. In the latter case, the theoretical gain in efficiency is
of the order of 2 for the two-dimensional model problem.
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”La Technique d’Annihilation de Modes Propres”
Dis-mot quel spectre te hante,
Je te dirai qui tuer!
1 Généralités

On considere une itération linéaire de IRM dans IRM définie par la récurrence suivante :

un-l—l — g(un) — Gun + b7 (1)

dans laquelle u™ est le n-eme itéré (un vecteur de IRM) et b un vecteur donné (de IRM), et
GG une matrice M x M diagonalisable :

G=TrT" (2)
ou T'" est une matrice inversible et I' une matrice diagonale :
g1

92

am

et les valeurs propres {g,,} satisfont la condition de convergence :
p(G) = p(I') = max(|gn|) <1 (4)

ou p désigne le rayon spectral. Dans ce cas, aucune des valeurs propres de G n’est égale a 1
et la matrice [ — (¢ est inversible de sorte que (1) admet un point fixe unique

u® = (I-G)'b. (5)
Il en résulte que le vecteur "erreur” défini par
e" =u" —u™, (6)
vérifie I’équation récurrente linéaire homogene suivante :
"t =Gem. (7)

En conséquence,

=G =TI T, (8)

et on pose :

=Tl =17, (9)



1l vient :

€" —6191]1+6292]2+ +6?\49174jM7

(10)

e =egr i+ egi ot ...+ ey gy T,
ou fl, jg, . ]M sont les vecteurs colonnes de la matrice identité (1 e. la base Canonlque)
et €, €, ..., €}, les composantes du vecteur € dans cette base, et Tl, Tg, o TM sont les

vecteurs colonnes de la matrice 7', c’est-a-dire les vecteurs (ou modes) propres de la matrice
d’amplification GG. On voit donc qu’a un changement de base pres, 'effet d’une itération est
d’atténuer chaque composante de ’erreur d’un facteur égal au module de la valeur propre
correspondante.

Ces relations permettent de donner un sens précis a la vitesse de convergence de ’algorithme
itératif. Pour cela, on munit RM (ou ™) d’une p-norme (pour un réel p > 0),

7=1,...,

[u]| = max ( ZM Iuy'lp) p (ue RY), (11)

et I’ensemble des matrices M x M & coefficients réels (ou complexes) (noté ici Masxar) de
la norme induite :
[Aul

All = A . 12
4= s, Tl (e Manan) (12)
On rappelle que
Yue RM, VYA€ Muyn, |Au| <A |u|, (13)
et de plus, pour toute matrice diagonale A :
1A= p(A), (14)
et en particulier :
I = »", (15)

ou p désigne ici spécifiquement le rayon spectral de I'itération, c’est-a-dire celui des matrices
G ou I'. Alors la majoration suivante résulte directement de (8) :

le™|| < Kp™[|e°]], (16)

o K = ||T|.]|T~| est le nombre de conditionnement de la matrice des vecteurs propres.
Supposons pour fixer les idées que :

p=lnl=lgl=...2lguml, (17)



et que |e]| # 0. Alors, en vertu de (10), lorsque n — oo :

[ ~ Crp™, e ~ Cap™, (18)

Il Do "]

n n

et les quantités — admettent une méme limite finie,

v=—1Inp, (19)

appelée vitesse de convergence asymptotique. La quantité 1/v est alors une mesure du
nombre moyen d’itérations nécessaires asymptotiquement a une réduction de la norme de
I’erreur d’un facteur égal au nombre e. On dit que la convergence asymptotique de I'itération
est linéaire. Il est d’usage de représenter la suite des valeurs de la quantité normalisée
lle™|I/]|€°]] en échelle logarithmique en fonction de n; dans cette représentation, la suite des
points admet une droite de pente —v comme asymptote.

Enfin, considérons un cas ou la matrice G est proche d’'une matrice défective, de sorte que
la matrice des vecteurs propres est mal conditionnée, et K > 1. Alors, la majoration donnée
en (16) suggere que la convergence est conforme au résultat asymptotique seulement pour
n tres grand. Un tel comportement peut se produire et on réfere a [9] pour une discussion
détaillée du cas défectif et des illustrations numériques.

2 Analogie fondamentale, annihilation, sur-relaxation

On se place maintenant dans le cas ou le spectre de GG noté o((7), a savoir le nuage formé
des valeurs {g1, g2, ..., gu} forme dans le plan complexe, un "agrégat” localisé et connu.
Ceci signifie que I'on connait un domaine du plan complexe, pas nécessairement convexe, qui
contient ce nuage; de plus, on suppose que ce nuage n’est pas diffus dans le disque de rayon
unité; a l'inverse, il occupe une situation particuliere dans ce disque. (Voir Figure 1.)

On pose

A=1-G, (20)

de sorte que l'itération prend la forme suivante :
u" = (I—A)u"+b (21)

que l'on identifie a un "pas en temps” de la méthode d’Euler sur le systeme d’équations
différentielles ordinaires

uw=>b— Au (22)



avec

At=1. (23)

Figure 1: Spectre de G schématisé

Les valeurs propres de la matrice A sont les suivantes :

A =1 g, (24)

et forment un spectre noté o(A), dont on sait par hypothese qu’il constitue un ”agrégat”
contenu dans un domaine 2 a l'intérieur du disque centré en z = 1 et de rayon 1. Dans le

cas ou les matrices GG et A sont réelles, ce spectre est de plus symétrique par rapport a ’axe

4



des réels. (Voir Figure 2.)

Figure 2: Spectre de A schématisé

Toutes ces valeurs propres sont donc a partie réelle strictement positive, et par conséquent
aucune n’est nulle, ce qui implique 'existence d’un point fixe unique :

u =A"b=(1-G)'b (25)
qui est le point fixe de I'itération de départ; de plus, la solution exacte du systeme instation-

naire

u(t) = u™ + (u(0) — u™) exp(—At) (26)

5



tend vers u™ quand t — oc. Dans les applications aux EDP, A est la "matrice d’approxima-
tion” (préconditionnée), c’est a dire la matrice de représentation d’un opérateur discret
stationnaire.

On vient donc d’établir ’analogie entre une itération (linéaire, convergente) quelconque
et I'intégration par la méthode d’Euler d’un systeme d’équations différentielles ordinaires as-
socié, dont la solution admet une limite, quand t — oc, dite solution stationnaire, identique
au point fixe de l'itération.

Remarque Fondamentale : Soit 7 un nombre non nul, réel pour instant; si 1/7 € o(A), alors

un seul pas d’intégration par la méthode d’Euler avec At = 7 suffit a éliminer la composante
du vecteur erreur dans sa décomposition suivant les vecteurs propres de la matrice A. On
dit qu’il y a "annihilation” du mode propre correspondant [2]. Cette propriété résulte
directement de I’expression du (n+1)eme itéré de I'erreur (dans la base des vecteurs propres),

¢"t1, en fonction des composantes € du précédent :

M
=" (1—-X.7) €. (27)

m=1

Inversement, on peut vouloir chercher a ”annihiler” la composante de ’erreur dans la
direction du vecteur propre associé a la valeur propre A,, en réglant le pas de temps comme
suit : ]

At=71= T (28)

Lorsque A, € IR la réalisation de I’algorithme est évidente :
u't = (I — 7AW" + 7b (29)

ce qui s’interprete comme un schéma de sur(sous)-relaxation appliquée a ’itération de base :

v = (1 — A+ b=g(u"),
(30)

ut = (1 —w)u" +wo™tt,

ou l'on a posé w = 7, pour se conformer a une notation usuelle.

Remarque : Cette interprétation permet d’étendre ces notions au cas non-linéaire, en iden-
tifiant la matrice G au Jacobien de la fonction g. (Voir Figure 3.)



_|_

U

n+1

Figure 3: Schéma de sur(sous)-relaxation simple.

Revenons maintenant au cas général ou A, est complexe dans (28). Si les matrices
et A sont elles-mémes complexes, 1'utilisation d’un pas de temps complexe ne pose aucune
difficulté supplémentaire d’interprétation. Par contre, dans le cas de matrices réelles, les
spectres sont symétriques par rapport a ’axe des réels et on effectue un cycle de deux pas
de temps : le premier avec At = ﬁ = 7, le second avec At = 7, ce qui donne :

utt = (I — 7AW" + 7b

ut? = (I — 7AW"t + 7b. (31)
Ce cycle est naturel car A, est aussi une valeur propre; il équivaut & :
u'"t? = (I —7A) I — 7AW" + b (32)
ou le vecteur
vV = —-7A)Tb+70b (33)
= 2R(7)b— |7|*Ab
est réel, et comme
(I —TA) (I —71A) =1-2R(1)A+ |7|*A?
— 1 omma(r- T4 (34)
B 2R(7) ’
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le cycle se réalise en arithmétique réelle par la séquence ”prédicteur-correcteur” suivante [3] :

gt =g 7 (Au™ — b) (35)
v - 2R(7) . ’
Correcteur :
W = — 2R(r) (AvH —b) | (36)

Notons que I'implémentation de ce cycle nécessite donc la mise en mémoire d’un vecteur

supplémentaire, v"™!. Enfin posons,
7|
W = p
wy = 2R(7)

et remplacons la matrice A par I — (G, afin d’obtenir la nouvelle formulation du schéma
prédicteur-correcteur suivante :

Prédicteur :
v =ut o [Gut 4+ b — ],
(38)
= e [g () — ]
Correcteur :
u"t? =" 4wy [Go Tt b — o]
(39)

=u" 4wy [g (v — vt

Sous cette forme, le cycle s’interprete comme deux étapes de sur(sous)-relaxation appliquée
a un schéma prédicteur-correcteur, en boucle interne au prédicteur et externe au correcteur.
A nouveau 'extension au cas non-linéaire ne pose aucune difficulté d’interprétation algorith-
mique. (Voir Figure 4.)



n+1

_|_

un-{—?

Figure 4: Schéma de sur(sous)-relaxation double.



Notons, enfin que si 7 =7, +¢7;, on a :

72+ 7'2»2
W = 9 5
T’" (40)
wy = 27, ,
ou inversement,
w
e
2
(41)

w2
7 ==+ wz<w1—z).

Ces équations montrent que lorsque (7,,7;) € IR} x IR, (wy,w;) appartient au secteur
angulaire de IR} x IRY correspondant a w; < 4w;. Dans cette zone, w; et w; peuvent étre
supérieurs ou inférieurs a 1 indépendamment (sur ou sous-relaxation). (Voir Figure 5.)

w2

w2 <4wl

Figure 5: Domaine possible pour le couple (wy,ws).
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3 Le probleme classique du min-max

Plus généralement, lorsqu’on effectue un cycle de pas de temps complexes At = 7, 7, ..., 7,
I'optimisation de ces parametres est réalisée lorsque le rayon spectral du cycle est minimisé.
Ceci conduit a poser le probleme suivant :

L 1/k

[1(1—= A7)

J=1

min max
Ti, 725 - Tk A€o (A)

(42)

(L’exposant 1/k ne joue aucun rdle dans la détermination de I'optimum; il permet seulement
d’exprimer la valeur du min-max en terme de rayon spectral équivalent par évaluation de
la fonction g.) Bien évidemment la solution de ce probleme est triviale lorsque k& > M,
puisqu’alors il suffit d’annihiler chaque mode 1'un apres ’autre pour atteindre un minimum
absolu égal a zéro. Dans tout ce qui suit on sous-entend que 1’on se place dans le cas inverse,
k < M. En pratique afin de travailler en continu, on peut étre amené a remplacer le spectre
discret o(A) par le domaine € qui ’englobe, et formuler le probleme comme suit :

L 1/k

[I(1—=Ar)

i=1

min max
T1, T2, -« Tk AEQ

(43)

Ce probleme admet suivant la forme du domaine ) quelques solutions exactes, et d’autres
approchées, que nous allons maintenant examiner.

11



4 Solutions exactes connues et solutions approchées

4.1 Cas d’un spectre réel

Plagons-nous dans le cas ou = [a,b], a et b étant deux réels positifs (0 < a < b). Il est
évident que les valeurs optimales des parametres 7; sont alors réelles et strictement positives.

Posons
P(\) = 1:[1(1 — A1) . (44)

Le polynoéme P(\) est un polynéme a coefficients réels, de degré k exactement, dont les zéros
sont réels et dont la valeur est égale a 1 pour A = 0. Soit P la classe de tous les polynémes
ayant ces propriétés. Réciproquement, tout polynome de P peut se mettre sous la forme de
P(X), de sorte que le probleme de minimisation dans (43) est une optimisation dans P en
entier; clairement, il s’agit de la minimisation de la norme infinie sur [a, b]. Le probleme (43)
équivaut donc a trouver dans P l’elément de plus petite norme :
in ||P . 45

i 1P (15)
Soit Ty(z) le k-eme polynome de Tchebychev, a savoir le polynéme défini pour z € [—1,1]
par

Tr(cos 8) = cos(k) . (46)

Ce polynome est a coefficients réels, de degré k exactement, et ses zéros sont les réels suivants :

_ (2 —Dr) .
f] = cos (T) (J - 1727'-'7k)7 (47)

dont on voit qu’ils appartiennent tous a I'intervalle ouvert |-1,1[. En conséquence, le nombre
(b+ a)/(b— a) qui est supérieur ou égal a 1, n’appartient pas a cet intervalle et n’est donc
pas un zéro de T%. On pose :

c:b—l_a:cosha ; (48)
b—a
et
Ap = Tk(c) ) (49)

de sorte que Ay # 0. Il résulte directement de leur définition, que les polynoémes de Tcheby-
chev vérifient la relation de récurrence bien connue suivante :

Ve e R, Vk € IN* : Tppa(2) + Thor(z) = 22 Ti(x) . (50)

En conséquence :

\V/k € W* : Ak+1—|-Ak_1 IQCA]“ (51)

12



et comme de plus,

Aozl,Alzc, (52)

on obtient facilement que :

Ay = cosh(k o) = cosh(k cosh™ c) | (53)

Soit alors le polynéme :

P = Ly (b—l—a—Q)\) _(=DF T (2A—(b—|—a))

4
Ak b—a Ak b—a (5)

ou 'on a utilisé le fait que le polynéme Ty (z) a la méme parité que l'entier k. Le polynéme
P*(X) est a coefficients réels, de degré k exactement, ses k zéros sont les réels

b+a b—a )
/Lj = 2 —|— 2 fj (j = 1,2,...,]€), (55)

et sa valeur a lorigine est égale a 1. P* appartient donc a P. Il reste a prouver que ce
polynome réalise 'optimum. A cette fin, on raisonne par ’absurde.

Supposons qu’il existe dans P, un élément () ayant une norme strictement inférieure a
celle de P*. Le polynome T}, est de norme infinie sur [-1,1] égale a 1 et il atteint alternative-
ment les valeurs extremes 1 et -1 aux points :

n; = Cos <%) (1=0,1,2,...,k), (56)

de sorte que :
—l=nmp<ma <..<m<n=1. (57)

En conséquence, quand A croit de a a b, la variable

b+a—2X\
b—a
décroit de ng =1 a gy = —1, et la valeur du polynéme P*()) passe de son maximum, 1/Ay,
a son minimum, —1 /A, aux points
b+a b—a )
vj=—5 —I—Tnj (1=0,1,2,.., k), (58)

avec (exactement) k alternances de signe. Soit alors le polynome :
R(A) = P*(A) = Q(N). (59)

13



On a, quel que soit j =0,1,2,....k:

* 1 %
[Pl = = = 1 lloota,e1 (60)
k
et
Q)] <N Qlcostapy < 1P oostan » (61)

la deuxieme inégalité étant vraie par hypothese. Il en résulte que
signe (R(v;)) = signe (P*(v;)) (j=0,1,2,..,k). (62)

Le polyndome R admet donc sur |a, b], k alternances de signe et donc k zéros réels strictement
positifs. En outre, 0 est aussi un zéro de ce polynome car les polynomes P* et () ont la méme
valeur 1 a lorigine, par définition de 1’ensemble P. On en conclut a 'existence de &k + 1
zéros distincts. Cette conclusion est en contradiction avec le fait que le polynéme R est de
degré au plus égal a k. La contradiction se leve en rejetant I’hypothese selon laquelle il existe
un polynome () de P dont la norme infinie sur [a, b] est strictement inférieure a celle de P*. 0O

Les parametres optimaux {7;} solution du probléme du min-max, (43), sont donc les
inverses des zéros du polynéme optimal P* :

= (63)

Le cycle itératif qui en résulte est connu sous le nom de "Méthode itérative de Richard-
son” ou "accélération de Tchebychev” [1].

Enfin, on peut mesurer la vitesse de convergence de 'itération par la quantité :

1 § 1 1
v=—,ln (T Z1n(Ag) = 7 Infeosh(ko)]. (64)

La quantité 1/v représente le nombre moyen d’itérations (i.e. d’évaluations de la fonction g)
qu’il faut pour réduire le mode le plus lent a converger d’un facteur égal a e. D’ailleurs, on
a I’équivalence :

k
Aww (k — 00), (65)
de sorte que :
limeoo v =0
= cosh™ ¢ (66)

:1n<c—|—\/m) .

14



Par conséquent, lorsque que le nombre de pas de temps du cycle tend vers 'infini, I'itération
est asymptotiquement équivalente a une itération linéaire dont le rayon spectral p* serait le
suivant :

x| =

pr= lim (Ag)” (67)

On obtient donc 'expression suivante du rayon spectral équivalent de l'itération ac-
célérée :

pr= . (68)

Cette méthode s’applique en particulier a la résolution itérative d’un systeme discrétisant
un probleme elliptique. A titre d’exemple, considérons le cas de la discrétisation classique
sur maillage uniforme du probleme unidimensionnel :

—Uge=f, 0<z<1,
{ u(0) =co, u(l)=c, (69)

a savoir :

Au=5, ou:
A="Trid (-1,2,-1) ,
T

u = (ug,uz,...,up)"

b= (flana"'an)TAx2+(0070,...,0,61)T.

Dans ce cas, ou des conditions de Dirichlet sont appliquées aux deux bords, les valeurs
propres de la matrice réelle, tri-diagonale, symétrique, définie-positive A sont bien connues :

Am =2—=2cosb,,, (m=1,2,... M), (71)

ou le parametre de "fréquence” 6, est donné par

mmw
0., = ) =1,2,.... M). 72
T ) (72)
Par conséquent,
Vm=1,2,...M:0<X, <4. (73)

On va maintenant examiner plusieurs choix possibles des parametres a et b. Dans chaque
cas, on calcule ¢ par (48), Ay par (53) et v par (64).

15



ler essai : a =0, b= 4.
Alors quel que soit k, c =1 =19, Ax =1 et

v=20. (74)

Ceci n’a rien d’étonnant puisqu’on a englobé le spectre de A dans un domaine qui con-
tient la valeur limite a = 0, qui, si elle était vraiment une valeur propre, serait associée
a un mode stationnaire, non réductible. Donc, quel que soit le cycle de pas de temps que
I’on pourrait choisir, le rayon spectral serait égal a 1 et la vitesse de convergence nulle. On
aboutit a une conclusion bien connue : dans le cas discret, 'itération converge parce que la
plus petite valeur propre n’est pas tout a fait nulle, et la convergence est d’autant plus lente
que cette valeur est proche de 0. On doit donc refaire le calcul en utilisant les limites exactes
du spectre discret.

2eme essai : a = \; = 4sin? (W) = O(Az?), b= Ay = 4 cos? (2(]\;+1)) 4.
On a alors :

k+1 2 1
c—ﬁ_1—1+;+0<ﬁ) (75)
ou \
M —2 T 2
:—:t — = LM 1
K N an (Z(M—I— 1)) O(M*) > 1, (76)

est le nombre de conditionnement du systeme discret. Quelques calculs de développements
limités permettent de tirer de (53) 'expression suivante :

2 k2 1
m:u—+0<) (77)
K

K2

ce qui donne finalement d’apres (64) :

v=2210(5) (78)

Donc, en moyenne un cycle fini optimal de k pas de temps converge k fois plus vite que
I'itération avec un seul pas de temps optimisé. Cependant, I’itération reste relativement peu
efficace puisque sa vitesse de convergence est inversement proportionnelle au nombre de con-
ditionnement .

Jeme essai :
La méthode de Richardson peut également étre utilisée comme "lisseur” idéal dans le contexte
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d’une stratégie multigrille en elliptique. Dans ce cas, on se limite a viser la partie "haute-

fréquence” du spectre, en choisissant ici

?

a=2,b=14,
ce qui donne dans (48) :
c=3.
D’ou,
o=cosh™(3) =In(3 + \/g) ,
4 BV B - VR
"o 2
et enfin,

2

v="ln ((3+\/§)’“+(3_\/g)k)
k )

de sorte que

lim v = In (3 4 \/§) ~ 1.256 .
k—oo

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

L’efficacité de I'itération pour atténuer les modes de haute fréquence est donc caractérisée

par une vitesse de convergence v qui ne dépend pas du nombre de conditionnement «.

A titre d’illustration, on a consigné dans le Tableau 1, ’expression du polynéome Ty (z),

et les valeurs de Ay et v pour k =1, 2, 3, 6 et oco.

6 |322° — 48z* + 182% — 1 | 19601

k Tk(ﬁ) Ak v

1 x 3 In3 ~1.09

2 2% — 1 17 | (Inl17)/2 ~ 1.42
3 123 — 3z 99 | (In99)/3 ~ 1.53

(In19601)/6 ~ 1.65

~ 1.76

Tableau 1: Vitesse de convergence de la méthode de Richardson
appliquée seulement a la partie "haute-fréquence” du spectre
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On constate en particulier, qu’un cycle de trois pas de temps optimaux améliore la vitesse
de convergence d’environ 40 % seulement (par rapport a ’utilisation d’un seul pas de temps
optimisé pour A € [2,4]), et qu’en utilisant un plus grand nombre de pas de temps la vitesse
de convergence ne peut étre augmentée de plus de 25 % environ. Plutot que prolonger le
cycle, il est plus efficace de "transférer” le probleme, comme on va maintenant ’expliquer
sommairement.

La conclusion principale de ce qui précede est que la partie haute-fréquence du spectre
est uniformément atténuée par le cycle, d’un facteur proche de 0.01 (1/99 pour étre pré-
cis) lorsque k& = 3, indépendamment du conditionnement du probléeme initial. La solution
peut alors étre transférée sur une grille deux fois plus grossiere, ou la méme technique peut
étre a nouveau utilisée pour atténuer au dessous du centieme la partie haute-fréquence du
spectre associé a cette nouvelle grille, et ainsi de suite jusqu’au niveau le plus grossier ou
I’on résout exactement un probleme sensé étre trivial. Les transferts inverses sont des pro-
longements. Moralement, ils introduisent des erreurs de type "haute-fréquence”, car ce sont
des composantes selon ceux des vecteurs propres qui n’ont pas de représentation dans la
grille immédiatement plus grossiere. Ce type d’erreur est a nouveau facilement éliminé par
la méthode de Richardson. On aboutit au concept classique du V-cycle.

Au passage, on peut évaluer la complexité de la méthode multi-grille. Pour cela, on note
la grille la plus fine M, (ou h = Az) et on suppose que le nombre de degrés de liberté qui
lui sont associés est donné par

M=M,=2"p—1, (85)

ou I et p sont des entiers strictement positifs. Les grilles suivantes dites "grossieres”, sont
notées My, My, etc, et le nombre de degrés de liberté qui leur sont associés sont respec-
tivement My = 2171y — 1, My, = 21=2 4 — 1, etc. Pour réduire les modes de haute-fréquence
d’un facteur égal a 1/99, il suffit d’effectuer 6 itérations par niveau de grille (3 apres une
restriction, 3 apres un prolongement). Soit Cy le cout de ces itérations sur la grille fine, M.
Si on suppose que ce cout est proportionnel au nombre de degrés de liberté, ce qui est le cas
lorsque la matrice G a une structure bande (sur tous les niveaux), le cotit sur la grille My,
est Cp/2, sur la grille My, est Cy/4, ete. Le cotit total du V-cycle est donc :

1o
Cv = Cy <1+§+1+...):200:O(M). (86)

D’autre part, il est naturel de réduire le résidu itératif a un niveau comparable a ’erreur
d’approximation. Puisque le V-cycle a un rayon spectral théorique indépendant de M, a
savoir p = 1/99, le nombre p d’applications du V-cycle nécessaires a réduire le résidu itératif

a un niveau de l'ordre de O(-1;) est donné par :

M2
P — 0 1
=00k (57)
de sorte que
p = Olog M), (55)
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et le cout total du calcul en résulte :

CMG = pCV = O(M 10g M) . (89)

Examinons maintenant la complexité de la stratégie de "multi-grille complete”. Le résidu
initial lors du dernier cycle multi-grille (celui qui utilise toutes les grilles My, Map, My,
etc) est de l'ordre de lerreur d’approximation sur la grille immédiatement plus grossiere,
My, donc 4 fois trop grand si 'approximation est d’ordre deux. Plus généralement pour
une approximation d’ordre quelconque «, il suffit de réduire ce résidu d’un facteur constant
égal a (2h)*/h* = 2%, Pour cela, un nombre constant de V-cycle est suffisant. Le coit total
de I'application du dernier cycle, Cys, est donc proportionnel au nombre de degrés de liberté
sur la grille fine. Pour le V-cycle immédiatement antérieur, le cout est moindre d’un facteur
2, et pour 'antépénultieme d’un facteur 4, etc. Le cout total est donc :

Cuae =Cu (145 +1+...) =20 = O(M). (90)

La complexité de la méthode multi-grille complete est donc proportionnelle au nombre de
degrés de liberté (sur la grille fine).

4.2 Cas d’un spectre complexe

On ne connait pas la solution générale du probleme du min-max, (43), lorsque le domaine 2
est quelconque.

Cependant, considérons toutes les ellipses dont 1’équation est de la forme :

(d—2)"

2 2

=1. (91)

a a? — c?

Ces ellipses ont des axes paralleles aux axes de coordonnées. Définissons le domaine €} comme
I’adhérence de 'intérieur de la plus petite d’entres elles pour laquelle ce domaine contient le
spectre de A. Alors, si {2 est strictement contenu dans le demi-plan de droite, la solution du
probleme (43) est connue grace a un résultat du a Manteufel [4].

Malheureusement, on vera que, dans les applications qui nous concernent, cette derniere

condition n’est pas réalisée, rendant le résultat de Manteufel inutilisable. Pour cette raison,
on réfere a [4], pour une explicitation complete du théoreme.
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5 Applications
5.1 La technique de sur-relaxation appliquée au schéma prédicteur-

correcteur de MacCormack

En 1969, MacCormack a proposé son célebre schéma prédicteur-correcteur [5]. Dans le cas
du probleme mono-dimensionnel,

us+ 0/0x f(u) =0, (92)
ce schéma s’écrit :
Prédicteur :
— At
,n—l—lz,n__A ) 93
== S A ) (93)
Correcteur :
1 — At —
S+l ) on ,ntl =" ~on+l
U —2{u +u AIVf(u )} (94)

ou les symboles A et V représentent respectivement les opérateurs (du premier ordre) de
différences avancée et rétrograde. Ce schéma a les propriétés suivantes :

o il est explicite et tres simple a implémenter, et nécessite peu de place mémoire;

e on ne manipule que des flux, aucun jacobien (a 'inverse du schéma de Lax-Wendroff),
et sans décomposition (concept apparu plus tard, du moins dans la littérature occiden-
tale);

e dans le cas linéaire, le schéma s’identifie formellement au schéma de Lax-Wendroft, il

est donc précis au second ordre en espace et en temps, et soumis aux memes limitations
de stabilité.

L’ingénuosité de la construction réside dans le fait qu’en permutant la direction de décen-
trement, de facto, on réalise au correcteur des différences centrées, d’ou la précision en espace.
La précision en temps est le résultat d’une intégration de type Runge-Kutta d’ordre deux.
Dans le cas d’une équation parabolique, par exemple lorsque

flu)=cu—ou,, (95)

on approche u, par une différence rétrograde au prédicteur, et une différence avancée au
correcteur, de maniere a former dans les deux cas 'opérateur

AV =VA =Trid (1,-2,1) (96)
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c’est-a-dire 'opérateur (centré) de différence seconde, 6,,. Par sa simplicité et sa précision,
ce schéma s’applique donc aux problemes hyperboliques et paraboliques, pour la recherche
de solutions stationnaires ou instationnaires. Il a donc été tres largement et peut-étre abu-
sivement utilisé dans les années 70 pour résoudre aussi bien les équations d’Fuler que de
Navier-Stokes.

Plagons-nous maintenant dans le cas ou I’on cherche la solution stationnaire de I’équation
de la chaleur,

U = O Ugy , (97)

par application du schéma qui prend alors la forme :

Prédicteur :
u"tl = + pppu” (98)
Correcteur :
1 _ _
= w8 (99)
ou l'on a posé
_ oA (100)
r= Az?’

On montre facilement qu’a un changement de notation pres, ce schéma équivaut a l’algorithme
prédicteur-correcteur (38)-(39) dans le cas particulier ou :

1
5, Wy = 1 (101)

A= —pbpp, w1 =
(i.e. u™t! donné par (99) est égal a u™t? donné par (39)). Il s’agit donc d’un cycle de deux
pseudo-pas de temps 7, + i 7;, ou d’apres (41) :
(102)

Tr = T = E )
ce qui équivaut a annihiler les valeurs propres 1 4+ ¢. Or, dans le mode normal de fonc-
tionnement de l'algorithme g = 1/2, et les valeurs propres de 'opérateur A sont réelles et
dans l'intervalle [0, 2]. Par conséquent d’apres les résultats de la section précédente, le cycle
optimal de deux pas de temps est unique et correspond a 1’annihilation des valeurs réelles
1 4+ 1/4/2. Le cycle équivalent a I’algorithme de MacCormack n’est donc pas optimal pour
I’équation de la chaleur. Il en est donc de méme pour 1’équation d’advection-diffusion,

Ut + CUy = T Uy , (103)
lorsque le parametre p est grand par rapport au nombre de Courant,
cAt
v = . 104
N (104)
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En d’autres termes, pour 1’équation d’advection-diffusion, on peut améliorer les propriétés
itératives du schéma de MacCormack par un cycle de double sur(sous)-relaxation et ceci
d’autant mieux que le nombre de Reynolds de maille,

v cAx

Repy = — = : 105
p (105)

g

est petit.

En 1976-77, Désidéri et Tannehill [6] ont précisément introduit un tel algorithme. Bien
que leur justification ait été différente, ils ont abouti a la méme conclusion, et ont mis en év-
idence, notamment par un calcul d’écoulement hypersonique visqueux (équations completes
de Navier-Stokes), que des gains en temps substantiels pouvaient étre réalisés de la sorte.
Bien que le schéma explicite de MacCormack ait aujourd’hui perdu de son intérét du fait de
la plus grande efficacité des méthodes implicites, il est intéressant de noter que cette étude
ancienne peut s’interpréter comme une technique d’annihilation.

5.2 Application a un schéma implicite en approximation centrée

On considere ici le cas de 'algorithme implicite d’Euler appliquée a 1’équation d’advection,

U+ cuz =0, (106)
qui s’écrit :
(] +v (55) (u”'H — u”) = —véSun, (107)
ol v est a nouveau le nombre de Courant, et 6 est I'opérateur de différence centrée :
11
6 = Trid (5,0, 5) 108
xT 1 27 bl 2 b ( )

dont les premiere et derniere lignes dépendent des procédures aux limites, dont on suppose
ici qu’elles ne détruisent pas la structure tri-diagonale de la matrice. (Ici At est le vrai pas
de temps et non le parametre d’annihilation.)

Dans ce cas, la matrice G est pleine,
G=1-v(I+vs) " &, (109)

mais son application effective se réalise par un algorithme d’inversion de systeme linéaire
tri-diagonal de complexité O(M). L’expression de la matrice A en résulte :

A=1-G=v (I+v&) " &, (110)

et ses valeurs propres s’expriment simplement par :
A = 2 (111)

1+v(,
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en fonction des valeurs propres {(,.} de I'opérateur 6%, qui sont par exemple dans le cas
périodique, données par

(=1 sinb,, , (112)
ou le parametre de fréquence a ’expression suivante :
27 m
0., = 113
& (113)

Lorsque le pas de temps de la méthode de base est grand, v est grand, et quelles que
soient les procédures aux bords, il résulte de (111) que le spectre de A forme un agrégat
proche du point z = 1. Par conséquent, si on devait utiliser la technique d’annihilation, il
serait naturel d’utiliser un pseudo-pas de temps 7 égal a 1/z = 1, ce qui équivaudrait a ne
pas modifier ’algorithme de base.

Ceci explique pourquoi dans [7], les gains obtenus par cyclage du pas de temps ont été
marginaux comparés a ceux réalisés par la simple utilisation d’un grand pas de temps.

5.3 Remarques sur un lisseur de type Runge-Kutta

On se place ici dans le cas ou 'on résout I’équation d’advection, (106), par la méthode de
Runge-Kutta 4 suivante :

Poser : v(®) = ", et faire
v =@ — oy v 0@
n(2) — 2,(0) _ So(M)
v v ay v oo\t
'U(S) — 'U(O) — a3V 5'U(2)7 (114)
v =@ — q, v 0B ;
poser : u"t! = o)

Ici 6 est I'opérateur de différence demi-décentrée,

V(o (11 13 - 1 531
6= 3 {Tl’ld <—§,0,§) + Penta <§,—2,§,0,0)} = Penta <4,—4,4,4,0) (115)

(voir [9] pour une présentation détaillée des formes matricielles correspondantes, incluant
des conditions aux bords raisonnables), et les coefficients {a;} et le nombre de Courant v
sont ceux proposés par M. H. Lallemand dans sa these [8] pour optimiser les propriétés de
lissage, c’est-a-dire d’atténuation des modes de haute-fréquence du schéma :

1
a; = 0.10, a; =0.26, @ =5, ag=1, r=1.7736. (116)
A la Figure 6, on a représenté les valeurs propres de l'opérateur ¢ dans le cas de con-
ditions de Dirichlet-Neumann, et pour M = 21 (¢), et M = 41 (+). Ces valeurs propres
sont distribuées sur un arc quasi-rectiligne, parallele a 1’axe des imaginaires, a ’abscisse

R(A) ~ 3/4 = limps—0o Trace (6)/M. Les valeurs propres les plus proches de 'axe des réels
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Figure 6: Valeurs propres de l'opérateur différence de Fromm, 6 (o : M =21 ; + : M = 41),
et valeurs propres annihilées : (i) par le schéma de Runge-Kutta 4 a la limite de stabilité
V = Vmax ~ 1.9329 (O), et (ii) par I'algorithme alternatif de deux séquences prédicteur-
correcteur (X ).
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sont associées aux modes de basses fréquences; ce sont aussi les valeurs propres de plus faibles
modules. Les valeurs propres associées aux modes de hautes fréquences sont celles, de plus
grands modules, aux deux extrémités de I'arc. On constate qu’une valeur propre sur deux
du spectre associé a la grille fine (M = 41) est tres proche d’une valeur propre du spectre
associé a la grille grossiere (M = 21), et ceci est particulierement visible pour les modes de
basses fréquences.

Le facteur d’amplification de la méthode de Runge-Kutta proposée est donné par
gz)=1l—agz{l—azgz [l —azz (1 —a1 2)]}, (117)

ou l'on a posé,

z=Av, (118)

et ses racines sont les complexes :

71~ 3.8797,
2y A 35473, (119)
234~ 1.2865 & 1.98351 .

Lorsqu’on donne au nombre de Courant la valeur v, on annihile de fait les valeurs propres

Zm,
Ay = (120)
En particulier, a la limite de stabilité,
V = Vmax ~ 1.9329 (121)
([8]), les valeurs propres annihilées sont :
A1 & 2.0072,
Ay~ 1.8352, (122)

Az4 =~ 0.6656 + 1.02627 .

Ces valeurs sont représentées par le symbole O a la Figure 6. Deux sont réelles, les deux
autres tendent effectivement a "attaquer” les hautes fréquences. On voit aussi qu'une légere
diminution du nombre de Courant en éloignant ces points de 1'origine dans la direction des
rayons polaires, a |’effet favorable de rapprocher les valeurs annihilées du spectre. Ceci con-
firme le bien fondé de la recommendation de M. H. Lallemand d’utiliser un pas de temps

plus faible (v ~ 1.7736).

La Figure 6 révele également que la forme méme donnée au schéma de Runge-Kutta,
(114), est réductrice. En effet, parmi les quatre valeurs propres annihilées, il en est deux,
réelles, tres éloignées du spectre. Il faut voir la une source d’inefficacité puisqu’on annihile
seulement deux valeurs propres au prix de quatre calculs de flux. Comme alternative a cott
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égal, on propose d’appliquer deux séquences "prédicteur-correcteur” telles que (38)-(39), la
premiere pour annihiler les valeurs propres :

Ao =3/4£0.88:, (123)
la seconde les valeurs :

A34=3/4£1.10%. (124)
Ces valeurs sont également représentées a la Figure 6 par le symbole x. (Pour la réalisation

de P'algorithme on renvoie a (40).) Ce choix fait, on connait le facteur d’amplification g,
d’un mode propre quelconque de 'opérateur é associé a la valeur propre A, :

G = f[ (1 - AAT:) . (125)

k=1

Afin d’aprécier l'efficacité du 'algorithme, on a considéré le cas ou M = 41 et ordonné la
partie supérieure du spectre par valeurs croissantes de S(A,,) > 0, m = 0,1,...,20. A la
Figure 7, la ligne continue passant par les symboles ¢ donne la variation (croissante) de |\, |
en fonction de m. On identifie la plage 0 < m < 10 aux basses fréquences, et la plage complé-
mentaire 11 < m < 20 aux hautes fréquences. Les lignes en pointillés indiquent la variation
avec m du module du facteur d’amplification, |g,| : (i) pour la méthode de Runge-Kutta
4, le nombre de Courant étant optimisé (v = 1.7736) (+), et (ii) pour I'algorithme de deux
séquences prédicteur-correcteur (O0). On constate que ce dernier est bien plus discriminatif

des hautes fréquences, le facteur d’amplification étant uniformément inférieur a 2.4 x 1072
sur la plage correspondante. Ce résultat fait de cet algorithme un meilleur "lisseur” potentiel.

Il faut néanmoins nuancer ce résultat du fait que la méthode de Runge Kutta précédente
a été optimisée sur la base d’une analyse de Fourier, c’est a dire pour des conditions péri-
odiques. On sait bien que le cas périodique est spectralement tres différent du cas Dirichlet-
Neumann, e.g. [9]. A la Figure 8, on a représenté les valeurs propres de l'opérateur différence
de Fromm dans le cas périodique et pour M = 21 (¢) et M = 41 (+). On rappelle que
les valeurs propres de 'opérateur de différence centrée sont distribuées sur l'intervalle [—, ]
de l'axe des imaginaires, et celles de 'opérateur différence du premier ordre sur le cercle de
centre z = 1 et de rayon 1. Si on moyennait ces deux schémas, on obtiendrait un spectre
sur une courbe fermée symétrique par rapport a I’axe des réels et tangente a l'origine a ’axe
des imaginaires. C’est aussi ce que l'on obtient a l'ordre deux, a la différence pres que le
contact de la courbe avec ’axe des imaginaires augmente avec ’ordre de précision; a l'ordre
infini, c’est a dire dans le cas continu, le spectre est purement imaginaire. Les valeurs propres
annihilées par la méthode de Runge Kutta 4 (ici dans le cas d’un nombre de Courant opti-
misé v &~ 1.7736), sont aussi indiquées sur la figure, par le symbole O. Il apparait clairement
que les deux valeurs propres réelles ont été ajustées pour attaquer la plus haute fréquence
associée a A = 2. Malheureusement, les valeurs optimisées (123)-(124) ne paraissent plus du
tout adaptées a la partie hautes-fréquences de ce spectre. A la Figure 9, on a représenté le
module de la valeur propre générique, |A,,|, de 'opérateur différence de Fromm, 6, dans le cas
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Figure 7: Module de la valeur propre générique, |A,,|, de I'opérateur différence de Fromm,
6 (M = 41) (¢), et module du facteur d’amplification, |g.,|, en fonction de I'indice m : (i)
pour la méthode de Runge-Kutta 4 avec le nombre de Courant optimisé v = 1.7736 (+), et
(ii) pour I'algorithme alternatif de deux séquences prédicteur-correcteur (O).

périodique (M = 41), (¢), et module du facteur d’amplification, |g,,|, en fonction de 'indice
m : (i) de la méthode de Runge-Kutta 4 optimisée (v = 1.7736) (+), et (ii) de 'algorithme
de deux séquences prédicteur-correcteur optimisé pour des conditions de Dirichlet-Neumann
(O). A nouveau, quand m croit, la fréquence augmente ainsi que le module de \,,. On con-
state que la méthode de Runge Kutta 4 n’est pas tres discriminative des hautes fréquences.!
L’algorithme de deux séquences prédicteur-correcteur optimisé pour les conditions de Dirichlet-
Neumann est pire qu’inadapté, en fait fortement instable aux hautes-fréquences. Le meilleur
lisseur précédent est donc ici le pire, ce qui démontre la difficulté de construire un algorithme
ayant de bonnes propriétés de lissage quelles que soient les conditions aux limites.

'La courbe en pointillés associée au symbole + est conforme & la Figure 2.19 de [8].
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Figure 8: Valeurs propres de l'opérateur différence de Fromm, 6 (o : M =21 ; + : M = 41),
dans le cas périodique et valeurs propres annihilées : (i) par le schéma de Runge-Kutta 4
optimisé (v = 1.7736) (O), (ii) par deux séquences prédicteur-correcteur optimisées pour des
conditions de Dirichlet-Neumann, (x), et (i) optimisées pour des conditions périodiques,
(A), et (iv) par trois séquences prédicteur-correcteur optimisées ().
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Néanmoins, on peut adapter un algorithme de méme structure au spectre périodique. Une
optimisation sommaire a conduit au choix suivant de valeurs propres annihilées :

(126)

A2 = 0.90 £ 1.59,

Ces valeurs sont indiquées par le symbole A a la Figure 8. Le facteur d’amplification qui
en résulte est représenté a la Figure 9 par la courbe en pointillés associée au symbole x. La
valeur maximale prise par le facteur d’amplification sur la plage des hautes fréquences est
de 0.682 pour la méthode de Runge-Kutta 4 et de 0.186 pour 1’algorithme d’annihilation des
valeurs données ci-dessus en (126).

On peut améliorer encore le lisseur, en augmentant le coit. Par exemple avec trois
séquences prédicteur-correcteur optimisées sommairement pour annihiler les valeurs suiv-
antes :

)\172 - 077 Zi: 158&,
A3g = 1.41 +1.427, (127)
)\5,6 = 212 :i: 058l ,

qui sont rerésentées a la Figure 8 par le symbole %, on obtient un facteur d’amplification
représenté a la Figure 9 par la courbe en pointillés associée au symbole A. La valeur maximale
sur la plage des hautes fréquences est proche de 0.057. En termes de vitesse asymptotique, il
est toujours meilleur d’augmenter le nombre de valeurs annihilées, puisqu’on optimise chaque
nouvelle fois sur un plus grand domaine. Ce qui détermine précisément la séquence du schéma
optimal c’est la tolérance que I'on fixe sur la valeur maximale du facteur d’amplification des
hautes-fréquences. Cette tolérance doit se fixer en fonction de l'erreur de troncature, et le
cas échéant du niveau estimé des non-linéarités.

Pour clore cette section, on résume les principales conclusions que 1’on peut tirer :

e la structure du spectre de l'opérateur différence de Fromm (demi-décentrée) differe
fortement en périodique du cas ou des conditions de Dirichlet-Neumann sont appliquées
aux bords;

e dans les deux cas, le module de la valeur propre générique de cet opérateur augmente
avec la fréquence;

e a cout égal, deux séquences prédicteur-correcteur optimisées réalisent un meilleur lis-
seur que la méthode optimisée de Runge-Kutta 4; malheureusement les parametres
définissant ces séquences dépendent fortement du cas étudié;

e la construction d’un bon lisseur s’avere plus difficile en périodique qu’avec des condi-
tions de Dirichlet-Neumann; il semble qu’un bon lisseur est obtenu par deux séquences
prédicteur-correcteur pour le cas Dirichlet-Neumann, et trois pour le cas périodique;
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e en hyperbolique, un lisseur de qualité comparable au lisseur optimal du cas elliptique
fait intervenir deux a trois fois plus de calculs de flux, et nécessite la mise en mémoire
d’un vecteur supplémentaire.
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Figure 9: Module de la valeur propre générique, |\, |, de I'opérateur différence de Fromm,
6 dans le cas périodique (M = 41), (¢), et module du facteur d’amplification, |g.|, en
fonction de lindice m : (i) de la méthode de Runge-Kutta 4 optimisée (v = 1.7736) (+),
(ii) de I’algorithme de deux séquences prédicteur-correcteur optimisé pour des conditions de
Dirichlet-Neumann, (O), et (i) optimisé pour des conditions périodiques, (x), et (iv) de
I’algorithme optimisé de trois séquences prédicteur-correcteur, (A).

5.4 Application a la Méthode du Résidu-Corrigé

Dans cette section, on s’intéresse a 'application de la technique d’annihilation en boucle
externe de la "Méthode Itérative du Résidu-Corrigé”. Cette méthode a été examinée en
profondeur dans [9] auquel on renvoie pour une description détaillée de modeles discrets
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hyperboliques linéaires, périodiques ou non, en une et deux dimensions d’espace, et de leur
étude par 'analyse de Fourier et ’analyse matricielle, dont on rappelle ici les principaux
résultats.

5.4.1 Modeéle Mono-Dimensionnel

On s’intéresse en particulier a un modele mono-dimensionnel dans lequel on résout a nouveau
I’équation d’advection, (106), par I’algorithme implicite d’Euler en approximation décentrée,
de sorte que (107) est remplacé par :

(] +v 551) (u”‘H - u”) =—v 6572 u™, (128)
U

ou v le nombre de Courant, ¢, ; est 1" opérateur de différence décentrée d’ordre un”, qui pour
b
¢ > 0, s’identifie a 'opérateur de différence rétrograde :

60y =V =Trid (-1,1,0) , (129)

et 5572 est 1"”opérateur de différence (partiellement) décentrée d’ordre deux” obtenu par la
combinaison linéaire convexe suivante :

6= (1-8)6+ 86, (130)
oit B € [0,1] est le "parametre de décentrage”, §¢ 1'opérateur de différence centrée, (108), et
55‘:2 lopérateur de différence décentrée (ici rétrograde) du second-ordre :

6o, = Penta G -2, g,o,o> . (131)
L’opérateur 5572 au membre de droite de I’algorithme (128) controle la précision de la solution
stationnaire, alors que 'opérateur au membre de gauche, appelé ”préconditionneur”, garantit
la stabilté inconditionnelle de l'intégration temporelle. Par le choix d’une approximation
d’ordre un dans le préconditionneur, celui-ci est a diagonale dominante, et la résolution
du systeme linéaire nécessaire a chaque pas de temps peut s’effectuer par relaxation. (Ceci
est particulierement important pour les extensions aux approximations sur des maillages
non-structurés). Néanmoins, a convergence, la solution stationnaire est du second ordre et
fonction de . On s’interesse plus particulierement aux valeurs suivantes de ce parametre :

e 3=0:"Schéma Centré”,

B =1/3 :7Schéma du 3eme ordre de van Leer”,

B =1/2:7Schéma demi-décentré de Fromm” (voir (115)),

e 3 =1:7"5chéma totalement décentré”.
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Lorsque v — oo ("pas de temps infini”), (128) devient équivalent a ’algorithme suivant
dit "Méthode du Résidu-Corrigé” :

60wt = 60w — 5572 u”. (132)

Dans cet algorithme, non seulement le pas de temps a disparu, mais également la constante
"physique” ¢. Ici, la matrice d’amplification G prend la forme suivante :

G=1-(s2)" &, (133)

et la matrice d’approximation (ici préconditionnée) :

A=1-G=(sL)" &, (134)

Les valeurs propres de la matrice G sont connues non seulement dans le cas périodique
(analyse de Fourier) mais aussi dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet-Neumann
(analyse matricielle) ou ce sont les nombres complexes suivants [9] :

90:07
1:
{gm:%—ﬂ—l-i B(l—=p)cosiF (m=1,2,....M—1), (135)

et celles de la matrice A s’en déduisent :

)\0:1,
(136)
)\m:%-|-ﬂ—é ﬂ(l—ﬁ)cos% (m=1,2,...,M—1).

La valeur propre A\g = 1 est associée au mode de plus basse fréquence qui est annihilé par
une seule application de I"algorithme (go = 0). Dans tout ce qui suit, il est sous-entendu que
I'on se restreint a étudier I’élimination itérative des autres modes (m =1,2,..., M —1). Les
valeurs propres de la matrice G qui leur sont associées sont réparties sur un segment parallele
a I’axe des imaginaires a l'intérieur strictement du disque centré a l’origine de rayon 1/2. Ce
segment, a I’abscisse R(g) = % — [, est représenté a la Figure 10a.
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Figure 10: Spectre des valeurs propres de la matrice d’amplification G de la Méthode du
Résidu-Corrigé ((a): 1D; (b-f): 2D).

Lorsque § = 0 ou 1, le schéma est centré ou totalement décentré, et M — 1 valeurs
propres de la matrice d’amplification G sont confondues. Cette matrice est alors défective
(non diagonalisable), et la convergence est pathologique. On se place désormais dans le cas
inverse ou

0<p<l, (137)
pour lequel la convergence asymptotique est controlée par le rayon spectral :
1 1 1

Asymptotiquement, les erreurs décroissent donc a peu pres a la méme vitesse que la suite 277,
A la Figure 11, on a représenté le spectre o(A) (ou plutot le domaine §, ici un segment,

qui le contient) dans le cas ou 1/2 < 3 < 1. Ce spectre est tres localisé, et sa forme suggere
que l'on cherche a accélérer le processus par annihilation des valeurs propres :

1 .
M= gt BEr B0 0)i, (139)
ou r € [0, 1], par 'utilisation séquentielle des pseudo-pas de temps conjugués suivants :

TLQ = I (140)
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Figure 11: Spectre de la matrice A associée a la Méthode du Résidu Corrigé dans le cas ou

1/2<p<1.

Le mode associé a la valeur propre A,, € 0(A) (m = 1,2,..., M — 1) est alors atténué
par le facteur suivant :

G = (L= Xpm) (1 = Apma) (141)
Or,

A, = (ym £7)/B(1 = B)1 (142)

s+ B0-p)i

ou l'on a posé :
Ym = CO8 ——— (143)

de sorte que

;_ (=) B —B)

G BR+rA—5) e
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Pour simplifier, remplacons ~,, par un parametre v variant continament de -1 a +1, et ¢/,

par :
g/ — (T'2 - 72) /3(1 B /3) (145)
CAF+ra1-5)
de sorte que la valeur optimale du parametre r est la solution du probleme suivant :
min_ max_|g’|. (146)

re[0,1] v€[0,1]

Soit r* cette valeur; il est évident que r* < 1. Pour r fixé, le maximum de |¢'| est atteint
a une limite : v = 0 ou 7 = 1; en conséquence, r* est la valeur pour laquelle les valeurs

correspondantes de ¢’ sont opposées, ce qui donne :

T =
147
, 1 —292 COSQmT7T _ : o
m:1—|-2w2 1422 (m=1,2,....M—=1),

ou l'on a posé :

14283

VAB(L—5) )

Le facteur d’atténuation du cycle a donc la valeur :

o =

2
. o COSM
52Xl =il = 5 (149)

Ainsi, pour M infini, le rayon spectral équivalent (par calcul de flux) de I’itération est donc :

, 1

= (150)

A la Figure 12, on a représenté la variation de p’ en fonction de 3. On constate en particulier
que :

lim

w =

B—0 ou 1

?
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de sorte que :

lim p'=0. (152)

B—0 ou 1

Figure 12: Variation des rayons spectraux p’ et p* en fonction de 8 (M infini).

Par conséquent, en introduisant une séquence prédicteur-correcteur de sur-relaxation op-
timisée en boucle externe de la Méthode Itérative du Résidu Corrigé, on obtient une itération
dont le rayon spectral tend vers zéro lorsque le parametre de décentrage 3 tend vers 0 ou
1. Ce résultat tres favorable doit néanmoins étre nuancé du fait que 'itération est défective
lorsque [ atteint I'une de ces deux limites. Il est donc recommandé d’utiliser une valeur
intermédiaire du parametre.

Enfin, a la vue de (147), on remarque que par I'application de cette technique d’annihila-
tion, le spectre est transformé en une image réelle contenue dans 'intervalle [—p', p"|. Par
conséquent, la technique d’accélération de Tchebychev s’applique également. Or les valeurs
propres de la "matrice A” équivalente associée a cette itération sont donc comprises entre
a=1—p?et b=1+ p? 1l en résulte d’apres (48) que :

1 .
c= 5> L (153)
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et d’apres (68) le facteur d’atténuation de I'itération accélérée est donc :

1
Yo+ /1o —1
1

= 154
1—|—2w21—|— 2Qovw? +1 (154)

(w + Vo? + 1)2 ’

de sorte que le rayon spectral équivalent (par calcul de flux) de ’algorithme accéléré a pour
expression :

1

=g E ————. 155
PV = e (153)

Ce parametre est également représenté a la Figure 12.

A titre d’illustration considérons le cas ou 3 = 1/2, pour lequel le conditionnement des
vecteurs propres est optimal ([9]). On a alors, @ = 2, p' = 1/3 et p* = 1/(2+/5) =~ 0.236 <
1/2%. On a donc plus que doublé Defficacité de I’algorithme. D’une maniere générale, le gain
en efficacité par rapport a l’algorithme de base se mesure par le facteur :

log p'
N 156
! log 2 (156)

dans le cas ou 'on n’applique pas ’accélération de Tchebychev, et autrement par le facteur

*

. lo
oo _logp

— . 1
log 2 (157)

Ces grandeurs sont représentées a la Figure 13. Cette figure suggere que les gains susceptibles
d’étre réalisés en augmentant le degré de décentrage [ dans le but d’optimiser I'efficacité
de la procédure d’accélération, ne semblent pas suffisants pour justifier de prendre le risque
d’une dégradation importante du conditionnement du systeme (vis-a-vis de la diagonalisa-
tion).
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Figure 13: Gains en efficacité f’ et f* en fonction de g (M infini).

Comme alternative a ’application en boucle externe de I’accélération de Tchebychev, on
propose 1’algorithme d’annihilation séquentielle des valeurs propres suivantes :

M= st BEn BB (=12.k), (158)

ou les parametres r; € [0,1]. On voit d’apres (145) que l'optimisation de ces parametres
revient a résoudre le probleme suivant :

min - [P'(9)ooso,1] (159)

T1y, T2y «.n

ou le polynéme P’(7) a la forme suivante :

Eor?— 2 (v )y —ry)
Py =11 773 o7 = —1)* II T2J+ O i) (160)
=1 7=1



Ce probleme est de méme nature que (45). Ici, on optimise sur I'ensemble P’ des polynomes
pairs de degré 2k ayant des racines réelles et satisfaisant la condition de normalisation suiv-
ante :

Plltiw)=1. (161)

A cette normalisation pres, le polynome optimal est identique au polynome de Tchebychev

de degré 2k :
1

=
A2k

P'(%) Tox(7) (162)

ou :
Al = Tor(i ). (163)

La démonstration est semblable a celle de la Section 4.1 a quelques notations pres. Les valeurs
optimales des parametres {r;} sont donc les suivantes :

2j — 1
r? = cos (%) G=1,2....k), (164)

et le rayon spectral du cycle complet est donné par :

1

!
P = . (165)
f A
En vertu de (50), la suite {A%} (j € IV) définie par :
A =Ti(iw), (166)
est la solution du systeme suivant d’équations :
A+ A =2im AL (j>1),
(167)
Ay=1, Al =1w.
On en déduit facilement que :
70 —1)/ —70) ..
ot § = sinh™" w, de sorte que
AL, = (—1)F cosh (2k0), (169)
et finalement :
, 1
P = : (170)

~ cosh (Qk sinh™* w)
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Puisque la séquence fait intervenir 2k calculs de flux, le rayon spectral équivalent (par calcul
de flux) est pour k grand, donné par :

1 1

P s = hm /)/ 2k — = :p*
cquiv =0 () = kT ) w4 VA (1m)

x-|"‘

Ce résultat n’a rien d’étonnant ! Puisqu’on a trouvé que les valeurs a annihiler optimales
sont a une transformation pres les zéros du polynéme de Tchebychev du degré approprié,
I’algoritme d’annihilation optimal est équivalent a I’accélération de Tchebychev appliquée a
I’algorithme d’annihilation d’un seul couple (d’ailleurs arbitraire) de valeurs propres com-
plexes conjuguées de la forme considérée.

5.4.2 Réalisation de I’Algorithme Mono-Dimensionnel Optimal

En résumé, ’algorithme d’annihilation optimal suppose le choix des parametres suivants :

e (3, parametre de décentrage; on recommande 3 = 1/2 (valeur pour laquelle on observe
la meilleure séparation possible des valeurs propres de 1’algorithme de base, et en
conséquence, un conditionnement optimal vis-a-vis de la diagonalisation), ou une valeur
supérieure, néanmoins éloignée de 1, e.g. 5 = 3/4;

e v, le nombre de Courant dans le cas ou I’on donne a ’algorithme de base une formula-
tion instationnaire; la condition v > 1 doit alors étre vérifiée afin que cet algorithme
ait effectivement les propriétés théoriques de la Méthode du Résidu-Corrigé;

e k,le nombre d’étapes d’annihilation; en principe, I'efficacité augmente avec ce parame-
tre; cependant, pour une plus grande simplicité algorithmique, et pour éviter des étapes
de sur-relaxation excessive qui peuvent étre instables en non-linéaire, on choisira sans
doute une valeur "modéremment grande”, e.g. k = 2, 3...

L’expression des valeurs propres annihilées, (158), et des valeurs optimales {r7}, (164),
permettent de calculer les parametres de relaxation w; et wy a partir de (40). L’algorithme
complet est constitué d’une phase d’annihilation du mode de plus basse fréquence (Phase 1)
réalisée par un seul pas de l'algorithme de base, (128), et d’une phase d’annihilation des
autres modes (Phase 2) réalisée par k séquences ”prédicteur-correcteur” de la forme (38)-

(39).

En définitive, une application de 1’algorithme complet a partir de la solution initiale u°
est donc réalisée par les deux phases suivantes :
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e Phase 1 : Une application de ’algorithme de base (128) :

(172)
ul = ud + dul
e Phase 2 : Pour j = 1,2,...,k, exécuter la séquence prédicteur-correcteur suivante :
Prédicteur :
<I + v 551) Su¥ = — v 5572 w1 ,
wi; = 1/(1+28), (173)
u¥ =yt 4 wy,j Su?l
Correcteur :
(I + 1/55‘:1) outtt = —y 552 u?l
1+28  p(1-7) , (29— )m
=] ' ’ ’ 174
w3, j / l 1 + 1+ 23 oS m , (174)
uHtl = 21 Wa,j Sutt,

On remarque que le prédicteur correspond toujours a une phase stabilisatrice de sous-
relaxation, alors que le positionnement de w,; par rapport a 1 dépend de j et de 3. On
constate a nouveau, que cet algorithme nécessite la mise en mémoire d’un vecteur de plus
que 'algorithme de base. Notons enfin que si dans le cas linéaire, la phase 1 s’effectue une
fois pour toutes. en non-linéaire, elle doit étre répétée a intervalles.

5.4.3 Extension au Modéle Bi-Dimensionnel

On s’intéresse ici au modele hyperbolique fourni par I’équation d’advection linéaire, a coef-
ficients constants, en deux dimensions d’espace :

u+au, +bu, =0, (175)
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des conditions de Dirichlet-Neumann appropriées étant appliquées aux bords.

L’application de la Méthode du Résidu-Corrigé a ce modele a été étudiée dans [9] (auquel
on renvoie pour les détails), et on sait en particulier, que les effets liés au caractere bidimen-
sionnel du modele sont les plus importants lorsque 1'on a :

a b

- - 1

ce que l'on suppose désormais. Les valeurs propres de la matrice d’amplification corre-
spondante (G sont représentées a la Figure 10b-f pour différentes valeurs du parametre
B. Ces valeurs propres forment un spectre constitué des valeurs propres du modele mono-
dimensionnel qui sont situées sur un segment parallele a 'axe des imaginaires a ’abscisse
R(g) = %— B3, complémenté d’un nuage généralement a la droite de ce segment qui se déplace
aussi vers la gauche lorsque 3 augmente. Par conséquent, dans le cas bi-dimensionnel, la Fig-
ure 11 ne représente qu'une partie du spectre de la matrice d’approximation A; les valeurs
propres non représentées étant visiblement situées pour g > %, a 'intérieur du disque de
centre z = 1 et de rayon %, et a gauche de la corde d’abscisse () = % + . On concoit que
dans ce cas l'algorithme (173)-(174) n’est plus optimal.

On peut cependant chercher un algorithme efficace en enrichissant le jeu des valeurs pro-
pres annihilées du modele mono-dimensionnel (158). La forme quasi-triangulaire de I'envelop-
pe convexe du spectre ainsi que sa structure pour le cas limite § = 1 suggerent de rajouter
par exemple, les £ triplets suivants :

tii =pjt+iq;,
[z =Dj —14j, (177)
Hj3 =Tj,
(j=1,...,0) ou
3 <P <3+8,

(178)

(pi =1 +¢; < 5.
L’algorithme correspondant s’effectue ici en trois phases, sa réalisation est explicitée dans la
section suivante dans un cas particulier. Les phases 1 et 2 sont identiques respectivement a
(172) et a (173)-(174) a condition de remplacer les opérateurs différences mono-dimensionnels
par leur homologues bidimensionnels (des sommes directes, [9]). La phase 3 comprend une
suite de £ séquences prédicteur-correcteur dont les parametres sont en vertu de (40) donnés
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par :

1
T
J
(179)
; 2 pj
sJ p? —I— q]Q 3

mais chaque séquence est complétée d’une étape de sur(sous)-relaxation simple correspondant
au parametre suivant :

1
wa = . (180)

T

L’algorithme optimal de ce type est la solution du probleme suivant :

i : 181
Lo b nsico ? (181)
ou
. 1/(2k+3¢) P
p=cmmax o [Hi (V) 7 (182)
ou :
£ )\ .
Hk’g ()\) = hk ()\) X H H 1— s (183)
7=1 =1 /’L%]‘
et i
A A
7=1 7 J

est une fonction connue fixée par le choix des valeurs propres annihilées du cas mono-
dimensionnel. On ne connait pas la solution de ce probleme, d’ailleurs on ignore s’il est
bien posé (méme pour k fixé). Afin de proposer une recommandation pratique, on particu-
larise désormais ’algorithme au cas ou k = 2 et £ = 1 (7 valeurs propres annihilées au total),
pour lequel une optimisation sommaire a donné, pour 3 = % :

p*=0.92,
qg*=0.23, (185)
r*=0.74.

Ces valeurs correspondent aux valeurs suivantes des parametres de relaxation :

wi ~ 0.54,
wy A~ 2.04, (186)

wi ~ 1.35.
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omettant désormais 'indice j. Le rayon spectral équivalent (par calcul de flux) de I’algorithme
qui en résulte est donné par :

p*(1/2) ~ 0.332, (187)

et le gain en efficacité par rapport a 1’algorithme de base f* est de I’ordre de 1.59 dans ce cas.

On a effectué une optimisation analogue pour les valeurs de 4 comprises entre % et 1.
On a représenté la variation avec # du triplet "optimal” (p*,¢*,r*) a la Figure 14, et des
valeurs correspondantes du triplet (wj,w},w3), du rayon spectral équivalent p*, et enfin du
gain en efficacité (par rapport a ’algorithme de base) f* = — log p*/log 2 respectivement
aux Figures 15, 16 et 17.

En conclusion, on constate en particulier qu’un choix judicieux des parametres de relax-
ation permet de réaliser un gain en efficacité qui tend vers 'infini quand (3 tend vers 1. Bien
évidemment, la matrice d’amplification étant défective dans ce cas, on ne recommande pas
d’opérer proche de cette limite. Néanmoins, il semble avantageux d’augmenter sensiblement
le décentrage par rapport au schéma de Fromm (5 = %) En particulier, la valeur théorique

2

du gain en efficacité dépasse 2 lorsque 3 est supérieur a (une valeur proche de) z.

0.8 - = E
1z
0.6 .
0.4 .
,,,,,,,,, B i T S
0.2 F - it S -
e
-
\F\ﬁ\ﬁ\
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.5 0.55 0.6 0. 65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figure 14: Variation des parametres p*, ¢* et r* en fonction de 3.
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Figure 15: Variation des parametres w?, w3 et wX en fonction de 3.
15 Wo 3 /

5.4.4 Algorithme Optimal du Cas Bi-Dimensionnel pour § = 2

Dans le cas particulier ou § = % et k = 2, les valeurs optimales des parametres de relaxation
de la phase 2 sont les suivantes pour le modele mono-dimensionnel :

(wr,wn) = (3/7, [7/12 + 2/21 cos? g}_l) et (3/7, [7/12 + 2/21 cos? %ﬂ}_l) C (1s8)
~ (0.4286,1.5046) et (0.4286,1.6743) .

Pour le modele bi-dimensionnel, 'optimisation sommaire des parametres de relaxation de la
’ P P
[)I ase 3 a fourni les valeurs suivantes :

w ~ 045,
ws 7 1725, (189)

W3%1.
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Figure 16: Variation du rayon spectral équivalent p* en fonction de /3.

[l en résulte, que I’étape de relaxation de la phase 3 est identique a 'application de I’algorithme
de base, c’est-a-dire a la phase 1.

En résumé, on effectue la phase 1 ("algorithme de base”) a chaque cycle; dans la phase
2, (173)-(174), on affecte successivement au couple (wq,ws,) les trois valeurs suivantes :

(0.4286,1.5046) , (0.4286,1.6743) et (0.45,1.725) . (190)

Le gain théorique en efficacité réalisé par cet algorithme comparé a ’algorithme de base est
proche de 2. Ajoutons enfin que des gains supérieurs pourraient étre atteints en enrichissant
encore le jeu des valeurs propres annihiliées; on a choisi ici dans ce document préliminaire
une stratégie de simplicité algorithmique.
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Figure 17: Variation du gain en efficacité f* en fonction de 3.
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6 Conclusions

On a considéré un algorithme d’annihilation de modes propres qui dans sa forme la plus
générale équivaut a brancher sur l'algorithme de base des boucles de sur(sous)-relaxation.
Grace a cette équivalence, lorsque les valeurs optimales des parametres de relaxation ne
sont pas connues, un choix raisonnable peut étre fait apres examen du spectre de la matrice
d’approximation. De plus, par un choix adéquat des modes annihilés, on peut aussi adapter la
construction du schéma itératif a certains besoins spécifiques. En particulier, un bon "lisseur”
se construit par annihilation préférentielle des modes de hautes fréquences. Enfin, on a montré
comment cette technique permettait d’obtenir certains gains théoriques en efficacité pour la
méthode implicite du Résidu Corrigé.
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