N

N

Analyse de systemes MIN-MAX
Geert Jan Olsder

» To cite this version:

Geert Jan Olsder. Analyse de systemes MIN-MAX. [Rapport de recherche] RR-1904, INRIA. 1993.
inria-00074769

HAL Id: inria-00074769
https://inria.hal.science/inria-00074769
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00074769
https://hal.archives-ouvertes.fr

IRIN

UNITE DE RECHERCHE
INRIA-SOPHIA ANTIPOLIS

Institut National
de Recherche
en Informatique

et en Automatique

2004 route des Lucioles
B.P. 93 :

06902 Sophia-Antipolis
France

Rapports de Recherche

Programme 5

Traitement du signal,
Automatique et Productique

ANALYSE DE SYSTEMES
MIN-MAX

Geert Jan OLSDER




ANALYSIS OF MIN-MAX SYSTEMS

Geert Jan Olsder*

INRIA Sophia Antipolis
2004 Route des Lucioles
06565 Valbonne Cedex

France

6 mai 1993

Abstract

We will study extensions of known results of max-plus (or min-plus) systems to systems where the underlying algebra
consists of the three operations max, min and addition simultaneously (such systems are called min-max systems).
Such systems are nonlinear in both the max-plus and the min-plus algebra. The notion of a ‘pulsative’ circuit is
introduced, which characterizes the speed of a stationary solution of the system. In general, the cycle mean of a
pulsative circuit is neither maximal (as is the case for max-plus systems) nor minimal (as is the case for min-plus
systems). Subject to certain conditions, the solutions of min-max systems show a periodic behaviour, which is directly
related to the pulsative circuit(s). Solutions starting from arbitrary initial conditions converge in a finite number of
steps to such a periodic behaviour. Game-theoretic notions are helpful for the construction of impulsative circuits.
Both analytic and graph-theoretic reasoning is used in the derivation of the various results.

Résumé

Nous étudions des extensions de résultats connus sur les systémes dans 1’algébre max-plus (ou min-plus) a des systémes
dans Palgebre min-max (ces systémes sont basés sur I’algébre ol on a les trois opérations max, min et addition). Les
systémes min-max sont non linéaires dans l’algebre max-plus et dans I’algebre min-plus. On introduit le concept du
‘circuit pulsatif’, qui caractérise la vitesse d’une solution stationnaire du systéme. En général, le poids moyen d’un
circuit pulsatif n’est ni maximal (comme pour les systémes max-plus) ni minimal (comme pour les systémes min-plus).
Sous certaines conditions, les solutions des systémes min-max montrent un comportement périodique, qui est lié aux
circuits pulsatifs. Des solutions issues de conditions initiales arbitraires convergent en un nombre fini d’étapes vers
un tel comportement. On peut utiliser des concepts de la théorie des jeux pour construire les circuits pulsatifs. On
utilise des raisonnements analytiques et de la théorie des graphes pour la dérivation des résultats divers.
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1 Introduction et Point de Départ

Dans ce travail nous étudierons le systéme

rk+1) = Aoxzk)® Boyk) , (1)
yk+1) = Cox(k)ANDOy(k) . (2)
On appelle la combinaison des vecteurs & = (z1,...,2,) et y = (y1...,ym)’, ot " est la transposée, I’état du

systeme. Les quantités A, B, C' et D sont des matrices d’ordre nxn, nxm, mxn et mxm respectivement. On
écrit A ={ay;}, B ={b;;}, C ={cij} et D ={d;;}. Nous supposons d’une part que les coordonnées de x et
les coefficients de A et B sont des éléments de RU«e et d’autre part que les coordonnées de y et les coefficients
de C' et D sont des éléments de RUT. Les symboles € et T dénotent —co et +o00 respectivement. L’opérateur
® est la multiplication dans ’algébre max-plus; & est ’addition dans la meéme algéebre; les opérateurs © et A
sont respectivement la multiplication et 1’addition dans I’algébre min-plus. On fait la convention T ® ¢ = ¢

et T ®e = T. La notation conventionnelle de (1) et (2) est:

zi(k+1) = max(a; +21(k),. .., aqimn +2,(k),
bil + yl(k): .. 'abim + ym(k))a = 1a - n,
yilk+1) = min(er +21(k), ..., cin + 2o (k),

dil +y1(k)::dzm+ym(k))a = 1a"':m'

Si on suppose qu’une condition initiale (2(0), y(0)) est donnée, on peut calculer I’évolution des équations (1)
et (2) de fagon unique, c’est & dire qu’on peut calculer (z(k), y(k)) pour k =1,2,....
Avant de formuler les problémes qui nous intéressent, commencons par énoncer quelques résultats connus.

Le systéme (1), (2) est constitué de deux sous-systémes indépendants

sk +1) = Ao z(k), y(k+1)= Do y(k), (3)

qui sont interconnectés par les matrices B et C. Les propriétés suivantes des sous-systémes (3) sont bien
connues. (La plupart des définitions et des théorémes sont donnés pour le systéme z(k+ 1) = A® z(k) dans
I’algébre max-plus; il existe aussi des définitions et des théorémes analogues pour les systémes y(k + 1) =

D ® y(k) dans I’algebre min-plus.)

Définition .1 Le graphe de communication G(A) d’une matrice carrée A est un graphe orienté comportant



un neud pour chaque entrée de la matrice A. Ce graphe comporte un arc entre j et ¢ ssi a;; # €. La valuation

de cet arc est a;j.

Définition .2 Pour chaque chemin { = {t1,%ts,...,tj41} dans G(A), out; et t;11 sont deuxr neeuds reliés par
un arc (on parle d’un circuit sitj41 =t et d’un circuit élémentaire si en outre t;, #t;,, i1 # iz et iy, iz €
{1,2,...,4} ), on définit son poids moyen par |(|w/|C|1 (la division est celle de Ualgébre conventionnelle), od

1€ |w def Utyt, @ @ g,y 1, est le poids de ¢ et |C]) défj est sa longueur. Pour tout ensemble de chemins entre

deuzr neuds le(s) chemin(s) avec le poids moyen mazimal est (sont) appelé(s) critique(s). Le(s) circuit(s)

avec le poids moyen mazimal (dans Uensemble de tous les circuits) est (sont) appelé(s) pulsatif(s).

Théoréme .3 Si la matrice A est irréductible (de fagon équivalente: G(A) est fortement connexe), il existe
une valeur propre (notée Amax) qui est unique et un vecteur propre v # ¢ (non nécessairement unique) tels
que A® v = Apax ®v. La valeur propre est égale au poids moyen maximal de tous les circuits élémentaires,

5\

c.d.d. Amax = maxg [C|w/|C]1, 0t ¢ décrit Uensemble des circuits élémentaires de G(A).

La valeur propre correspondante & D (dans ’algébre min-plus) est notée Apin.

Théoréme .4 Pour toute matrice carrée A de valeur propre Amax, tl existe des entiers d et M tels que

Ym > M on ait AT = AL @ A™. Le plus petit d vérifiant la propriété précédente est égal @ la cyclicité

max

du graphe critique de A (voir [2]).

Dans le cas ol il existe un et seulement un circuit ¢ de G(A4) dont le poids moyen est égal au poids moyen
maximal, la cyclicité mentionnée est égale & |(|;. Pour calculer la valeur propre et un vecteur propre, plusieurs

algorithmes existent, et nous en donnons un.
Algorithme .5 Calcul de la valeur propre et d’un vecteur propre.
1. Prendre un vecteur arbitraire x # €.

2. Multiplier @ gauche ce vecteur par A (plusieurs fois) jusqu’a AT @z = c® A'®z. De telles constantes

l, d et c existent @ cause du Théoréme .4.

3. Amax = c/d.

4. v def (Alepr)e(AT e @ (At le :L‘))l/d. Dans Ualgébre conventionnelle on a v = (z(l) +

eI+ 1)+ +a(l+d—1))/d, oi z(k) A* @ .



5. Definir v; = v; (la j-iéme coordonnée de v) si (AR V)j = Amax @ vj et Uj = ¢ si (AR V)j # Amax D Vj.

6. Multiplier le vecteur v = (vq,...,v,)" par A jusqu’é AP @0 = Aoy @ AP~ @w. Cette égalité est vérifiée

pour un p fini. Le vecteur v est un vecteur propre.

Maintenant nous considérons de nouveau le systéme (1), (2) que nous écrivons de fagon plus compacte:

(z(k+ 1), y(k + 1)) = M((2(k), y(k)))-

Définition .6 Un scalaire A, ¢ < A < T, est appelé valeur propre de Uapplication M, si il existe un vecteur

(z,y), oti x ou y a au moins une coordonnée finie (c.d.d. € R), tel que
(A@z,A0y) = M((z,y)). (4)
Le vecteur (z,y) s’appelle vecteur propre de M.

Pour définir un ‘circuit pulsatif’ on a besoin d’un sous-graphe de G(M) avec n+m nceuds construit de la facon
suivante. Considérez la i-iéme équation scalaire de (4), c.a.d. (A®z, AQy); = M((z,y)))i, i=1,2,...,n+m.
Parmi les n + m termes individuels dans le deuxiéme membre de cette expression (qui ont une des formes
aip +zpou by +ypsii <nete_pp+apoudi_,r+yrsii>n)ilyenaau moins un qui conduit a
une 1’égalité. Soient 21, ..., ¢, de tels termes, on relie chaque nceud 1, ..., %, au neceud ¢ par un arc orienté.
On crée ces arcs pour ¢ = 1,2,...,n+ m. Le graphe construit de cette facon est appelé graphe de saturation
(associé & la valeur propre). Tous les circuits de ce graphe (la preuve qu’il y a des circuits est facile et est

laissée au lecteur) sont appelés pulsatif. De maniére équivalente, on obtient:

Définition .7 Les circuits dans G(M) qui déterminent la ‘vitesse’ de M, c.d.d. 1/X, sont appelés pulsatifs.

Théoréme .8 Supposons que A et D soient irréductibles et B £ ¢, C # T. L’application M a une valeur
propre unique X et un vecteur propre, correspondant a cette valeur propre, de coordonnées finies ssi Apax <

Amin- Alors on @ Apnax < A < Anin.

Hormis le Théoréme .8, peu de propriétés de (1), (2) sont réellement connues. Dans ce travail nous

considérons les points suivants.

e D’aprés le Théoréeme .8 le systéme (1), (2) a un comportement périodique (en supposant que les
conditions soient vérifiées). Il existe une relation avec des circuits critiques. Comment définir de tels

circuits?



e Dans 'algebre max-plus, la moyenne arithmétique d’une suite finie de termes z(k) donne un vecteur

propre (voir ’algorithme .5). Est-ce qu’une propriété similaire existe pour des systémes min-max?

e Supposons qu’un comportement périodique existe, est-ce que la solution de (1), (2), issue de (2(0), y(0)),

converge en un nombre fini d’étapes vers un tel comportement?

Un peu (trés peu) d’histoire. Cuninghame-Green a commencé 'exploration exacte des systémes dy-
namiques dont I’évolution est déterminée seulement par des contraintes maximales. Il a fait ’observation
que de tels systémes dynamiques peuvent étre interprétés comme des systémes d’équations linéaires dans
I’algébre max-plus [5]. Les résultats exposés dans cette partie, excepté ’algorithme .5, sont extraits de [2].
L’algorithme .5 a été écrit dans [4]. Gunawardena [6] a étudié quelques questions auxquelles nous nous in-
téressons ici. Des systémes constitués par une combinaison de sous-systémes dynamiques, comme (1), (2), et

de sous-systémes algébriques (également dans le contexte de 1’algébre min-max) ont été étudiés dans [7].

2 Pourquoi des Systemes Min-Max?

Des applications des systémes qui peuvent étre écrites comme (1), (2), sont citées en [6] et en [2]. On peut
décrire I’évolution des réseaux de Pétri temporisés par des équations qui contiennent les opérateurs max et
min, voir [1].

Ici nous donnons une nouvelle application d’un réseau de Pétri. Il s’agit d’un graphe d’événement tempo-
risé et stochastique, ou les jetons peuvent se doubler les uns les autres. Cela est du au fait que I’on n’applique
plus le principe FIFO (First In First Out). Vu d’une maniére stricte, I’application n’est pas dans la ligne du
courant dominant de cet article parce qu’il y a des éléments de la matrice A qui dépendent de k.

Le graphe d’événement est donné dans la Figure 1. Il est temporisé parce qu’il y a des temps de séjour
associés aux places. Nous supposons que les temps de tir associés aux transitions sont nuls. Si on avait le
principe FIFO les équations qui décrivent le comportement temporisé du graphe d’événement seraient (au

début de I’évolution il y a un jeton dans chaque place)

zi(k+1) = a1 @zi(k) P ar @ za(k), (5)

zo(k+1) = an @zi(k) P ar za(k), (6)

ol a;; dénote le temps de séjour associé & la place qui relie la transition j avec la transition :. Nous supposons



