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Résumé

Le probléme de la planification de trajectoire d’un robot parallele & 6 degrés de liberté
est posé ici par rapport a ’espace de travail dont nous avons déterminé la complexité dans
de précédents rapports. Il s’agit tout d’abord de vérifier qu’une trajectoire est toute entiére a
I'intérieur de I’espace de travail, de quantifier la qualité d’une trajectoire et enfin de planifier
une trajectoire entre deux points dont on assure qu’elle est & I'intérieur de ’espace de tra-
vail. Dans ce rapport nous présenterons des méthodes trés rapides pour la vérification d’une
trajectoire, méthodes qui prennent en compte I’ensemble des contraintes sur le robot. Nous
proposerons différentes mesures qui permettent de juger de la qualité d’une trajectoire. En-
fin différentes méthodes de planification seront proposées et nous illustrerons ces différents
algorithmes sur des exemples variés .

Abstract

We address the problem of the verification of a trajectory for a 6 d.o.f. parallel manip-
ulator with respect to its workspace i.e. being given two different configurations (position
and orientation) of the end-effector verify that the straight line joining these two points in
the parameters space lie fully inside the workspace. An algorithm solving this problem will
be presented. An important point is that it takes into account the three main constraints
limiting the workspace i.e. the links lengths range, the mechanical limits on the joints and the
interference between the links. We define then various quality indexes for a trajectory with
respect to the various constraints.

In a second part we address the problem of finding a trajectory joining two different
configurations which lie fully inside the workspace. Different algorithms are presented and
illustrated on various examples.

1Ce travail a été en partie financé par le projet ESPRIT Basic Research Action 6546 (PROMOtion).
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Chapitre 1

Vérification de trajectoire

1.1 Introduction

Considérons un robot paralléle a 6 degrés de liberté tel que celui représenté sur la figure 1.1.
Il est constitué d’une base supposée fixe et d’un plateau mobile, reliés par 6 segments. Une

SSM

Figure 1.1 : Un robot paralléle a 6 degrés de liberté.

extrémité de ces segments est reliée a la base par un joint de Cardan, ’autre extrémité étant
reliée au plateau mobile par un rotule. Dans chacun des segments un actionneur linéaire
permet de modifier la longueur du segment. Par un controle approprié de ces longueurs il est
alors possible de placer le plateau mobile dans une position et une orientation données: on
controle donc les 6 degrés de liberté du plateau mobile. On obtient ainsi un manipulateur
dont I’architecture mécanique est trés différente de celle des robots série.

Le calcul de I’espace de travail d’un robot paralléle a suscité de nombreux travaux. La
plupart de ces travaux ont porté sur le cas ou 'orientation de ’organe terminal est fixe. Dans
ce cas on s’intéresse aux possibilités de translation de I’organe terminal. Pour ce probléme
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la méthode la plus utilisée pour déterminer la frontiere de ’espace atteignable consiste a
procéder par discrétisation sur les valeurs de deux degrés de liberté, les quatre autres restant
constants soit en ne considérant que les limites sur les longueurs des segments [3],[4],[11]. soit
en incorporant de plus une vérification des débattements des articulations [9] ou bien avec
vérification de ’ensemble des contraintes [2]. Cette méthode de discrétisation est cependant
lourde en temps de calcul. Pour ce probléme une approche géométrique beaucoup plus rapide
a été proposée par C.Gosselin [5] étendu par la suite pour prendre en compte les butées
mécaniques sur les articulations et les risques d’intersection entre segments [12].

Il existe trés peu de travaux dans la littérature sur le calcul des limites des déplacements
en rotation des robots paralléles [14],[15],[16],[17],[18]. Nous avons cependant proposé trés
récemment une approche géométrique permettant d’évaluer les possibilités en rotation des
robots paralléles, permettant la prise en compte de ’ensemble des contraintes [13].

Il n’existe cependant pas, & notre connaissance, de travaux dans la littérature concernant
le probléeme de la vérification de trajectoire vis-a-vis de l’espace de travail,c’est-a-dire de
déterminer si une trajectoire est bien tout entiére a I'intérieur de ’espace de travail. Ce type
de question est relativement simple pour les robots de type série & poignet découplé ou les
translations sont gérés par les trois premiers degrés de liberté et les orientations par les trois
derniers. Pour un robot paralléle le probléme est beaucoup plus délicat puisque ce découplage
n’existe pas: les possibilités de translations sont liées & I’orientation de l'organe terminal et
réciproquement. C’est donc ce probléme que nous nous proposons d’étudier dans ce rapport.

Nous allons maintenant introduire quelques notations utilisées dans ce rapport. On définit
tout d’abord deux repéres, 1'un fixe et 1ié a la base, appelé référentiel absolu et ’autre attaché
au plateau mobile et appelé référentiel mobile.

Les notations suivantes seront employées dans ce rapport:

e A: symbole du produit vectoriel.
e .. symbole du produit scalaire.
e A;: centre de I’articulation du segment 7 liée a la base.

e B;: centre de ’articulation du segment ¢ liée & ’organe terminal.

e O: centre du référentiel absolu. En général ce point sera le barycentre des points d’articulations

proches de la base.

e z,y,z: axes du référentiel absolu lié a la base. L’axe y sera ’axe de symétrie de la base
si elle en posséde un.

e (' centre du référentiel mobile, sert en général a repérer la position de I'organe terminal.
En général on choisira le barycentre des points d’articulation liés au mobile.

® z. Y., z.: coordonnées de C' dans le repére absolu.

e 1,0 ¢: angles d’Euler permettant de décrire ’orientation de l'organe terminal. Ces an-
gles sont définis de la maniere suivante : partant du repére de référence on tourne d’un
angle ¢ autour de ’axe z, puis d’un angle f autour du nouvel axe z et enfin d’un angle
¢ autour du nouvel axe z pour obtenir le repére mobile.

e [%: matrice de rotation permettant le passage du référentiel mobile au référentiel absolu.

e p;: longueur du segment relié a I’organe terminal de la chaine 3.
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e Xjy: vecteur exprimé dans le repére mobile

Pour alléger la présentation on omettra de faire figurer les indices lorsque le contexte ne sera
pas ambigu.

L’espace de travail d’un robot paralléle se trouve limité en raison de ’existence de trois
types de contraintes:

e limite sur les longueurs des segments: "actionneur linéaire permettant la modification
des longueurs des segments a une course limitée. En conséquence chaque segment a une
longueur minimum p,,;, et une longueur maximum p, 44

e débattement limite des articulations: dans la pratique les articulations d’un robot par-
allele (joint de Cardan et rotule) sont soumises a des limitations mécaniques

e intersections entre segments: de par I’architecture mécanique du robot des couples de
segments peuvent entrer en collision

Nous allons poser le probléme de la planification de trajectoire pour un robot paralléle
comme celui de la détermination d’une trajectoire entre deux positions appartenant a I’espace
de travail telle que chaque point de la trajectoire se trouve a I'intérieur de I’espace de travail.

Pour ce probléeme une pierre de base est évidemment un algorithme permettant de vérifier
que la trajectoire en ligne droite dans l’espace des parametres est ou non une trajectoire
satisfaisante. Nous allons étudier ce probléme en deux étapes, d’abord en supposant que
l’orientation est constante le long de la trajectoire puis en généralisant I’algorithme au cas
général.

1.2 Mesure de la qualité d’une trajectoire

Dans de nombreux cas on peut disposer de plusieurs trajectoires permettant de joindre deux
points de l’espace de travail. On peut alors vouloir déterminer quelle est la meilleure des
trajectoires du point de vue des contraintes qui régissent les limites de ’espace de travail. On
doit donc disposer de mesures qui permettent de quantifier la qualité d’une trajectoire. Ces
mesures doivent permettre de déterminer la ”meilleure” trajectoire ou d’évaluer quelles sont
les modifications a apporter aux contraintes pour permettre la réalisation d’une trajectoire.

1.2.1 Qualité vis-a-vis des longueurs des segments

Vis-a-vis de ce critére il est nécessaire de calculer quel est, pour ’ensemble des points de la
trajectoire, I’écart maximum entre les longueurs des segments et les bornes sur les longueurs
des segments. Une telle mesure permet, par exemple de modifier les courses des vérins pour
permettre la réalisation d’une trajectoire donnée. Mais cette mesure ne permet de qualifier
qu’incomplétement une trajectoire dans la mesure ou elle ne caractérise qu’un écart local.
Il faut donc aussi une mesure moyenne qui permettra de différencier deux trajectoires dont
certains points peuvent conduire a un méme indice local.

1.2.1.1 1Indice local

Une trajectoire sera d’autant meilleure vis-a-vis de la longueur d’un segment que 1’écart
maximum entre la longueur du segment le long de la trajectoire et sa valeur moyenne p,,
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définie par (pmaz + Pmin )/2 sera faible. Sur une trajectoire 7" on définit alors pour le segment
¢ le critére de qualité @5, par:

Qs, = Max(|p(X) — pm|)signe(p(X) — pm) VX € T
Soit A la course maximale de [’actionneur linéaires. On a:
A= Pmaz — Pmin

De la définition de 'indice de qualité on déduit que la trajectoire ne sera pas entiérement
dans ’espace de travail si une des deux conditions suivantes est vérifiée:

Qs, > — (1.1)

(1.2)

1.2.1.2 Indice moyen

L’indice local ne permet que de caractériser la qualité de la trajectoire aux points extrémes.
On peut mesurer I’écart moyen de la longueur du segment par la mesure Q7 suivante:

m = /T<p2<x>—pzn> (13)

1.3 Trajectoire a orientation constante

Soit M7, My les points de départ et d’arrivée de la trajectoire a tester et soit C' un point de
la trajectoire. On a
OC = OM1 4+ AM1M2 avec A€ [0,1] (1.4)

1.3.1 Prise en compte des limites sur les longueurs des segments
1.3.1.1 Equations de base

Calculons la longueur d’un segment pour un point quelconque de la trajectoire entre My et
M,. On a
AB=A0+0C+CB (1.5)

ol CB = RCBy est un vecteur constant. La longueur p d’un segment est donc:
p? = AB.AB” = ||AO||? 4 [|OC||” + ||CB||*> + 2(AO + CB).0C” + 20A.CcB”  (1.6)
En utilisant I’équation (1.4) on obtient:
p? = A?|IM1M2||*> + 2A(AM; + +CB).M1M2” + ||AM; + +CB||? (1.7)

Soit une équation du type:

pl=ar+br+¢ (1.8)

ou a,b,c sont des coefficients qui ne dépendent que de la trajectoire et de la géométrie du
robot. Nous avons en effet:

)
Il

|IM1Ma]|? (1.9)
b = 2(AMj + CB)M;Msy” (1.10)
c = ||[AMy +CBJ? (1.11)
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Remarquons que nous avons @ > 0,¢ > 0,a 4+ b+ ¢ > 0. Intéressons nous a 1’équation:
arX? + b +c— p2 .. (1.12)

Si cette équation n’a pas de racine et puisque a > 0 alors pour tout A I’équation est positive et
la longueur du segment en tout point de la trajectoire est supérieure a la longueur maximum.

Admettons maintenant que 1’équation ait deux racines x1, o classées par ordre croissant.
Puisque a > 0 I’équation sera positive dans les intervalles | — oo, 1], Jaa, +00[. L’intersection
de ces intervalles avec 'intervalle [0, 1] donnera les intervalles de A (c’est-a-dire les portions
de trajectoire) ol la longueur du segment sera supérieure a la longueur maximum.

En répétant cet algorithme pour les 6 segments et en faisant I’'union des intervalles obtenus
on obtiendra les portions de trajectoire o au moins un des segments dépasse sa longueur
maximum. On note I,,,, ’ensemble de ces intervalles.

Intéressons nous maintenant a 1’équation:

ad?> +bA+c—plin (1.13)

Si cette équation n’a pas de racine et puisque a > 0 alors pour tout A 1’équation est positive et
la longueur du segment en tout point de la trajectoire est supérieure a la longueur minimum.

Admettons maintenant que 1’équation ait deux racines x1, o classées par ordre croissant.
Puisque a > 0 I’équation sera négative dans lintervalle |o1, zs[ et intersection de cette
intervalle avec 'intervalle [0, 1] donnera l'intervalle ot la longueur du segment sera inférieure
a la longueur minimum.

En répétant cet algorithme pour les 6 segments et en faisant I’'union des intervalles obtenus
on obtiendra les portions de trajectoire ot au moins un des segments a une longueur inférieure
a sa longueur minimum. On note I,,,;, ’ensemble de ces intervalles.

L’union de I4z, Imin donne alors les portions de trajectoires ol les contraintes sur les
longueurs de segments ne sont pas respectées.

1.3.1.2 Qualité de la trajectoire

Nous avons vu que le carré de la longueur d’un segment peut s’écrire:
PPA) =ar? +bA +c (1.14)

L’indice moyen de qualité de la trajectoire s’écrit donc:

1
m_ \//0 (@X2 4 BA + ¢ — p2 )dA (1.15)

soit
a b
m_ (2,7 _ 52 1.16
. gty te—rn (1.16)

Pour ce qui concerne 'indice local considérons la fonction ) permettant de calculer I'indice
local:

QA)=VarXl+bA+c—pm (1.17)
Cette fonction admet un optimum pour la valeur A, de A définie par:

b

Ao = ——
2a
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on introduit alors la fonction Min-Maz(A1 ) définie par:

Min — Max(A1,...,An) = Q(};) siA; € [0,1] et
QA > [QMA) VR EL ..,n] k£

En conséquence I'indice local est donné par

Qs, = Min — Max(0, 1, A,) (1.18)

1.3.1.3 Regles simplificatrices

Dans le probléme de la vérification des trajectoires des conclusions simples peuvent étre tirées
des équations (1.13),(1.12) si ces équations n’ont pas de racine dans l'intervalle [0,1]. Pour
déterminer si c’est le cas on peut étre tenté d’utiliser la méthode de Sturm [6]. Pour cela
considérons les deux équations et posons:

foN) = ad?+bd+c—pi .. (1.19)
foN) = a4+ bd+c—plin (1.20)

On construit alors la fonction f; en prenant la dérivée de fy par rapport a A puis la fonction
f2 obtenue comme 'opposé du reste de la division de fy par fi, qui ne contient donc pas
de terme en A. On construit alors deux séquences Sy, S; de nombres réels constituées des
nombres fo(0), f1(0), f2(0) et fo(1), f1(1), f2(1). Le nombre de racines de fy dans 'intervalle
[0,1] est alors donné par le nombre de changement de signe dans la séquence Sy diminué du
nombre de changement de signe dans la séquence S;. Remarquons que les signes des termes
f2(0) et fa(1) sont identiques.

Un rapide calcul & partir des équations (1.19),(1.20) permet de montrer que dans les deux
cas nous avons:

f1(0) = 2M;Ms” (AM; + CB) (1.21)
A1) = 2M;Ms”.(AM{ + CB) + 2||M;Ms||? (1.22)
ce qui nous permet de déduire que f1(1) > f1(0). Posons:

U:AM]_—I—CB

On remarque que ce vecteur est en fait le vecteur A{B quand le centre du plateau est en
M. La norme de ce vecteur est donc la longueur du segment p(M;) pour cette position. En
effectuant la division de fy par fi on obtient:

_ (M;M" U)* + My Mo |*(p? — |IUII*)

= 1.2
f M1 Mg (1.23)

oll pe vaut soit pmin s0it pmasz selon que lon traite I’équation (1.20) ou (1.19). Introduisons
I’angle « entre le vecteur U et le vecteur M1 Mg. En développant ’équation (1.23) on obtient:

|IM1Ms]|?||UJ|? cos? a + [|[M1Ma||*(p? — ||U||?)

fa =
[[MqMg|[?

(1.24)

soit:
fo = p? — p* (M) sin® a (1.25)
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Supposons tout d’abord que fu(0) < 0, fo(1) < 0. On construit alors le nombre de racines
a partir des diverses possibilités pour f1(0), f1(1) et des deux valeurs possibles pour le signe

de f2(0), fz(l)

fo fi fi fi fi f2
— + — — + +
— + — + — +
nombre de racine 0 0 0 impossible
fo fi fi fi fi f2
nombre de racine 0 0 impossible impossible

dans ces deux cas de figure on voit donc qu’il n’y aura pas de racine dans ’intervalle [0,1] et
donc que fo(A) < 0 pour tout A dans I'intervalle [0,1]. Appliquons ce résultat & I’équation (1.19).
Si aux points My, M> la longueur des segments est inférieure & pp,q, alors on a bien f3(0) <
0, fo(1) < 0. En conséquence sur toute la trajectoire la longueur du segment sera bien in-
férieure a prmaz-

Si I'on applique maintenant ce résultat a 1’équation (1.20) en supposant qu’aux points
My, M5 la longueur du segment est inférieure & py,;, alors sur toute la trajectoire la longueur
du segment restera inférieure & p,,i, et la trajectoire entiére sera en dehors de ’espace de
travail.

Supposons maintenant que fo(0) > 0, fo(1) > 0. On construit alors le nombre de racines
a partir des diverses possibilités pour f1(0), f1(1) et des deux valeurs possibles pour le signe

de f2(0), fz(l)

fo fi fi fi fi f2

+ + — — + +

+ + — + — +
nombre de racine 0 0 2 impossible

fo fi fi fi fi f2

+ + — — + —

+ + — + — —
nombre de racine 0 0 0 impossible

De ces tableaux on peut déduire que si f1(0), f1(1) sont de méme signe le polynéome conservera
le méme signe sur tout l'intervalle [0,1]. Si ’on considére ’équation (1.20) en supposant qu’aux
points My, M3 le segment a une longueur supérieure & pm;n et que les signes de f1(0), f1(1)
sont identiques alors sur toute la trajectoire le segment aura une longueur supérieure a ppin -

Si I’on considére maintenant ’équation (1.19) en supposant qu’aux points M, My le seg-
ment a une longueur supérieure & pmqy et que les signes de f1(0), f1(1) sont identiques alors
sur toute la trajectoire le segment aura une longueur supérieure a pg,q, et la trajectoire sera
intégralement en dehors de I’espace de travail.

Des séquences de Sturm on déduit aussi que le seul cas ou fy a deux racines dans ’'intervalle
[0,1] est obtenu quand fo(0) > 0, fo(1) > 0, f1(0) < 0, f1(0) > 0, fo» > 0. Si 'on considére
I’équation (1.20) en supposant qu’aux points My, My le segment a une longueur supérieure a
Pmin o0 a bien fo(0) > 0, fo(1) > 0. Le seul cas ol sur la trajectoire la longueur du segment
sera inférieure & ppi, sera donc obtenu pour f1(0) <0, f1(0) > 0, f2 > 0.

De ces résultats on peut déduire les régles suivantes pour les trajectoires a orientation
constante:
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Reégle 1 : si auz points My, Ms la longueur des segments est inférieure a ppmar sur toute la
trajectoire la longueur du segment sera inférieure d pmay -

Reégle 2 : si auz points M1, M5 la longueur du segment est inférieure a puyin alors sur toute
la trajectoire la longueur du segment restera inférieure @ ppin €t la trajectoire entiére sera en
dehors de Uespace de travail

Reégle 3 : si auz points My, M le segment a une longueur supérieure a ppmin €t que les
quantités MleT.(AMl + CB), MleT.(AMz + CB) sont de méme signe alors sur
toute la trajectoire le segment aura un longueur supérieure @ pmip -

Reégle 4 : si auz points My, Ms le segment a une longueur supérieure @ ppq,; et que les
quantités MleT.(AMl—}—CB), M1M2T.(AM2+CB) sont de méme signe alors sur toute
la trajectoire le segment aura un longueur supérieure @ ppmqy €t la trajectoire sera intégralement
en dehors de Uespace de travail.

Reégle 5 : Soit le vecteur constant AMq + CB, o langle entre ce vecteur et le vecteur
MMy et p(My) la longueur du segment lorsque le plateau se trouve dans la position M. Si
auz points My, Mo le segment a une longueur supérieure @ ppq, et que

pfna:c < pZ(Ml) Sil’lz «

alors sur toute la trajectoire le segment aura un longueur supérieure d pmqe €t la trajectoire
sera intégralement en dehors de U'espace de travail.

Reégle 6 : Soit le vecteur constant AMy 4+ CB, a l'angle entre ce vecteur et le vecteur
M1 My et p(My) la longueur du segment lorsque le plateau se trouve dans la position M. Si
auz points My, My le segment a une longueur supérieure @ pmin les conditions nécessaires et
suffisantes pour que la longueur du segment devienne inférieure d ppmin sur la trajectoire sont:

MMy (AM; + CB) <0 (1.26)
M;Ms” (AM5 + CB) > 0 (1.27)
piin > pH(My)sin? o (1.28)

De ces résultats on peut aussi déduire des régles sur la qualité de la trajectoire:

Reégle 7 : si auz points My, My la longueur du segment est inférieure a ppin alors Uindice
local Qs, vaut
Qs; = Min(p(M1) = pm, p(M2) = pm)

Ce résultat est évident puisque la fonction p(A) est monotone sur Uintervalle [0,1]. De la
meéme maniére on a:

Reégle 8 : si auz points My, Mo le segment a une longueur supérieure @ ppqe et que les
quantités MleT(AMl + CB), MleT(AMz + CB) sont de méme signe alors Uindice
local vaut:

Qs; = Max(p(M1) = pm, p(M2) — pm)

1.3.2 Contraintes sur les articulations

La réalisation pratique des articulations passives d’un robot paralléle impose des restrictions
sur les débattements du segment qui est y est couplé. Ces restrictions peuvent étre définies
par une surface délimitant un volume a l'intérieur duquel doit se trouver le segment du



10 Espace de travail

manipulateur. Comme nous ’avons déja fait [12] on suppose que ’on peut modéliser cette
surface pour les articulations de la base par une pyramide a faces planes dont le centre est le

point A; (figure 1.2).

Figure 1.2 : Exemple de modélisation de contrainte sur une articulation. Si les contraintes sur
I’articulation en A; sont satisfaites le segment Ay B; est a 'intérieur d’un volume délimité par
une pyramide, ici une pyramide & 4 facettes. Chaque facette i est complétement définie par
le vecteur normal & la facette n;, lui méme défini dans un repere A1, Xy, yr, zr. Pour définir
complétement la pyramide il suffit alors de stipuler 'orientation du repére de la pyramide par
rapport au référentiel absolu par 3 angles d’Euler ainsi que les normales aux facettes dans le
repere de la pyramide.

Pour ce qui concerne les contraintes sur les articulations du mobile on peut clairement
adopter le méme modéle que celui utilisé pour les articulations de la base. On peut ainsi
utiliser une pyramide P; de sommet B; telle que si les contraintes sur 1’articulation sont
satisfaites le point A; se trouve & Iintérieur de la pyramide (figure 1.3). On peut alors définir

Py

Figure 1.3 : Définition de la pyramide caractérisant les contraintes sur ’articulation du plateau
mobile. Le point A; se trouve a 'intérieur de la pyramide si les contraintes sont satisfaites.

une pyramide équivalente & F;, P;, de sommet A; tel que si A; est & I'intérieur de P; alors B;
est & l'intérieur de P; (figure 1.4). On se rameéne donc & un cas similaire & celui des articulations
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Figure 1.4 : Définition de la pyramide équivalente caractérisant les contraintes sur
I’articulation du plateau mobile. A partir de P; on peut construire P; tel que si les con-
traintes sur ’articulation du plateau mobile sont satisfaites alors le point B; se trouve a
I'intérieur de P;.

de la base. Il faut noter que le modéle pyramide ne permet pas de décrire un certain nombre
d’articulations rotule comme par exemple celle constituée d’un joint de Cardan dont la base
est montée sur une articulation rotoide.

Soit n; la normale extérieure a la facette ¢ de la pyramide associée a I’articulation placée

en A. Si le point B est bien placé a 'intérieur de la pyramide par rapport a la facette i on

doit avoir:
AB.an;" <0 (1.29)
En utilisant I’équation (1.4) on obtient:
AMgMj .n;” 4+ (OM7 + AO + CB).m;” <0 (1.30)
Soit une équation du type :

ou ajp, by ne dépendent que de la géométrie et de la trajectoire. Si a; > 0 cette inégalité ne sera
pas satisfaite si A €] — by /a1, +0o0[ alors que pour a; < 0 on devra avoir A €] — 0o, —by/as].

L’intersection de I’intervalle obtenu avec l'intervalle [0, 1] donnera les portions de trajec-
toire ou la contrainte sur les articulations de base n’est pas respectée. Cet algorithme devra
étre utilisé sur chaque facette de chaque pyramide associée aux articulations et 'union des
intervalles obtenues décrira les portions de trajectoire ou au moins une des contrainte sur
les articulations ne sera pas respectée. La méme procédure sera utilisée avec les pyramides
équivalentes et 1’on obtiendra ainsi les intervalles ot les contraintes sur les articulations du
plateau mobile ne sont pas satisfaites. On notera I,,,, I'union de ’ensemble de ces intervalles.
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1.3.3 Qualité vis-a-vis des contraintes sur les articulations
1.3.3.1 Indice moyen

Nous pouvons remarquer que 1’équation (1.29) peut aussi s’écrire:
[|AB|| cosf < 0 (1.32)

ol ¢ est ’angle entre les vecteurs AB et nj. On a donc:

Aay + by
cosf) = ————~ (1.33)
|AB]|
Utilisant les résultats de la section précédente on obtient:
A b
cosfl = @t o (1.34)

Var2 + bl + ¢

La valeur de cos # permet de calculer I’angle entre le segment et la facette de la pyramide. On
peut donc définir un indice moyen de qualité pour le segment ¢ et la facette j par Q;”lj avec:

m ! Aay + by

L= —_—dA 1.35
Pis 0 Va2 +bi+ec ( )

ce qui ameéne a:

m_ aibIn(2y/a/c + b)a — 2a;\/ca®’? — 21n(2\/a\/c + b)bia®
Pij 24572
a1bIn(2+/av/b+ ¢+ a+ 2a+b)a — 2a1Vb+ c+ aa3/?
o 945/2

21n(2v/avb + ¢ + a + 2a + b)bya?
- 945/2

(1.36)

Notons que cette valeur a bien un sens puisque 'on a vu que @ > 0,¢> 0,a+ b+ ¢ > 0 (c.f.

équations (1.9), (1.10),(1.11)).
1.3.3.2 1Indice local

Considérons la fonction de qualité () donnant la valeur de cos 6:

Aai + by
Va2 + bl +¢

Pour quantifier la distance entre la facette et le segment il suffit de trouver les points de la
trajectoire ou 'on a le maximum de cette fonction. On en déduit la définition d’un indice
local @p,; pour le segment i et la facette j:

Q=

Qp,; =Max Q(A) X € [0,1] (1.37)
On remarque que la fonction @ admet un optimum pour la valeur A, de A définit par:

b2 — 2aq¢
arb — 2ab

o —

L’indice local sera donc le maximum de Q(0), @(1) et de Q(A,) si A, est dans I’intervalle [0,1].
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1.3.4 Intersection entre segments

Définissons tout d’abord la distance entre un couple de segment comme le minimum des
distances entre tout couple de points appartenant aux segments. Nous dirons qu’il y a collision
entre deux segments si la distance entre ces deux segments est inférieure & une constante d
non nulle appelée distance de sécurité. Pour établir cette constante nous supposerons que
les segments 7, j peuvent étre modélisés par des cylindres de rayon r;,r; et nous poserons
d=r;+ .

Nous avons montré dans [12] que la distance entre les segments se calcule de la maniére
suivante:

e si les points de la perpendiculaire commune aux droites associées aux segments appar-
tiennent aux segments la distance est la distance entre les droites.

e sinon soient les projections des points A, By sur la droite 2 et les projections des points
Asg, By sur la droite 1. On considére seulement les points dont la projection est sur le
segment associé a la droite. Si I’ensemble de ces points est non vide la distance d est
alors le minimum des distances des points a leur projection, sinon la distance est définie
comme le minimum des distances entre les points A1, By, As, Bs.

Ces différents cas sont illustrées sur la figure 1.5. Nous allons donc calculer la distance entre

By

Ay

Figure 1.5 : Illustration de la distance entre segments: & gauche lorsque les projections de deux
points (ici By et Az2), un de chaque segment, appartiennent aux segments opposés. La distance
entre les segments est alors le minimum de [|B P} ||, |[A2P}_||. A I'extréme droite lorsque la
projection d’un point d’un segment (ici Az) appartient au segment opposé la distance est le

minimum de |[A2 P4 ||, [|BiBal|, [[A14z]], [| BiAz2||, || B2A1]].

le couple de segments 1 et 2 (sans perte de généralité), paramétrée par A, pour chacun des
cas mentionnés ci-dessus et en déduire les éventuelles portions interdites de la trajectoire.

1.3.4.1 Distance entre droites

La distance djo entre les droites 1 et 2 s’écrit:

4, — A1A2:(A1By A A9By)
|A1B1 A A2Bo|

(1.38)
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On a:
A]_B]_ = A10+0M1+)\M1M2+CB1 (1.39)
AsBg = A90 4+ OMs + )\Mle + CBy (1.40)
On en déduit:
A]_B]_ A A2B2 = /\(A]_M]_ + CB]_ + A2M1 + CBQ) A M1M2
+(A1M1 + CB1) A (AgMq + CBy)
= AUy;+Uy (1.41)
Notons que:
Uy.Ug? =0
ce qui amene a:
(A1A2.(A1B1 AABg)")? = N(Up.A1A2")° +2M(Ug.A1A27)(Uj.A1 A7)
+(Ug.A1AT)? (1.42)
I(A1B1 A A2Bo)[|? = A|[Uq|]® +[Ugl]? (1.43)

Si 'on s’intéresse alors au lieu de la trajectoire ou la distance entre droites est égale ou
inférieure a la distance de sécurité d on doit avoir:

N(|[Uq]Pd* — (Ug.A1A27)%) —2M(U1.A1A57)(Ug. A1 AgT)
+d*(|Ug|* — (UgA1A2")* > 0 (1.44)
Ce qui ameéne a:
Pi(A) = uaA? + ugd +ug > 0 (1.45)

Les intervalles de A compris dans [0,1] ot Py()) est positif définissent les portions de trajectoire
ol la distance entre les droites est inférieure ou égale & d. On note Iz ’ensemble de ces
intervalles. Si les points ()1, @2 de la perpendiculaire commune aux droites 1 et 2 appartiennent
aux segments alors la distance entre les segments est inférieure a d et 1’on a collision. Posons:

AsQo = a3A5Bs (1.47)
on a alors
Q1Q2 =a2A9Bg + AjA9 —a1A1By (1.48)
Remarquons alors que les équations suivantes sont linéaires en aq, as:
Q1Q2.A1B1" = Q1Q2.A2B2" =0 (1.49)

On résout ce systéme linéaire pour obtenir:

11

- M 1.
v det ( 50)
[6%:)]
- 151
a2 det ( 0 )
avec
a1 = (A1B1.A3B3")(AgA1.A3By") — (A2Bg.A9By” )(AgA; A1By7)
an=  (A;B1.A1B;7)(A2A1.A9Bs") — (A1B1.A3By" )(AgA1.A1By")

det = p%pg — (A]_B]_.A2B2)2 >0
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qui s’écrivent sous la forme:

[ SN Pal()‘) = 52/\2—|—51A—|—50 (152)
Q99 = PQQ()\) = 7’2)\2 + T’lA + To (153)
det = Pag(X) =122 + 112 + 1o (1.54)

On note If’ les intervalles de [0,1] ot P(a;) est positif ou nul (donc «; > 0), If’ les intervalles
de [0,1] ol P(c;)— Pger(A) est négatif ou nul (donc a; < 1). Notons que tous ces intervalles sont
facilement calculables & partir des différents polynomes. Les intervalles Iy contenus dans [0,1]
ou la distance entre les droites est aussi la distance entre les segments et que cette distance
est inférieure a d est donc

Ip=IL;n{IP NnIfyn I 0 (1.55)

Si I est vide la distance entre les droites, qui minore la distance entre les segments, est
toujours supérieure & d. En conséquence la distance entre les segments est aussi supérieure
a d et 1l n’y a jamais intersection entre les segments. Par contre si I; est non vide mais que
Ip est vide on ne peut pas statuer: la distance entre les droites est bien inférieure & d mais
la distance entre les segments n’est jamais la distance entre les droites c’est-a-dire qu’elle est
toujours supérieure a la distance entre les droites. Il faut donc s’intéresser aux autres cas de
définition de la distance entre segments.

1.3.4.2 Distance entre les points B; et leurs projections

La distance | du point B; a la droite 2 s’écrit:

_ [IB1B2 A AgBy||
|A2Ba||

! (1.56)

Pour trouver les portions de trajectoire ou il y a collision on doit donc rechercher les intervalles
de A tels que:
PP2(A) = d°||AgBa||* - [|B1Ba A AgBal|* > 0 (1.57)

Il y aura collision entre segment si de plus la projection ()1 de B; sur la ligne 2 appartient au
segment 2. Posons:

A2Qq = f1A5B> (1.58)

et la condition précédente sera vérifiée si 1 est dans l'intervalle [0,1]. On a

T Bia
_A9B1.AgBy"  PyH())

B = = 1.59

) VN ERTo (59
On peut alors établir que:

PE2(}) = aiX?+ald+a} (1.60)

PP = BN 4 bIX 40} (1.61)

QM) = LA+ AA+ S (1.62)

On notera Ip,; les intervalles contenus dans [0,1] tels que PlB” > 0 (c’est-a-dire | < d),
P2B” > 0 (c’est-a-dire 5, > 0), P2B'j — @A) < 0 (cest-a-dire f; < 1). L’ensemble des
intervalles Ip,;, i,j € [1,6],i # j définit des portions de trajectoire ol il y a intersection
entre les segments 1, j.



16 Espace de travail

1.3.4.3 Distance entre les points A; et leurs projections

La distance l412 du point A; a la droite 2 s’écrit:

[A1Ba A AgBs||
Lats = (1.63)
|[AoBal|

Pour trouver les portions de trajectoire ou il y a collision on doit donc rechercher les intervalles
de A tels que:
A12
P{(X) = d*||AgBal|* — [[A1Bg A ApBa||* > 0 (1.64)

Il y aura collision entre les segments si de plus la projection @J; de A; sur la ligne 2 appartient
au segment 2. Posons:

A2Q1 = mA2B2 (1.65)

()1 appartient au segment 2 si p; est dans l'intervalle [0,1]. On a:

T Az
_Ag3A1.ABy" PN

i = = 1.66

S T ¥ CR ey (199
On peut alors établir que:

PR\ = @i ?4air+al (1.67)

PN = bIA 40} (1.68)

QM) = LN+ A+ fo (1.69)

On notera I4,; les intervalles contenus dans [0,1] tels que PlA” >0 (la12 < d), PQA” >0

(1 > 0), PZA” — Q(A) <0 (g1 <1). L’ensemble des intervalles I,;, 1,5 € [1,6],4 # j définit
des portions de trajectoire ou il y a intersection entre les segments ¢, j.

1.3.4.4 Distance entre les points A; et B;

Calculons la distance entre les points A5 et By. On a:

A2B1 :A20+OC—|—CB1 (1.70)
Soit:
AsBy = AoM; +CBq + A\M{ My (1.71)
On a donc:
1A9B1 I = Pap,(A) = A?||MyMal® + 2A(AgMy + CBy). MMy
+/[(A2M71 + CBy)| (1.72)

soit un polynome de degré 2 en A. On notera I4,,; les intervalles sur A contenus dans [0,1]
tels que Py;p;(A) — d? < 0 c’est-a-dire ceux qui définissent les portions de trajectoire ou la
distance de B; & A; est inférieure a d.

Utilisons alors la méthode de Sturm pour établir une condition nécessaire pour que la
distance de As a Bj soit inférieure & d. On suppose que pour les points My, M5 cette distance
est supérieure a d. Pour que la distance entre les points soit inférieure a d il est donc nécessaire
que I’équation ait ces deux racines dans l’intervalle [0,1]. Posons:

foh) = [|AgBq||* — &
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On a donc fp(0) > 0, fo(1) > 0. Par dérivation de fy on obtient
F1(3) = 20[M My |[* + 2(AgM; + CBy).M; Mp”
d’ott 'on déduit que fi(1) > f1(0). Définissons le vecteur constant U:
U = A;M; + CB;
on a alors:

(UM1My")? + ||My Ma||*(d* — ||U]])
[[MqMa|[?

f2(A) =

On a:
UMMy = |[U[|[|[M1M2]| cos

ol r est ’angle entre les vecteurs U, M Msg. On en déduit que:
(UM{M5")? = ||M1 My |*||U|[? cos® o

Par conséquent on obtient:

J2(A) = & = ||U|?sin? a

Supposons que f3 < 0 et construisons alors les séquences de Sturm:

fo (RN [ R\ (£ h I
+ + — — N —
+ + B + impossible

On voit alors que nous n’aurons pas de racine de fy dans I’intervalle [0,1]. Supposons main-
tenant que fo > 0 et construisons les séquences de Sturm:

fo (BN (AN (5 h 2

+ + — — N +

+ + — + . . +
impossible

On voit que le seul cas ot ’on obtient des racines de fy dans l'intervalle [0,1] est obtenu si
f1(0) < 0 et f1(1) > 0.

On en déduit une régle d’application générale pour les trajectoires @ orientation constante:

Reégle 9 : Soit le vecteur A;Mq + CBJ- et o l'angle entre ce vecteur et le vecteur MqMsg.

St lorsque le plateau est au point My, My la distance entre le point A; et le point B; est
supérieure @ d alors pour que la distance entre le point A; et le point B; soit telle quil y ait
collision entre les segments i, j pour des points sur la trajectoire de My a My il est nécessaire
et suffisant que:

(A;M; + CB;).MMy” <0 (1.73)
|IMqMa||® + (A;M; + CB;).M{My” >0 (1.74)
d* > ||A;Mq + CBj||2sin2 @ (1.75)
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1.3.4.5 Détermination des portions de trajectoires interdites

L’union des intervalles définissant les portions interdites pour chaque contrainte va nous per-
mettre de calculer I’ensemble des intervalles interdits I;,4 pour A a partir duquel on obtient
les portions de trajectoire interdites. On a:

Iyad = Imaz U Imin U Ipyr, U ID” U IB” U IA” U IA,BJ' (176)

1.3.5 Qualité vis-a-vis des intersections entre segments
1.3.5.1 Indice local

Pour étudier la qualité d’une trajectoire vis-a-vis des intersections entre segment un indice
local naturel est de considérer le minimum des distances entre les différentes paires de segments
le long de la trajectoire.

Pour des raisons de commodité on va définir le critére local entre les segments i, j, Q,;
comme étant le carré du minimum des distances. Pour calculer ce critére local considérons
les différents cas de définition de la distance d;; entre deux segments ¢, j. Lorsque d;; est soit
la distance entre les droites, soit la distance entre un point B et sa projection, soit enfin la
distance entre un point A et sa projection la forme de d?j est:

atA? 4+ by +c
=22 T LT (1.77)
J aX’+b+c
Le dernier cas est celui ol d;; est la distance entre un point A et le point B du segment
opposé. Dans ce cas on a:

dfj = a1/\2 + b1 +c1 (178)

Il s’agit donc de déterminer le minimum de d?j pour A dans l'intervalle [0,1]. Considérons un
intervalle [A1, As] contenu dans [0,1] pour lequel la distance entre les segments correspond & un
des cas décrit par I’équation (1.77). Remarquons qu’en dérivant cette équation par rapport & A
on observe que d?j est optimum en deux valeurs 31, (2, solutions d’une équation du deuxiéme
degré. Le critére local sur cet intervalle est tout simplement le minimum de d?j soit pour
A =A,A =X, A= 3 si fy est dans Uintervalle [A1, A2], soit enfin pour A = 35 si B2 est dans
Pintervalle [A1, As].

Si I’on considére enfin un intervalle [A1, A3] contenu dans [0,1] pour lequel la distance entre
les segments correspond au cas décrit par I’équation (1.78) on remarque que d?j a un seul
optimum f; et le critére local sera simplement le minimum de d?j soit pour A = A1,A = Asg,
A = [y si By est dans Dintervalle [Aq; As].

En considérant ’ensemble des intervalles [A1, A2] qui vont balayer l'intervalle [0,1] et en
prenant le minimum des valeurs de d?j trouvé pour chacun des intervalles on obtient 'indice
local.

1.3.5.2 Indice moyen

En examinant plus attentivement les équations (1.77),(1.78) on trouve que dans le premier
cas on a:

uA + v

T Vak £ bA+ ¢

(1.79)

et que dans le second cas on a:

dij =V X2 +hd+ (180)
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On va alors définir I'indice moyen Q7 [A1, A2] dans Dintervalle [A1, As] par:

Az
QY [\, M) = / d;;d (1.81)
A

1

On décompose alors I'intervalle [0,1] en intervalles élémentaires ot la distance entre segments
correspond de maniére unique & un des cas énumérés ci-dessus. L’indice moyen de la trajectoire
Q?Zj sera alors la somme des indices moyens obtenus tous les intervalles élémentaires. Notons
que les fonctions de A données par les équations (1.79),(1.80) sont facilement intégrables.

1.3.6 Temps de calcul

Les procédures décrites dans les sections précédentes ont été implantées dans un programme
de calcul de I’espace de travail. Ce programme est écrit en C et fonctionne sur une station de
travail de type Sparc 2. L’implantation est probablement loin d’étre optimale au niveau des
calculs mais permet toutefois de se faire une idée des temps de calcul.

Vis-a-vis des contraintes sur les longueurs des segments le temps de calcul nécessaire a la
vérification d’une trajectoire varie entre environ 1.6 ms si la trajectoire est correcte et 2.1 ms
si elle ne I’est pas.

Si en plus des longueurs des segments on vérifie l'intersection entre toutes les paires de
segments on obtient un temps de calcul de I'ordre de 21.8 ms si la trajectoire est correcte a
27.5 ms si il y a des intersections, soit un temps variant entre 1.34 et 1.72 ms par couple de
segments a tester.

Si’on suppose que les articulations de la base ont des débattements que 1’on peut modéliser
par des pyramides a 4 facettes on obtient pour une vérification des longueurs combinée & une
vérification des contraintes sur les articulations un temps de calcul de I’ordre de 8.2 ms si la
trajectoire est correcte a 9.5 ms si la trajectoire n’est pas valide. Ceci correspond & un temps
approximatif de 0.3 ms par facette a vérifier.

Enfin pour ’ensemble des contraintes le temps de vérification est de ’ordre de 28.5 ms si
la trajectoire est correcte et de 29.7 ms si elle ne I’est pas. On peut estimer qu'un tel temps
de calcul permet d’envisager |'utilisation en temps réel de la méthode.

1.3.7 Exemples de vérification de trajectoire

Notre intérét pour les problémes liés a ’espace de travail des robots paralléles a été suscité lors
d’un séjour au Mechanical Engineering Laboratory de Tsukuba a 'invitation du Dr. Arai. On
va donc présenter des résultats pour un manipulateur construit dans ce laboratoire et décrit
en annexe.

Les figures suivantes montrent quelques trajectoires ou sont déterminées les portions in-
terdites.
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G (-135[,263,500
S (-281,-51,500)
/
/
/
S TF

Figure 1.6 : Exemples de test de trajectoire : les portions interdites sont en pointillé et les
portions permises en trait épais. Les contraintes ne sont ici que les longueurs sur les segments.
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Figure 1.7 : Exemples de test de trajectoire : les portions interdites sont en pointillé et les
portions permises en trait épais. Les zones en grisé sont des zones interdites dans ’espace de
travail. A gauche les contraintes ne sont que les longueurs sur les segments, a droite on a en
plus une contrainte sur une des articulations de la base.
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Figure 1.8 : Exemples de test de trajectoire: a gauche la frontiere de ’espace de tra-
vail olt il n’y a pas intersection entre des segments est en trait épais (trajectoire pour
z, = —69,y. = —50,z, = 500, ¢y = 85°,0 = 10°,¢ = 0° a 2. = 84,y. = 92,2z, = 500,
¥ = 85°,0 = 10°,¢ = 0°, rayon des segments de 2 mm). A droite trajectoire en 3D. Les
portions interdites sont en pointillé et les portions permises en trait épais. Les zones en grisé
sont des zones interdites dans I’espace de travail

1.4 Trajectoire a orientation non constante

L’intérét de I’étude des trajectoires a orientation constante est que les contraintes s’expriment
toutes sous la forme d’équations algébriques dans le parameétre A décrivant chaque point de
la trajectoire. Si l’on introduit maintenant les orientations nous n’obtenons évidemment plus
d’équations algébriques en raison de la présence des termes de la matrice de rotation qui
contiennent des sinus et des cosinus.

Pour se ramener a des équations algébriques nous allons découper la trajectoire en troncons
de maniére a ce que le changement d’orientation de ’organe terminal entre les deux points
extréemes du trongon soit faible. On peut alors linéariser la matrice de rotation sur ce trongon.
Plus exactement notons M7, M les points extréemes du troncon considéré, ¢, 61, ¢1 les angles
d’Euler décrivant I'orientation de I’organe terminal au point M; et ¥, 82, ¢ les angles d’Euler
décrivant l'orientation au point M». Entre les points M7 et M3 la position du point C est telle
que:

OC = OM1 + AM{ M, (1.82)
avec A compris dans [0,1]. Entre ces mémes points les angles d’Euler s’écrivent:
V=91 + AW =) O0=01+X02—-01) ¢ =061+ A2 — 1) (1.83)

La matrice de rotation sera alors approximée soit au premier soit au second ordre. En utilisant
une approximation au premier ordre on a:

CB(y,0,¢) = CB(¥1,01,¢1) + AUy (1.84)
alors qu’au second ordre on a:

CB(¥,0,¢) = CB(¥1,01, ¢1) + AUq + A’Usy (1.85)
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o1 Uy, Ug ne dépendent que de la position relative du point B et des angles 11, 01, ¢1, %2, 02, ¢2.

On peut maintenant étudier les diverses contraintes. Nous allons procéder a l’analyse
des contraintes sur un trongon et ’analyse de la trajectoire compléte consistera a examiner
successivement chacun des trongons de la trajectoire.

1.4.1 Prise en compte des limites sur les longueurs des segments

Calculons la longueur d’un segment pour un point quelconque de la trajectoire entre My et
My. On a:
AB=A0+4+0C+4+CB (1.86)

La longueur p d’un segment est donc:
p? = ||OA]|* + [|OC||* + ||CB||* + 2(AO + CB).0C” 4+ 2A0.CB” (1.87)

En utilisant I’équation (1.4) et une approximation au second ordre (1.85) on obtient une
équation du type :
P,(}) =p* =asX® +aX? + a1 )+ ag (1.88)

ou les a; sont des coefficients qui ne dépendent que de la trajectoire et de la géométrie du
robot. De la méme maniére que dans le cas a orientation constante 1’étude des polynomes
Py(A) = pZiaws Po(X) — pZ;, permet de déterminer les intervalles pour A contenus dans [0,1]
ou la longueur des segments est supérieure a la valeur maximum ou inférieure a la longueur
minimum.

1.4.1.1 Indices de qualité

La fonction ) permettant de calculer I’'indice de qualité est donnée par:

Q= \/ag)\3+a2)\2 + a1A+ag— pZ,

Cette fonction admet au plus un optimum pour trois valeurs de A. On note Ay les valeurs de
A conduisant & un optimum avec k € [1,n] ol n < 3 est le nombre de valeur de A conduisant
a un optimum. L’indice local est alors donné par:

Qs, = Min — Max(0, Aq, .., Ap, 1)

Quant a I'indice moyen de qualité de la trajectoire il s’écrit:

1
?;L = \// ((13A3 +L12)\2 + al/\ +ap — pr2n)dA (189)
0
Soit
m as as aq 9
—_ 822 — 1.
st 4+3+2+ao Pm (90)

1.4.2 Contraintes sur les articulations
1.4.2.1 Vérification des contraintes

Soit mj la normale extérieure a la facette ¢ de la pyramide associée a I’articulation placée en
A. Sile point B est bien placé a I'intérieur de la pyramide par rapport a la facette ¢ on doit
avoir:

AB.n; <0 (1.91)
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L’expérience a montré que I’approximation au premier ordre de la matrice de rotation pouvait
parfois étre insuffisante pour certains cas limites. En conséquence on utilise une approximation
au deuxiéme ordre. En utilisant les équations (1.4),(1.85) on obtient:

MUgny” + A(MgMq + Uq).n;” + (OMq + AO + CB(¥1,01,¢1)).n;7 <0 (1.92)

Soit une équation du type :

a2+ bA+c<0 (1.93)

L’étude de ce polynome permet alors de déterminer les intervalles pour A ou le segment
est a D’extérieur par rapport a la facette ¢ de la pyramide. En considérant ’ensemble des
facettes de I’ensemble des pyramides on obtient ainsi les portions du trongon pour lesquelles
les contraintes sur les articulations ne sont pas respectées.

Examinons sous quelles conditions la contrainte n’est pas respectée. Posons:
fo(A) = AUq.n;” + A(MgM7 + Uq).n;” + (OMy + AO + CB(¢1,01,¢1)).m;7

On en déduit:
fi(A) =2AUg ;" + (MgMy + Uq)my”

On a donc:

£1(0) = (MgMq +Uyq)n;”
fl(l) = 2U2.niT + (Mle + Ul).niT

On va supposer qu’aux points extrémes du trongon la contrainte vis-a-vis de la facette est
respectée. On a donc f3(0) < 0, fo(1) < 0.

Supposons tout d’abord que Uz.niT soit positif. En conséquence fj est négatif uniquement
pour A dans l'intervalle défini par les deux racines de fy, intervalle qui contient 'intervalle
[0,1] puisque fo(0) < 0, fo(1) < 0. On en déduit alors que sur tout 'intervalle [0,1] fo est
négatif et la contrainte vis-a-vis de la facette est respectée.

Régle 10 : Soit n; la normale extérieure d la facette i d’une pyramide décrivant les con-
traintes sur une articulation de base et soit Ug le vecteur décrivant Uapprozimation au second
ordre du vecteur CB. Si pour les positions extrémes d’un trongon le vecteur AB est bien a
Uintérieur de la pyramide vis-a-vis de la facette 1 et que Uz.niT > 0 alors sur tout le trongon

le vecteur AB est bien a Uintérieur de la pyramide vis-d-vis de la facette i

Supposons maintenant que Ug.n;” soit négatif. On a donc f(1) < f1(0). Construisons
alors la séquence de Sturm en supposant que fs > 0.

fi

fo fi fi fi T f2
B N I N B W + i
impossible

Dans ce cas on voit donc qu’il ne peut y avoir de racine de fy dans I'intervalle [0,1]. En con-
séquence sur toute la trajectoire la contrainte vis-a-vis de la facette ¢ est satisfaite. Supposons
maintenant que fo < 0. On obtient alors:

o (AN{HN/[ N h £

impossible
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Le seul cas ol fy a des racines dans 'intervalle [0,1] est donc obtenu pour fa < 0, f1(0) > 0,
f1(1) < 0. Un calcul rapide permet de montrer que ’on a:

(Mle.niT + Ul.niT)2 - 4U2.niT(AM1 .niT + CB(¥1, 04, qbl).niT)

- 1.94
ik 4Uqy ;T (1.94)

qui sera négatif si

(M1Mo.ny” + Upny")? > 4Ug ;" (AM7 ;" + CB(¥y, 01, ¢1).m57) (1.95)
On en déduit les conditions nécessaires et suffisantes pour que la contrainte vis-a-vis de la
facette 7 soit non satisfaite sur une partie du troncon:

Régle 11 : Soit n; la normale extérieure i la facette i d’une pyramide décrivant les con-
traintes sur une articulation de base et sotent Uy, Uqg les vecteurs décrivant lapprozimation
au second ordre du vecteur CB. Si pour les positions extrémes d’un trongon le vecteur AB est
bien a Uintérieur de la pyramide vis-d-vis de la facette i les conditions nécessaires et suffisantes
pour que sur une partie du troncon la contrainte vis-a-vis de la facette i soit non satisfaite

sont:

1.96
1.97
1.98
1.99

Uz.niT <0

MqMg.n;” + Upny” >0

2Ug.n;7 + MyMo.n;” + Up ;™ <0

(M1Mg.n;" + Uy.n;")? > 4Ug.n;" (AMq .n;" + CB(¥1, 601, ¢1).m;7)

(1.96)
(1.97)
(1.98)
(1.99)

1.4.2.2 Indice de qualité

De la méme maniére que pour les trajectoires a orientation constante on peut calculer ’angle
) entre le vecteur AB et une facette a 1’aide de la relation:
a2+ bl +c

cosf = 27 (1.100)
||AB]|

Utilisant les résultats de la section précédente on obtient:

A% 4 bA
cosf = G oAt e (1.101)

\/a3)\3 + a2A2 + Cll)\ 4+ ag

L’indice moyen de qualité pour le segment i et la facette j par Q;’:j serait alors:

1 2
A2 4 bA
m:/ e S\ (1.102)
= 0 VazA3 +aA? + a1 + ag

Malheureusement la fonction n’est pas intégrable. Il est alors préférable d’utiliser une approx-
imation au premier ordre qui conduit a:
YoaX4 b te

— dA 1.103
Pij o VAN + AN+ A4 ( )

qui conduit & une forme analytique de I'indice moyen. L’indice moyen sur 1’ensemble des
trajectoires est alors la somme des indices moyens obtenu pour chaque troncon.
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Considérons la fonction de qualité () donnant la valeur de cos 6:

_ aX? 4+ br+c
N \/ClgAS + (12A2 —|—a1)\ 4+ ap

L’indice local @, pour le segment i et la facette j est défini par:
Qpi; =Max Q(A) A € [0,1] (1.104)

En dérivant la fonction @ on remarque que cette fonction peut avoir jusqu’a 3 optima. L’indice
local sur le trongon considéré sera donc obtenu pour A égal soit a 0, soit & 1, soit enfin pour une
des valeurs donnant un optima pour ) sous la condition que cette valeur soit dans I'intervalle
[0,1]. L’indice local sur toute la trajectoire est défini comme le maximum des indices locaux
pour I’ensemble des troncons.

1.4.3 Intersection entre segments
1.4.3.1 Distance entre droites

La distance d entre les droites 1 et 2 s’écrit:

d— A]_AZ'(A]_B]_ A A2B2)
|A1B1 A AgBal|

(1.105)

que ’on écrit sous la forme

d?ly =1 =0 (1.106)

En utilisant ’équation (1.4) et une approximation au premier ordre (1.84) cette équation
s’écrit sous la forme d’un polynome P en A de degré 4.

Si ’on s’intéresse alors au lieu de la trajectoire ou la distance entre droites est égale ou
inférieure & d on doit trouver les intervalles Iy de A contenus dans [0,1] ot P(A) > 0.

Si les points @1, @2 de la perpendiculaire commune aux droites appartenant aux ligne 1, 2
sont dans les segments alors la distance entre les segments est inférieure a d et ’on a collision
entre les segments. Posons:

A1Q; = oA1By (1.107)
A2Qs = ayA5B, (1.108)

en utilisant une procédure identique a celle développée pour les trajectoires a orientation
constante on trouve:

11

= — 1.1
(e 5] det ( 09)
22
= — 1.11
@2 det ( 0)
qui s’écrivent:
Q11 = Pal(/\) 253)\3+82)\2+51A+80 (1111)
(65T R— Pag(/\) = 7‘3/\3 + 7'2)\2 + TlA +rg (1112)
det = t A +130° +102 + A + 1o (1.113)

On calcule donc les intervalles de [0,1] ott P(c;) est positif ou nul(c’est-a-dire a; > 0), les
intervalles de [0,1] ol P(«;) — det est négatif ou nul (c’est-a-dire «; < 1). Notons que tous
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ces intervalles sont facilement calculables a partir des différents polynomes. L’intersection Ip
des intervalles ainsi calculés définit les portions du trongon ou la distance entre les droites est
aussi la distance entre les segments et que cette distance est inférieure a d.

Si I est vide la distance entre les droites, qui minore la distance entre les segments est
toujours supérieure a d. En conséquence la distance entre les segments est aussi supérieure
a d et 1l n’y a jamais intersection entre les segments. Par contre si I; est non vide mais que
Ip est vide on ne peut pas statuer: la distance entre les droites est bien inférieure & d mais
la distance entre segments est toujours supérieure a la distance entre les droites. Il faut donc
s’intéresser aux autres cas de définition de la distance entre segments.

1.4.3.2 Distance entre les points B; et leurs projections

La distance | du point B; a la droite 2 s’écrit:

;— [B1Ba A AsBal|
|A2Ba||

(1.114)

On recherche donc les intervalles de A tels que
PP2(A) = d°||AgBa||* - [|B1Bg A AgBal|* > 0 (1.115)

Il y aura collision entre segment si de plus la projection )1 de B; sur la ligne 2 appartient au
segment 2. Posons:

A5Qq = f1A9Bo (1.116)

et la condition précédente sera vérifiée si 1 est dans I'intervalle [0,1]. On a:

_ A9BjAsBy  PUE())

B = = (1.117)
[[A2Bal|? QR(A)
On peut alors établir que:
PP = g 4 g3+ gh A + g1 A + g (1.118)
PY(A) = bAT+biA+ b5 (1.119)
QM) = X+ AA+So (1.120)

On notera Ip,; les intervalles contenus dans [0,1] tels que PlB’j >0(l<d), PQB” >0 (5 >0),
P2B’j—Q()\) < 0(B1 <1).L'ensemble des intervalles Ip,,, i,j € [1,6],i# j définit les portions

du troncon ot il y a intersection entre les segments ¢, j.
1.4.3.3 Distance entre les points A; et leurs projections

La distance | du point A; a la droite 2 s’écrit:

;— [1A1Ba A AgBo]

(1.121)
|A2B2][?
On recherche donc les intervalles de A tels que:
P2(A) = d°||AgBal|* — ||A1 B A AgBg|* > 0 (1.122)

Il y aura collision entre segment si de plus la projection )1 de A; sur la ligne 2 appartient au
segment 2. Posons:

A5Qq = 1A9By (1.123)
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et la condition précédente sera vérifiée si p; est dans I'intervalle [0,1]. On a:

T Aiz
_AgA1.A9By  PE(A)

i = = 1.124
AsBo QO i

On peut alors établir en utilisant une approximation au premier ordre (1.84) que:
PA2()) = aiX?+ald+a} (1.125)
P2()) = biIa+b) (1.126)
QL) = LN+ HA+fo (1.127)

On notera Iy, les intervalles contenus dans [0,1] tels que PlA” >0, PQA” > 0 (c’est-a-dire

w1 > 0), P;’j—Q(A) < 0 (c’est-a-dire g1 < 1). L’ensemble des intervalles I,;, 4,7 € [1,6],i #
j définit les portions du troncon ou il y a intersection entre les segments ¢, j.

1.4.3.4 Distance entre les points A; et B;
Calculons la distance entre les points A, et le point By. On a:

A2B1 :AzO—i—OC—i—CBl (1.128)

Soit, en utilisant une approximation au premier ordre (1.84):

A9By = AgM + CB(¢1,01,61) + A(M1 Mg + U) (1.129)
On a donc:
|A2B1 | = Pa,5,(A) = X*[[MjMg + U|[?
—|—2)\(CB(1/)1, 91: ¢1) + Ale).(Mle + U)T
+[|(AgMy + CB(¥1,01,61))? (1.130)

soit un polynome de degré 2 en A. Notons que la structure de cette équation est similaire a
celle que nous avons établi pour les trajectoires & orientation constante (1.72). On peut donc
proposer des conditions nécessaires et suffisantes pour que la distance entre les points A; et
B; soit inférieure & d.

Regle 12 : Soit les vecteurs V1 = M1 Mg +U, Vg = A;My —|—CBj (1,01, ¢1) et a Uangle
entre ces deuz vecteurs.

Si lorsque le plateau est au point My, My la distance entre le point A; et le point B; est
supérieure @ d alors pour que la distance entre le point A; et le point B; soit telle quil y ait
collision entre les segments pour des points de la trajectoire de My a Moy il est nécessaire et
suffisant que:

(AjMy + CB;(¢1,01,¢1)).(M1 M2 + U)* <0 (1.131)
IM1Mg + Ul]* + (CB;(¢1, 01, ¢1) + AjM1) M Ma” >0 (1.132)
d* > ||A{Mq + CB;(¢1,061,61)[* sin’ @ (1.133)

On notera I, p, les intervalles sur A contenus dans [0,1] tels que Py, p,(A) — d? < 0 c’est-
a-dire ceux qui définissent les portions du trongon ou la distance de B; & A; est inférieure &

d.
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1.4.4 Indices de qualité
1.4.4.1 Indice local

A partir des résultats de la section précédente on peut établir la forme général du carré d?j
de la distance entre les segments ¢ et j selon le cas de figure que I’on traite.
Si la distance entre segments est la distance entre les droites on a:

2 at A2 + by + ¢
L (1.134)

Dans le cas ol d;; est obtenu pour un point B et sa projection sur le segment opposé on

obtient:

a M + 0 A + N +didt e
aX’+b+c

2
di; = (1.135)
Quand d;; est égale & la distance entre un point A est sa projection sur le segment opposé il
vient:

;e +bhita (1.136)
U aX24 b+ -
Si la distance entre segments est la distance entre le point A et le point B du segment opposé
on a:

df; = a1l + b1+ ¢ (1.137)

Considérons un trong¢on particulier défini par [A1, Az]. Dans le premier et le troisieme cas (1.134),
(1.136) on se trouve dans une situation équivalente & celle des trajectoires a orientation con-
stante. La fonction d?j est optimum en deux valeurs 31, 82, solutions d’une équation du deux-
ieme degré. En supposant que la distance entre les segments correspondant a ces cas est valide
pour un intervalle [Az, A4] inclus dans [A, As] le critére local sur cet intervalle est tout sim-
plement la valeur minimum de d?j soit pour A = Az,A = A4, A = 31 si 1 est dans I'intervalle
[As, A4, soit enfin pour A = 35 si By est dans l'intervalle [As, A4].

Dans le quatriéme cas (1.137) d?j admet un seul optimum pour A = #;. L’indice local sera
donc la valeur minimum de d?j pour A = A3z, A = A4 ou enfin pour A = ; si 3; est dans
Iintervalle [As, A4].

Enfin dans le deuxiéme cas 1.135 d?j admet jusqu’a 5 optima, [51,..35]. L’indice local sur
I'intervalle [As, A4] est donc obtenu pour A = Az, A = A4 ou pour une des valeurs §; si cette
valeur est bien dans 'intervalle [As, A4].

Pour déterminer I'indice local sur ’ensemble de la trajectoire il conviendra de retenir la
valeur minimal de I’indice local établi pour chacun des troncons.

1.4.4.2 Indice moyen

On a introduit I'indice moyen Q7 [A1, A2] dans Uintervalle [A1, Ao] par:

Az
Q7 M, A2] = / d;;d (1.138)
A

1

Il faut donc considérer pour chacun des cas de définition de la distance entre les segments
un sous indice moyen. Pour ce qui concerne les cas décrit par les équations (1.134),(1.136),
(1.137) on se trouve dans la méme situation que pour les trajectoires & orientation constante
auxquelles on se reportera pour le calcul du sous indice moyen.
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Dans le cas (1.135) la distance d;; s’écrit:

a1A2 + blA +c1

d;; =
N/ Iy S

qui est intégrable.

L’indice moyen sur I'intervalle [A3, A4] sera alors la somme des sous indices moyens. Quant
a 'indice moyen de la trajectoire Q}’fj il sera obtenu comme la somme des indices moyens
pour les différents troncons.

1.4.5 Temps de calcul

Le temps de calcul de la vérification d’une trajectoire est bien sur dépendant du nombre de
trongons dont elle est constituée. Dans notre implantation ce nombre de trongon est obtenu en
considérant la variable angulaire subissant la plus forte variation et en divisant cette variation
par un nombre fixe (5° dans notre implantation). La valeur entiére supérieure du résultat est
alors prise comme nombre de trongons.

Si ’on ne prend en compte que les contraintes sur les longueurs des segments le temps
moyen de la vérification d’un troncon est de l'ordre de 16 ms. En considérant de plus les
intersections entre tous les couples de segments on trouve un temps moyen de 430 ms soit
environ 27.6 ms par test de couple de segments. Avec uniquement les contraintes sur les
longueurs de segments et des débattements limités sur les articulations de base (pyramide &
4 faces) on mesure un temps de calcul de 40 ms, soit environ 1 ms par face. En considérant
I’ensemble des contraintes le temps de calcul s’établit alors & approximativement 450 ms par
trongon.

En conclusion on peut estimer que la vérification compléte d’une trajectoire a orientation
non constante demande un temps de calcul un peu trop grand pour étre envisagé en temps
réel mais étant donné les améliorations susceptibles d’étre apportées a I'implantation une
diminution sensible de ce temps peut étre prévue. En tout état de cause cependant cette
technique reste bien plus rapide et plus sure qu’une méthode de discrétisation de la trajectoire.

1.4.6 Exemples de vérification de trajectoire

L’union de ’ensemble des intervalles déterminés dans les précédentes sections permet de déter-
miner les portions de trajectoire interdite. Nous montrons différents exemples de trajectoires
dans les figures suivantes.
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Figure 1.9 : Un exemple de test de trajectoire a orientation non constante: les portions inter-
dites sont en trait épais. Chacune des coupes correspond a une orientation intermédiaire entre
celle du point but et du point de départ. Ici les contraintes ne portent que sur les longueurs

des segments et le point d’arrivée est en dehors de I'espace de travail.

G(150,0,500,50,0,0)
S(0,200,450,0,0,0)

Figure 1.10 : Un exemple de test de trajectoire a orientation non constante: les portions
interdites sont en trait épais. Chacune des coupes correspond a une orientation intermédiaire
entre celle du point but et du point de départ. Ici les contraintes ne portent que sur les
longueurs des segments et les intersections entre segment. Les points d’arrivée et départ sont

dans ’espace de travail mais une partie de la trajectoire est interdite.
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Chapitre 2

Planification de trajectoire

2.1 Introduction

A partir des sections précédentes nous disposons maintenant de 'outil de base pour tester
une trajectoire entre deux points. On peut maintenant se préoccuper du probléeme de la
planification. Dans un premier temps nous testons évidemment si les points de départ et
d’arrivée sont dans ’espace de travail, puis, si ce test est vérifié, nous testons la ligne droite
(dans I’espace des translations et des rotations) entre les deux points. Si cette trajectoire est
satisfaisante on peut considérer le probléme résolu. Nous nous placons donc dans le cas o1 on
ne peut aller en ligne droite d’un point a 'autre.

2.2 Planification dans un plan

2.2.1 Planification par découpage

Lorsque l'orientation des points de départ et d’arrivée est identique il est intéressant de
rechercher si une trajectoire ou 'orientation est maintenue constante est valide. Il se trouve
que nous savons calculer des coupes horizontales de I’espace de travail [12] (méthode qui pour-
rait d’ailleurs étre étendue a d’autres plans de coupe). On va donc présenter des algorithmes
permettant de découvrir une trajectoire a orientation constante avec les points de départ et
d’arrivée dans un méme plan horizontal.

Dans ce cas nous savons que l’espace de travail peut alors étre constitué de différentes
zones. On peut donc affiner notre test initial sur les points de départ et d’arrivée : si ces points
ne font pas partie de la méme zone aucune trajectoire dans le plan ne pourra étre trouvée
comme le montre I’exemple de la figure 2.1. Ce cas sera traité dans la section suivante et nous
supposerons donc que les points d’arrivée et de départ sont bien dans la méme composante
connexe de 'espace de travail. A partir de la connaissance de la coupe de ’espace de travail
nous construisons un pavage total de la coupe & l’aide de cellule carré (figure 2.2) dont la
disposition est calculée a partir des bornes de I’espace de travail. Dans ce pavage nous repérons
les cellules qui contiennent le point de départ et le point d’arrivée. On considére alors un graphe
valué dont les nceuds sont les centres des cellules liés par des arcs aux nceuds voisins (8 en
général, moins si la cellule est sur le bord du pavage). La valeur de ’arc joignant deux noceuds
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~

Figure 2.1 : Dans le cas plan aucune trajectoire dans le plan ne pourra étre trouvée pour relier
les deux points S et G.

- 4

Figure 2.2 : A partir de la connaissance de la frontiére d’une coupe de I’espace de travail on
peut construire simplement un pavage total de la coupe a base de cellule carré.
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est la distance entre les nceuds si le nceud est dans ’espace de travail et que la ligne droite
joignant les nceuds est a l'intérieur de I’espace de travail. Si une de ces deux conditions n’est
pas satisfaite la valeur de ’arc est une valeur arbitrairement grande. On s’est donc ramené a la
recherche d’un plus court chemin dans un graphe valué pour lequel de nombreux algorithmes
sont disponibles [1], en particulier le fameux algorithme A*. Un algorithme de plus court
chemin va donc fournir un chemin reliant le point de départ et d’arrivée qui passera par les
centres des cellules (figure 2.3). En raison de la nature méme du principe on peut remarquer

——— =
11

=

N (]

Figure 2.3 : Un algorithme de type A* permet de trouver un chemin reliant les points de
départ et d’arrivée.

le caractére chaotique du chemin trouvé.

On procede donc & une étape de lissage. Pour cela on considere les centres des cellules
constituant la trajectoire trouvée, a partir du point d’arrivée c’est-a-dire la succession des n
neeuds C1,Cs, ..., ou C] est le point de départ et (), le point d’arrivée. L ’algorithme est
alors le suivant:

Dk=n-2

2) si la ligne droite de C,, & C}, est entiérement & l'intérieur de I’espace de travail on pose
k =k — 1, sinon on va en 3). Si k£ = 0 stop, sinon on va en 2)

3) on supprime les noeuds k+ 1,..n — 1, on pose Cp, = Ck, k = k — 2 et 'on va en 2)

Pour ’exemple choisi on obtient alors le chemin décrit dans la figure 2.4.
La méthode de découpage a ’avantage d’étre simple d’implantation mais pose un certain
nombre de problémes:

e on ne tient compte que trés partiellement de la connaissance de la forme de I’espace
de travail qui ne sert qu’a limiter le nombre de cellules crées et trés sommairement a
ajuster la taille des cellules.

e on ne peut garantir I'obtention d’une trajectoire. En effet la taille de la cellule peut faire
que localement le pavage ne compte qu’une cellule dont le centre se trouve a I’extérieur
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G (-135,2p3,500)

S (-281,-51,500)

Figure 2.4 : La trajectoire obtenue aprés lissage.

de D’espace de travail. Aucune trajectoire nécessitant le passage par cette cellule ne
pourra donc étre trouvée.

2.2.2 Planification par la méthode de Lumelsky

On peut considérer le probléme de la planification dans le plan comme celui de la planification
des mouvements d’'un robot ponctuel dans un univers encombré d’obstacles. La frontiére
extérieure de I’espace de travail ainsi que les zones internes interdites sont alors des obstacles.

Dans cette optique différentes méthodes de planification de trajectoire ont été proposées [7].
On peut ainsi utiliser ’algorithme de Lumelsky [10]. Le principe de cet algorithme est le
suivant. Soit S le point de départ fixé par 'opérateur et T le but. Il existe deux versions
possibles de cette méthode, que nous appelerons droite ou gauche. L’algorithme gauche est
alors le suivant :

HL=S

2) Tester la droite allant de L vers T et déterminer le point d’intersection avec la frontiére
de I’espace de travail le plus proche de L.

3) position actuelle : .

4) si H=T stop. On est a la position désirée.

5) suivre la frontiére de l’espace de travail en tournant vers la gauche. S’arréter si on
retraverse le segment ST

6) position actuelle : N

7) si N=T stop. On est a la position désirée.

8) si N=H stop. Le but est inatteignable.

9) L=N, allez a4 1).

L’algorithme droit est obtenu en remplacant le mot ” gauche” par ”droite” dans I’algorithme
précédent. Dans notre cas ces deux algorithmes garantissent de trouver une trajectoire. Des
exemples d’utilisation des algorithmes droit et gauche sont illustrés sur la figure 2.5. Mais ce
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G (-135,2p3,500)

G (-135/,263,50

S (-281,-51,500)

S (-281,-51,500)

Figure 2.5 : A gauche résultat de l’algorithme gauche de Lumelsky et a droite celui de
I’algorithme droit. Les trajectoires sont en trait épais.

type d’algorithme ne garantit pas de trouver le plus court chemin comme le montre I’exemple

de la figure 2.6.

S (-281,-51,500)

Figure 2.6 : Résultat de l'algorithme droit de Lumelsky. La trajectoire est en trait épais. Le
plus court chemin n’a pas été trouvé.
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2.2.3 Planification avec le graphe de visibilité

La frontiére de I’espace de travail, lorsque I’on ne prend pas en compte les intersections entre
segments, est constituée de d’arcs de cercle et de segments, ce qui constitue un polygone
généralisé au sens de Laumond [8].

On peut alors utiliser la méthode du graphe de visibilité pour trouver le chemin le plus
court entre deux points [8]. Le graphe de visibilité G entre les deux points A, B est défini de
la maniére suivante :

e A, B et tous les sommets convexes de la frontiére sont des nceuds de G

e soit X, X’ deux nceuds de G. Si le segment joignant X, X’ est tout entier dans ’espace
de travail et est tangent a la frontiére de ’espace de travail alors il constitue une aréte

de G

e Soit X un nceud et E’ une aréte circulaire de la frontiére de I'espace de travail. S’il
existe un point X’ de FE’ tel que le segment X X’ est a 'intérieur de I’espace de travail
et que le segment est tangent & la frontiére de I’espace de travail en X et X’ alors le
point X’ est un noeud de G et le segment X X’ est une aréte de G

e Soit F, F’' deux arétes circulaires de la frontiére de I’espace de travail. S’il existe un
point X de E et X’ de E’ tel que le segment X X’ est a I'intérieur de ’espace de travail
et que le segment est tangent & la frontiére de ’espace de travail en X et X’ alors X, X’
sont des noeuds de G et le segment X X’ en est une aréte

e chaque segment de la frontiére de I’espace de travail reliant deux sommets convexe de
la frontiére est un aréte de G

e deux noeuds X, X’ sur la méme aréte circulaire sont reliés par une aréte de G s’il n’y a
pas d’autre noeud de G entre X et X’ sur la méme aréte circulaire

La figure 2.7 montre un exemple de graphe de visibilité. Le résultat principal & propos du
graphe de visibilité est que s’il existe une trajectoire de A & B (qui sont des nceuds du graphe)
alors il existe un chemin dans le graphe G entre ces deux neceuds et que si un plus court chemin
existe alors il est contenu dans GG. Un algorithme de type A* peut étre alors utilisé pour le
trouver.

2.3 Planification dans ’espace par découpage

La technique utilisée pour la planification dans le plan peut étre étendue lorsque 1’on plan-
ifie dans ’espace avec orientation constante ou non. Pour cela on calcule diverses coupes
horizontales (si les orientations au point de départ et au point d’arrivée ne sont pas iden-
tiques ’orientation pour chaque coupe calculée est obtenue par interpolation linéaire) et 1’on
procéde au découpage du volume obtenu & partir de cellules cubiques comme présenté dans
la figure 2.8. Un algorithme de plus court chemin de type A* peut alors étre utilisé. Un ex-
emple de détermination de trajectoire est présenté en figures 2.9,2.10. Bien entendu dans le
cas spatial le nombre de cellules est beaucoup plus élevé que dans le cas plan et la recherche
de trajectoire relativement couteuse en temps calcul. Une telle méthode ne fonctionnera pas
si les points de départ et d’arrivée sont dans un méme plan horizontal avec des orientations
différentes.
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G (-135,2p3,500)

S (-281,-51,

Figure 2.7 : Le graphe de visibilité en planification dans le plan. Les arétes du graphe sont
indiqués en trait fin.

<<7<7\\gz
= = e %;z;s??
<« e T
< <Z‘é‘§< e é:2<§z\<;§
it = B P
K = < =t %
Nt SRR :‘*\4225?2727
] Eumzes din e E gz ol
SNy s "“?;;?‘E%
Sy - S AT
= S gEtuniat A
< z\\~ = T H 4:2 >¢7é”§ b
P S i Sl z;>
BSis ] : 73%
-~ L 1
RIS ; % P
<

Figure 2.8 : A partir de la connaissance de la frontiere de coupes de I’espace de travail on peut
construire un maillage total de ’espace a base de cellules cubiques. La frontiére de I’espace
de travail est en trait épais.
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Figure 2.9 : Une trajectoire obtenue & l’aide d’un algorithme de type A* aprés lissage (en

trait épais, vue perspective). La trajectoire directe (en trait fin) est partiellement en dehors
de I’espace de travail

S (-52,328,460)

m—

l
==

N
=

AN
NN

Q (308,-10,500)
e

=
S =

Figure 2.10 : Une trajectoire obtenue & I’aide d’un algorithme de type A* aprés lissage (en
trait épais, vue de dessus).
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2.4 Conclusion

Le probléeme de la planification par rapport & l’espace de travail est trés important pour
la génération de trajectoire d’un robot paralléle. Bien entendu un élément de base pour la
résolution de ce type de probléme est la procédure de vérification de la validité d’une portion
droite de trajectoire. Nous avons présenté ici des algorithmes permettant de vérifier si une
trajectoire est intégralement dans 1’espace de travail en prenant en compte I’ensemble des
contraintes et si cela n’est pas le cas en calculant de plus les parties a ’extérieur de I'espace
de travail. Ces algorithmes sont exacts lorsque une orientation constante est maintenue le long
de la trajectoire et approchés lorsque 'orientation varie mais avec une trés bonne qualité de
I’approximation. Ces algorithmes sont relativement rapides puisqu’il n’utilise pas un technique
de discrétisation et leur utilisation en temps réel peut donc étre envisagée.

Dans un deuxiéme temps nous avons proposé des indices permettant de mesurer la qualité
d’une trajectoire vis-a-vis du respect des contraintes. Ces indices permettent par exemple
de choisir parmi un ensemble de trajectoire celle qui respectera au mieux les contraintes.
Ils permettent aussi d’obtenir quantitativement quelles sont les modifications & apporter aux
contraintes pour qu’une trajectoire non valide devienne acceptable.

Le probléeme de la vérification étant résolu nous avons pu proposer des algorithmes per-
mettant de trouver des trajectoires entre deux points, pour lesquelles la ligne droite n’est pas
une trajectoire valide. Ces méthodes se sont relevées souvent efficaces, particuliérement pour
la planification dans un plan. Toutefois la méthode de découpage proposé pour la planification
de trajectoire dans I’espace ’est moins dans le mesure ot elle ne prend que trés partiellement
en compte les connaissances que nous avons sur la topologie de la frontiére de ’espace de
travail.
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Chapitre 3

Annexe : Définition du
manipulateur étudié

Une partie des idées présentées dans ce rapport ont été élaborées lors d’un séjour au Me-
chanical Engineering Laboratory de Tsukuba a l'invitation du Dr. Arai. On a donc plus
spécialement étudié le probléme des trajectoires pour un manipulateur de ce laboratoire.

Dans ce prototype les articulations de base se trouve en dessous de la base, les segments
émergant d’un orifice carré (figure 3.1). On peut donc modéliser les contraintes sur les artic-
ulations de la base par des pyramides a 4 faces orientées vers le centre de la base.

B

Figure 3.1 : Les articulations de base du prototype. Les centres A; des articulations se trouvent
en dessous du plateau de base et les segments sont contraints par 1’orifice carré C.

On peut remarquer aussi que les articulations présentent une disposition croisée qui, si elle
favorise ’espace de travail en orientation, implique un plus grand risque d’intersection entre
segments (figure 3.2).

La position des points d’articulation et les limites des longueurs des segments (en mm)
sont données dans le tableau suivant. Tous les angles sont donnés en degré.
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Figure 3.2 : Vue perspective du prototype étudié.

l [1 [2 [3 [ 4 [5 [6 |
v, | 1125 | 225 ] 1125 | 615 | -135] 675
Yo | -194.856 | 0 | 194.856 | -116.913 | 0| 116.913
PR 25 | % E 25 | %
2y | 95263 |0 | -95.263 | 69282 |0 | 69.282
w55 110 | 55 40 80 | -40
5 |20 20 |20 20 20 |20
pmaz | 57 57 | 757 133 733 | 733
pmin_| 528 528 | 528 | 491 191 | 491

Tableau 3.1 : Position des points d’articulation de la base et du mobile, longueur minima et
maxima des segments pour un prototype (en mm).
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