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Abstract

We study a minimum distance estimator (MDE) for ergodic diffusion processes based
on the invariant measure. The criterium to minimize is ||Fr(.) — Fe(')”Lf,» norm of.the

difference between the empirical c.d.f. Fr(.) and the family of theoretical invariant c.d.f.
{F®()} of the model. .

First, we establish its strong consistency and its asymptotic normality in the multi-
dimensional case. In the case of a one-dimensional parameter, we show that on an event
of probability increasing to 1 when T' — o0, the minimum distance estimator.admits an
expansion in powers of 712, Thereafter, we study the behaviour of the MDE when
the model is miss-specified and we prove its convergence to some 6~ and its asymptotic
normality. We conclude by giving a functional central limit theorem for the normalized
empirical process when some parameters of the invariant distribution are estimated.

We give ‘c'omplete examples and we show the behaviour of the estimator on numerical

- simulations and on real data of interest rate on french monetary market.

Résumé

Nous étudions un estimateur de la distance minimale (EMD) de type Cramér-Von Mises
pour des processus de diffusion ergodiques unidimensionnels. Le critére & minimiser est
| Fr(.)— Fe(._)l|L£, norme de la différence entre la fonction de répartition empirique Fr(.)
et la famille { F¥(.)} des fonctions de répartition invariantes du modéle.

Nous établissons dans un premier temps sa consistance forte, puis sa normalité asymp-
totique dans le cas multidimensionnel. Dans le cas d’un paramétre unidimensionnel, nous
montrons que sur un événement de probabilité croissante vers 1 lorsque T' — oo, cet es-
timateur admet un développement en-puissance de T=1/2, Nous étudions ensuite le cas
d’un modele mal spécifié, et nous montrons la convergence de TEMD vers une certaine
valeur 6~ et sa normalité asymptotique. Nous concluons en prouvant un théoréme de lim-
ite centrale fonctionnelle pour le processus empirique dans le cas ou certains parametres
de la distribution invariante sont estimés par la méthode de la distance minimale.

Nous donnons des exemples complets, et nous montrons son comportement sur des
simulations numériques ainsi que sur des données réelles de taux d’intérét & un jour issues
du marché monétaire francais. ’
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1 Introduction

De nombreux auteurs, depuis les travaux fondateurs de Cramér et Von Mises, ont étudié
les estimateurs de la distance minimale qui constituent une sous-classe des estimateurs
du minimum de contraste (cf. D. Dacunha-Castelle et M. Duflo [3]), et qui possédent de
nombreuses bonnes propriétés. Parmis les travaux les plus récents, citons ceux de P.W.
Millar qui a étudié 'estimateur de la distance minimale d’un point de vue trés général

- dans le cas des échantillons (voir [15], [16]). Il montre que pour une grande variété de

distance cet estimateur est efficace et robuste. Encore plus récemment, Y.A. Kutoyants
a étudié dans [9], [12], [13] cet estimateur pour différents types de métrique dans le cas
des processus de diffusion faiblement bruités. Il montre sa robustesse et son caractére
localement asymptotiquement minimax, et donne un développement de cet estimateur en
puissance du coefficient de diffusion sur un événement de probabilité croissante vers 1
lorsque le coefficient de diffusion tend vers 0.

Dans cet article, nous étudions les performances d’un estimateur de la distance min-
imale d’un parametre multidimensionnel 8 pour une famille de processus de diffusion

“ergodiques {(X?)i>0}: Le critére & minimiser est || Fr(.) — Fg(.)”ll%, ou y est une mesure

de probabilité, Fr(.) la fonction de répartition empirique et {F®(.)} la famille des fonc-
tions de répartition invariantes associée au modele de diffusions ergodiques, c’est-a-dire
un estimateur de type Cramér-Von Mises. Cette méthode d’estimation a été proposée par
Y.A. Kutoyants dans [9]. Elle offre une alternative intéressante aux méthodes classiques
de la statistique des diffusions.

D’un point de vue théorique, nous établissons la consistance forte de cet estimateur
et sa normalité asymptotique lorsque le temps 77 — oo. Nous montrons que l’on peut
obtenir un développement de cet estimateur en puissance-de 7-'/2, sur un événement
de probabilité croissante vers 1 lorsque T — oo. Les coefficients de ce développement
sont des fonctions multilinéaires du processus empirique normalisé Z¢ et des dérivées
par rapport au parametre 6 de la fonction de répartition invariante F? du processus.
Un travail similaire a déja été effectué pour les diffusions avec petit bruit (voir Y.A.
Kutoyants [9], [10], [11] ou N. Yoshida [18]), les résultats sont alors plus intéressants
en menant a la notion d’efficacité d’ordre supérieur. Nous étudions ensuite le cas d’un
modele mal spécifié, et nous montrons la convergence de notre estimateur vers la valeur §*
minimisant la distance entre la famille des fonctions de répartition invariantes du modele
et la fonction de répartition invariante de I’'observation. Sa normalité asymptotique autour
de cette valeur est démontrée.

H.M. Dietz et Y.A. Kutoyants proposent dans [4] un autre estimateur de la distance

‘minimale pour des processus de diffusion-ergodiques pour-lequel -on-obtient des formules

explicites dans le cas linéaire, comme pour I’estimateur.du maximum de vraisemblance,
mais qui n’est pas toujours consistant.

Pour la partie étude de la consistance forte et de la normalité asymptotique de notre
estimateur de la distance minimale dans le cas bien spécifié, nous avons adapté des schémas



généraux de démonstration dus & P.W. Millar [15]. Nous renvoyons a D.Talay [17] pour
I’aspect simulation numérique des processus de diffusion.

2 Consistance et normalité asymptotique

Soit § = (67,...,0%) € © C IR*. Nous supposons dans la suite © ouvert, borné, et-nous
notons |.| et <, > la norme euclidienne et le produit scalaire associé de IR*.

Soient (£, F,P) un espace probabilisé, (F)i>o une filtration de F, et (W;);»0 un
-+ processus -de Wiener standard sur IR, (F;)-adapté. Considérons la famille de diffusions
sur IR, homogenes en temps, Fs = {(Xf)i>0}, et supposons que (X!)i>0 est I'unique
solution de ’équation différentielle stochastique suivante :

dX] = be(X,)dt + 0p(X,)dW;, t20 (2.1)

ol V0 € ©, by(z) est une fonction borélienne, bornée sur tout compact de A, et o3(z) est
- une fODCthD continue, strictement positive.

On note £° I’opérateur infinitésimal de la diffusion (X S

oj(z) &”
=b
L= bofx d.:c 2 9z?
z 2bg(2)
P —exp (- [ dz), et S
osons sg(x) = exp ( b o2(2) et Se(z) = [ se(2) dz
Si limg - 200 Se(z) = +oo la diffusion est récurrente de mesure invariante u’-de-densité
Nous supposerons dans la suite que pour chaque 8 € ©, (Xf),50 est récur-
(05(-)s6(- (3()s6())’ .
rente posmve, ie. [ ————=dz < oo. La diffusion (Xf)i>0 est alors ergodique au
aj(x)se(z) -

sens :

| e
vfeni(u), tim o [ f(xds = [fdn, P-ps.

En vue de simplifier les énoncés des résultats, nous nous placons dans 1’espace canon-
ique. On note @4 la loi induite par le processus (X{):>0 de loi initiale v sur :
(C(IR+; R),B = o(m, t > 0)), ou {=;, t > 0} sont les fonctions coordonnées, et 7Q} est
sa restriction a (C([0,T]; R), Bt), ou Br est la trace de B sur C([0,T];R). E, ¢ désigne
’espérance sous @Y, et on note Qg° et E; g la loi du processus-et I'’espérance calculée sous
cette loi, lorsque la mesure initiale est concentrée en zg.:

Nous considérons donc l’espace statistique & :
& = {C(R";R), B, (Q5, (0,v) € © x Mi(RR))}

ou M;(IR) désigne 'ensemble des mesures de probabilité sur IR.

4
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Soit f : IR — {0,1] une fonction borélienne telle que, ¥ € ©, la fonction
r — Fz) = f Xp0,2) © f dp? soit continue sur [0 1]. Nous supposons .de plus que F¥(z)
est continue en § uniformément en z. Posons f = Xpa} © f — [ Xjoa) © fdub, Fr(z) =
-1 X[o.z] © f(rs)ds et FO(z) = I Xpo.e0 f du® et définissons, pour T fixé, le processus

dlfference empirique ({5(z), 0 < z < 1) et le processus empirique normalisé (Z5(z),0 <
z <1) par:

() = Fr(z) - F'(2),
Zi(z) = VT@HO—FW))

- \/_/ (7))

Soit p une mesure de probablhte sur [0,1], et con31delons I'espace de Hilbert L2[0, 1]
On notera ||.|| et (.,.) la norme et le produit scalaire de L2[0,1]. VT > 0, £ et Z3
appartiennent a L2[0,1]. Nous deﬁmssons alors 'estimateur de la distance minimale, que’
nous notons 7, comme suit :

0 € argmin |f
Nous allons montrer dans les deux paragraphes qui suivent la consistance forte et la
normalité asymptotique de cet estimateur.
Posons :
o(n) = mig min [F'() - F*()],

et faisons I’hypothése suivante d’identifiabilité des lois de probabilité invariantes de la
famille Fy :

(H1) Yn >0, g(n) > 0,

Posons, d’autre part, 0; F%(.) = E%FG( Yet IF() = (81F9(.)., ey 8kF9(.)). Nous faisons

les hypotheses suivantes :

(H2) Différentiabilité : V0 € ©, F® € CZ, et supyee sup, |01F%(z)| < M;, pour tout
multi-indice I € [1,...,k',i=1,...,2,

(H3) Non-singularité : 3o > 0, V0 € ©, Vi € RF || < 9F%(.),n > || > colnl.
L’hypothese de non-singularité (H3) entraine :

V> 0,9(n) = con. (2.2)

ot



2.1 Consistance de ’estimateur de la distance minimale
Le théoreme suivant montre la consistance forte de ’EMD :

Théoréme 2.1 YV, € O, sous la loi Q4 , 07 — 0o presque sirement lorsque T — oo. |

Preuve L’inégalité du triangle entraine :
. [
L% () — POl < Nl O+ R Ol < 2162 O

o la deuxieme inégalité vient du fait que ||¢of ()|l = mingeo [|E&4()I] < 1E2()]I-

Le théoréme ergodique montre que Yz € [0,1], {2(z) — 0, Q4 — p.s. lorsque
T — oc. Par conséquent, [|€2 ()] — 0, Q4 — p.s., lorsque T — oo.
L’hypothese (H1) d’identifiabilité des lois invariantes nous permet de conclure. O

Remarque : on peut montrer de la méme fagon, a I’aide du théoréeme ergodique et des
arguments utilisés dans la démonstration du théoreme de Glivenko-Cantelli, la consistance
forte de I'estimateur en se placant dans 1’espace de Banach L°°[0,1] muni de-la-norme

1/ (Mo = suPzepo1) 1f(2)]-

Nous montrons maintenant que l'estimateur .67 a une vitesse de convergence polyno-
miale-de tout ordre. Nous avons besoin pour cela de faire I’hypothese suivante :

(H4) V0 € O, Vz € [0,1], I’équation de Poisson Lu = — /¢ admet une solution « = GY
vérifiant Vp entier pair, positif, u®(e5G2(.)?P) < oo, p?(G??) < o0.

Nous verrons au paragraphe 4 un exemple de situation ou cette condition est vérifiée.

Théoréme 2.2 Supposons vérifiées les hypothéses (H1), (H3), (H4), alors Vp entier pair,
positif, 3C, > 0, Vnp > 0, Vo € O :

9o x C —_ —pr—
Q5 (1607 — 6] >1n) < T”/"’gp(n_); < Cpeg®nPT~P2, VT > 0.

, . , , . ~ufo
Preuve Pour alléger les notations, nous notons E P'espérance calculée sous la loi 5‘0. .

Nous obtenons d’abord les deux inégalités suivantes :

12Ol = min €20,

|6—bo1<n
Jmin JEOI 2 min [P0~ FAOll = 16Ol 2 90 ~ IR O

Par conséquent,

{min 101> min eson} < {ieror> 22,

{6—60|<m [6—60|>n

tey
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c’est-a-dire,
{167 — 60| >n} C {llé (N> (n)} (2.3)

Pour tout entier pair, p = 2m > 1, 'inégalité de Markov-entraine :

o5 05— 0> ) < 05 (10 > 22 < 2 mizpor 4

Il reste & montrer que YT > 0, E||Z5(.)||? < co. Nous savons que (Z%(z),0 <z <1)
admet la représentation suivante (voir Fournié [5], th. 11.2.13)

75 = > / Fo(z)dt = \}T{G?(ro)—Gi"(rT)-i- ]OT(%G?)(m)dm} (25)

L’inégalité de Jensen entraine :

EIZ¢(IF = E

A (% I f:°<wt)-dt)2 du(xﬂ ”

1 P
< 17 [E [ i fﬁo(mdt} du(z)
o 0
On utilise alors successivement :

o l'inégalité Ya,b> 0, (a + b)* < 2""1(a" + b*),

e l'inégalité sur les moments de l'intégrale stochastique par rapport au mouvement
Brownien (voir par exemple I. Karatzas, S.E. Shreve [7] p 163),

T 2m
E / f,dW,
0

ou (fi)i>o une fonctionnelle mesurable, non-anticipative, adaptée a la filtration

T
Brownienne vérifiant E/ |fi]P™ dt < oo,
0

Ym > 1,

1 T 2m
< (m(2m = 1)"T"E [ |£,[" at

e la stationnarité de ’observation

pour mener le calcul suivant :

p

E [/{;T ff"(rt)‘dt]p < 2PTVE[G (mo)P + QP_IE'[fT(JgoGeo)( Ddw,| <

< 2% 'E[GY(mo)P + 2° ]( (p— 1)) et /0 E{(09,G)(ws)]" ds

271 % (G27) + 3 (2P(p — 1)) TP2p% (06, G (.)P)



En vertu de ’hypothese (H4) E||Z ()J|? est donc majoré par une constante dépendant
de p. Nous obtenons alors grace a (2.4) I'inégalité de gauche dans 1’énoncé du théoreme.
L’autre inégalité est obtenue en utilisant (2.2). O

. L . dv
Remarque : le résultat reste vrai pour toute loi initiale v qui’ vérifie v < p% et d_"o()
- 7

bornée.

2.2 Normalité asymptotique de PEMD

“"Dans ce paragraphe, nous montrons la normalité asymptotique de I'estimateur de la dis-
tance minimale pour la norme hilbertienne L2[0,1] en utilisant des schémas de démon-
stration connus (voir par exemple P.W. Mlllard [16]), et en les adaptant a nos besoins et
nous les présentons ici dans un souci de complétude de cette étude.

Nous utiliserons dans la suite le théoreme suivant ([5], chapitre II).

Théoréme 2.3 Supposons que , V0 € O, Vz € [0,1], I’équation de Poisson LG = — f?

* admette une solution G vérifiant p®(02G%?) < co. Alors quelle que soit la loi initiale v, .
V0 € O, sous Qy, Z8 = Z° dans D[0,1] ou Z°% est un processus gaussien de moyenne
nulle et de fonction de covariance ¢(z,y) donnée par :

v
Ve € 01 en) = 1ot [ O [ B4 otan)

De plus, Q4(Z° € C[0,1]) =
On montre alors le

Théoréme 2.4 Supposons vérifices les Kypothéses (H1)-(H3) et les hypothéses du théoréme
2.3, alors Vb, € ©, on a sous la-loi Q@

\/T(a’} - 90) = -’V(O,Feo), T — o0
o Tg, = J;.' Ko, 'J5!, ot ' désigne la transposition, Kg, = (K;g), ol
g 1 41 '
K3 = [ [ ¢ (e,0) 8 () 0;F*(2) du(y) dutz),
0 Jo

et Ji, = (OF(.), ‘DF%(.)).
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Preuve On écrira dans la suite o(.) & la place de og (.). On rappelle que la notation
0

) =o.

u = ono(v) signifie que pour tout ¢ > 0, lim, _, O_on ( 4

Posons r, = —|| Z%(.)||, et définissons I’ensemble aléatoire
: Co

At={9€9 |6 - 00|<7——II§ ()ll}-

Définissons d’autre part un ensemble By, = {# € O : IH bo| < } Les hypotheses
(H2)-(H3) entrainent pour tout 6 € By, :
kM.
IO 2 11 <8 =080, 0F%() > || = lE2 ()l — 2|9 0ol*

1
> 5eold — b0 — llE2 (I

En vertu de la définition de Ar, Ve > 0,-3To(e) > 0, tel que VT > T, A
Q% (Ar C Bg,) > 1 —e. On peut alors continuer le calcul précédent et en dedulre que
VT > To, avec une probabilité plus grande que 1 — ¢ :

min l¢7())| > 20162 ()l 2 2 min ez ()]

AL 6eAr

ou A% désigne le complémentaire de Ar.

Par conséquent, VT > Ty, 05 € Ar avec une probabilité plus grande que 1 — ¢ :

IEF Ol = min €4 = min [[E50)]

6co 9€AT

e 105~ 0o < L.
1 s’ensuit que, V0 € Az, £5(.) = ER()+ < 0 — o, —OF%(.) > +o(T-1/2),

Notons Hg, le sous-espace de L2[0, 1] engendré par la famille de fonctions {8;F%(.),i =

.-k}, et Py, la projection sur Hg,. Comme VX € L2[0,1],X = Py, X + (I — Py, )X,

ou ] désigne lldentlte en utilisant le théoreme de Pythagore, on peut mener le calcul
suivant :

67O = min IO
= min 162 ()4 < 8 — B, —OF%(.) > |2+ o(T™)
= m1n||PH90 o)+ < O0— 05, —0F%()> |
+I(7 = Prig )& (I° +o(T )
= 1101 = P, R OII? + o(T7)

9



De la méme facon, on a

(I = Pirg JEP () — €7 (12
= I = Py, JER () = (€8 ()+ < 07 — b0, =F () >)II + o(T7)
= €8 ()+ < 63 — b0, —OF () > P = I = Puayy SR (I + o(T7)
= NEF O = (1 = Puy )R (NP + o(T7) |
= o(T_l)

On en déduit :

(I — Pu,, )2 ()

er () + o(T712)
= E0()+ < 05— 60, —9F%(.) > +o(T7'1?)

et par conséquent,

PH%{;P(.) =< 01 — 0o, 0F%(.) > +0(T'1/2)

11 s’ensuit que :
VI(B; = 00) = Ji' (OF"(), Py, 27 () + o(1)
Tt { (9P (), Puy, Z20()) + (9F%(), Py Z2()) } + o(1)

= I (9F%(), 2 () + ol1).

Le théoreme 2.3, entraine alors la convergence en loi, sous @Qg°, lorsque T — oo, de

VT(05 — 6) vers une variable gaussienne centrée. Un calcul direct donne I’expression de
la matrice de covariance de cette variable aléatoire. o

3 Développement de ’estimateur de la distance min-
imale

On donne ici une développement complet de I’estimateur de la distance minimale. C’est

un résultat classique de la statistique, mais idée de développer en puissance de 539() =
Fr(.) — F%(.) dans P’espace de Hilbert L2[0, 1} semble nouvelle.

Nous supposons dans ce paragraphe le parametre § a valeurs dans un ouvert borné- de
R, i.e. 6 € © = (a,b) C IR, et nous faisons I’hypothese suivante :

(H5) V8 € © C R, F? € C;*?, et toutes les dérivées d’ordre 1, 0'F*%(.) sont bornées
uniformément en 0, sup,.q sup, |8 F%(z)| < M;, pour i = 1,...,n + 2.

10



Considérons mingee ||€4]|2. Nous venons de voir que ce minimum est atteint aux
points 07 € © qui vérifient la relation ngrf(.),aﬂ%(.)) = 0. En posant e(.) = £9(.) et
u = 07 — B, on réécrit cette relation de la facon suivante :

(G O0F(0) = (e() = (FP() = FP()),0F%(.))
= ( () = (Fo¥e() = FR()), 0F%+()
H(e(.),u)
La fonction H ainsi définie est une fonction a valeurs réelles, définie sur L2{0,1]-x R.
Pour obtenir le développement de 1’estimateur 6%, il suffit d’obtenir, si elle existe, la

fonction u (e(.)), unique solution de I’équation implicite :
q

H(e(.),u(e() =0 | (3.6)

et de la développer par la formule de Taylor si elle est suffisamment réguliere. Les hy-‘
potheses (H1)-(H5) nous permettront de le faire.

Nous €énoncons maintenant le résultat principal de ce paragraphe..

Théoréme 3.5 Supposons vérifiées-les hypothéses (H1)-(H5), alors il existe une famille
d’événements {A(T), T > To > 0} et des variables aléatoires réelles 37,1, 7 = 1,.
C}, (3, telles que I’ estzmateur de la distance minimale 07 admet le développement suzvant

’

0 = 6+ {Z T 12, +T( (n+1) /2+6C }X{A ) +CTX{AC(T)}
oud € ( ) ICh] <1, 7,/)T = ¢;,7=1,...,n, lorsque T — oo et

Q4 o (ICT| > T—a) < Ci(p, To) TP0/2-9)
Qu % o (AC(T)) < 02(])’ To) T-—pmm(——& n+1) .

ot Cy(p, To), Ca(p, To) > 0,p entier positif. On a en particulier :
BT = J71(0) (28 (), 0F™()), .
vl = 775(00) (3 (28(), 0F%())" (9F%(), 3F*()) -
—2J(00) (2(.), 0F () (28(.), 8°F*(.)))
ol l'on a posé J(0g) = (OF%(.),0F%(.)).

Nous aurons besoin dans la suite de connaitre les différentielles de tout ordre, si elles
existent, de la fonction u solution de (3.6). La regle de différentiation composée nous
permet d’obtenir I’expression des différentielles successives de u en fonction de celles de

11



H. La différentielle d’ordre j, j > 1 de la fonction u, que I’on note u, est donnée par la
formule suivante :

ul) = 9, H'™¥ ZC( H 1‘[ o pur—s H' (3.7)
s=1s=0 .

ou la somme est effectuée sur tous les ensembles I = {i;0,711,...,%;;} d’entiers non
négatifs satisfaisant Z,_l Yo Tirs = 37 — 2. Les Cf sont des constantes 1ndependantes
de la fonction H.

" A titre d’exemple, les deux premieres différentielles de u sont :

a.H
m - %8
¢ o.H
o % H&H&H—"(’) HO?. HO.H + 0, H?0LH

o0, H3

Un calcul direct nous permet d’obtenir la forme générale. des différentielles O, .. H
de la fonction H.

Ovur—s H(e(), u).61(.) - .. 6()
s H(e(.),u).8(.)

0 r>s>2, Y6(.),...,0(.) € L2[0,1]
— ( 61F90+u )) , V6 € LZ[O, 1]

(XrH(e(),u) = Z I‘" (81F00+u ) ar+l—1F00+u( ))

+ ( — (Ffo(.) = Flotu(.)), g+ Flotu( )

&

ol les Kij,i,j = 1..(n + 1) sont des constantes indépendantes de F(.).

Preuve (du théoreme 3.5) Soit 6 € (0,3), et considérons la famille d’événements
suivants : ‘

AI(T) =

- 3M
w:||e%°<.n<§T6 ),

[

U

)
L leE Ol <
A7) = s RO < CRETTR

AT) = »ﬂi=l..3Ai(T)-

{ 3Ma s
AAT) = { 2M }
fo *}

ot Cp41 est une constante que nous préciserons dans la suite et les constantes M; sont
définies dans ’hypothese (H3).

Nous allons montrer que sur 1’événement A;(T) N Ay(T), il y a existence et unicité
d’une solution & 1’équation implicite (3.6). Pour cela, il suffit de vérifier les conditions
suivantes :

12



«

o HEP(), =T >0, H(EP(.), T~*) < 0, sur Ay(T)
o O,H(EX(),u) < 0sur Ay(T), Vu : |u] < T-¢

La premiere condition assure ’existence d’une solution ’équation (3.6) et la deuxiéme son
unicité. Les deux lemmes suivants prouvent que ces conditions sont satisfaites. -

Lemme 3.6 Sur A;(T), on a H{ER(.),=T~%) > 0 et H(E2(),T~%) < 0.

- Preuve - En effet, en revenant a la définition de H, et en utilisant la formule de Tay-

lor, Iinégalité de Cauchy-Schwartz-Bouniakowski et les hypotheses (H2)-(H3), on obtient
I'inégalité suivante pour tout e(.) € L%[0,1] :

VH(VE(-),—T"S) 2 —Ilé‘(~)lit°:tép\|<'9~F9(-)II+T"Slfn(,inIlaFg(-)Il2

253
~T73 sup IOF I sup 182 F2 ()l

> —Mylle)) + gr= - Mo

qui entraine H(% (), ~T=%) > 0 sur A,(T).

De la méme fagon, on obtient H(£%(.), T~%) < 0 sur Ay(T). Par conséquent, il existe
u, Ju| < T~ tel que H(E%(.),u) = 0. : o

Lemme 3.7 Sur Ay(T), Yu, |u| < T7%, 9,H(£2(.),u) < —c2/2.

Preuve Pour tout ¢(.) € L2[0,1] et u € IR, on a :

0.H(e(.),u) = -(8F9°+“(.>,8F0°+”(.>)+(e<.>—(F‘*°+“(.)-F9°(.>>,82£"°+“(-))

De la méme fagon que précédemment, on utilise les acroissements finis, ’inégalité de
Cauchy-Schwartz et les hypotheses (H2)-(H3) pour mener le calcul suivant :

OuH(e()u) < —min[l0F°ON* + fle()] sup 10 F° ()l +
Hul sup (2@ sup la*Fe()ll
< —cg+ Malle()]l + My My |u|
ou M;, M, sont les constantes données dans I’hypothése (H5).

Donc sur Ay(T), on a 8,H(£8(.),u) < —c2/2, pour u, |u| < T5. O

Nous avons donc montré I’existence et I’unicité d’une solution u & ’équation implicite
(3.6) sur I’évenement A;(T) N Ay(T). La forme générale des différentielles u() de cette

13



fonction, données précédemment, et les hypotheses (H3), (H5), entrainent que les ul?)
sont définies, continues jusqu’a l'ordre n + 1, et bornées sur les boules B(0, R),VR > 0
de L%[0,1]. Nous pouvons donc effectuer sur A;(T') N Ay(T') le développement de Taylor
suivant :

u(€F() = w(0)+uM(0).£2()+ u(”( )-£F ()£9°()’ -+
+;gu(")(0)- ”}"(-)---fr(-) + Rop1 (62°(.)) (3-8)

ott Ry11(€%) est le reste de Taylor.

‘Nous pouvons calculer successivement les ut)(0).£2(.)...£%{. ) pour j =0...n. - En
particulier, pour les trois premiers termes, en posant J(fp) = (8F %(),0F 90(.)), on ob-
tient :

u(0) = 0,
uD(0).£0() = T YV2I71(6,) (Z2(.),0F%(.))
= T<—l/2wf1ra

OO0 = 500 (3 (280),07%0) (0F%(),0F%()
~2J(00) (23 (), 0F%(.)) (2§(.), 0°F(.)))
= Tyl

Les variables %] sont des fonctions continues multi-linéaires de Z Z%(.) que nous notons

F;. Le theoreme 2.3 entraine alors la convergence en loi des ¢ = v, ot ¥; = Fj(Z%).

Nous allons maintenant montrer que sur 1’événement A(T') le reste de Taylor R,41 est
petit devant les autres termes du développement.

Lemme 3.8 Sur AT), |Rp41(€0(.))] < T-(n0/245,

Preuve Comme |[u(®*1)(e(.))| est bornée sur les boules B(0,R),YR > 0 de L2[0,1],
en vertu de ’hypothese (H5) par une certaine constante C4, fonction des constantes

CO,Mi,Kij,i,j = l...(n-}- 1), on a
|Ra(e( )] € Crpalle(I™*.
Sur A(T), on a |R,,+1( o)) £ Cn+1||£ (. )”(n+1) < T-(nH1)/2+8, -

Pour terminer la preuve du théoreme 3.5, il reste a-montrer que la probabilité de
I’événement A(T') tend vers 1 lorsque T — oo.

Lemme 3.9 VT > Ty, on a la majoration suivante :
Q" (A°(T)) < Calp, To) T7™n=m7)
“pour certaines constantes Cy(p, To),Cz(bpa To) > 0, p entier pair, positif.

14
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Preuve La preuve est alors une application immédiate de l'inégalité déduite dans le
théoreme 2.2 : ‘

(na o> 4 < 39)

et du fait que
Qi (AT S Y Qi (45(T)).

1=1..3

‘On rappelle enfin (cf. théoreme 2.2) que
Q4 (16 = bol > ) < Cpeg™n T2

qui entraine Qj % (K%] > T“s) < Cy(p, Tp) T7PO/278),
Ceci termine la preuve du théoreme 3.5.

-On déduit en particulier de ce théoréme la normalité asymptotique de l'estimateur

de la distance minimale avec une loi limite que nous avions déja obtenue au paragraphe

précédent pour le cas plus général d’un parametre multidimensionnel (voir le théoréme
2.4).



4 Essais numériques

4.1 Exemple 1 : estimation d’un parametre de rappel

Nous considérons la famille Fy = {(X{)i>0,0 € © = (a,b),a,4 > 0} de processus
d’Ornstein-Uhlenbeck vérifiant les équations différentielles stochastiques-

dx! = —6x!dt+aw,

- 0 )
V0 > 0, (X?) est récurrent positif, de mesure invariante du’(z) = \/:exp (—0;1:2) dz.

T

Nous choisissons pour f : IR — [0, 1], la fonction f(z) = exp(—z?), et pour mesure

de probabilité u, la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Le choix de f n’est peut-étre pas

optimal, mais semble raisonnable lorsque # est dans un voisinage de 1. On a :

-+/Tog(1/7) ]
/ ) \/ %? exp(—0z?) dz,
—+/log(1/x)
OF%(z) = 21—0F9(a:)—/ : zﬂ/éﬂ exp(—02%)dz, ...,
3

F"(?)

—-0C

et l'on vérifie facilement que les conditions (H1)-(H3), (H5), sont satisfaites, montrons
que (H4) est aussi vérifiée.

11 faut prouver que Vp > 1, pf (|G5|2p) < oo et yf (IGzP?) < 00, ot la fonction G¥ est
solution de I’équation de Poisson LPGY = — f¢, £ étant le générateur infinitésimal de la
diffusion (X{):>0-

Dans ce cas particulier, ’on a :
G%(z) = —2exp(02?) /Z F2(w) exp(—0u?) du = 2exp(022)/oo F2(u) exp(—6u?) du.

D’autre part les inégalités bien connues sur la fonction de répartition de la loi normale
nous permettent d’obtenir I’encadrement suivant, V8 € © = (a,b),Vz> 0:
1 —022 oo . 1 —022 L —022
Lo 17 g LRI 1 en(-0)
242+ 22245 Czt/2P 4y

Par conséquent, comme Y, | f#(u)| < 1, on a |G¢(2)| < H—iﬁ pour certaines constantes

Ci1,C2 > 0 qui dépendent uniquement de q, b, et donc, la premiere partie de 'hypothese
(H4) est vérifiée. De la méme maniére, pour z > 0 |G(2)| < [5|Go(u)|du < J§ 755 du <

Cylog (Iél + 1), et donc Vp > 1, p? (|G2(z)|2p) < 00, la seconde partie de I’hypothese (H4)
est vérifiee.

16



Nous avons vu que dans ces conditions, ’estimateur de la distance minimale est forte-
ment consistant avec une vitesse de convergence polynomiale de tout ordre, et qu’il admet
un développement asymptotique en pulssance de T-1/2 qui montre en partlcuher sa nor-
malité asymptotique.

Le processus empirique (Zg"(:r), z €0, 1}), dans le cas ou l'observation provient du

processus (X{°), converge vers un processus (ZGO(:E), z € [0, 1]) de covariance :

(z,y) = [/eXP Oou®)Ge (w)G (u) du, z,y € [0,1]

ou I'on a posé g% (u) = / FP(v) exp(—Bov?) dv.
- 00

On calcule numériquement la covariance du processus V(Z""(:c) z € [0, 1]) sur une

grille de points (z,y) € [0,1)%. Cette covariance s’avére difficile & évaluer pour certaines
valeurs de 6. La variance g, de la loi limite, lorsque T — oo, de v/T(6; — 6,) est donnée
par la formule :

Y6 = IOF"D ”4/ / z,y)0F%(y)dF% () dy dx

que l’on peut évaluer numériquement.

Nous avons effectué des essais numériques avec les parametres suivants :

Schéma de discrétisation : Milshtein (ordre 2)
Durée de la simulation : 1000
Pas de discrétisation en temps : 3.83.10~3

Pas de discrétisation en x (covariance) : 0.005

g:10

On trouve que la variance asymptotique de 'estimateur pour la valeur choisie de 6 (6=
1.0) vaut approximativement 2.25. Pour 6 = 0.1, elle vaut-approximativement 0.24. Nous
avons effectué d’autre essais numériques avec différentes valeurs de 6 allant de 0.5 & 10 et

nous trouvons un rapport ’% a peu pres constant et proche de 2.4. A titre indicatif, la

variance de ’estimateur du maximum de vraisemblance de 6, qui est asymptotiquement
efficace vaut 26.

Les figures 1 et 2 ci-aprés montrent des comportements typiques de cet estimateur.
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Figure 2: Estimation de 8 = 1.0 sur des données simulées.
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4.2 Exemple 2 : estimation d’un parameétre de diffusion

Nous considérons maintenant un cas ou le paramétre 0 a estimer est dans le coefficient de
diffusion. Plus précisement, soit Fy = {(X{)i>0, 0 € © = (a,b),a,b > 0} une famille de
processus de diffusion vérifiant les-équations différentielles stochastiques

dx! = —XxPdt+ 64w,
On peut facilement montrer que V8 > 0, (X?) est récurrent positif, de mesure invariante

() = g omp (5 ) .

Nous choisissons pour f: IR — [0,1], la fonction f(z) = exp(—z?), et pour mesure
de probabilité u, la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

On a:

—+/log(1/z) 2
Fé(z) = /_oo ¢ aj_exp( z ) dz,

1 2 —~/log(1/x) 2 22
OF%(z) —aFa(x)-{— 0—3/_00 220ﬁexp( 02) dz,..

Nous avons effectué des essais numériques avec les parametres suivants :

Schéma de discrétisation : Milshtein (ordre 2)
Durée de la simulation : 100
Pas de discrétisation en temps : 3.83.107°

Pas de discrétisation en x (covariance) : 0.005

8:1.0

On trouve que la variance asymptotique de 'estimateur 67 pour 6 = 1.0 vaut approxima-
tivement 0.26. Sur la figure 3 ci-apres nous montrons le comportement de cet estimateur.
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4.3 Exemple 3 : estimation d’un parameétre de translation

Nous considérons maintenant un processus de Ornstein-Uhlenbeck général, c’est-a-dire
la famille F5 = {(X{)i30, 0 = (c,0,0) € © = [1;o1.5(a:, b:),a:, b > 0} de processus de

diffusion vérifiant les équations différentielles stochastiques
dx? = (0 - X%)dt + adW,

On montre que Ve > 0, (X9) est récurrent positif,-de mesure invariante

dp’(z) = -\/Wza?exp (—;cg(z - 0)2) dz.

Nous supposerons connu le parametre de rappel c et le coefficient de diffusion o, et

nous allons estimer le parametre de translation 8. Nous choisissons pour f : R — [0,1],
T

la fonction f(z) = —Ii—_—, et pour mesure de probabilité p, la mesure de Lebesgue sur
€ e~*
[0,1]. On a:
= ! log(,/-——l: ) C ) C
. e _ T
Fi(z) = /;oo ——3 XP (—;(z — 9)2> dz,
5 log(1/75) 2c¢ c c
§ E 2
6F'(x) = [ 2= 0= exp (—;(z ~0) ) dz.

Les essais numériques (figure 4) ont été effectués avec les parametres suivants :

Schéma de discrétisation : Milshtein (ordre 2)
Durée de la simulation : 1000

Pas de discrétisation en temps : 3.83.1073

Pas de discrétisation en x (covariance) : 0.005

Valeurs des parametres: ¢=0.8,0=0.1,0=1.0

On trouve numériquement que la variance de 'EMD de 6 vaut 1.75. On rappelle que,
dans ce cas, l’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 est asympto-

: : , o » : :

tiquement efficace avec la variance asymptotique — = 1.56 pour les valeurs de ¢ , 6 et &
c

choisies. On voit que dans ce cas I’estimateur de la distance minimale du parametre de

- translation est proche de 'optimalité.

I

PN



)

T T T T T r T
EMD (theta) ——
2 1.0 ---- |
- .
L "
'l ' 1 ' 'l 'l il
o 10 20 30 a0 50 60 70

Figure 3: Estimation de § = 1.0 sur des données simulées.
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Figure 4: Estimation de § = 0.1 sur des données simulées.
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5 Cas des modeéles mal spécifiés

Nous allons dans ce paragraphe nous intéresser au comportement de l’estimateur de la dis-
tance minimale dans le cas ou le modéle est mal spécifié, c’est-a-dire lorsque 'observation
est une réalisation d’un processus de diffusion ergodique n’appartenant pas a la famille
de diffusions supposée.

Nous considérons & nouveau la famille de processus de diffusion ergodiques Fy =

{(Xf)i>0} donnée par les équations différentielles stochastiques (2.1), et nous conservons
toutes les hypotheéses que nous avons faites sur ce modele au paragraphe 2.

Supposons maintenant que l’observation est une réalisation du processus de diffusion
ergodique (Xt)tzo solution de ’équation différentielle stochastique suivante :

dX, = b(X)dt+o(X))dW,, t>0 (5.10)

ou b(z) est une fonction borélienne, bornée sur tout compact de R, o%(z) est une fonction
continue, strictement positive. Soit-Q} , la loi induite par (X}) lorsque sa loi initiale est
v sur (C(IR*; IR), B), et soit 4> la loi invariante associée.

‘Nous allons poser quelques définitions et hypothéses dont nous aurons besoin -par la -

suite. On note £ ’opérateur ‘infinitésimal de la diffusion (X;).
d  o*z) 9*

L=ba)get % o

Posons s(z) = bexp(__/(; 2b(= )))d~, et S(z) = [y s(z)dz. Nous supposerons que la

diffusion est récurrente posm\e en posant comme d’habitude lim; _ 4+ S(z) =
et / dz = M™ < oo. La densité de la loi invariante p®° s’écrit alors
o?( :r)s(:c
M
o¥(z)s(z)’

fe= X[0.210f = X[o.10 f du®?, et considérons le processus différence empirique ({7(z), 0 <
z < 1) et le processus empirique normalisé (Zr(z), 0 < < 1) associé a (X;) :

{T(m) = FTEQ?).— G(z)
Zr(z) = VT (Fr(z) - G(z))
T

() dt.

Soit G la fonctlon de répartition associée a la mesure invariante u®?. Posons

Définissons 8~ comme suit :

- . 6
0" ¢ argrerélél NG(.) = F ()l

Définissons d’autre part

h(n)= min [IG(.) = F()Il = IG() - FOl,

|6—6%|>

et faisons ’hypothese d’1dent1fiab1hte :

22

(4



(H6) Yy > 0, h(y) > 0.

5.1 Convergence

Nous faisons I’hypothese suivante :

(H7) Vz € [0,1], I'équation de Poisson Lu = — f- admet une solution u = K, vérifiant
Vp entier pair, positif, p*7 (0P K(.)?) < oo, pb(K?) < oo.

On montre alors le

Théoréme 5.10 Supposons vérifices les hypotheses (H6), (H7), alors Np entier pair,
positif, 3C, > 0, Vn > 0 :

ub,a - " ) Cp
Qb,o (IOT—O |>7l) < W’ vT > 0.

b’a . ’ . ’ .
Preuve Sous )y, , nous avons les inégalités suivantes :

lezON+IGC) = FEOI = min_JiEz()ll,

16-6%|<n
G MOl 2 min 1GC) = FOI = &)

Par conséquent,

|6—6%|>n

{w pin, sl > pmin ||£%(.)||} c {ufT(.)n>f‘-£2’7—)}.

c’est-a-dire,

(o015 ) {ierton> 22},

La démonstration suit ensuite pas a. pas celle du théoréeme-2:2-en utilisant I'inégalité de
Markov et la représentation du processus Zr(z)

Zr(z) = —\/1-:7 / " f(m) dt = -\/% {Kx(m,) - K(rr)+ [ " (k)(m) th}
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5.2 Normalité asymptotique

Dans ce paragraphe, nous montrons la normalité asymptotique de Iestimateur de la dis-
tance minimale pour le cas mal spécifié. Nous faisons les hypotheses suivantes, dont la
premiére assure la convergence en loi du processus empirique Zr associé a I’observation
(5.10) vers un processus gaussien continu, centré Z dont nous notons ¢(z,y) la covariance
(voir Fournié [3], th. 11.2.13) :

(H8) Vz € [0,1], I’équation de Poisson Lu = — fz admet une solution u = K, vérifiant
1 (02K (.)?) < oo

(H9) Jo = (9F”(.)," aFf’"(.)) + (F() - G(.),8%F*"(.)) est inversible.

Théoréme 5.11 Supposons vérifices les hypothéses (H2),(H3), (H6), (H8) et (H9) alors,
sous la loi Qy, :

NT(07 - 0°) = N(0,Tg:), T — o0
0t Tge = J' Mgs J5' et Moo = (M), avec -
Mg = [ [ ela9)0F® () 0 (2) duly) du(a).
0 JoO :

et Jor = (OF%(),LOF" () + (F(-) - G(.),0*F"(.))

Preuve Nous avons par définition
min || Fr(.) — FeOll = 11Fr(.) = F2 ()|

et par conséquent ’hypothése de différentiabilité (H2) montre que les points 87 vérifient
le systeme de k équations :

(Fr(.) — F(.),BiF%(.)) |
= ((Fr() = G() = (FF() = G()), 8:F*T()) =0, i=1...k

Par conséquent, en appliquant le théoreme des accroissements finis aux fonctions fi(0) =

(Fe(.) - G(.),@;Fa(.)) au point 8%, et en remarquant que f;(8*) = 0, pour ¢ = 1...k,.

nous obtenons le systeme suivant :

(Fr() - GO, &F () = Shy(Br — ) [(BF(),0F ()
’ +(For() - G(.), 85 F%())]
= Bh G —0)J;, i=1...k

24
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ot f;r appartient au segment de droite [6*,07), pour ¢ = 1...k. Comme 65 converge en
probabilité vers 6, et que Jg. est inversible par I’hypothése (H9), pour tout 7 assez grand
on peut inverser la matrice J; = (JgT )i;j (cf. une argumentation similaire dans la preuve

du théoréme 3.4 dans [6]) et en multipliant chaque membre par v/T', nous obtenons:

VT(07 - 07) = J5 (22(.), 0F ()

Le théoreme 2.3 et l’hypofhése (H8) entraine alors la convergence en loi, sous @y ,,
lorsque T — oo, de VT(07 — 67) vers la variable gaussienne centrée J;.! (Z(.),(?Fe'(.))

- dont la matrice de covariance est donnée dans I’énoncé du théoreme. 0

Remarque 1 : on notera que lorsque le modele est bien spécifié, c’est-a-dire lorsque
IG(.) — F® ()|l = 0, on retrouve le théoreme de normalité asymptotique 2.4.

Remarque 2 : I’estimateur de 8, dans le cas mal spécifié peut converger plus vite vers
la valeur 6* minimisant ||G(.) — F°(.)||, que dans le cas bien spécifié vers la vraie valeur.
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5.3 Exemple 4

Nous reprenons ’exemple de la famille F5 = {(X{)i>0, 8 = (c,0,0) € © = (q,b)?,
a,b> 0} de processus de Ornstein-Uhlenbeck ergodiques vérifiant les équations. différen-
tielles stochastiques '

dX! = (6 - X%)dt + cdW, (5.11)

L'observation n’appartient pas a cette famille, mais vérifie ’équation différentielle
stochastique :

dX, = =X}dt+dW, (5.12)
On montre facilement que les hypotheéses du théoréme 5.10 sont vérifiées.
La fonction f IR — [0,1] est la méme que dans l'exemple 3, f(z) = f_-i—-_r'
e +e

Nous supposons que le coefficient de diffusion o est connu, et nous identifions simul-
‘tanément les parametres c et 6 pour ce cas mal spécifié. D —

Les essais numériques qui suivent ont été effectuées avec les parametres suivants :

Schéma de discrétisation : Milshtein (ordre 2)
Durée de la simulation : 1000

Pas de discrétisation en temps : 3.83.107°

Pas de discrétisation en x (covariance) : 0.005

Valeurs des paramétres : o = 1.0

~ On voit sur les graphes 5 et 6 qui suivent que les estimateurs de ¢ et 6 convergent vers
les valeurs qui minimisent la distance L2 entre la famille des lois invariantes du modele
(5.11) et la loi invariante associée du processus solution de (5.12), qui valent dans notre
cas ¢~ 0.94 et 0" ~ 0.
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Figure 5: Estimation de ¢ sur des données simulées.
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Figure 6: Estimation de 6 sur des données simulées.
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5.4 Identification d’un modéle de taux d’intérét

Nous nous intéressons maintenant a 'identification d’un modele paramétrique d’évolution
des taux d’intérét proposé par J.C. Cox, J.E. Ingersoll et S.A. Ross dans [2] (modele
C.I.R.) défini par les équations différentielles stochastiques : ‘

dX, = (0-X)dt+o\/X;dW,, Xo>0 (5.13)

‘ol ¢, 8 et o sont des parametres réels représentant respectivement le-coefficient de rappel.

(difficile & interpréter économiquement), la moyenne et la volatilité du taux d’intérét.

Nous avions mené dans [6] une étude détaillée des estimateurs du maximum de vraisem-
blance des coefficients c et 8, qui sont des estimateurs asymptotiquement efficaces pour ce

modele. Mais nous avions vu d’autre part que ’estimation non paramétrique de la dérive

et de la fonction de diffusion ne permettait pas d’affirmer ou d’infirmer ’adéquation du
modele C.I.R. a des données réelles de taux d’intérét. Les tests de modeles proposés dans
[5] n’apportaient pas non plus de réponse définitive a cette question. Nous sommes donc

~ clairement dans le cadre de l’estimation paramétrique pour des modeles mal spécifiés, et
il semble judicieux d’utiliser dans ce-cas-des méthodes d’estimation robustes plutot-que

- des méthodes efficaces lorsque le modele est parfaitement connu 1.

Nous avons vu au paragraphe précédent que ’estimateur du minimum de distance
présente une certaine propriété de robustesse, différente de celle de 'EMV | et converge
sous des hypotheses plus larges. Il couvre donc une classe de modeles plus vaste, et il
semblait intéressant d’étudier son comportement sur des données réelles. Nous 1’avons mis
en oeuvre sur 11 ans de relevés journaliers sur le marché monétaire francais, de Janvier
1978 & Janvier 1989, et nous avons obtenu les résultats suivants.

Le parametre de volatilité o a été estimé par la méthode de la variation quadratique
(voir chapitre I paragraphe 2.1). Il est supposé connu et égal a 0.1.

Nous avons choisi pour fonction f : IR — [0,1], f(z) = exp(—=z). Les valeurs des
taux d’intérét qui nous intéressent varient entre 0.05 et 0.18, et ’on peut considérer que
f est linéaire dans cet intervalle. on ne privilégie donc pas certaines valeurs plus que
d’autres lorsque nous mettons en oeuvre notre algorithme de minimisation.

IJan W. MacKeague [14] a montré une certaine propriété de robustesse de ’estimateur du maximum
de vraisemblance pour un paramétre unidimensionnel, aisément généralisable.au cas multidimensionnel.
Plus précisément, si l'observation est une réalisation du processus (X;):>o, stationnaire, de loi invariante
u, verifiant ’E.D.S :

'

dX, = b(X,)dt+o(X)dW,, Xo=~p (5.14)

Notons Q*° laloi induite sur (C(IR*; IR), B). Soit (ér, 7) I’estimateur du maximum de vraisemblance de

(c, 8) dans le modéle (5.13). Sous des hypothéses assez générales, (¢r, 1) — (c*,07), Q4°-p.s, lorsque

b(X)—c(X -0
VX

2
T — o0, ou (c*,8*) est 'unique minimum en (¢, #) de la fonction E [ )] ,ou X est une

variable aléatoire de loi u. Ces hypothéses ne sont pas toujours vérifies.

Do
[03)

'
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Figure 7: Fr, F(091) FCr91) syr données réelles.
Posons 6(c,8) = ||Fr(.) — Fo()||;2, ou u. est la mesure de Lebesgue. Nous avons
) T Lya 23 )

obtenu les résultats suivants :

e EMD : (¢, 07) = (0.616,0.098) avec 6(0.616,0.098) = 1.7.107*.
o EMV : (ér,07) = (0.715,0.102) avec §(0.715,0.102) = 2.1.10~*.

On voit qu’en estimant par la méthode du maximum de vraisemblance, la fonction de
répartition associée aux estimations pour le modele (5.13) n’est pas trés loin de la fonction
de répartition empirique.

La figure 7 montre les graphes des fonctions Fr, F(79%) et F(rér),

6 Théoreme de limite centrale fonctionnelle pour le
processus empirique ajusté |

Nous faisons un petit retour sur le test de Kolmogorov-Smirnov avec parametres es-
timés proposé dans [5], chapitre II. Plus précisément, nous allons donner la loi asymp-
totique, sous @}, du processus Z;.T(:c) = VT (FT(x) —-»FG‘T(J:)) , Vz € [0,1], ou 07 est
P'estimateur de la distance minimale. L’avantage de cette procédure réside dans le fait que
'estimateur de la distance minimale permet d’identifier des parametres figurant indiffére-
ment dans la dérive ou dans le coefficient de diffusion de I'observation. En considérant le
suprémum du processus gaussien limite de Z;T ou bien une statistique de type Chi deux
(voir [5], chapitre 1I), nous obtenons un véritable test de modele de processus de diffusion
ergodiques réels dans une asymptotique grand temps (dans le cas particulier, bien sir, ou
la loi invariante permet I'identification totale du modele).
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Théoréme 6.12 Supposons vérifices les hypothéses (H1)-(H3) et les hypotheses du thé-
oréme 2.3, alors Vb € ©, on a sous la loi Qf :

62 .
ZTT = ZGO

dans D[0,1], lorsque T — oo, ot Zj est un processus gaussien d trajectoires Qg -p.s.
continues de moyenne nulle et de covariance

Go(z.y) = (ay)~ DF() I [ (59) 0F(2) du(z)

— 19F%(y) J; / oz, 2) OF% () du(z) + ‘OF%(x) o, 0F (y).

avec les notations du théoréme 2.4.

Preuve La preuve est quasiment la méme que celle du théoreme 11.3.23 dans [5]. En
effet, on a :

9‘
Z7* (2) = 2 (z) = VT (F%(z) = F*(a))
Nous savons que (voir le paragraphe 2 de ce chapitre) :

VI(0: —00) = T (0F%(), 2 () +(T)
= heo(Z2 () +e(T)

ou h: D[0,1] — IR* est continue, et ¢(T) — 0,7 — oo.

Considérons la famille de fonctions (g¢)s»0 et la fonction ge deﬁnles comme suit :

g% : D[0,1] — D[0,1]
g (X()) = X()-vt (F"°+"”2(heo(x())+e(t () = F%()
g% : D[0,1] — D[0,1]
g®(X() = X()— <dF%(),he(X(.) >

Le théoréme 5.5 dans Billingsley [1] et les hypothéses du théoreme montre que sous
@y, lorsque T — oo, g (Z5 () => ¢%(Z%(.)), cest-a-dire Z;T(.) = Z; (.).
Les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve du théoréme 11.3.23 dans [5],

entrainent que Z; (.) est un processus gaussien centré a trajectoires Q%-p-s. continues,
dont nous identifions facilement la covariance ¢ (z,y). a
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7 Conclusion

Nous avons étudié un estimateur d’un parameétre pour des processus de diffusion er-
godiques obtenu par la méthode de la distance minimale. Cet estimateur est basé sur la
distance minimale L2 entre la fonction de répartition empirique et les fonctions de répar-
tition théoriques données par le modele, renvoyées sur l'intervalle [0, 1] par I'intermédiaire
d’une fonction f : IR — [0,1] (dont le choix est important dans les applications). Nous
avons montré sa consistance forte et sa normalité asymptotique, et dans le cas de la
dimension un, nous avons-donné son développement complet sur un-éveénement de prob-
abilité croissante vers 1 avec le temps d’observation. Nous avons d’autre part évalué
ses performances de maniére approfondie sur des modeles simples de diffusion (processus
d’Ornstein-Uhlenbeck), pour différents types de parametres : parametres de translation
et de rappel dans la dérive, parametre de volatilité dans le terme de diffusion. Nous avons
ensuite étudié le cas d’un modeéle mal spécifié pour lequel nous avons montré la conver-
- gence de ’estimateur de-la distance minimale vers la valeur #* du paramétre minimisant la
distance LZ entre la famille des fonctions de répartition invariantes du modéle et celle as-
sociée a I’observation. Nous avons aussi montré la normalité asymptotique de I’estimateur
autour de cette valeur. Un terme correcteur apparait dans la covariance asymptotique -
par rapport au cas bien spécifié.

Comme l'on pouvait s’en douter a priori, cet estimateur est en général moins bon que
'estimateur du maximum de vraisemblance, si celui-ci est disponible, lorsque ’on veut
identifier un parametre appartenant au terme de dérive (on montre en effet, sous des hy-
potheses assez faibles, i.e. la normalité asymptotique locale du rapport de vraisemblance
plus quelques autres conditions, voir Kutoyants [8], que ’estimateur du maximum de
vraisemblance est asymptotiquement efficace). D’autre part, méme dans les cas simples,
par exembple le cas linéaire, on ne peut pas obtenir de formule explicite de I’estimateur du
minimum de distance. Ceci n’est pas un grand probléme car on peut obtenir de bonnes
approximations numériques dans la plupart des cas. Par contre, le calcul de la variance
de cet estimateur est complexe et peut poser des problemes numériques.

Cet estimateur possede néanmoins une propriété remarquable d’universalité dans le
sens ou il permet d’identifier indifféremment des parametres figurant dans les termes

de dérive ou de diffusion, ce que ne permet pas de faire l’estimateur du maximum de
vraisemblance.

D’autre part son calcul ne dépend pas fortement du calcul de P’intégrale d’Itd comme
'estimateur du maximum de vraisemblance ou 1’estimateur bayésien.

Parfois, son calcul peut étre plus facile que celui de l'estimateur du maximum de
vraisemblance ou de 1’estimateur bayésien.

On notera aussi que dans le cas des modeles mal spécifiés P’estimateur du minimum
de distance est convergent pour une classe d’observation plus large que I’estimateur du
maximum de vraisemblance, et peut parfois étre meilleur que-l’estimateur du maximum
de vraisemblance. Enfin, on peut utiliser cet estimateur dans les cas ou le rapport de
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vraisemblance est inconnu, mais ou la distribution invariante est connue.
Nous -avons terminé cette étude par un retour sur le test de modele proposé dans 3],
chapitre 1I. Nous donnons un théoreme de limite centrale fonctionnelle pour le prooessus

empirique “ajusté” ZTT En considérant le suprémum du processus gaussien limite de ZT
ou bien une statistique de type Chi deux (voir-[5], chapitre II), nous pouvons obtenir un
test de modele de processus de diffusion ergodiques réels dans une asymptotique grand
temps. L’avantage de la procédure proposée ici étant que les parametres a estimer peuvent
figurer indifférement dans la dérive ou bien dans le coefficient de diffusion-du modéle.
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