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RESUME

Dans cet article, nous proposons une solution au probléme de la construction d’un
arbre couvrant de diamétre minimum sur un graphe valué non-orienté. Ce probleme
est posé dans un contexte nouveau, celui de ’algorithmique répartie et notre solution,
présentée sous forme dalgorithme distribué, & une complexité de O (mn? logy(n + W))
en nombre de bits échangés (ol n est le nombre de nceuds, m le nombre d’arétes
et W le poids maximum d’une aréte). Notre approche est validée par des résultats
expérimentaux qui confirment que notre algorithme, sur différents réseaux, réalise la
construction, ou la reconstruction aprés panne d’une structure de contréle efficace.

MOTS-CLES: Algorithme distribué, arbre couvrant, diametre, graphes valués.

ABSTRACT

In this work, we study the problem of finding a minimum diameter spanning tree
construction over an undirected weighted graph, in a distributed way. We present
an original asynchronous distributed algorithm which solves this problem with bit-
complexity of O (mn?logy(n + W)) (nis the number of nodes, m the number of edges
and W is the maximal edge weight). Experimental results confirm that our method
is an useful one, it allows, over different computer structures, the construction of an
efficient recovery control structure after faults.

KEY-WORDS : Distributed algorithm, spanning tree, diameter, weighted
graphs.



1 Introduction

Le probleme de l'arbre couvrant avec ou sans contraintes est un probléeme lar-
gement étudié ct de nombreux algorithmes efficaces, tant séquentiels que distribués,
ont étés présentés (voir par exemple [Awe87, BL91, GH85]).

Une variante originale de ce probleme consiste a rechercher un Arbre Couvrant de
Diameétre Minimum (ACDM). La littérature sur le sujet nous renvoie essentiellement
4 des problémes de graphes dans le plan Euclidien ou au probléme de la construction
d’arbres de Steiner (voir [HLCW91, IRW91]). Mais ce dernier probléme n’est qu un
cas particulier du probleme de 'ACDM.

Dans le contexte de l'algorithmique distribuée, on considére un systéme infor-
matique réparti sur plusicurs sites ol il existe un réseau (graphe) de processus qui
intéragissent sculement en se transmettant des messages.

Un des problémes majeurs est, dans ce contexte, 'élaboration d’une structure
de contréle efficace couvrant la totalité du réseau. Ce probléme peut étre résolu en
construisant un ACDM sur le graphe valué représentant le réseau de communica-
tion. Obtenir un arbre de diamétre minimal permet des gains substantiels sur les
délais de transmission des messages de la plupart des algorithmes distribués car leur
complexité temporelle est fonction, au moins linéaire, du diametre.

Aprés avoir précisé le probléme qui, exprimé en ces termes, est nouveau, nous
exposons la méthode de résolution en deux étapes. Le modeéle de calcul distribué et le
détail de notre algorithme sont présentés dans le chapitre 4. Nous calculons ensuite
la complexité en nombre de messages et discutons de développements futurs.

2 Le probleme

2.1 notations

Nous présentons dans ce chapitre les notations usuelles (voir [Ber70]). Un 1-
graphe simple est un graphe dans lequel il y a au plus une aréte entre deux somimets
distincts et il n'y a pas de boucle (aréte (z,z)). Tous les graphes considérés dans cet
article sont des 1-graphes simples.

Soit G = (X(G),U(G),w) un graphe non-orienté, valué et connexe;
| X(G)| =n;|U(G)| = m. X(G) est I'ensemble des nceuds et U(G) est 'ensemble des
arétes. w est une fonction de coit (ou de poids, ou encore de délai de communication
entre sites pour un réseau) de U(G) vers IN* (ensemble des entiers naturels non-nuls).

Nous noterons dg(u,v) la distance (la somme des colits des arétes) d’un plus
court chemin de u a v et eg(v), I'excentricité d’un neeud v, définie comme suit:

eGg(v) = kgxat(é)dc(v, k)

6(G) représente le diameétre du graphe G. Il peut étre défini par:

HG) =
(G) Uél_l\gi()é)ec(v)

Soit p(G) le rayon du graphe. Il pecut étre défini par:

GY= min egw
p(G) S G(v)



Un centre vg du graphe est un sommet d’excentricité minimum, son excentricité
est donc égale au rayon du graphe. Nous utiliserons aussi APCC(z) pour I’Arhre
des Plus Courts Chemins de z vers les autres nceuds du graphe. Cet arbre est donc
tel que:

Vz € X(G), Vi € X(G), dapcciz)fz,1) = ds(z,1)

Soit. E{(G) 'ensemble des arbres de plus court chemin (APCC) sur G et enfin,
soit §* le diameétre d'un ACDM sur G.

Dans la suite de cet article nous omettrons le G en indice tant que cela n'entraine
pas d’ambiguité.

2.2 Expression du probléme

Avec les notations précédentes, le probleme se décrit comme suit:

Parmi 'ensemble des arbres couvrants de G = (X(G),U(G),w), graphe non-
orienté, valué positivement et connexe; trouver un arbre 7' tel que son diametre
(6(T)) soit minimum.

Ce probléme, exprimé ainsi, est nouveau, nous avons trouvé dans la littérature un
probléme similaire en apparence mais finalement tres éloigné dans sa résolution. Ce
dernier probléme est appelé probleme de ’arbre couvrant géométrique de diametre
minimum (geometric Minimum Diameter Spanning Tree) qui consiste a construire un
arbre couvrant de diametre minimum sur un ensemble de points du plan Euclidien.
Ce probléme a été résolu par [HLCW91, IRW91] avec des algorithmes séquentiels
en O(n3). Le probleme de I’ACDM est une généralisation de ce dernier, car on peut
construire un graphe (complet) avec ’ensemble des points reliés deux a deux par
des arétes de poids égal a la distance Euclidienne.

3 Meéthode

Nous présentons d’abord une méthode de construction d'un ACDM dans le cas
d’un graphe valué uniquement avec des poids de 1, puis nous considérerons le cas
" plus général de poids entiers positifs. '
3.1 Un cas particulier

Si toutes les arétes sont de poids 1, alors pour construire un ACDM il suffit de
choisir parmi les Arbre de Plus Courts Chemins (APCC) celui de diamétre minimum.
Ce qu’exprime le lemme suivant:

Lemme 1 Si w(e) =1 pour tout e € U(G), minpegg) 6(T) = 6°.

Preuve : Considérons un ACDM T, et vy un centre de T™; Soit T un arbre
des plus courts chemins issus de vg ; nous avons alors la propriété suivante:

Vi€ X,dr(i,v) = dg(i,v0) < dr-(1,v)

Donc le diametre de T est inférieur ou égal au diamétre de T ce qui prouve le
lemme précédent. : a



Donc, pour construirc un ACDM, il suffit de choisir parmi les APCC celui dont
le diametre est minimum.

Remarque: Dans ces conditions, un nceud donnant un APCC de diameétre mi-
pimum est un des centres du graphe (mais attention tous les centres du graphe ne
donnent pas forcément des ACDM, car les arbres des plus courts chemins issus d’un
nceud n’ont pas tous le méme diameétre (a4 1 pres)).

Cette remarque nous donne ’algorithme simplifié suivant qui construit un ACDM
sur un graphe dont les poids des arétes sont tous égaux a 1.

Algorithme ACDM1
1. CALCULER L'ENSEMBLE C(G) DES CENTRES DU GRAPHE,

2. POUR CHAQUE CENTRE vg CALCULER LE DIAMETRE DE L'APCC/(vp)

3. LE CENTRE DONNANT LE MEILLEUR DIAMETRE DONNE L’ACDM.

Remarque: L’ACDM dans le cas ol les poids sont tous égaux a 1, a comme
diameétre 2p ou 2p — 1. Donc, dans la recherche du meilleur APCC(vg) on peut
s'arréter si la borne inférieure (2p — 1) est atteinte.

Une implémentation possible de cet algorithme passe par le calcul préalable
des plus courts chemins. Tarjan a proposé [Tar83] une implémentation qui permet
d’obtenir dans le cas présent une complexité temporelle en O(m+n), ensuite il faut,
pour chaque nceud, estimer le diamétre de 'APCC issu de ce nceud. Cette derniére
étape est aisément réalisable en O(n?).

3.2 Cas général

Nous ne considérerons que le cas ou les poids des arétes sont des entiers naturels
{non nuls), ceci est assez proche de la réalité des réseaux de communication car, si
I’on considére les poids des arétes comme étant des délais moyens de communication
point a point, la précision de la mesure n’est jamais infinie et donc on peut toujours
se ramener au cas ou les poids sont des entiers naturcls.

La difficulté du probléme de construction d’'un ACDM vient de la remarque
suivante:

Remarque: Lorsque lcs poids des arétes sont des entiers naturels quelconques,
il existe des graphes G tels que le diameétre d’'un ACDM est plus petit que le plus
petit des diametres des arbres des plus courts chemins (minye gy 6(T) > 67).

Cette remarque cst encore vraic si £(G) est I’ensemble de arbres de poids mini-
mum. Il nous suffit de considérer 'exemple de la figure 1: sur cet exemple, 'ACDM
n’'cst ni nn arbre des plus courts chemins ni un arbre de poids mintmum.

Pour construire un ACDM, une idée simple cst de transforiner le graphe G en
un graphe G’ valué uniquement avee des poids de 1. Construisons donc le graphe
G' = (X(G"),U(G")), a partir de G, de la facon suivante: transformons les arétes



— ACDM

@ : centre du graphe

Figure 1 : Exemple d'Arbre Couvrant de Diameétre Minimum; §(G) = 22, §* = 27.

e = (i.7) de poids p supérieur & 1 en p arétes de poids 1 et créons p — 1 nceuds de
sorte que le chemin de ¢ & j dans G’ ait une longueur p.

Nous obtenons alors un graphe sur lequel on peut appliquer 'algorithme ACDM1
précédant. Nous allons chercher a améliorer cette méthode en limitant le nombre de
nceuds générés (que nous appellerons neeuds fictifs par opposition aux nceuds réels
quc sont les nceuds de G).

Remarquons d’abord qu'il n’est pas nécessaire de calculer les diametres de tous
les APCC de tous les nceuds de G'. En effet, il nous suffit de calculer les diameétres
des APCC des nceuds de G’ vers les nceuds de G. De plus, le diamétre d’'un APCC
d'un neeud fictif d'une aréte (7, 7) est fonction uniquement des plus courts chemins
dans G a partir de 7 et de j. C’est pourquoi notre algorithme commencera par le
calcul de toutes les distances d(z, 7).

Pour limiter I'exploration des nceuds fictifs, nous pouvons éliminer les arétes les
moins intéressantes. A cette fin, nous devons borner le diameétre 6" d'un ACDM sur
G. La borne inférieure est évidente: le diamétre de I’TACDM est a fortiori au moins
égal au diametre du graphe.

Nous allons considérer comme borne supérieure le plus petit des diameétres des
arbres de plus court chemin (minre gy 6(T)).

Pour calculer cette borne, il nous faut calculer §(APCC(z)) pour tous les nceuds
z de G. L’algorithme suivant calcule cette valeur (ou une borne supéricure) pour z
donné en utilisant les d(z, k) et un tableau par(z, k) représentant la table de routage
de z. La table de routage par(z, k) donne le voisin de = par lequel on obtient un des
plus courts chemins pour aller de z vers k.



Algorithme DIAM-APCC(z)

1. SoiT K; ET K LES N®UDS LES PLUS ELOIGNES DE T
(TELS QUE d(z.ky) > d(z,k9)).
2. S1 par(z,k;) # par(z, k) ALORS 6(APCC(z)) = d(z, k1) + d(z, ko)
3. SINON SOIT y € X(G) TEL QUE par(z, ki) # par(z,y) ET TEL QUE d(z,y)

SOIT MAXIMUM. ,
SoIiT t € X(G) TEL QUE t = %ar(z, ki) = par(z, k).

(a) St d(z,ky)+ d(z,ke) — 2d(z,t) > d(r,k;) + d(z,y) ALORS
§(APCC(z)) < d(z, k1) + d(z, k2) — 2d(z,t) ET
8(APCC(t)) < 6(APCC(z)) STOPS.

(B) SINON d(z,k;) + d(z,k2) — 2d(z,t) < d(z,ki1) + d(z,y) ET
S(APCC(z)) = d(z, k1) + d(z. y).

“Dans ce cas, il n'est pas utile de calculer la valeur exacte de §{SPT(z)) car cet algorithme
est appliqué a tous les nceuds donc en particulier a ¢t qui est déja plus intéressant que z.

Remarque: L’application de cet algorithme sur le graphe de la figure 1 donne un
diameétre de 28 pour un APCC & partir du nceud A et cette valeur donne la borne
supérieure sur le diameétre de PACDM. D’autres exemples nous ont prouvé que les
centres du graphe ne sont pas forcément les noceuds donnant les meilleurs diameétres.

L’algorithme suivant construit un ACDM sur un graphe valué positivement.

Algorithme ACDMp

1. CALCULER LES DISTANCES d(Z,7) POUR TOUT COUPLE %,j DE NEUDS DE
G.

2. CALCULER LA BORNE SUPERIEURE: bornesup «— min,¢x §(APCC(z))
(Utiliser DIAM-APCC(z), pour tout z € X).

3. S<~U.

4. TANT QUE bornesup > 6(G) ET QU’IL EXISTE AU MOINS UNE ARETE e € S
(TELLE QUE e EST NON-ELIMINEE) :

(A) CALCULER EN CHAQUE N@UD FICTIF DE e LE DIAMETRE d DE
L’APCC DE CE N®UD VERS LES NGEUDS DE G.

(B) SI d < bornesup ALORS bornesup — d.
() S—Su{c}

LE N®UD x (REEL OU FICTIF) TEL QUE §(APCC(x)) = bornesup DONNE
UN ACDM.

[$4 1

Les arétes (2,7) que I'on peut “élimincr” de I'énumération sont celles vérifiant
les conditions suivantes:



-

e Si d(7,7) < w(t,7). En cffet, cela signifie qu’il existe un chemin de longueur
inféricure pour aller de 7 4 7 qui n’utilise pas cette arete.

Parmi celles qui n’ont pas été éliminées par cette méthode, calculons le rayon
de I'arbre obtenu pour un nceud fictif v de (z, 7) a la distance a de ¢:

p(T(a)) = mazie x(g) (minle + d(1,k); d(5, k) + d(2,7) — a))

On peut minorer cette expression, sachant que d(z,7) > a > 1:

P(T(a)) > 1+ mazee x(c) (min(d(i, k); d(5, k)))

De plus, sur un arbre ou les poids sont tous de 1, nous avons: (%] =p.
Donc, 'aréte (7, j) peut-étre éliminée dans le cas suivant:

e si 2maxgex () (Mmin(d(z, k);d(j,k))) + 1 >= bornesup.

Sur notre exemple, cet algorithme n’explore que les arétes (A,G) (pas d’amélio-
ration), {B,C) qui donne PACDM de la figure 1 et (C,E) qui donne un autre ACDM
(échange de aréte (B,F) par 'aréte (E,G)).

L’étape 1 de I'algorithme est en O(mnlog(y m/n)n) (21l pairs shortest paths voir
par exemple [Tar83]) et 'étape 2 est en O(n?). Enfin, 1'étape 4 consiste, dans le pire
des cas, pour toute aréte, a vérifier que 1’on ne peut ’éliminer de I’énuinération et

ensuite de réaliser cette énumération en calculant les diamétres des APCC(v) pour
tout neeud fictif v. En tout, O(mn(log(s4m/nyn + W)) unités de temps.

4 L’algorithme distribué

4.1 Hypotheéses

Nous supposerons assurées les hypothéses suivantes:

® Les communications sont asynchrones non bloquantes (Il est possible d utili-
ser un réseau de communication synchrone a condition de pouvoir exécuter
plusieurs processus par nceud).

e Chaque site dispose d’un tampon de réception des messages borné.

e Les liaisons sont bidirectionnelles - les messages peuvent se croiser sur une
ligne.

e Il n’y a ni perte, ni duplication, ni modification de message (fonctionnement
non byzantin).

o Les délais de transmission sont finis (mais non bornés).

e Si des messages arrivent simultanément, ils sont pris en compte séquentiel-
lement.

e Il n’y a pas de panne de site ni de ligne de communication. Cette hypothése
peut étre levée (ou tout du moins relachée) dans certains cas que 'on précisera
plus loin.



e Il n'y a pas de déséquenccment des messages — les messages ne peuvent se
doubler sur la ligne; c’est la discipline FIFO “First In, First Out” (on peut
toujours se ramener & cc cas par I’ajout d’estampilles, voir [Lam78]}).

e Les seules connaissances accessibles pour un nceud sont son identité et les
portes d'Entrée/Sortie (distinctes) qui meénent vers ses voisins (dans les algo-
rithmes qui suivent, par souci de lisibilité, nous ne ferons plus la distinction
entre identité de porte et identité de voisin).

e Toutes les identités des nceuds sonllt distinctes.
e Le graphe représentant le réseau des sites est connexe.

e Un sous-ensemble non vide de sites démarrent 'algorithme de fagon spontanée.
Les autres sites du réscau s'éveillent des la réception d’'un message.

4.2 Spécification

L’algorithme suivant construit, en environnement distribué, un ACDM sur le
graphe sous-jacent au réseau, les nceuds étant associés aux sites et les arétes aux
liens de communication. Le poids d’une aréte n’est initialement connue que par les
deux sites extrémités de 1’aréte.

[



Algorithme DISTRI-ACDMp
e CALCULER LES d(z,j) ET par(z.j) °.

POUR TOUT SITE ¢:

1. bornesup —DIAM-APCC(37).

2. RECHERCHE DU MINIMUM DES BORNES SUPERIEURES :

(A) SI bornesup > 2p(G) ALORS LE SITE 7 EST PASSIF®..

(B) S1 bornesup > &(G) ALORS LE SITE 1 ENVOIE bornesup VERS LE
LEADER.

(C) SINON (borne supérieure = borne inférieure) ALLER EN 4.

3. POUR TOUTES LES ARETE (z.j) TELLES QUE J > ¢: SI LARETE (2,7) N’EST
PAS ELIMINEE® FAIRE:

(A) CALCULER LE MEILLEUR d = §(APCC(z)) OU = EST UN NGEUD FICTIF
DE L'ARETE (4,7) (ce calcul nécessite la participation du site j).

(B) Si d < bornesup ALORS bornesup — d

4. ENVOI DE bornesup VERS LE LEADER.

e LE LEADER ATTEND DE RECEVOIR TOUS LES MESSAGES AVANT DE LANCER
LA TERMINAISON DE L'ALGORITHME.

“Divers algorithmes de construction s’offrent a nous, que ce soit d’un point de vue all-pairs-
shortest-paths ou tables de routage. Nous avons choisi d’utiliser [MS79] surtout parce qu'il
fournit une terminaison (chaque site sait, au bout d’'un temps fini, qu’il n’apprendra rien de plus
de ses voisins et donc peut lancer la suite de 'algorithme) et aussi parce qu'il est adaptatif. Nous
calculons, en méme temps que les tables de routage, §(G) et p(G) (modifications diffusées en
meéme ternps quc les chemins améliorants). A ce niveau de I'exécution de 'algorithme, ’ensemble
des identités des sites du réseau est connu de chaque site. Par conséquent, uniquement dans le
but de simplifier I'écriture de la suite de l'algorithmne, nous pouvons numéroter les sites, du plus
petit au plus grand, avec les nombres de 1 & n, 1 étant le leader. L’arborescence fournie par les
d(1, k) est utilisée commme arbre couvrant pour limiter le nombre de messages échangés, organiser
la recherche de la borne supérieure et décider de la terminaison de I'algorithme.

*Un nceud passif ne fera que transmettre les messages lui arrivant vers le leader.

“Conditions définies au paragraphe 3.2.

5 Analyse de ’algorithme

Nous allons analyser l'algorithme DISTRI-ACDMp du point de vue de la
quantité d'information échangée plutét que du point de vue du nombre de mes-
sages. La quantité d'information échangée est la sornme des nombres de bits des
messages ¢échangés. Les messages doivent (pour la plupart) comporter I'identité de
I'’émetteur ainsi qu'un poids. Nous noterons T la taille (en bits) d’un message ici
égale a O(logo W + log, n) ou W représente le poids maximum d'une aréte.

L’étape 1 de l'algorithme consiste en la construction des plus courts chemins.
Si 'on connajt une borne N sur le nombre de nceuds du réscau, cette étape, avec



I'algorithme de Merlin & Segall [MS79], est exécutée avec O(mn?T) bits échanggés.
L’étape 2 ne comporte qu'un calcul local a chaque site. L’étape 3 est équivalente a
la recherche de minimum sur un arbre de n nceuds et est donc en O(n) messages.
Dans 1’étape 4, l'algorithme effectue I'analyse de l'aréte (1, 7), 7 > ¢, en chaque site
1. Cette exploration nécessite les tables de routage de ¢ et de j. Suite a la demande
de 1, j envoie sa table de routage ainsi que les d(7, k) au site 7. Dans le pire des cas,
la quasi totalité des arétes est explorée. Finalement I’étape 4 provoque l'échange
de O(m) messages de O(nT) bits. L’étape 5 est équivalente a ’étape 4. Enfin, la
diffusion du mesage de terminaison par le leader ne représente qu’une diffusion en
Q(nT) bits pour que tous connaissent §* et le nceud (réel ou fictif) permettant sa
génération.

En tout, I'algorithme DISTRI-ACDMPp a la méme complexité que 'algorithme
de calcul des plus courts chemins: O(mn2T) bits échangés.

En cas de panne franche de ligne (ou modification de son poids ou encore de sup-
pression de cette ligne), la reconstruction de ’ACDM passe par la reconstruction des
tables de routages, or, I’algorithme de [MST79] est adaptatif donc résistant a ce type
de panne sans entrainer une reconstruction compléte. Dans le meilleur cas 'aréte
impliquée n’appartient pas a4 I'ACDM et est ignorée dans les conditions définies au
paragraphe 3.2, dans les autres cas, il faudra recommencer la construction a partir
de Pétape 1.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article une solution au probléme de 1'élaboration
d’une structure de controle efficace (i.e. un arbre couvrant de diameétre minimum)
sur un réseau de sites communiquant entre eux.

Les intéréts d’une telle construction sont multiples, elle offre, entre autres, une
structure minimale pour un routage efficace prenant en compte d’éventuels change-
ments de topologie du réseau (addition de liens ou sites) et peut étre adoptée comme
protocole de restructuration apres panne.

L’algorithme que nous avons présenté fournit une solution originale a un pro-
bléme re-formulé dans un cadre nouveau, il est basé sur des principes de calcul
distribué utilisant des messages asynchrones, de plus cet algorithme est adaptatif et
résistant aux pannes et a la méme complexité que l'algorithme de calcul des plus
courts chemins.

De nombreux problémes attenants sont en cours d’étude notamment la résolution
en distribué du probléme de 'ACDM de poids minimum qui est un probléme NP-
complet (c.f. [GI79]). '
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