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Filtering of a Reflected Diffusion Processes
with Jumps by a Poisson—type Marked
Point Process

Abstract: We consider a nonlinear filtering problem, where the signal is a
reflected diffusion process with jumps, and the observation is a Poisson-type
marked point process, whose stochastic intensity depends on the signal. We
get a generalized Zakai-type equation for the non-normalized conditional law
by using the reference probability method. We also deduce the equation for
the normalized conditional law.

At last, we get a asymptotically efficient approximate finit dimensional
filter in the special case where the signal is a continous positive reflected
diffusion in one dimension and the observation is a Poisson process with
large intensity.

Key-words: nonlinear filtering, reflected diffusion with jumps, marked
point process, approximate filter, stochastic differential calculus.
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1 Equations du filtrage

1.1 Position du probleme

On étudie un probleme de filtrage ou le signal est une diffusion réfléchie
a sauts et I'observation est un processus ponctuel marqué a valeurs entieres
de type Poisson.

Soit (2,G, P, Gy, Wy, s, > 0,z € Z) un espace de Wiener-Poissson com-
plet sur IR™ x Z. C’est a dire, (2,G, P) est un espace de probabilité complet,
(Gi,t > 0) est une filtration de G complete et continue a droite. (W, ¢ > 0) est
un processus de Wiener standard a valeurs dans IR™ sous (G, t > 0). (7, 2)
est un espace de marques muni d’une mesure v qui est o-finie. Un exemple ty-
pique pour Z est IR™ — {0}, ou 0 est le vecteur nul de IR™. (p,,t > 0,2 € Z)
est une mesure aléatoire de Poisson standard indépendante de (Wy, ¢t > 0).
Ce qui implique que p;, est une mesure aléatoire a valeurs entieres et pour
tout B € Z tel que v(B) < oo, p((0,t] x B) est un processus de Poisson
d’intensité v(B) sous (Q,G, P,G;, t > 0).

Soit B la tribu borélienne de IR*. Nous rappellons qu’une mesure aléatoire
. est dite a valeurs entieres si p(w, {t} x Z) < 1 pour tout w € Q et pour
tout A€ Bet B€ Z, u(A x B) est a valeure dans IV U {+oc}.

Soit D un ensemble ouvert de IR™. On suppose qu’il existe une fonction
q(z) € C*(IR™, IR) telle que |[Vg¢(x)| > 1 pour tout z € 9D et

D={zeR":q(z)<0}, dD={xeR™:q(z)=0}.

On note n; le vecteur unitaire normal a 9D en z, dirigé vers I'intérieur
de D. Soit v un champs des vecteurs sur un voisinage de dD tel que:

ve-n,>6>0, VxedD

Soient b € Cy(R* x D, R™), f € Co(IR* x D, R™ x R™), g € C(IR* x
D x Z,IR™) et h € Co(IR* x D x Z, IR").

On suppose qu’il existe une constante positive C' fixée telle que
|o(t, )| < C(1 + |z|) (1.1)
ft,2) <O (1.2

[ lg(t.a. ) (dz) < € (13)
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/Z Ih(t,z,2) — 1|*7(dz) < C (1.4)

r+g(t,x,z) €D (1.5)

pour tout t >0,z € Det z € Z.
On suppose de plus qu’il existe une constante positive C'(n) dépendant
de n telle que

bt 21) = bt 22) [+ (L) = F(t )| < C)lrn =] (1.6)
Jlott.a.2) =gl 2 2) [ (de) < Cm)fos = (1)

/Z \h(t, 21, 2) — h(t, z9,2)[*v(dz) < C(n)]zy — 2|? (1.8)

pour tout ¢t > 0, z1, 29 € D, z € Z et |z1|, |z2] < n avecn € IN. |- | désigne
respectivement la norme usuelle dans IR, IR™ et IR™ x IR™ selon le contexte.
Alors, on a le

Lemme 1.1 Sous les conditions (1.1)-(1.8), le systéme suivant

X = Xo+ f5 b(s, X;)ds + [§ f(5, Xs)dW, + @,
+ oy 9(s, Xo=, 2)(p(ds x dz) — h(s, Xs, 2)y(dz) x ds)
P, = [Ivx,d|®|, (1.9)
0|, = 5 Lix(s)eonyd|®s
Xo €D, ®y=0, X, €D Vit >0

ot ®; est continue et a variation bornée et |®|; est la variation totale de la
fonction ® sous [0,t], admet une solution unique (X, ;) forte.

Preuve Soit b(t,z) = b(t,z)— [, g(t, z, 2)(h(t,x, z)—1)y(dz), alors I’équation
de X; dans le systeme (1.9) devient:

t t t
Xo=Xo+ [ B, X)ds + [ J(s, X)aW, + [ [ gls, X, 2)dp,. + @
0 0 0 Z

D’apres [8], Il nous suffit de vérifier que % est borné uniformément et
b(t,z) est localement lipschitzien par rapport a @ pour que le systeme (1.9)

admette une solution unique forte. L’inégalité de Cauchy-Swartz donne:

it < Do)+ 5 ([ lott ) + [ e, 2) - 1102)
< 2C(1 4 |z|)



Filtrage d’une diffusion réfléchie a sauts 3

et
|Z(t,;c1) Z(t
< bt |+‘/ (t, 03, 2)(h(t, 21, 2) — h(t, 22, 2))y(dz)
U (.21, 2) = Dg(t, a1, 2) — glt,22,2))(d)
< |b(t, 1) — b(E, x2)]
\// l9(t, 22, 2)[2y(dz2) /|ht 21,2) — h(t, 24, 2)|2y(d2)
\// Ih(t, 21, 2) — 1[2y(d2) /|gt 21,2) — g(t, 22, 2) P (d2)
< [C(n)—l—ZM] P
pour tout ¢ > 0, z, 21,22 € D et |z, |z2] < n. 0

Remarque 1.2 La condition (1.5) nous garantit que X; reste toujours dans
D apres les sauts éventuels. Si ¢ = 0, on n’a pas besoin des conditions (1.4)
et (1.8). En effet, la fonction A n’intervient plus dans le systeme (1.9) et X
devient une diffusion réfléchie dans D. Dans ce cas, la condition sur D peut
étre beaucoup plus générale (voir par exemple [5], [7] et [13]).

Soit E = {(w,t): plw,{t} x Z) =1}. Si (w,t) € E, on note p;(w) le seul
point de E tel que p(w, {t} x {p:}) = 1, c’est a dire pu(w, {1} x dz) = 6,,(.)(dz)
ou 6 est la mesure de dirac sur Z. Et on pose par convention p;(w) = & si
(w,t) ¢ F ou k est un point extérieur a 7.

On définit la tribu naturelle de p par

F! =0c{p(]0,s] x B) : s <t,Be Z}.

Posons F; = FX\V F/.

Pour simplifier les écritures, on définit les mesures aléatoires i et @ par
fi(A x B) = (A x B) —/ / h(s, X,, 2)y(dz)ds
4JB

(A % B) = p(A x B) = m(A)y(B)
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ou A€ B, Be Z et m(A) est la mesure de Borel de A.

On note aussi:
di,, = f(dt x dz) = p(dt x dz) — dt x v(dz)
et
diie, = pi(dt x dz) = p(dt x dz) — h(t, Xy, z)dt x v(dz)
Soit
1-h(r, X, —,pr)

L? = H{Te(s,t],(w,r)EE}h(ry Xr—ypr)e X

pS — h(r,X,-,z) — 1)di
carf = [ 1% 2) - .|

D’apres la formule générale de ’exponentielle de Doléans, L7 est 'unique
solution forte de I’équation suivante:

t
Li=1+ [ L [ (h(r, X,- 2) = 1)d7,, (1.10)
s Z
ou 0 <s <4,
Notons que la condition (1.4) nous garantit que L: € L*(Q, P) et E(L?) =
1.
En effet, d’apres (1.10) et la définition de p, on a
_ /ot 2
Bupt < 2|1+ B ([ 1 [0 X0 - i)
s Z
_ /gt
< 249F </ (120 [ Ih(r, X,=,2) = 1P (dz) x dr)
s 4
ot
< 2420F (/ (Lj_)er)
t__
- 2+20/ E(L°_)%dr
d’on

E(L3)? < 2¢%00~) (1.11)
et L € L*(Q, P). Ce qui implique de plus

B (/:(Lf;_)?/z h(r, X, 2) — 1*7(d2) x dr) < C/:F(Lj;)er <o
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et B(L3) =1+ F (f} Lz f,(h(r, X,-,2) — 1)dfi,.) = 1.
On définit la mesure de probabilité P sur ({2, F.) telle que:

dP
dP

0

- 1
Fi

D’apres [2], u((0,t] x B) est un (F;, P) "processus de Poisson généralisé”
d’intensité [z h(t, X, z)v(dz), c’est a dire p((0,¢] x B) est un processus de
comptage et ((0,t] x B) est une (F;, P) martingale.

Notre but est de calculer ’espérance conditionnelle sous P de X; sachant

Fl.Onale

Lemme 1.3 1) Pour tout B € Z tel que v(B) < oo, i((0,t] x B) est une
martingale et (1(]0,t]x B) un processus de Poisson d’intensité [g h(t, X;, z)v(dz)
sous (Fy, P).

2) Pour tout t >0 et £ € LY(Q, F, P), on a LY € LY, F;, P) et

BlEIY) = G,

Remarque 1.4 Dans le cas général g # 0, il nous semble difficile de défi-
nir directement ’espace de probabilité P pour assurer une solution unique
(X:, 4, p1e,) pour le systeme (1.9) en demandant que fi;, soit une mesure mar-
tingale. Donc on est obligé de définir tout d’abord la probabilité de référence

P.

1.2 Equation de Zakai pour la loi conditionnelle non-
normalisée

Notons Z, = Z U {«} et étendons la fonction g sur IRT x D x Z, en
posant ¢(-,-,k) = 0, ou O représente le vecteur nul dans R™. h peut étre
prolongée sur IRY x D x Z, en posant h(-,-,x) = 1. On peut aussi étendre
v sur (Ze, Z.) et p sur (IRt x Z,) en donnant la valeur 0 au point x et sur
R* x {k}

Pour obtenir I’équation de type de Zakai pour la loi conditionnelle non-
normalisée, on donne tout d’abord le
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Lemme 1.5 Soit {U;,,t > 0} et {V;,,t > 0} des processus Fi—progressifs
tels que

//U2+V2 dz) X ds < 00, p.s.

— i _ t
U= [ [ Ve, Vo= [ [ Vdn,,
0 JZ 0 JZ

. 1
[U7 V]t :/ / Usz‘/szd,usz
0 JZ

On pose

On a, alors,

Preuve Il nous suffit de le vérifier pour U, et V;, des formes p,1(, 41{.eB)
ou 0 <r<s <t p, est F, mesurableet B € Z. O
Soit a(t,z) = ff*(t,z) et p € CHD).

On définit les opérateurs

1 & @299 e dy
Lepla 9 z:: (t2) Oz a;c]( )—I_;bi(t’x)axi(w)

Hep(x) = h(t, @, z)p(x + g(t,7,2))
Up(x) = h(t,z, 2)p(x + g(t, 7, 2)) — (@)
Vip(x) = h(t, @, 2)[p(z + g(t, 2, 2)) — (z) — Ve(z) 0 g(t, z, 2)]
Wip(x) = oz +g(s,2,2)) — (x) — h(s,z,2)Vo(x) e g(s, 2, 2)

ou e désigne le produit scalaire dans IR™.
On pose

Si(p) = E(e(X) LY/ FY), e () = E(p(Xi-) L~/ F-)

Théoréme 1.6 Sous les conditions du lemme 1.1, si p € C}(D) et Vi(z) e
v(z) =0 pour tout x € dD, alors,

1
i) = Eo(%@)Jr/O Ys(Lsp) d8+/ /E Usp)dTi,

—I—/Ot/ZZS(VSZLp)’y(dz) « ds (1.12)
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Preuve D’apres la formule d’It6, on a

©(X3)
— o(Xo)+ [ Ve(X,)edX,+ 3 Z / 5 X LXE X,

= o(Xo) +/Ot (Ly0) (X, ds—|—/t V(X)) f(s, X, )dW,

+ [ Mieom Ve(X) evddl + [ [ Ve(X.o) e (s Xom 2
+ Z {QQ(XS— + g(S7Xs—7ps)) - @(Xs—) - VS‘Q(XS—) d 9(57X5—7ps)}

0<s<t

mais

> (K- +9(5, Xo=.p) — ¢(Xo-) = Vio(X-) @ g(s, X, ps) }

0<s<t

/Ot /ZH{QP(XS— +9(5,X,-,2)) — (X)) — Vo(X,-) 0 g(s, X,-, 2) s,

[ oK+ 905, Xom2)) = (Xom) = Vgl Xor) 0 (5, Xim ) i

1ix,comy V(X)) e vy, =0

X)) = o(Xo)+ [ (o) (Xo)ds + [ To(X,) (s, X)W,
[ 1o(Xem 4 (s, X, 2)) — (Ko )V,

—I-//Wtz s)Y(dz) x ds

En utilisant la formule d’intégration par parties et le lemme 1.5, on ob-
tient:

o(X;)LY
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= (X0) + [ Edp(X0) + [ p(Xe)dE2 + [p(X), 17,
= p(Xo)+ [ AL (X)ds + /0 LV (X,) - f(5, X, )W,
[ ] B eXem (s, Xm, ) = 9(X0) i,
—|—//L0Wtz A(dz) x ds
+/ /LO (s, X,-,2) — 1)d,,
[ BTG, X 2) = 1K + g5, Xom,2)) — (Ko
= p(Xo)+ [ AL (X )ds + [ LITR(X,) - (s, X)W,
+ [ L0p)(X,)2(dz)  ds

+/Ot/ZL§_(usz99)(Xs—)dﬁsz

D’apres (1.11) et les conditions (1.2), (1.3) et (1.4), il est facile de voir
que

B ([ WSVl X)2 - (s, Xo)ds ) < o

</ / (L3-)*[(Uso0) (X)) (d2) ds) < .

On termine la preuve du théoreme en prenant E(-/F}') des deux membres
de cette égalité, en commutant I'espérance conditionnelle et 'intégrale de
Lebesgue et I'intégrale par rapport a la mesure v et en utilisant la proposition
suivante:

Proposition 1.7 Soit {U;,t > 0} et {V;.,t > 0} des processus Fy— progressifs

tels que
/gt
E ( / Ujds) < oo
0

E(/Ot/ZVsi’y(dz) xds) < o0,
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alors

F(/Ot/ZUSdWZ/F#> —0j=1,....m
B([ [ vetni) = [ | B0

Preuve Il est facile de voir que E(V,,/F}') = E(V,,/F") pour tout t > s > 0
car p est & accroissements indépendants sous (2, P).
Il nous suffit de démontrer que

15 (m /Ot USde) _0
B0 ) - | {01720

pour toute variable aléatoire 5; dans L?(Q2, /', P).
D’apres le Théoreme de représentation (voir par exemple, [2], page 239),
toute variable aléatoire ; F}' mesurable, de carré P-intégrable et P centrée

s’écrit sous la forme suivante:
t f——
ne = / / ps=dit
0o Jz

oll p;, est un processus (F;', P) prévisible et E [fg [ pizfy(dz)ds] < 0.

On note aussi que 77, est une (F/', P) martingale et que W; est indépendant
de F* sous P.

Et on termine la preuve de la proposition en remarquant que:

_ t , /gt t .
15 (m/ Usdwg) _F (/ [ poar. | Usdwg) _0
0 0 Jz 0
et que, d’apres la formule d’intégration par parties et le lemme 1.5:
_ t t t
(o] [in) = 5([ ot [ o)
0 Jz 0 Jz 0 Jz
[// pszdity // Vszdﬁs]
0Jz 0Jz t
t
(/ / psz‘ézdusz)
0 Jz

(I
=

I
=
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(/t/ ps:Vsay(dz) X ds)
(/ / ps (Viz /FE)y(dz) x ds)
(m/ / Vi | FL)da, )

Remarque 1.8 Pour 'instant, on n’a pas démontré 1'unicité de la solution
de I'équation (1.12). On peut penser, au vu des résultats connus, que celui-
ci est vrai (malgré la restriction sur @), mais il ne s’agit pas d’un résultat
élémentaire.

ol
=

I
=

O

1.3 Equation pour la loi conditionnelle normalisée

En utilisant I’équation de Zakai que 'on vient d’obtenir et la formule
d’Ito, on peut en déduire I’équation pour la loi conditionnelle normalisée.

On note
Ii(p) = E(e(X0)/F), Wi-(9) = E(e(Xi-)/Fi2)
on a, alors
IL(p) = giif; M- (p) = ;:Ef;

Si 'on pose
o (hie) = E(h(t, X, 2)/FL) = [ bt 2,2) - (da),

on a le

Théoreme 1.9 Sous les méme conditions du théoréme 1.6, on a

M(p) = Moo +/tns (Lo0) ds—l—/ot/ZHS(Vsch)’y(dz) x ds (1.13)
+/ / SZSO Ighsz()hSZ)Hs_(go) [d/’LSZ - Hs—(hsz)’}/(dZ) X dS]
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Preuve En prenant ¢ = 1 la fonction constante 1 dans I’équation de Zakai,
on obtient:

(W =14 [ [ St = D =1+ [ 5,-) [ (1L-(h) - ),

Par la formule d’1t6, on a

RIS /Ot E;}(l)/zﬂs—(hsz —Nda, + ¥ {AZ;l(l) + 222_3((11))}

0<s<t s

mais

AES(I) = ES‘(]') /E(h(37x7p3) - 1)Hs—(dx) = Es—(l)(Hs—(hsps) - 1)

on a donc
AE 1)) 2
_ A (1) _ (1))
> {A251(1)+ = }: 3 {231 1 T VA E]
0<s<t B 0<s<t ‘I’ T (1
_ II —( - sz)
- y-1(1) s } // | ..
= ol i
et

nol(1) = 1+/2 /( Eh) 1)dﬁsz
w o [ B )

On utilise la formule d’intégration par parties et le lemme 1.5 pour finir

la preuve du théoreme.

() = Sule)ui(1)
=1M@+/sz +/z ©) + [S(e), 27 (1),

= Tofi) + [ T /(s<@> )@%
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+/t Hs—(tp)/ [HS_(h”)S: P (a2) x as

‘|'/H SWdS+//H szwdﬂsz

—I—//H Vs.0)v(dz) X ds

[t (s - 1) doe

= (e —I—/H Sgads—l—//ﬂ Vs.0)v(dz) x ds

b [ Mttt %Qfmbﬂﬂmm—mxmww@xM

Remarque 1.10 Quand g = 0, II,-(H.¢) — I~ (hs:) ;- () devient la co-
variance conditionnelle de h et ¢ sous P a 'instant ¢™.

2 Un filtre approché dans un cas particulier

2.1 Position du probléme dans un cas particulier d’une
observation de grande intensité

On étudie ici notre probleme de filtrage dans un cas particulier. On pose
m=1,D = IR, 9D = {0}. On pose g = 0. On garde les hypotheses que b
et f sont lipchitziens. Ce qui implique que X; devient tout simplement une
diffusion réfléchie au point 0. On suppose en outre que Z se réduit a un seul
point {z} et que 7 est la mesure de Dirac sur Z. On note ’observation Y; en
enlevant l'indice z de py.,.

On peut maintenant définir directement la probabilité P. Plus précise-
ment on pose le probleme de la facon suivante. Soit (2, G, P, G;) un espace de
probabilité filtré habituel. (W;, ¢ > 0) est une mouvement brownien standard
sous (P, G;). Le signal X; est déterminé par le systeme suivant:

{Xfa%+£MXmm+ﬁﬂXAMQ+@

X, >0, [IX,dB(s)=0 VYt>0 (2.1)

L’observation Y; est un Processus de type Poisson sous (P,G;) d’intensité
M?l de saut éventuel égal a 1. Autrement dit, Y; est un Processus croissant
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a valeures entiers et M, =Y, — %fg h(X;)ds est une (P,G;) martingale et ¢
est un parametre dont la valeur est une constante positive.

On note que 'on observe de mieux en mieux X; quand € devient de plus
en plus petit. En effet, on trouve un phénomene de convergence.

2.2 L’analyse de la situation limite quand ¢ tend vers
0

Supposons tout d’abord
|h(z1) — h(z2)| < Ci|ar — :172|€ 0<6<I1. (2.2)
De plus, on sait que sous certaines conditions, on a
E|X; — X| < Cp/|t — ] (2.3)

On s’intéresse tout d’abord au comportement de la limite quand e tend
vers 0. Si h(z) est inversible, X; est observé exactement au sens suivant:

Proposition 2.1 Sous les conditions (2.2) et (2.3), €®(Yipa-s — Y;) lend
vers en loi h(X;) si € [0,1).

Pour vérifier cette proposition, on va utiliser le

Lemme 2.2 Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires suivant la
loi de Poisson de paramétre A\, avec lim A, = +o00. Alors % tend vers 1 en

lot.

Preuve Il suffit de voir la convergence des fonctions caractéristiques de f\‘—”
n

O

Preuve de la proposition 2.1 Comme la loi conditionnelle de Y}, 1-5 —
Y, sachant ft)_‘l’_é_ﬁ est une loi de Poisson de parametre tt+61_ﬁ h(X;)ds, il
nous suffit de vérifier la convergence de ce parametre d’apres le lemme 2.2.
Pour cela, on note que

1 pttet=P h(XS)dS

e Jt

t+el—P
: _ eﬁ—l/ h(X,)ds
) 1
el =P

= h(X,)+F / [h(Xops) — h(X:)]ds

0
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et
el—F el=8
b-1p / [h(Xops) — h(X,)]ds| < cleﬁ—lE/ Xeps — X,|?ds
0 0
el=8 el=F
. cleﬁ—l/ E(|Xess — X,|%)ds < cleﬁ—l/ (B Xps — X,|)'ds
0 0
el—=#8
< 010265_1/ stds = 010363(1 A,
0 1 +3
d’ol .
lim =1 / [h(Xots) — B(X,)]ds| = 0
e— 0

2.3 Un filtre approché en dimension finie

L’analyse de la situation limite quand € tend vers 0 nous motive pour
trouver des filtres suboptimaux quand e devient tres petit. Et l'efficacité du
filtre peut étre mesurée par la grandeur de la différence entre le signal et le
filtre par rapport a certaines puissances de e.

J. Picard a étudié un probleme de filtrage quand le signal X; et I'obser-
vation Y; sont des diffusions dans le cas de bruits faibles dans [10] et [11].
On note que l'observation €Y; donne la méme information que Y;. Et ses
bruits eM; sont faibles quand ¢ devient petit. Il se trouve qu’on peut utiliser
certaines idées analogues pour résoudre notre probleme. On trouve un filtre
approché en dimension finie NV; de X;.

En effet, le résultat principal est le suivant:

Théoréme 2.3 Soit h : IR" — IR™ une fonction croissante. On suppose de
plus qu’il existe des constantes positives ¢, ¢z, c3 et ca(T) telles que:

| h(z1) — h(z2) | = e |21 — 22| (2.4)
| b(a1) = b(z2) | < efar—a ) 0<y<1 (2.5)

| f(@)] < e (2.6)
OiggTE[ (X)) < e(T) (2.7)

pour tout x, x1, v2 > 0.
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On définit un filtre Ny de X; par le systeme suivant:

{ Ny = No+ J§ b(N,)ds + /e f3 K, [dY, — "Eelds] +V, (2.8)

No >0, Vo =0, V; est non-décroissante et fé NdVy=0 Vi> 0

ou K, > 0.
On pose Gy = X; — Ny, alors

t
E|Gy|? < ———|E|Go|*+ O
s Bl < exp (~ 5= ) BlG + 010
3K}

st €<

pour tout t € [0,T.

Preuve Pour simplifier les notations, on suppose que K est une constante
K.
D’apres (2.1) et (2.8), on a

t

G, = G0+/Ot(b(Xs) _B(N,))ds (h(X,) — h(N,))ds

£
NG
1
+ [ X)W, — VK M, + @, V,
0

d’ou, en utilisant la formule d’It6:
t t

G o= G2 GedGt+ [[d<X, X >+ ¥ [67- G —26G,-AG,
0 0 0<s<t

1 1
_ G3+2/0 Gs_dGer/O FAX)ds + 3 (AGL)?

0<s<t

. G§—|—/Otf2(Xs)ds+2/0thd<I>S —Q/OthdVS
_Z/Ot {Gs [% (h(X,) — h(N,)) — (b(X,) — b(Ns))] } ds

+2 /t Gy [F(X)AW, = VEKdM]} + ek Y (AY).
0 0<s<t
Comme

t
YAV = Y AV, =Yi= Mot - [ h(X.)ds,
€ JO

0<s<t 0<s<t
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t t t t
/ GstDS—/ G.dV, = —/ XstS—/ N.d®,
0 0 0 0

G = G2+/f2 J)ds + K? /h(Xs)ds
—2/ {Gs [— (h(X,) — h(N,)) — (b(X,) — b(NS))Hds

+z/ (G- [£(X,)dW, — VeKdM,]} + KM,

on obtient

—2/ X.dV, —2/ N.d®,.
0 0

On pose A; = fg X, dV, + _[g Nsyd®,. En prenant 'espérance de chaque

coté, on obtient:
t
E(GY) = B(G) +/ ds—|—K2/ E[h(X,)]ds — 2E(A,)

—2/0 E {Gs [% (h(X,) — h(N,)) — (b(X,) — b(Ns))] } ds

Notons que A; est non-décroissant car X;, Ny, > 0 et ®,,V, sont non-
décroissants. On note aussi que E(|G|'T7) < 14 E(G?). Soit dy = 2¢3+ 3 +
641(2 et dg = aL\;—CQ\/Q

En utilisant les hypotheses (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7), on a
/ot e [dE(GY) + d2 E(G})ds]
- /ot e {E[f*(X,)] + K*E[h(X,)]}ds
¢ ! das K
—2/0 e B {Gs [% (h(X,) — h(N,)) — (b(X,) — b(NS))] } ds
+/t dye®* B(G?)ds — 2/t e dE(A,)

< / d23(03—|—64[& ds—{—/dged?SE(GQ)d

-2 [ |26 - e
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¢ t e K —
< / ed23(2c2 + 3+ ey K*)ds —/ 2 l (1K — /) —dy| E(G?)ds
0 0 Ve

¢
~ 4 / d%°ds
0
d’oul on obtient:

t
B(GE) = e B(GE) + e [ e [dB(GE) + dyB(G2)ds]

0

13

< e_thE(Gg) —I—dle_dﬁ/ e®%ds
0

= RIE(GE) + (1 — %)

< e_thE(Gg) + —

ce qui nous permet de terminer la preuve du théoreme car dy > 0 et é =

O(y/€) quand e tend vers 0. O

Remarque 2.4 Il est évident que 1’on peut obtenir la méme majoration de
E|G¢|* pour t € [0, +o0[ si on remplace la condition (2.7) par

sup E[h(X})] < ¢4

£>0

ce qui peut étre satisfait, par exemple, sous la condition (2.2) et si X; est
une diffusion réfléchie dans un intervalle borné de IR, .

Remarque 2.5 On n’est pas capable pour l'instant d’obtenir un résultat
analogue pour E|X;— N;|? quand p > 2 car la méthode ci-dessus ne s’applique
plus. En effet, on a d’apres la formule d’1t6:

t ) nln — 1 t
G = |G0|p—|—p/ szgn(Gs—)|Gs—|p_1dGs—l—M/ |G P2 F3(X,)ds
0 2 0
+ Y |G| = |G- — p - sign(Gy-) |G- P2 AG,]

0<s<t

et on est obligé de majorer le dernier terme car il est trop difficile de le
calculer explicitement. Donc on ne peut pas obtenir une inégalité analogue
de dE(]|G,]?), ce qui nous empéche d’avoir un résultat analogue pour E(|G,|?).
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Remarque 2.6 Un probleme ouvert et intéressant est de trouver des filtres
plus efficaces en précisant un peu la valeur de K;. Mais il nous semble que
c’est assez délicat pour l'instant. En effet, les techniques que J. Picard a
utilisées pour trouver des filtres sub-optimaux dans son contexte demandent
souvent la manipulation de la dérivée de X; par rapport a sa valeur initialle
Xo. Mais il n’y a pas de résultat intéressant a ce sujet quand X; est une
diffusion réfléchie. Notons tout de méme que ’on peut trouver des résultats

de continuité de type holdérien dans [5].

Bibliographie

[1] A. Bensoussan, J.L. Lions: Contrdle impulsionnel et inéquations quasi-
variationelles, Dunod, Paris, 1982.

[2] P. Brémaud: Point processes and queues, martingale dynamics,
Springer-Verlag, 1981.

[3] P. Brémaud, J. Jacod: Processus Ponctuels et Martingales: Résultats
Récents sur la Modélisation et le Filtrage, Adv. Appl. Prob. 9 362-416,
1977.

[4] M. Chaleyat-Maurel, N. El Karoui, B. Marchal : Réflexion discontinue
et systemes stochastiques, Ann. Probab. 8 1049-1067, 1980.

[5] P. Dupuis, H. Ishii: On Lipschitz continuity of the solution mapping to
the Skorokhod problem, with applications 35 31-62, 1991.

[6] J. Jacod: Calcul stochastique et probleme de martingales, Lecture Notes
in Mathematics 714, Springer, Berlin Heidelberg New York, 1979.

[7] P.L. Lions, A.S. Sznitman: Stochastic differential equations for multi-
dimensional domain with reflecting boundary conditions, Comm. Pure

Appl. Math. 37 511-537, 1984.

[8] J.L. Menaldi, M. Robin : Reflected diffusion processes with jumps, Ann.
Probab. 13 319-341, 1985.

[9] E. Pardoux: Filtrage non linéaire et equations aux derivées partielles
stochastiques associées, Ecole d’été de Probabilités de Saint-Flour, 1989.



Filtrage d’une diffusion réfléchie a sauts 19

[10] J. Picard: Nonlinear filtering of one dimensional diffusions in the case
of a high signal-to-noise ratio, Siam J. Appl. Math. 46, 1098-1125, 1986.

[11] J. Picard: Asymptotic study of estimation problems with small obser-
vation noise, in Stochastic Modelling and Filtering, Lecture Notes in
Control and Info. Scie. 91, Springer 1987.

[12] P. Protter: Stochastic intergration and differential equation, a new ap-
proach, Springer-Verlag, 1990.

[13] Y. Saisho: Stochastic Differential Equations for Multi-dimensional Do-
main with Reflecting Boundary, Probab. Th. Rel. Fields 74 455-477,
1987.

[14] C. Stricker, M. Yor: Calcul stochastique dépendant d’un parametre, 7.
Wahrscleinlichkeitseheorie 45 109-134, 1978.



JINRIA

Unité derechercheINRIA Lorraine, Techndpole de Nancy-Brabois, Campus scientifique,
615 rue de Jardin Botanique, BP 101, 54600 VILLERS LES NANCY
Unité derechercheINRIA Rennes, IRISA, Campus universitaire de Beaulieu, 35042 RENNES Cedex
Unité derecherche INRIA Rhone-Alpes, 46 avenue Félix Vialet, 38031 GRENOBLE Cedex 1
Unité de recherche INRIA Rocquencourt, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex
Unité derecherche INRIA Sophia-Antipolis, 2004 route des Lucioles, BP 93, 06902 SOPHIA-ANTIPOLIS Cedex

Editeur
INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex (France)
ISSN 0249-6399



