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des algorithmes, i.e. anneaux synchrones ou asynchrones, uni- ou bidirection-
nels, mais aussi anneaux avec ou sans information structurelle (« sens général de
la direction », connaissances exacte ou approchée de la taille de I’anneau, etc.) :
tout types de connaissance 4 méme d’améliorer considérablement la complexité
en communication de bien des algorithmes distribués. Cette synthése tente de
montrer que presque tous les problémes fondamentaux se posant en algorith-
mique distribuée apparaissent déja clairement dans le simple cas de I’election
sur des anneaux, et ce, tout particuli¢rement en ce qui concerne les performances
des algorithmes distribués. Elle constitue également une tentative pour faire le
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des algorithmes d’élection.
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Complexity Analysis of Election Algorithms

Abstract: Electing a leader process by a distributed algorithm has received a
great deal of attention, both in the case when processes are distinguished by
unique identities (" named networks” or "id-based networks”) and the case when
processes are identical (”anonymous networks” or "nameless networks”). It has
also become quite clear that a very important role is played by those factors
which can be termed as Structural Information, ¢.e. a priori knowledge available
to the processes regarding the structure and characteristics of the system. Such
a knowledge can drastically reduce the communication complexity of several
distributed algorithms. In the present paper, we try and review some of the
classical and more recent solutions for both cases on a ring configuration, since
it is now clear that the basic issues already arise in networks with a ring-based
topology. Synthetizing and taking stock of the various methods at hand in the
worst/average-case analysis of distributed leader finding algorithms

Key-words: Distributed System, Distributed Algorithms, Leader Election,
Ring-Based Networks, Communication/Time Complexity, Worst/Average-case
Complexity Analysis, Optimal Algorithms, Named Networks, Anonymous Net-
works, Randomized Algorithms.
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1. Introduction

Un des paradigmes de I’informatique distribuée est de briser la symétrie des
processus en octroyant a 1’un d’entre eux un privilége. C’est le cas du probleme
général de 'exclusion mutuelle et c’est aussi le cas de I’ élection, ol un processus
unique est privilégié grace & un choix distribué de tous les processus coopérant au
sein d’un systeme distribué &. Ce processus une fois élu, il joue ensuite un role de
coordination et de contrfle dans le syst2me .

Le processus d’élection dans un syst¢me distribué  se caractérise par une
transformation de la configuration de J°. Dans une configuration initiale du syst¢me,
tous les processus actifs sont dans le m&me état (candidat), dans une configuration

finale, un seul processus est dans un état prédéterminé (é/u) et tous les autres dans
un état prédéterminé différent du précédent (battu).

Dans la synthese qui suit, nous ne considérerons que deux grandes catégories
d’anneaux correspondant a deux « hypothéses de symétrie » distinctes sur les proces-
sus :

L'anneau avec identités. Ce type d’anneau est défini par le modéie « standard » de

systeme distribué & : chaque processus de &’y est distingué par 'attribution d'une
identité unique, distincte des autres (¢f. § 2.1) et connue de lui seul.

L’anneau anonyme. On dit qu’un anneau est anonyme si les processus du systéme

distribué & y sont symétriques du point de vue de 1'exécution algorithmique, mais
ne possédent pas d’identités (distinctes) : ils sont alors indiscernables.

Le chapitre 3 est consacré 3 un exemple d’'analyse de complexité et
d’optimalité (en communication) d’un algorithme distribué d’élection sur un anneau
unidirectionnel asynchrone avec identités : I’élection consiste ici a briser la symétrie
par comparaisons d’identités. Le chapitre 4 propose deux analyses de complexité
d’algorithmes distribués d’élection sur des anneaux unidirectionnels anonymes ;
I'élection consiste ici encore 2 briser 1a symétrie, mais par comparaison d’entiers
tirés aléatoirement : les algorithmes sont alors probabilistes.

Dans ces exemples, nous nous sommes limités & 1’analyse de la complexité
en communication et en temps des algorithmes déterministes ou probabilistes, au
pire et en moyenne — selon les définitions de ces mesures. Toutes ces analyses
sont uniquement mathématiques et les algorithmes n’y sont présentés... que de ce
point de vue. '

2. Systéme distribué et algorithmes distribués
Ce chapitre se présente comme une introduction rapide et trés générale au

modele du systeme distribué et 2 la notion d’algorithme distribué ; il ne fait que
mettre ¢n place les hypothéses et propriétés nécessaires.
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2.1. Le modéle

Le modele standard de systéme distribué (ou réparti) & considéré dans la suite
est une structure logicielle et matérielle distribuée en un réseau point d point asyn-
chrone de processus séquentiels communicants. Les constituants du réseau
d’interconnexion sont les sites et le systéme de communication établi entre eux.
Cette structure est modélisée par un graphe connexe, simple et symétrique,

G = (P,L), ol Pest I'ensemble fini des sites de £ et L celui des lignes de commu-
nication de &% dans toute la suite, IP|=n et {L|=m. Chaque site posséde une
mémoire locale non partagée de capacité bormnée c, et au moins un processeur ;
I’échange d’information entre sites s’effectue uniquement par messages. Les autres
caracteres distinctifs d'un tel syst2me distribué asynchrone & sont I'absence de toute
mémoire partagée et d’' horloge globale et I'absence de toute variable ou état global
qui serait perceptible par les composants de A un « instant » donné. Les seules
classes d’événements pergus par un processus quelconque sont donc soit les événe-
ments produits par le processus Iui-mé&me de fagon « spontanée » (par exemple
I’envoi d’un message), soit des événements causés par d’autres processus (par
exemple la réception d’un ou plusieurs message €mis par un ou plusieurs autres pro-
cessus).

Par ailleurs, dans la premitre partie (§ 3), chaque site ou processus de &
posstéde un numéro d’identification unique, son identité. Soit I un ensemble non
vide quelconque, fini ou infini, les identités des processus sont tirées du sous-
ensemble D(I) des suites finies, non vides d’éléments distincts de I : I’ensemble des
identités dans & est ainsi muni d’un ordre total strict, et, dans ce modzle, les identi-
tés de tous les processus sont donc, par hypothése, bien distinctes. La situation oit
les processus, en tout ou partie, possédent des identités non distinctes — c’est-a-dire
de fait aucune identité — est abordée dans la seconde partie (§ 4) ; dans ce cas le
réseau est dit anonyme, les processus y sont identiques ou indiscernables.

2.2. Les algorithmes distribués

Un algorithme distribué A sur un syst2me distribué & n’est autre que la
caractérisation des transitions locales 2 réaliser séquentiellement par chaque processus
de & A laréception d’un message, ce processus étant dans un état déterminé. A peut
étre vu comme une collection de processus qui, par échange d’information, parti-
cipent 2 la réalisation d’un but commun tout en conservant leur autonomie. Chaque
processus peut alors &tre défini comme une suite d'événements, un ensemble fini
d’états et un ensemble fini de transitions atomiques entre événements ainsi schéma-
tisés : ; :

( éat; , (événement); > — ( élatj+] , (événement);; ] ),
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‘o (événement); est une ji®me gcrion atomique du processus. Un événement interne
produit seulement un changement d’état, un événement d’envoi provoque 1’envoi
d’un message asynchrone, et un événement de réception donne lieu 3 la fois a la
réception d’un message et & la mise 2 jour de 1I’état local selon les valeurs du mes-
sage. :

On ne peut donc considérer le concept d’algorithme distribué comme une
simple variante de celui d’algorithme séquentiel ; un algorithme distribué n’est pas
un algorithme séquentiel considéré dans un environnement distribué multiprocesseur.
Un algorithme distribué A est défini sur un systéme distribué &, lequel suppose des -
processus et des lignes de communication, un état local et une mémoire locale, etc.
A est ainsi d’emblée une construction ol la communication joue un réle central et
ou, par conséquent, la causalité entre événements, la connaissance locale, 1a connais-
sance commune et I’apprentissage des processus, etc. sont des notions a la fois fon-
damentales et absolument spécifiques a I’environnement distribué.

Depuis maintenent une quinzaine d’années [LeLann-77], le modele de systtme
distribué du § 2.1 et la notion d’algorithme distribué du § 2.2 sont presque unani-
mement utilisés dans la littérature spécialisée, & quelques variantes prés, qui sont
souvent congues pour les besoins des analyses de complexité : complexité en temps
dans un réseau asynchrone, complexité en moyenne, calculs de bornes inférieures,
etc. (¢f. [LAVAULT-90], [BODLAENDER-91}, etc.)

"~ 3. L’élection sur un anneau avec identités —
P’algorithme de Chang-Roberts

Le problRme de I'élection dans un systme distribué standard défini comme au
chapitre 2.1 est considéré, au méme titre que celui de I’exclusion mutuelle, comme
I'un des paradigmes de I'informatique distribuée. Depuis la fin des années 70, de trés
nombreux protocoles d’élection ont &té congus en utilisant divers modeles de sys-
t2mes distribués et dans des topologies d’anneaux avec identités (non anonymes) trés
diverses, I’anneau unidirectionnel ou bidirectionnel avec ou sans le sens de la direc-
tion, synchrone ou asynchrone, etc.

Etant donné un ensemble I quelconque, on définit le sous-ensemble D(I)
comme dans le modele du § 2.1. On suppose, pour simplifier les notations des algo-
rithmes et leur analyse, que les n processus sont numérotés de 1 2 n sur ’anneau,
c’est-a-dire Py, P, ..., Pp, dans le sens des aiguille d’'une montre. 11 s’agit 1a
d’une simple commodité : cette numérotation reste, bien siir, inconnue des proces-
sus et, a priori, absolument sans rapport avec leurs identités.
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Définition 1 Soit I un ensemble quelconque d’indices. Dn(I) est le sous-
ensemble fini des suites (ou mots) s non vides d’ éléments distincts de I de longueur
n:DpD={se D)/ |s| =n}, o2 |s| est la longueur de s.

On dit qu'un anneau est étiqueté par s = (idy idy --- idn) € Du(I) si, et
seulement si, pour tout i € [n}, le processus P; a pour identité id;.

Jusqu’a présent, 1'algorithme de Chang et Roberts de 1979 [CHANG,
ROBERTS-79] reste 2 1a fois le plus simple et le plus performant (en nombre moyen
de messages) des algorithmes distribués d’élection sur un anneau unidirectionnel
asynchrone ; non seulement il est en moyenne optimal en nombre de messages, a
savoir en G(n Ign), mais il opere de manitre remarquablement efficace et fiable en
moyenne : ¢’est sans aucun doute I’algorithme « a utiliser » pour effectuer une élec-
tion sur un anneau.

L’algorithme d’élection de Chang-Roberts est trés faciles a analyser dans le
pire des cas, aucun outillage mathématique particulier n’est vraiment nécessaire.
Pour I’analyse en moyenne, il suffit, comme bien souvent, d'utiliser des résultats de
la combinatoire des permutations et des arguments probabilistes ; ces résultats res-
tent cependant trés simples ici. En effet, une configuration quelconque de n proces-
sus sur un anneau n’est rien d’autre qu’une certaine permutation de leurs n identités
prises dans D,(I), selon la définition 1, c’est-a-dire une permutation dans &,
L’algorithme réalise en fait un calcul d’extremum qui, comme beaucoup
d’algorithmes distribués d’élection sur des anneaux, utilise le principe de 'extinction
sélective. Plus difficile, car plus technique, est la démonstration d’optimalité de
1’algorithme de Chang-Roberts, en particulier le calcul de la borne inférieure du

nombre moyen de messages de la classe ( ) des algorithmes distribués d'élection par
calcul d’extremum sur des anneaux asynchrones unidirectionnels.

3.1. Hypothéses fondamentales

L’algorithme élit ici le processus d’identité maximale et non celui d’identité
minimale sur 1'anneau. Si ce choix n’a bien siir aucune influence sur la complexité
en message elle-méme, il n’influe pas non plus sur la taille maximale des messages,
puisque celle-ci reste dans les deux cas en O(lgid*), ol id* est I'identité maximale
des n processus : au moins un message contenant 1'identité maximale doit de toute
fagon étre envoyé une fois pour toute exécution de I’algorithme. En revanche, la
complexité moyenne en bits de 1’algorithme qui élit le processus d’identité minimale
est légérement meilleure — 3 une constante prés (cf. la remarque 1 en fin de cha-
pitre),

() Une permutation 0 ={0; 0, ..- G,) d'un ensemble fini E, |E | = n, est une bijection

de E dans lui-méme. Pour simplifier, I'ensemble des permutations de E est noté &, le
groupe syméltrique de E a n! €léments
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Les hypotheses fondamentales sur 1’anneau et sur les processus sont celles du
§.1.2. Le réseau en anneau considéré est unidirectionnel et les processus n'ont
aucune connaissance globale, ni le sens général de la direction, ni la taille n de
I’anneau, ni méme I’identit€ de chacun de leurs deux voisins.

Du point de vue de I’analyse de la complexité de 1’algorithme, on sait que
I’anneau étant unidirectionnel et les transmissions le long des lignes de communica-
tion de type « FIFO », le nombre de messages échangés ne dépend pas des délais
relatifs de transmission. On peut donc faire une derniére hypothése : les n processus
sont supposés actifs conjointement sur I’anneau au temps ¢ = 1 et les délais de
transmission des messages le long des liens de I’anneau d’une «unité de temps ». Si
un nombre a < n de processus deviennent actifs, éventuellement chacun 2 un
moment différent, la complexit¢ moyenne en messages de I’algorithme de Chang-
Roberts est strictement inférieure, A savoir: nH, + O(n), ol H, est le gitme

nombre harmonique (a entier) @, L’hypothése de a = n processus actifs conjointe-
ment et spontanément est donc logique et habituelle dans I’analyse des algorithmes
distribués, en particulier en moyenne.

3.2. Présentation de [I’algorithme
L’algorithme se déroule en trois étapés.

() la détermination du processus d’identité maximale et I'arrét des autres
candidatures par extinction sélective : chaque processus P; (1 <i< n) envoie un
message contenant sa propre identité, (id;) (id; élément de s € Dp(I)), dans la méme
direction sur I'anneau. Tout message {id;) est « éteint » par le premier processus Pj
rencontré sur 1’anneau possédant une identité idj telle que idj > id;. Ainsi, tous les
messages {id;) sont éteints le long de I'anneau durant leur transit, 4 'exception du
message qui contient I’identité maximale, notée id* dans 1’étiquetage s = (id id3 ---
idy) € D).

(if) la fin de I' élection : le processus élu s’identifie lui-méme comme tel, il
est I'unique processus qui finit par recevoir comme message sa propre identité, (id*).
Seul le processus d’identité maximale est dans ce cas puisque les messages des autres
processus sont tous éteints sur ’anneau avant d’atteindre leur processus d’origine, ou
initiateur.

n f

@ OnnoteH, = Zi 1/i Ie ni¥M€ nombre harmonique, dont le développement asymptotique
=

estH, =Inn + y + 1/2n — 1/1222 + O(n™*) (n — o), olt 7 est la constante d'Euler :

y=0,577... Par ailleurs, dans toute la suite, In représente le logarithme népérien et Ig le
logarithme en base deux : 1gn = logz(n).
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(iii) I'annonce de I’ élection, ou « inauguration » : 1l reste alors au processus
ainsi élu A envoyer n — 1 messages de fin de reconnaissance avec son identité,
(fin,id*), aux n — 1 autres processus pour terminer correctement 1’élection ; tout
processus sur 1’anneau doit en effet connaitre I'élu 2 la fin du processus d’€lection.
Les processus entrent alors dans 1'état passif et le systéme devient quiescent.

Exemple La figure 1 ci-dessous représente une €lection sur un anneau unidi-
rectionnel avec Dy(I) = &({n]) = ©,, ot n = 5 ; I'anneau est tiqueté par une per-

mutation de [5]: 6=(34125).

Figure 1. Election sur un anneau unidirectionnel (Chang-Roberts)

On peut trouver dans [RAYNAL-8S, p. 30], par exemple, la spécification et 1a
preuve de 'algorithme de Chang-Roberts,

3.3. Analyse de [l’algorithme

Théoréme 1 Soit Dp(I) un sous-ensemble d'identités des processus d’'un an-
neau unidirectionnel asynchrone de taille n. L’ algorithme de Chang-Roberts résout le

probléme de I’ élection sur I anneau en wtilisant %,,2 + O(n) messages dans le pire
des cas et nH, = nlnn+ O(n) =0,69... nlgn + O(n) messages en moyenne, la

taille des messages étant O(lgn). Il est optimal en moyenne dans la classe (&). La
complexité en temps de I’ algorithme est d' au moins 2n — 1 dans le pire des cas.

Démonstration. Nous démontrons le théoréme 1 dans I'ordre suivant : complexité
en messages de I'algorithme dans le pire des cas, en moyenne, optimalité en mes-
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sages en moyenne dans ( §), comportement de 1’algorithme et enfin complexité en
temps.

3.3.1. Complexité en messages de I’ algorithme dans le pire des cas

La configuration extrémale la moins favorable du point de vue du nombre de
messages transmis est celle ol les identités des processus constituent une permu-
tation ¢ € D,(I) dont les éléments sont décroissants dans le sens de la direction sur
I'anneau, A savoir ¢ = (id, idp—) -+ id2 id1), o0 id; > idj~1 (1<i<n).llya
alors un message {id1), deux messages {ids), ..., n messages {id,) envoyés pour
I’élection, et n — 1 messages (fin,id*) qui « inaugurent » le processus élu d’identité
idy = id* = :nasnx{idi].

<

Dans le pire des cas, le nombre de messages utilisés par 1’algorithme est exactement

S s o= At

+ n-1
i=1 2

et la complexité en messages au pire de 1'algorithme est donc o

5n2 4 0(n) = O(n2). .

Remarque Jusqu’en 1993, I'algorithme d’€lection le plus performant dans le
pire des cas sur un anneau unidirectionnel asynchrone est resté celui proposé par
Dany Dolev, Mike Klawe et Michael Rodeh en 1982 [DOLEV,KLAWE,RODEH-82]
dont la complexité aun pire est 1,356... n lgn. Ce majorant (= 1,956 n Inn mes-
sages) est resté la meilleure complexité connue pendant plus de dix ans, mais en
1993, Lisa Higham et T. Przytycka [HIGHAM ,PRZYTYCKA-93] ont amélioré
I’algorithme précédent et obtenu un majorant de 1,271... n lgn (= 1,833 n Inn)
messages.

3.3.2. Complexité en messages de I' algorithme en moyenne

La démonstration qui suit est essentiellement probabiliste et permet le calcul
de la variance du nombre de messages qui sert ensuite au § 3.3.4. C’est une variante
« développée » de la démonstration originale de [CHANG, ROBERTS-79] et de
{(ROTEM,KORACH,SANTORO-87] (voir aussi [LAVAULT-87], [TEL-94], etc).

Un anneau unidirectionnel étant étiqueté par une permutation 6 € D,(I),
supposons que les identités des processus y sont ordonnées en sorte que les n! per-
mutations d’identités soient équiprobables. 11 s’agit de calculer le nombre moyen de
liens parcourus sur I’anneau avant leur extinction par les messages envoyés au cours
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de I’algorithme dans le sens des aiguilles d’une montre. Considérons a < n processus
actifs. Puisque les identités des processus sont ordonnées de manigre équiprobable
sur I’anneau, le message envoyé par un processus actif possédant la ji¢me plus
grande identité parcourt en moyenne njj liens sur I’anneau avant d’étre éteint par un
processus d’identité supérieure. Par conséquent, avec a processus actifs, I'élection est
réalisée en utilisant un nombre moyen de messages exactement égal 2

a

Y nlj = nH,.

J=1

Si tous les processus sont actifs (a = n), I’élection est réalisée en utilisant un
nombre moyen de messages exactement égal & nH .

En ajoutant les n — 1 messages d’inauguration, la complexité moyenne en
messages de 1’algorithme de Chang-Roberts est donc

nHy+n—1=nlnn+ 0(n)=0,69... nlgn+ O(n)=6(nlgn). =

Ce calcul suffirait — et suffit — pour évaluer cette complexité. Mais, nous

devons aller un peu plus loin pour calculer la variance du nombre de messages.
]

Notons M, la variable aléatoire représentant le nombre total de messages
transmis par 1’algorithme de Chang-Roberts sur un anneau de taille n, et E(M,;]
I’espérance de cette variable aléatoire, i.e. le nombre moyen de messages transmis.

Le parcours d’un message envoyé le long des liens d'un anneau unidirection-
nel par le processus possédant la i#™e plus petite identité (P;), peut étre modélisé par
le tirage aléatoire sans remise de n — 1 boules contenues dans une urne. Celle-ci con-
tient n — i boules noires et i — 1 boules blanches et, dés qu’une boule noire a été
tirée, 1'expérience prend fin, Pour 1 <i < n — 1, le nombre de tirages aléatoires
effectués avant de sortir une boule noire est une variable aléatoire T; qui suit une loi

hypergéométrique négative, d'espérance E(T;] = n—_—h (voir [JOHNSON,

KOTZ-77, p. 84-85)). T; n’est pas définie pour i>n— 1 et, pour touti € [n— 1],
E[T;] correspond au nombre de liens parcourus en moyenne sur 1’anneau par le mes-
sage d’initiateur P; avant son extinction par un processus d’identité supérieure. Pour
i > n -1, la contribution 2 la moyenne du message d’identité maximale est de n
liens. On retrouve ainsi, sous une forme plus générale, le nombre moyen de mes-
sages échangés par 1’algorithme :

n

n—1
1
E(Mg = ) ET) + n=n) ———7 = nH,
=1 i=1 "

De surcroit, les v.a. T; (1 €i £ n— 1) sont indépendantes et de méme loi
hypergéométrique négative : leur variance a pour expression
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(- (-1
(n-i+ D -i+2)°

var(T) =nx

Comme les n messages envoyés par le processus d’identité maximale ne contribuent
pas 4 la variance de My, on a par conséquent,

n-1.

i (= 1)(n-10)
var(Mn) = "x; n-i+ D2n—i+2) M

_Enfin, au pire comme en moyenne, la taille maximale d’un message est en
O(lgid*), ot id* est I'identité maximale des processus, i.e. en O(lgn) si I'on con-
vient que les identités sont dans [a). La complexité moyenne en bits est donc en

O(n lgn 1gid*). .

3.3.3. Optimalité en moyenne de I' algorithme

La démonstration d’optimalité ci-dessous utilise des résultats simples de
combinatoire des permutations dans la trame de la démonstration de [PACHL,
KORACH,ROTEM-84] pour les anneaux bidirectionnels (voir aussi [BODLAENDER-
91] et [TEL-94] ott I’optimalité en messages est démontrée dans un cadre plus géné-
ral).

Les hypotheses fondamentales sont celles du § 3.1 : on considére des anneaux
unidirectionnels dont la taille n est inconnue des processus. Notons que, les an-
neaux étant asynchrone, la connaissance de n n’a, de toute fagon, aucune influence
sur I’optimalité en moyenne de 1’algorithme. Sans perte de généralité, on suppose de
plus que I’ensemble I des identités (distinctes) est fini et que |7 | = n. Nous allons
montrer que nH,, représente une borne inférieure de la complexité moyenne en mes-
sages pour tout algorithme d’élection d’extremum sur un anneau unidirectionnel
asynchrone, i.e. de la classe (§). Soit A un algorithme de la classe (%), on note
Ca(l) le nombre total de messages échangés par A sur les anneaux étiquetés par les

suites o€ I, et Ca() la complexité moyenne en messages de A sur tous les an-
neaux étiquetés par des identités de 1.

Soit donc un anneau unidirectionnel étiqueté par s = {idy id --- idp) € I,
c’est-a-dire par une permutation de I: 0=(0] - op) € ©U) = ©p, 0t 0;€ I
(1 <i<n). 1l existe n! permutation dans &, mais seulement (n - 1)! maniéres

distinctes d’étiqueter un anneau de taille n avec les o; (1 £i < n) ; tout étiquetage
d’un anneau de taille n correspond en effet & une permutation circulaire de 1.
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Définition 2 Un n-cycle yde I est une permutation dont les éléments

mobiles, en nombre n, sont de la forme a, Ka), )Z(a), P N (F@) = a), o
ae I

On note €)= €, c ®, I'ensemble de toutes les permutations
circulaires de I, ¢’ est-d-dire les n-cyclesde I : |€,| = (n - 1)!

Un anneau étiqueté par une permutation ¢ = (0] --- Gp) de I est appelé un
G-anneau. Si T est une permutation circulaire de o, tout T-anneau est évidemment
encore « le méme anneau » que le o-anneau initial. Dans la svite, la notion de
préfixe d’ une permutation est utilisée dans son sens habituel : soient o et 7 deux
permutations de &, 7 est un préfixe de o s’il existe une permutation 7 telle que
ERY S

Selon les hypotheses faites précédemment, le nombre de messages échangés
par A ne dépend pas des délais relatifs de transmission : les n processus sont suppo-
sés actifs simultanément au temps ¢ = 1 — ce cas correspond au maximum de mes-
sages échangés, ce qui répond bien aux besoins du calcul d’une borne inférieure —
et les délais de transmission des messages le long des liens de I’anneau sont, par
hypothése, d’une unité de temps. L’envoi ou non d’un message au temps ¢ par un
processus P; ne dépend par conséquent que de sa propre identité et de celle des ¢ — 1
processus qui le précédent sur I’anneau, i.e. des processus situés ad distance au plus t
de P;.

Théordme 2  Pour tout algorithme A d'élection par calcul d’extremum sur un
anneau unidirectionnel (classe ( 5’ )), et pour tout ensemble I de n identités,

Ca) 2nHp,

Démonstration. Soit A un algorithme quelconque de la classe ( §). Pour calculer
une borne inférieure de CA(I) , il fauot faire I’hypotheése que les (n — 1)! anneaux
possibles étiquetés par des permutations de @, sont équiprobables. La moyenne sur
C4(D) est alors calculée sur ’ensemble des permutations circulaires des identités.

Soit donc C4(Z) le nombre total de messages envoyés par A sur un anneau, pour
1<t<n-1 fixé. '

Call) 2 z | (préfixes mde ye €, tels que Il =1} |
©€,
x | {(maxima de gauche a droite dans 7} | .

Or, pour  fixé, | (préfixes mde ye € telsquelm=1)| =n,
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donc, CaD 2 n Y, | {maxima de gauche A droite dans 7} | .
r €,

Par ailleurs, y=(a, Ha), f(a). L _l(a)) (¢f. définition 2), et le nombre
moyen de maxima de gauche 2 droite dans la permutation ye €, est, comme on le

sait, le ni¥Me nombre harmonique H,. Par conséquent, en effectuant la moyenne sur
les (n — 1)! permutations circulaires de /,

Calh) 2 Gflmxnﬂn | €al.

Cal) 2nHp -

et donc (VAdans (§)) Ca(h 2 nH,. .

Théoréme 3  Si I'ensemble I posséde n éléments, min Cao(I) = nH,, ou le
A

minimum est pris sur tous les algorithmes A de la classe ( &).

Démonstration. D’apres le théordme précédent, min Ca() 2 nH, ; comme il
A

existe un algorithme A, (Chang-Roberts) de la classe (&) qui atteint cette borne :
CAO(’) = nH\, (inauguration non comprise), le théoréme est démontré. n

La complexité en messages de I'algorithme de Chang-Roberts étant en
moyenne nH, + O(n), I'algorithme est donc bien en moyenne optimal dans (&) en
nombre de messages, en O(n Ign).

3.3.4. Comportement de I algorithme

Déterminons maintenant la probabilité pour I’algorithme de Chang-Roberts
de s’€loigner de sa valeur moyenne optimale lorsque n croit, c’est-a-dire la probabi-
lit€ de « larges déviations » pour I’algorithme. Avec les mémes notations que ci-
dessus, on a la

Proposition 1 Lorsque n — , pour tout €> 0,

lim Pr(M, <(1+6E[M,]}=1
n—ee
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Démonstration. Voici deux démonstrations de la proposition 1 qui illustrent bien la
différence de vitesse de la convergence en probabilit€ selon les outils probabilistes
utilisés : I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev d’abord, puis celle de Tchernov
ensuite.

i) Premiére inégalité (Bienaymé-Tchebychev)

D’aprés 1a valeur de var(M,) (formule (1) du § 3.3.2),

n-1

_ (i=1(n-1i)
Vaf(Mn) = nx; ('l"‘i'*' ])z(n—i+2) !

n . 2
var(M,,):nxz(J——u'("—_‘D- < nx z

= jZ(I'__ 1) ) G+ 1)2 »
donc var(Mp) < nx 9, nf2 = n(a2/6 - 5/4) < n®xn2/6.
Jj23

Considérons I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv :

n2xn2/6

Pr[Mn - E[Mn] 20 E[Mn]} < Vaf(Mn)/ﬁ'E[Mn]z < yE[Mn]2 ’

soit (V5 > 0) Pr(Mp2(1+HEMy]) < aﬂiff—z : @

Le membre de droite de I'inéquation étant en O((Inn)~2) lorsque n — oo,
pour tout §> 0, le nombre total de messages M, transmis par I’algorithme de
Chang-Roberts vérifie donc la relation

PriMp,< (1 +6nlnn} > 1- 0((lnn)'2),
et lim Pr{iM, < (1 + §E[M,]}=1. .
n—oo »
ii) Seconde inégalité (Tchemov)
L’inégalité de Tchemov donne

(Ve> 0) Pr{Mp =(1+&)u) < exp(-e2u/3).
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Soit (Ve> 0) Pr{M,=(1+e)u) < exp(-&2ninn/3). 3)

Le membre de droite de I'inéquation étant en 0(exp(—n lnn)) lorsque
n — oo, pour tout € > 0, le nombre total de messages M, transmis par
I’algorithme de Chang-Roberts vérifie donc Ia relation

PriMp,<(l+¢&ninn) > 1 - O(exp(—n lnn)),

et lim Pr{M, < (1 + &E[M,]} = 1. »
n—oo

Bien que les deux démonstration conduisent au méme résultat du point de vue
de la convergence en probabilité, il est clair que 1a vitesse de convergence obtenue
par P’inégalité (3) (Tchernov) utilisée en {i) est sans commune mesure avec

I'inégalité (2) en i) : en O(exp(—n lnn)) d’une part, en 0((lnn)‘2) de 'autre.

Ces résultats sont réellement significatifs du comportement en moyenne de
I’algorithme de Chang-Roberts et prennent toute leur valeur par comparaison aux
meilleurs algorithmes d’élection de la classe ( §) dans le pire des cas, ¢’est-a-dire aux
majorants de [DOLEV,KLAWE,RODEH-82) et [HIGHAM,PRZYTYCKA-93] : 1,956 n
Inn et 1,833 n Inn, respectivement (cf. remarque du § 3.3.1).

Autrement dit, on peut établir 2 partir de 1'inégalité€ (3) (Tchemov) que la
probabilité que I'algorithme de Chang-Roberts ne dépasse pas 1,956 n Inn est supé-
rieure 4 0,81 sur des anneaux a 4 processus, 4 0,95 pourn=6et20,99 pourn=8
— on atteint 0,999 pour seulement n = 10. En revanche, le méme calcul effectué
avec I’inégalité (2) (Bienaymé-Tchebychev) nécessite des anneaux 2 500 processus
pour atteindre une probabilité supérieure 2 0,95... et n = 107 pour 0,99. Les mémes
calculs effectués pour le meilleur majorant actuel, 1,833 n Inn, donnent des résultat
concordants : avec I'inégalité de Tchernov, la probabilité que 1’algorithme de Chang-
Roberts ne dépasse pas 1,833 n Inn est supérieure 2 0,95 sur des anneaux a 7 proces-
sus et 4 0,99 pour n = 10 — on atteint 0,999 pour seulement n = 12 —, tandis que
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev nécessite des anneaux a 1000 processus pour
une probabilité supérieure 2 095... etn = 107 pour 0,99.

L’algorithme de Chang-Roberts a donc un comportement de trés loin supé-
rieur aux estimations indiquées habituellement par les auteurs & partir de 1’inégalité
de Tchebychev.

En résumé, la convergence en probabilité du nombre de messages de
I’algorithme de Chang-Roberts vers sa valeur moyenne est trés rapide et, en
moyenne, cet algorithme est remarquablement performant. Cette vitesse de conver-
gence ne peut cependant pas étre constatée si I’on utilise des inégalités trop
« faibles », comme celles de Tchebychev et Bienaymé-Tchebychev. La différence
d’efficacité constatée ici entre outils probabilistes est particulierement bien mise en
évidence par les quelques valeurs consignées ci-dessus qui, en un sens, sont moins
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significatives du comportement de I’algorithme lui-méme que du trés grand écart de
puissance entre les inégalités utilisées.

3.3.5. Complexité en temps de I’ algorithme

Le « temps idéal » d’exécution de 1’algorithme, T(n), vaut 21 — 1 si tous les
processus s’activent en méme temps. En revanche, si un seul processus déclenche
I’algorithme en passant seul dans I'état actif et qu’il s’agit du voisin « de droite » du
processus d’identité maximale, nous sommes dans le pire des cas et

Tmax(m) = =D +n+(n=1) = 3n-2 = O(n). .

Remarques

1. Dans 1'algorithme de Chang-Roberts, le nombre moyen de « grands »
messages est évidemment inférieur lorsqu’on élit le processus d’identité minimale.
Dans les algorithmes de ce type, un message contient généralement une valeur
d’identité de processus sur I’anneau considéré. Sans hypothese de synchronicité, le
nombre total de bits échangés est donc au moins égal au produit du nombre minimal
de messages transmis C,;,(n) = Q(n Ign) par Q(lgids), ol id« est 'identité mini-
male sur ’anneau, soit en Q(n Ign lgids).

2. Notons que le principe de l'extinction sélective qui est 2 la base de
I’algorithme de Chang-Roberts est facilement généralisable A de nombreux algo-
rithmes d’€lection dans des réseaux quelconques (avec identités ou anonymes).

Il existe une variante bidirectionnelle de 1'algorithme de Chang-Roberts, sa

complexité moyenne en messages est \/;/2 nH, + O(n) (cf. [LAVAULT-9Q]). Elle
est donc strictement plus performante en moyenne que 1'algorithme original de

Chang-Roberts, les constantes devant nH, étant respectivement l/\f; et 1. De
surcrofit, cette variante.est meilleure, en moyenne, avec ou sans le sens général de la
direction sur I’anneau bidirectionnel asynchrone considéré : la connaissance générale
de la direction est sans influence sur la complexité de 1'élection sur les anneaux.
Dans des réseaux quelconques en revanche, I'information structurelle permet de
diminuer considérablement la complexité en communication de nombreux algo-
rithmes.

En guise de bréve conclusion 2 cette premigre partie, il faut souligner que la
complexité en communication de I’élection sur un anneau asynchrone avec identités
n’est influencée par presque aucune hypothése ou information structurelle supplé-
mentaire. Que I’anneau soit unidirectionnel ou bidirectionnel, que sa taille soit con-
nue ou non des processus et qu’on considére la complexité au pire ou en moyenne,
celle-ci reste toujours en ®@(n 1gn). La seule contrainte est de considérer un anneau
asynchrone ; dans le cas synchrone en effet, la complexité de 1'élection sur un an-
neau est linéaire.
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4. L’élection sur des anneau anonymes

A Nous avons vu précédemment que I’intérét d’identités dans les réscaux va bien
au-dela de 1a simple utilisation pratique pour I’échange de messages entre processus :
les identités sont comparables et peuvent donc servir 3 briser la symétrie. C’est Dana
Angluin [ANGLUIN-80] qui étudia Ia premidre les possibilités de calculs dans des
réseaux anonymes et établit que ces derniers sont strictement moins puissants que
leurs homologues déterministes : les réseaux centralisés et les réseaux avec identités
peuvent en effet simuler les algorithmes distribués anonymes. Alon Itai et Michael
Rodeh montrérent dés 1981 {ITAI,LRODEH-90] qu’en revanche, aucun algorithme dis-
tribué déterministe ne peut résoudre le probléme de I’élection sur des anneaux ano-
nymes (¢f. § 4.1). Il est donc possible d’augmenter les possibilités des réseaux ano-
nymes grace au non-déterminisme, et aux algorithmes probabilistes en particulier.

4.1, Les algorithmes probabilistes

Dans un calcul réparti « classique », les transitions ne sont généralement pas
définies de maniére unique par I’état (global) du calcul. Un algorithme distribué réa-
lise donc une classe d’exécution possibles plutdt qu’une exécution unique.
L’important dans Ia modélisation probabiliste, c’est que I'introduction du stochas-
tique engendre un second degré de non-déterminisme au sein des syst2mes distribués,
le syst2me distribué standard asynchrone & décrit au § 2.1 étant déja par essence un
modele non déterministe. Un algorithme distribué est déterministe si, dans chaque
exécution potentielle de sa classe d’exécutions possibles, les processus terminent.
Un algorithme probabiliste en revanche n'est pas tenu de réaliser une telle terminai-
son, mais seulement que les processus terminent avec une grande probabilité — 1
pour un algorithme de Las Vegas — dans chaque exécution de 1’algorithme.

Dans I'analyse des algorithmes probabilistes, on considere toujours le pire
des cas du point de vue du non-déterminisme induit par le syst¢me, exactement
comme dans le cas déterministe, mais on calcule la moyenne sur tous les choix aléa-
toire de ’algorithme. Ainsi, bien que les algorithmes probabilistes aient le plus
souvent des exécutions en temps iafini ou non borné — et c’est d’ailleurs toujours
le cas pour les algorithmes de Las Vegas —, un algorithme est néanmoins considéré
comme correct si la probabilité d’une telle exécution est nulle.

Dans ces conditions, la terminaison n’est pas nécessairement du méme type
que pour les algorithmes distribués classiques : elle est dite « par processus » si elle
s'effectue avec détection de la terminaison de I’algorithme, ou « par messages » si
elle a lieu sans détection de la terminaison de 1’algorithme (pour plus de détails,
voir, entre autres, [ANGLUIN-80], [MATIAS,AFEK-89], [ITAI,LRODEH-90],
[LAVALLEE,LAVAULT-91], [TEL-91,94] et le chapitre 5).
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4.2. Théorémes d’impossibilité

Les résultats fondamentaux qui suivent établissent I'impossibilité d’élire un
processus de maniére déterministe sur un anneau anonyme et la nécessité d’une con-
naissance générale de la taille n de I'anneau pour résoudre ce probléme, Il faut noter
que, comme dans 1’algorithme analysé au § 4.3, les processus peuvent ne posséder
qu'une connaissance partielle de n, par l'intermédiaire de son intervalle
d’appartenance ou de ses bornes : un minorant N et un majorant du type kV (ket N
entiers fixés connus des processus), i.e. n € [NAN - 1].

Théoréme 4 [ANGLUIN-80] Sur un anneau anonyme de taille n, aucun proto-
cole déterministe ne peut résoudre le probléme de I’ élection — que n soit ou non
connu des processus.

La démonstration utilise le concept de configurations symétriques : il existe
un calcul qui commence dans une configurations symétrique et atteint 2 nouveau une
configurations symétrique toutes les n étapes de I’algorithme. L’impossibilité d'une
solution déterministe se déduit alors du fait qu'aucun algorithme distribué correct ne
peut terminer dans une configurations symétrique.

Théoréme 5 [ITALLRODEH-90] Aucun algorithme probabiliste asynchrone e-
correct ne peut calculer la taille d un anneau avec détection de terminaison.

Un algorithme probabiliste de Monte Carlo est dit « &-correct » s’il donne
une solution correcte avec une probabilité d’au moins ¢, 1/2 < € < 1, quelle que soit
la donnée.

Ce second théoreme d’impossibilité peut cependant se formuler de maniére
moins « négative » :

Théoréme 6 [ITALRODEH-90] Etant donné un paramétre € > () quelconque et
quelle que soit la taille n de I'anneau, il est possible de déterminer exactement n avec
une probabilité d’ erreur inférieure @ € grace d un algorithme probabiliste de Monte
Carlo.

4.3. Un algorithme d’élection sur un anneau
anonyme unidirectionnel asynchrone

L’algorithme Aj présenté dans [ITALRODEH-90] est fondé sur le principe dit
de « sélection et vérification » et utilise 1a méme technique que I'algorithme
d’élection sur des anneaux unidirectionnels asynchrones de [DOLEV,KLAWE,RODEH-
82] ; sa complexité moyenne en bits en O(n Ign). Le principe de sélection et vérifi-
cation est facilement généralisable & des réseaux anonymes quelconques.
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4.3.1. Présentation de I'algorithme. Ay

L’algorithme A est donc constitué d’une' phase de sélection suivie d’une
phase de vérification. Initialement tous les processus sont actifs, durant une phase
courante &, un certain nombre d’entre eux peuvent devenir inactifs, 2 1a suite de quoi
ils se contentent de relayer les messages en transit. Chaque processus actif effectue
donc r fois les deux pas (a) et (b) qui suivent, en moins qu’ils ne passent dans 1’état
inactif avant la ri¥Me exécution.

Pour tout processus P; ;
(a) Tirer (sur {0,1}) aléatoirement, uniformément et indépendamment O ou
1 avec probabilité 1/2 ; envoyer le choix du tirage au prochain processus actif sur
I'anneau ;
(b) Le processus actif P; devient inactif ssi P; a tiré un 0 en (a) et son
premier prédécesseur actif sur ’anneau a tiré un 1.

Lorsque I’algorithme Aj est terminé, il reste au moins un processus actif,
puisqu’un processus ne peut devenir inactif que s’il a tiré un 0 tandis qu’un autre
processus tirait un 1. Mais 1’algorithme décrit ci-dessus ne peut pas garantir qu’un
unique processus est €lu : il se peut que plusieurs processus restent actifs. Il faut
donc introduire une phase de vérification fondée sur 1’envoi par tout processus actif
d’un compteur autour de I’anneau lui permettant de vérifier s’il est ou non le seul
processus encore actif. .

4.3.2. Analyse de I'algorithme A

La premigre partie de cette analyse est due 2 Micha Hofri [HOFRI-87). Soit J;
le nombre de processus actifs devenus inactifs a I'issue de I'étape ¢ de 1’algorithme

t
A1. Nous noterons §; = 2 Ij, Ny = n - §; le nombre de processus encore actifs
j=1

al'issue de I'étape t et Gy(z) = 2 Pr{S; = 5} 25, l1a fonction génératrice de proba-
520
bilité (FGP) de S;.

Pour calculer 1a distribution de /1, il faut d’abord remarquer que, pour que k
processus deviennent inactifs a la premiére étape, les n tirages aléatoires de ces pro-
cessus sur {0,1} doivent constituer 2k séquences (ou « runs ») de 0 et de 1 sur
I’anneau, ou encore, k séquences de mots @ = 10, ces séquences pouvant commen-
cer en 2k positions. Un processus peut donc devenir inactif de 2x(2"k) maniéres dis-
tinctes, le facteur 2 provenant du fait que, les points frontieres étant fixés dans les
2k séquences, il existe deux possibilités de tirage pour le processus Py : O ou 1.

Comme par ailleurs les n processus peuvent tirer 0 ou 1 de 27 manigres possibles,
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Pr{ly =k} = % 2x(2rzk) =27 (’;k)

La FGP de 1 = S est alors

i@ = X, Prll =k)zk = 277 % ax(f )k = 27 3 (D).

k20 k20 j20=2k

soit, Gi@=2"[a+V)" + a-V2)*].
Les premier et second moments de /4 sont donc

El1]= Gy (1) = nf4, (n> 1)
El/;2] = G (1) + Ell1] = n(n + 1)/16.

Tant que le nombre de processus encore actifs a I’issue de 1’étape ¢ — 1 est
strictement plus grand que 1, Ny > 1, les étapes successives de I’algorithme sont

conditionnées indépendamment par le nombre de processus encore actifs a chaque
étape. Les résultats obtenus pour les moments de /1 peuvent alors étre généralisés 2

1, & condition de remplacer n par n — §;_1 = N;—_;. Pour surmonter la difficulté

inhérente au cas N;—j < 1, on définit un processus auxiliaire, noté ﬁ,, défini A partir
de la relation

n-s
4

Ell; 18-y = 5] =

. [,\71 Siﬁt> 1,
Ainsi, N1={

l 1 sinon.

Les deux v.a. Ns et ﬁ, sont donc égales lorsqu’il n’y a pas de probleme et telles que
ﬁ, < 1= N; = 1. Ceci permet alors 'd‘étudicr le comportement de ﬁ, a la place de
celui de N;.

LEMME 2 | E(S)=n] 1—(%)'], Q)

Démonstration.  E[S;] = E[S;—1 + I;} = E[S¢—1] + El:] et,
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g ~ = n—Si
par définition, Ell;18,_1] = —
~ ~ n-E E__
 soit Bl =Y, Pr{Sy=i}(n-i)d = —%.
20
On a donc la relation de récurrence suivante,
-~ n = E[S;q]
E[S)'= El§i-1] + —— 0,
E(S}) = 3/4 E[S;-1] + n/4,
E(S1] = E[/1] = n/4. } @
D'oii I'espérance de S,
ESd=n[1-(3) ). . ©) -

A partir du lemme 2 (égalité (5)), il est maintenant possible d’évaluer 1a pro-
babilité d’avoir plus d'un processus encore actif aprés ¢ = r étapes : Pr{N, > 1}... et
de prouver ainsi qu’elle est faible. Pour ce faire, plusieurs inégalités probabilistes
sont A notre disposition, celles de Bienaymé-Tchebychev (ou Tchebychev), de
Markov et de Tchernov, entre autres. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nécessi-

tant la variance de S; en plus de son espérance, nous ne 1'utiliserons donc pas. Les
deux lemmes qui suivent évaluent deux inégalités sur Pr{N; > 1} : le premier est

fondé sur I'inégalité — peu puissante — de Markov et le second sur celle de
Tchernov, déja rencontrée précédemment.

LEMME 3 Ny étant toujours défini comme le nombre de processus encore
actifs a I'issue de I' étape t, on a l'inégalité :

Pr(N, > 1) sn(3). ©)

Démonstration. Immédiate A partir de ’inégalité de Markov et de I’expression de

E[S,] dans la formule (5) du lemme 2. Par Markov, on a

Pr{N;> 1) < E[N,.
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Or ENJ=Eln -§)=n - ESd=n - n[ 1-(3)']=n(3), @

le lemme 3 est donc démontré. u

LEMME 4 Ny érant toujours défini comme le nombre de processus encore
actifs a l'issue de I' étape t, on a l'inégalité

pr(ve> 1) se exp(- L (3)' - 2 (3. ®

Démonstration. Reprenons 'expression de E[N;] évaluée ci-dessus en (7). D’apres
I'inégalité de Tchernov, on a, en posant u = E[N],

Pr{N;> (1 — g}u} <exp(- szu/3),

—u)2
soit Pr{N,> 1} < exp(—%fL),

PriNi>1)<ePexp@ - 1u - wy=e exp( = Yu - p.

4

Donc P1’[N,>l}5e7/3 exp(—i(g)r— n(%)’). "

Le théoréme 7 ci-dessous s’en déduit, avec deux valeurs « possibles » pour le
nombre moyen d'étapes de 1'algorithme r(n) : 1'une découle du lemme 3, inégalité
(6) (de Markov), ’autre du lemme 4, inégalité (8) (de Tchemov)...

Théoreéme 7 Soit r(n) le nombre moyen d'étapes nécessaires pour que
I'algorithme A1 élise un processus sur un anneau de taille n connue, unidirectionnel,
anonyme et asynchrone.

@) Pour r(n) > 2log,,(n) = 6,95211899... Inn, la complexité moyenne en

bits de I algorithme Ay est Cp(A1.n) =O(nlgn).
B) Plus précisément, pour r(n) > lnn, la complexité moyenne en bits de
I'algorithme Ajet Cp(A1,n) = O(nlgn).

Démonstration. a) C’est un corollaire du lemme 3, mégalué (6) qu1 précéde. Pour
r(n)/Inn > 2/1n(4/3), r(n)- In(4/3) > 2Inn, donc (4/3) et ( ) rin ) n 2.

-1

Dans ces conditions, pour ¢ = r(n), "(Z) <n et, par conséquent,

Pr{N;> 1} = o(n~ 1). C’est-a-dire que la probabilité pour que plus d’un seul pro-
cessus soit encore actif aprés r(n) étapes est en o(1/n) en prenant r(n) = 7lnn.
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B) De méme, comme corollaire du lemme 4, inégalité (8) : pour

1
rin) > ( %) "o nln(3/ 4). Dans ces conditions, pour f = r(n), on

r(n) > Inn, ( i—)
a exp(- n (3/4)") < exp( - n* G/ y et donc Pr(N; > 1) = o(exp(= n¥%). La
probabilité pour que plus d’un seul processus soit encore actif aprés r(n) étapes est
ici en o(exp(~ n**)) en prenant seulement r(n)'= Inn.

Dans ['un ou l'autre cas, exactement un bit est transmis sur chaque lien
durant la phase de sélection, la complexité en bits de chaque étape de cette phase est
donc n et la complexité totale en bits de la phase de sélection est r-n, soit en
©(n Ign). La phase de vérification comporte a processus actifs, chacun d’entre eux
envoyant un compteur de Ign bits qui parcourt une distance de » liens sur I’anneau :
. d’oil un coit total de a-n-1gn bits. Le nombre moyen de processus actifs étant 1, le
colit moyen de cette seconde phase de vérification est en O(n 1gn). Comme par ail-
leurs la probabilité de n’avoir aucun €lu apres la phase de sélection est en o(1/n), la
complexité moyenne en bits des phases suivantes est donc bien négligeable. D’oil 1a

complexité moyenne en bits de I’algorithme Aj, Cp(A1,n) = O(n 1gn). =

4.4. Un algorithme d’élection sur un anneau anonyme synchrone
de taille n telle que N < n < 2N

Dans ce paragraphe, le modele utilisé est celui d’un anneau unidirectionnel
anonyme synchrone. L’algorithme distribué A9, proposé dans [ITAI,RODEH-90],
résout le probleéme de 1’élection en terminant par messages — sans détection de la
terminaison —, lorsque la taille n de I’anneau n’est pas connue exactement. Tous
les processus ont une connaissance partielle de n par I’intermédiaire de son intervalle
d’appartenance [N,2N - 1], ou de ses bornes : un minorant N fixé quelconque et un
majorant pris ici égal 2 2V ~ 1 pour simplifier I'algorithme et son analyse. Dans
la mesure ou n n’est pas connu précisément et ou les processus n’ont pas d’identité,
ces derniers sont incapables de reconnaitre leurs propres messages sur 1’anneau.
Malgré cette difficulté, nous allons utiliser au mieux les connaissances globales sur
n possédées par les processus, en particulier le fait que tout message parcourant la
distance 2N - 1 autour de P’anneau visite A coup sir tous les processus et rencontre
exactement une fois son initiateur. Notons qu’il est possible de choisir des hypo-
theses plus générales sur n, telles que N < n < kN, k et N étant deux entiers quel-
conques (k > 2 fix€) supposés connus des processus, ¢t d’utiliser la propriété précé-
dente, avec k > 2, pour trouver un algorithme distribué probabiliste d’élection :
généralisé aux réseaux anonymes quelconques, ce type de probléme admet une solu-
ton avec ou sans détection de 1a terminaison, selon les cas.
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4.4.1. Présentation de I’ algorithme Ay

Comme 1’algorithme A précédent, I’algorithme A comporte deux phases
fondamentales, une phase de sélection et une phase de vérification.

® La phase de sélection est itérée plusieurs fois, jusqu’au choix d’un ou
plusieurs candidats a I’élection, chaque itération dure 2N — 1 cycles d’horloge. En
début de cycle de chaque itération, tout processus P; choisit une identité id; en effec-
tuant un tirage aléatoire indépendant dans {0,1} selon une loi de Bernoulli de proba-
bilité p = r/N, r étant, comme dans 1'algorithme A un paramétre entier connu de
tous les processus. Autrement dit, Pr{succés} = Pr{id; = 1} = r/N et
Pr{échec} = Pr{id; = 0} = 1'— r/N : un processus ayant tiré 1’identité 1 est alors
considéré comme candidat. Chaque candidat envoie ensuite un jeton (un bit) le long
de I’anneau au premier cycle de I'itération et relaie ensuite tout autre jeton regu ulté-
rieurement. Les autres processus attendent la réception d’un jeton avant de le ren-
voyer. Si aucun processus n’a tiré 1’identité 1 il n’y a pas de communication, 2 la
fin de I'itération tous les processus ont fini par apprendre 1'absence de candidat et 1a
phase de sélection doit &tre réitérée. La phase de sé€lection se termine par une derniére
itération qui comprend au moins un candidat.

® La phase de vérification comprend deux sous-phases.

Au cours de 1a premigre sous-phase, un certain nombre de processus savent si
un unique candidat a ét€ ou non choisi, les autres processus I'apprennent durant la
seconde sous-phase. La premigre sous-phase de vérification est trés semblable 4 1a
phase précédente de sélection : les candidats choisis dans la phase de sélection ont
entrepris de communiquer en envoyant un jeton (d’un bit) au cours du premier cycle
d’horloge, mais, a la différence de la phase de sélection, ils ne doivent maintenant
relayer aucun jeton regu ultéricurement ; en revanche, sans modification par rapport
a la phase précédente, les autres processus ne renvoient un jeton qu’aprés réception.
Cette sous-phase toute entiére ne dure que N — 1 cycles d’horloge. Dans le cas oi il
n’y a qu’un seul candidat, il envoie un unique message au cours de cette sous-phase ;
celle-ci durant N — 1 < n cycles, aucun message n’a la possibilité de parcourir un
tour complet de 1'anneau, et donc, le candidat en question ne peut recevoir aucun
message pendant cette sous-phase. En revanche, dans le cas o il y a plusieurs can-
didats — i.e. au moins deux —, il existe deux candidats situés a une distance infé-
rieure ou égale A N — 1 I'un de I’autre sur I'anneau, puisque n < 2N — 1. Donc,
lorsque 1'un d’entre eux regoit un message au cours de cette sous-phase, il provient
nécessairement de I'autre candidat (situé 2 une distance inférieure ou égale AN — 1)
et ce candidat récepteur sait qu’il existe au moins un autre candidat sur ’anneau.
Ainsi, lorsqu’il existe plusieurs candidats 2 la fin de la premigre sous-phase, I'un
d’entre eux au moins le sait — mais pas nécessairement tous. S’il n’existe cepen-
dant qu’un unique candidat, il est incapable de déterminer qu’il est le seul 2 la fin de
la premiere sous-phase ; 1a raison d’étre de la seconde Sous-phase est précisément de
mettre les candidats au courant de leur nombre exact sur I’anneau.

La seconde sous-phase de vérification dure 2N — 1 cycles d’horloge et est
semblable aux phases précédentes. Les candidats sachant qu’il existe plus d’un candi-
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dat sur I’anneau ont entrepris 1’échange de communication et ne relaient donc plus
aucun jeton qui pourrait étre regu ultérieurement. Les processus non candidats restant
se contentent au contraire de relayer tous les jetons qu’ils regoivent. Par conséquent,
aucun jeton ne peut &tre envoyé€ au cours de cette sous-phase ssi il reste un seul et
unique candidat sur I’anneau. En testant 1'absence de communication durant cette
sous-phase, les processus peuvent tous repérer qu’il n’existe qu’un unique candidat et
ce dernier devient le processus élu. Dans le cas oil un jeton est envoyé au cours de
cette seconde sous-phase, tous les processus le regoivent et il existe donc plusieurs
candidats ; I'algorithme A tout entier est alors réappellé.

4.4.2. Analyse de la complexité de I’ algorithme Ay

Pour commencer 1’analyse de la complexité de 1’algorithme A», notons tout
d’abord que si aucun candidat n’est choisi au cours de la phase de sélection, I’absence
de communication est totale. Ainsi, indépendamment du nombre d’itérations de la
phase de sélection, cette phase nécessite exactement n bits de communication (n
jetons) pour chaque appel 2 I'algorithme A3. La premitre sous-phase de vérification
requiert N — 1 bits lorsqu’il reste un unique candidat et n bits sinon. La seconde
sous-phase fonctionne toujours avec exactement n bits de communication. En
résumé donc, lorsqu’un seul et unique candidat reste sur 1’anneau, tout nouvel appel
a lalgorithme nécessite n + N — 1 bits et sinon, il lui faut moins de 3n bits. Le
temps (i.e. le nombre de cycles d’horloge) d’une itération est de
3N -2+ A (2N - 1), 00 4 est le nombre d’itérations de 1a phase de sélection dans
une exécution de 1'algorithme Aj. Notons par ailleurs u le nombre d’appels (ou
d’itérations). A 1'algorithme Ay. Les valeurs moyennes de A et de u, i.e. les espé-
rances des variables aléatoires A et 1, notées A et i1, ainsi que 1a probabilité de réité-
ration de 1’algorithme A2, dépendent de 7, N et n.

Notons ¢ = c(r,N.n) la v.a. représentant le nombre de candidats, elle suit une
loi binomiale B(n,r/N) telle que ‘

Pric=i)= () (L)Y (1-L) L

Lemme 5 Soit A la v.a. définie comme le nombre d'itérations de la phase de
sélection dans un appel a I'algorithme Ay. En notantp=1-Pr{A=1)},0na

%=E[4] =i+p"= 1/Pr(A=1)

et p=E(ul=1/Pr{u=1}.

Démonstration. Posons pp = Pr{A =k}, la probabilité pour que le nombre
d’itérations de la phase de sélection de A3 soit égale 2 k. La suite p vérifie la rela-
tion de récurrence suivante :
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pp=Pr{d =k} =Pr{c > 0}x(Pr{c = 0))F 1,
p1 =Pr{c > 0}.

En effet, la v.a. 4 est exactement égale A k ssi il n’y a aucun candidat au
cours des k— 1 itérations précédentes et au moins 1 lors de la k1*™e jtération. Soit,
en fonction de p,

pr=(1-pp*~1(k22),
p1=1-p. ®

Notons alors P(z) = 2 pkz" la fonction génératrice de probabilité (FGP) de
k21

~ la suite p;. La relation de récurrence (9) s’écrit, pour k 22, py = pk1- pket, en

multipliant les deux membres par zK puis en sommant, on a la FGP P(z) en fonc-
tion de p,

P(z) = z pk=15k _ z pkzk

k21 k21
_Le_1 y__1
—p(l-pz) 1-pz’
. _(1-p 1
soit P@z)=( P )(l—pz)'

Onentiredonc A =E[A]=P (1) = ﬁ= 1/Pr(A = 1}.

De méme, pu=E[ul=1/Pr{u=1). "

Théoréme 8 Sur un anneau de taille n, unidirectionnel, anonyme et synchrone
dont les processus ne connaissent n que par I'intermédiaire de bornes de la forme
N < n < 2N, I'algorithme distribué A résout le probléme de I’ élection sans détec-
tion de terminaison, avec une complexité moyenne en bits

Cp(A2.,n) = (31— 2)n + N — 1 et une complexité moyenne en temps

Ta,m) =H(3N -2+ A (2N - 1)), on

_ 2
A< -e )yt e m<lr[e? exp( =) - 1],
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r étant un paramétre connu de tous les processus tel que O <r <N.

Démonstration. Les valeurs de Cp(A2,n) et TAz(n) découlent immédiatement

de I'analyse de la complexité de A ci-dessus et s’expriment en fonction de
A(r,N,n) , le nombre moyen d’itération de la phase de sélection pour une exécution

de Az et p(r.N.,) , le nombre moyen d’itérations de I’algorithme A3 tout entier,
respectivement, comme suit ;

Ch(Az.m) = (Bli- 2n+N-1et Tam) =g (3N -2+ 2 (N - 1)).

Il reste & évaluer des majorants de Aeth:
® Majoration de A
Ona, Pr{une unique itération de sélection suffit) = Pr{A =1}

Pr(A = 1}=Pr{c>0]=1—Pr{c=0}

1 (1-IVYs1_(1-LW
_1(1N)21(1N),

donc Pr{une unique itération de sé€lection suffit} > 1 — e,

Comme, d’aprés le lemme 5, A= 1/Pr{A = 1}, la majoration de 2 est im-
médiate :

(10)

e Majoration de |
On a, Pr{Aj est exécuté en une fois} =Pr{u =1},

Pric=1Ac>0}
Pr{c > 0)

Pr{iu =1}=Pr{c=11c >0} =

Cprfe=1) (D om) a-rmyt !
_Pr[C>0}— 1_(1_',/N)n
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- nr/N
A=rN -1 =Ny

nr/N
(I=r/N)Y[(1-r/N)"=1]

Pr{A, est exécuté en une fois} =

Donc, comme g, le nombre moyen d’itérations de I"algorithme A2, est tel
que 12 = 1/Pr{A2 est exécuté en une fois), on peut tirer de I’égalité précédente un
majorant de 1 '

— 1-r/N[(Q-r/NY" =1 - -n
u=( rf )[(nr”;/) ] _ I/r(Nnr)[(l—r/N) _1
et p<Yr[d-rN)y"-1], carN-r<n

< UYr{Q@-rnNy@N-D

Donc, o< yrla- r/N)“’-N— 1]. 11)

Or, pour tout entier r <N,

(1 - 7/N) "N = exp(= N In(1 = /)

=exp(N X, (INV/j)

J21

=exp(r+ N z (r/N)j/j) < e" exp(N2 Z (r/N)i)
722 22

2
et, (1-riN)™N < e exp( N2 (/N2 (1= riINY™) < e exp( ___2(Nr =5
On obtient par conséquent

r2
N-r

)-1]. = (12)

i< 1/r [e2 exp(

L’algorithme A; est un bon exemple de compromis entre la complexité en
communication et la complexité en temps. Considérons en effet I’inéquation (11) ci-
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dessus pour n et N fixés ; lorsque r décroit en tendant vers 0 (0 <r <N), u(r) est
une suite décroissante de r.

Or lim_ 1/r [(1 - riN)"2N
r—0

— 1] =2, ce qu'on montre par un calcul trés

simple. La suite u(r) étant ainsi décroissante majorée par 2, elle est convergente de
limite L < 2, En revanche, dans les mémes conditions (n et N {ixés), on montre

que, dans l’iriéqualion 10), (1 - e"')_l tend vers infini lorsque r — 0, et qu’il en
est donc de méme pour la suite A(r).

En résumé, on a donc pour n et N fixés et lorsque r —» 0,

lim Cp(A2,n) <4n + N — 1, tandis qu’en méme temps, lim T4 (n) = +oo,
r—0 r—0 72

ce qui est invraisemblable.

Corollaire 1 Sur un anneau de taille n, unidirectionnel, anonyme et synchrone
dont les processus ne connaissent n que par {'intermédiaire de bornes de la forme
N S n<2N, l'algorithme distribué Ay termine par messages en fournissant une
solution quasi-optimale au probléme de I'élection, avec une complexité moyenne

en bits Cp(Ag,n) =6n + N =1 et une complexité moyenne en temps

TAz(’l) = 19N,

Démonstration. Reprenons les résultats du théoréme 8, c’est-a-dire

Ch(Azn) = (3= 2n+N - 1 et
Tam) =BH(N -2+ @QN-1) =4+ 3N - (A + 2),

avec les inégalités (10) et (12) O <r<N):

r2

1 N—r)—l]'

A<l -eTy et < 1/r [€2" exp(

Le compromis temps-communication peut étre optimisé en cherchant le
minimum du produit (32— 2)X(24 + 3u) ou, plus précisément, le minimum du
produit (3My; — 2)x(2M 3 + 3M ), M )(r) et de My, (r) étant les majorants respectifs
de A et 1 définis plus loin. Choisissons en effet 7,0 < 7 < N, le probl2me est tri-
vialement résolu pour N = 1, puisqu’on a alors 1 < n < 2. Sans perte de généralité,
il nous suffit donc de considérer le cas ot N 2 2. Sachant que le majorant M, (r) de

1 est une fonction décroissante de N, on a

f < 1r [ exp( 5%)— 1] = 1/r [exp( '—f%;—l) -1].
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Posons donc M (r) =(1 - e"’)_l etMy(r)=1/r [exp(r—rQ_—_T‘Q) -1].1

s’agit de trouver la valeur de € J0,N[, N > 1, qui minimise le produit P(r) :
P(r) = BMy(r) - 2)(2M 3(r) + 3M (7)),

Py = { 2exp(FE=2) - 1] -2 }

3 r(r-4) 2
x{;[exp( — )—l]+—1_ — }. (13)
Le minimum de la fonction P(r) en (13) est 111,215... et il est atteint pour
r=0,201..., c’est-a-dire pour r=1/5 2 .10_3 prés. C’est le meilleur compromis
entre Cp(Ag,n) et Ty 2(n) : la solution est ainsi quasi-optimale pour r = 1/5. En

choisissant r = 1/5, on a

My(r) =5 [e2/5 exp( 5 1_/215/5 )-1]

51945 -1 = 26267,

1/5
M) < (1-e" My 2 ZﬁSTf = 5,5166.

Donc 3My(r)—2=17,88-2= 588,
2Mp(r) + 3My(r) = 7,88 + 11,0333 ~ 18,9135
et M(r) + 2My(r) = 10,77.

D’oll les solutions quasi-optimales, Cp(A2,n) = 6n + N — 1 et

TAz(") = 19N, ]

Apres I'élection d’un processus, il est facile de déterminer la taille n de
I’anneau par I’envoi d’un jeton autour de celui-ci 3 partir d’un processus Pj, suivi
d’un décompte du nombre de cycles d’horloge nécessaires au jeton pour parcourir
I’anneau tout entier et revenir en P;. Il suffit ensuite de faire parcourir I’anneau deux
fois par le jeton pour transmettre I'information en question : n est alors la différence
de cycles d’horloge écoulés entre le premier et le second parcours du jeton.

L’algorithme Ay du § 4.3 peut étre appliqué a nouveau a I’élection sur un an-
neau de taille n, unidirectionnel, anonyme et asynchrone, mais cette fois, comme
précédemment pour 1’algorithme Az du § 4.4, sous I'hypothese d’une connaissance
partielle de n par les processus, i.e. par I'intermédiaire de bornes de la forme
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N < n < 2N, La seule différence avec I'algorithme A tient ici encore 2 1a non con-
" naissance exacte de n par les processus : tout message de vérification doit parcourir
la distance 2N — 1 antour de ’anneau. Le processus ol s’arréte ce message sait alors
s’il existe plus d’un élu ou non — le message en question rencontre en effet un élu
au moins trois fois — et c’est lui qui prévient ensuite les autres processus de la réa-
lisation de 1’élection. La complexité moyenne en communication est ainsi en O(n)
messages, ou encore en O(n 1gN + (2N — 1)IgN) = O(n lgn) bits en moyenne. I
faut par ailleurs O(n lgn) bits additionnels pour évaluer la taille n de I'anneau.

v

5. Commentaires et discussion autour de I’élection sur les anneaux

A 1a fin du chapitre 3, nous avons brossé une rapide conclusion 2 la premire
partie. Pour résumer brievement les résultats du § 4.2, soulignons que P’élection
d’un processus unique par un algorithme déterministe n'est possible que sur un an-
neau avec identités. Sur un anneau anonyme, aucune élection déterministe n’est pos-
sible et les algorithmes distribués probabilistes ne résolvent le probleéme que si, et
seulement si, la taille de I’anneau est connue des processus — pas nécessairement de
manire exacte cependant. Il s’ensuit que méme les algorithmes probabilistes
s’averent incapables de calculer la taille d’un anneau anonyme avec probabilité 1. Par
ailleurs, de nombreux problémes relatifs & la terminaison des algorithmes distribués,
par processus ou par messages, sont posés de facto par les algorithmes d’élection sur
les anneaux.

En fait, absolument tout ce qui vient d’étre dit ci-dessus est également vrai
dans des réseaux quelconques : la topologie trés simple de I'anneau et le probleme
classique de I’élection englobent presque toutes les difficultés rencontrées plus géné-
ralement en algorithmique distribuée. Des problémes aussi importants que, par
exemple, la puissance de la terminaison par messages et, en ce qui nous concerne
ici, la quasi-totalité des méthodes d’analyse de complexité en moyenne des algo-
rithmes distribués sont remarquablement illustrés par 1'élection sur les anneaux. De
méme, ces algorithmes se généralisent presque tous facilement aux cas des réseaux
quelconques : le principes de I’extinction sélective de [CHANG, ROBERTS-79] et/ou
la méthode utilisée par [DOLEV, KLAWE,RODEH-82] sont ainsi trés efficacement
utilisés dans des algorithmes d’élection plus généraux (cf. [MATIAS,AFEK-89},
(LAVALLEE,LAVAULT-91], [TEL-91,94], etc.).

Au vu de la complexité des algorithmes d’élection Ay et Ay (§ 4.3 et 4.4),
on pourrait conclure que la connaissance exacte de la taille n de I'anneau par les pro-
cessus joue un réle moins important que.le-fait d’&tre synchrone ou asynchrone. En
effet, avec la connaissance exacte de n, la complexité en communication de I’élection -
sur des anneaux anonymes asynchrones est en moyenne en O(n lgn) bits (algorithme
Ay), tandis qu’elle elle linéaire sur les anneaux anonymes synchrones, malgré une
simple connaissance partielle de n: n € [N,2N - 1] (algorithme Aj). Ce serait
cependant oublier que 1’algorithme synchrone A7 termine seulement par messages
(sans détection de terminaison) alors que 1’algorithme asynchrone A termine correc-
tement par processus. Les nombreux résultats de complexité en communication de
I’élection sur les anneaux anonymes confirment en fait les conclusions déja formu-
lées a propos de 1’élection sur les anneaux avec identités (§ 3). Sur les anneaux ano-
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nymes comme sur les anneaux avec identités, I’élection avec terminaison par proces-
sus est caractérisée par une grande stabilité de la complexité en communication ;
celle-ci n’est influencée par presque aucune hypothése ou information structurelle.
Que I’anneau soit unidirectionnel ou bidirectionnel, synchrone ou asynchrone et que
sa taille soit connue exactement ou partiellement des processus, la complexité
moyenne en communication demeure en @(n 1gn) bits (¢f. [MATIAS,AFEK-89],
[LAVALLEELAVAULT-91], [TEL-91,94}, etc.).

Plus généralement en ce qui conceme la terminaison, précisons que, dans les
réseaux anonymes de taille inconnue, la classe des fonctions calculables par des algo-
rithmes qui termipent par messages est sirictement plus grande que la classe des
fonctions calculables par des algorithmes qui terminent par processus. L’inclusion
large de la seconde classe dans la premiére découle du fait qu’un algorithme qui ter-
mine par processus termine également par messages. L’inclusion stricte est un résul-
tat démontré dans {TEL-94]. De plus, I’ atilisation d’une procédure de détection de
terminaison permet a un algorithmes quelconque qui termine par messages de termi-
ner par processus. Dans les réseaux anonymes dont la taille est connue, il est ainsi
toujours possible d’obtenir une détection de la terminaison, alors que dans des
réseaux anonymes de taille inconnue, il n’existe aucun algorithme avec détection de
terminaison.

Les probleémes de terminaison dans les systémes distribués sont bien résolus
sur les anneaux et, par généralisation, souvent aussi dans les réseaux quelconques.
En revanche, on comprend que les problemes liés 2 I’information structurelle (sens
de la direction, connaissance de la topologie, connaissance de la taille du réseau, de
son diamatre, etc.) et 3 méme d’améliorer trés considérablement la complexité en
communication des algorithmes distribués, soient évidemment moins bien cernés
sur un simple anneau (voir [SANTORO,URRUTIA,ZAKS-86], [LAVAULT-87], [TEL-
91,94}, etc). De nombreuses questions restent ouvertes dans ce domaine de
I’algorithmique distribuée.

Soulignons enfin que, malgré leur manque (tout relatif) de puissance, seuls
les algorithmes distribués probabilistes s’avérent capables de répondre aux difficultés
intrinstques de 1’algorithmique distribuée dans son évolution actuelle vers des sys-
temes distribués a réseaux asynchrones et anonymes composés de processus séquen-
tiels communicants totalement identiques, dont 1’état initial est arbitraire et inconnu,
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