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Résumé : Nous considérons le probleme de ’estimation de paramétres par
la méthode de la distance minimale, pour les processus de type diffusion par-
tiellement observés. Nous construisons I’estimateur de la distance minimale
(EDM) a partir de n observations indépendantes, et nous montrons la consis-
tance et la normalité asymptotique de '’EDM quand n tend vers I'infini. Nous
étudions ensuite le cas particulier des systemes linéaires, et nous présentons
quelques résultats numériques.
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Identification of a Partially Observed
Non—Linear System by the
Minimum Distance Method

Abstract: We consider the problem of parameter estimation by the min-
imum distance method, for partially observed diffusion type processes. We
construct the minimum distance estimate (MDE) based on n independent
observations, and we prove consistency and asymptotic normality for the
MDE when n goes to infinity. Then, we study the particular case of linear
systems, and we present some numerical results.

Key-words: diffusion type process, partially observation, parameter esti-
mation, minimum distance estimate.
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1 Introduction

Nous nous proposons d’étudier le probleme de I'identification d’un pro-
cessus partiellement observé de type diffusion. Pour toute valeur § € © du
parametre inconnu, nous définissons la probabilité Py sur I'espace canonique

C([0,T]; R™ x IR?) telle que sous Py

dXt = bt(07X) dt —|—0't(97X) thé’ 5 XO = Xy

(1)
dY, = h(0,X)dt+dV? Yo = 0,

ou X ={X;,0<t<T}letY ={Y;,0 <t < T} sont deux processus
4 valeurs dans IR™ et IR? respectivement, © C IR? est I’ensemble des para-
metres, {W/, 0 <t <T}et{Vf, 0<t<T}sont deux processus de Wiener
indépendants de IR™ et IR? respectivement.

Nous faisons les hypotheses habituelles sur les coefficients, de facon a
assurer 'existence et I'unicité de la solution du systeme (1), voir Liptser—
Shiryayev [20].

Il s’agit d’estimer le parametre inconnu § € © a partir de l'observation
du seul processus Y

Un certain nombre de résultats sont disponibles dans la littérature. La
plupart de ces résultats concernent le comportement en temps long, quand
T tend vers I'infini, de 'estimateur du maximum de vraisemblance §T7 dans
le cas particulier ou le systeme est linéaire, c’est—a—dire que, sous Py

dXt = B@Xtdt+G9th€, XO = X
(2)
dY, = HyX,dt+dV/ , Yo = 0,

Le premier résultat est da a Balakrishnan [4, Chapitre VIII| qui a montré la
consistance faible (en probabilité) de QAT, sous des hypotheses de régularité
et d’identifiabilité, et en supposant que, pour tout € ©, Fj est stable et la
paire (Fy, Hy) est completement observable.

Bagchi [2], [3] a montré sous les mémes hypotheses la consistance forte
(p-s.) de gT, puis la normalité asymptotique et lefficacité asymptotique de
O, c’est—a—dire la convergence en loi de \/T(GT — ) vers un vecteur aléatoire
gaussien centré de matrice de covariance () ot Q(6y) est 'information
de Fisher du modele (2). Voir aussi la these de Le Breton [19, Chapitre 111,

§2]
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Dans le cas simple ou m = d = p = 1, Kutoyants [17, §3.4.4] a utilisé
Papproche asymptotique locale d’Ibragimov-Khasminskii [12] pour montrer
la normalité asymptotique locale du modele (2) sous des hypotheses de régu-
larité et de différentiabilité, et en déduire la consistance forte, la normalité
asymptotique et 'efficacité asymptotique de éT, et la convergence des mo-
ments de \/T(H} — ).

Ce résultat a été ensuite généralisé par Kallianpur-Sedukar [15]. D’apres
ces auteurs, il est possible de prouver le méme résultat dans le cas multi-
dimensionnel, sous des hypotheses de régularité et de différentiabilité, et en
supposant que pour tout § € O, Fy est stable, la paire (Fy, Hy) est comple-
tement observable, et la paire (Fj, Gg) est completement controlable.

Parmi les autres références, on peut citer le travail récent de Bertrand [6].

Dans le cas général ou le systeme (1) est non-linéaire, les résultats sont
beaucoup moins nombreux. En ce qui concerne le comportement en temps
long, quand T tend vers l'infini, de I'estimateur du maximum de vraisem-
blance 87, Borkar-Bagchi [8] utilisent la représentation

dY, =m0, Y)dt +dI?

ot my(0,Y) = Eglhe(X;) | V] et 19 = {1, ¢t > 0} est le processus d’innova-

tion, pour montrer le résultat de consistance forte suivant
d(gT, D) —0 p.s.
Dans cet énoncé, I’ensemble aléatoire D C © est défini par:

1 /T
D={9€® : liminff/ |mt(9,Y)—mt(90,Y)|2dt=O}
0

— 00

Malheureusement, les conditions sous lesquelles ce résultat est démontré sont
difficiles a vérifier en pratique, car elles portent sur le processus {m(6, V), t >
0} et pas directement sur les coefficients du systeme (1).

Plus récemment, James—Le Gland [13], [14] ont considéré une asympto-
tique de type “petit bruit” :

dX, = by(X))dt+ecdW)*, X, =

dY; = he(X)dt+edVi?, Yy, = 0
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et ont montré le résultat de convergence faible suivant pour ’estimateur du
maximum de vraisemblance 6,

(0., M(6,)) — 0
en probabilité, quand ¢ tend vers zéro. Dans cet énoncé:

LM(HO)Z{GEG) syl =4g% . pour toutOﬁtﬁT}

et pour tout # € O, {y/, 0 <t < T} est la sortie du systeme déterministe
limite

& = bo(a]), xf = §
yf = h9($?)7 yg = 0.

Leur méthode repose sur un résultat de grandes déviations, qui permet de
montrer la convergence uniforme sur 0 de la log—vraisemblance vers une fonc-
tion de contraste appropriée, en probabilité. Voir aussi Dembo-Zeitouni [11]
et Campillo-LeGland [9], ou ’algorithme EM est étudié pour le calcul de
I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Dans ce travail, nous considérons le probleme de 'estimation du para-
metre inconnu 6 € O, dans le modele

dXt = bt(g,X) dt—|—0't(9,X) thﬂ 5 XO = X

dY, = h(0,X)dt +dVy Yo = 0.

Nous utilisons une asymptotique du type “grand nombre d’observations indé-
pendantes”. Nous définissons le processus moyenne empirique Y™ = {Y;", 0
<t < T} par

~ 1 2 .
}/tn = - Z)/ISJ )
njzl

ott {Y7,1 < j < n} sont n observations indépendantes. Sous la probabilité
Py, ce processus vérifie I’équation d’Ité suivante:

v IR ] 1 i vn
dy, :{gth(e,XJ)} dt—|—%th Y=o,

i=1
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ou pour tout n > 1, yml = {‘A/tn’e, 0 <t < T} est un processus de Wiener
standard. Cette approche permet de se ramener au cas d’une observation
faiblement bruitée : I’asymptotique n — oo est remplacée par I'asymptotique
€= \/Lﬁ — 0. Si la vraie valeur du parametre était 6, alors pour n assez grand
on aurait

~ t_
Ytngyt(H):/o ho(0)ds, 0<t<T,

avec 7%((9) = Eg[h(0, X)] pour tout 0 < ¢ < T'. L’idée consiste a définir un
estimateur 67 qui minimise par rapport a § € © une certaine distance entre
le processus moyenne empirique Y™ et le processus déterministe limite y(8).
Dans la suite de ce travail, nous considérons la distance définie par la norme
dans L2([0,T7) ot g est une mesure positive bornée sur [0, 7.

Cet estimateur est appelé estimateur de la distance minimale (EDM): il
s’agit d’un cas particulier d’estimateur du minimum de contraste, voir Da-
cunha Castelle-Duflo [10, Section 3.2]. L’estimateur de la distance minimale
a été étudié dans un cadre général par Millar [21] et [22]. Récemment, Ku-
toyants [18] a étudié I'estimateur de la distance minimale pour les processus
de diffusion completement observés, dans une asymptotique de type “petit
bruit”.

Dans la Section 2, nous étudions I’EDM pour I'identification d’un proces-
sus partiellement observé de type diffusion. Sous I'’hypothese d’identifiabilité
du systeme déterministe limite, nous montrons la consistance de 'EDM 67
avec convergence polynomiale. Sous les hypotheses de différentiabilité et non—
dégénérescence nous montrons la normalité asymptotique de 'EDM 6.

Dans la Section 3, nous étudions I’EDM pour l'identification d’un systeme
linéaire partiellement observé. La consistance et la normalité asymptotique
de 'EDM 0 découlent des résultats précédents. Dans ce cas particulier, nous
montrons que la convergence est exponentielle.

Dans la Section 4, nous considérons deux exemples de systeme linéaire
partiellement observé. La mesure positive p est une mesure discrete, ce qui
a pour effet de ramener le probleme a celui de I'identification d’un systeme
linéaire échantillonné. A partir de simulations de 'observation échantillon-
née, nous avons calculé l'estimateur 6% pour différentes valeurs de n. Nous
avons comparé les deux modeles du point de vue de 1’identifiabilité en calcu-
lant explicitement les fonctions de contraste. Nous avons aussi comparé les
fonctions de contraste pour différentes valeurs de la durée d’observation T'.
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Dans la Conclusion, nous présentons quelques extensions possibles de ce
travail : covariance du bruit d’observation dépendant de la trajectoire passée
du processus d’état X, asymptotique du type “petits bruits” sur ’état et
sur 'observation. La conclusion est que 'EDM permet de traiter des cas
plus généraux que d’autres estimateurs, comme l’estimateur du maximum
de vraisemblance, et avec des techniques beaucoup plus faciles a mettre en
ceuvre. Un autre avantage de 'EDM est qu’il est sans doute possible de
choisir la mesure positive g sur [0,7'] de facon a optimiser les propriétés de
I’estimateur.

2 EDM pour les processus de type diffusion

Nous considérons X = {X;,0 <t < T}l et VY ={Y,,0 <t < T}
deux processus & valeurs dans IR™ et IR? respectivement. Pour chaque valeur
6 € © C IR?, nous considérons la probabilité Py sur ’espace canonique

C([0,T]; R™) telle que, sous Py
dXt = bt(07X) dt —|—0't(0,X) the 5 XO = X
(3)
dY; = h(0,X)dt+dvy, Yo = 0,
ou § € O est le parametre inconnu. Nous supposons aussi que sous Py,
(WP 0<t<T}et{V?, 0<t<T} sont des processus de Wiener indé-
pendants de IR™ et IR? respectivement.
Nous faisons I’hypothese suivante sur les coefficients du systeme (3):
(H I) Pour tout § € O, les fonctions (t,z) — b(0,z), (t,2) — 040, 2)
et (t,x) — hy(0,x) sont nonanticipatives, a valeurs dans R™ et IR?

respectivement.

En outre, ces fonctions sont lipschitziennes et a croissance au plus li-
néaire : pour tout 0 <t < T et z,2' € C([0,T]; R™)

16:(0, ) — b:(0,2")| + |o:(0, ) — 04(0, 2")| + |he(0, 2) — hs(8, 2")]

<L sup |z, — 2|,
0<s<t

0<s<t

10,0, 2)| + o (0 2)| + |16, 2)| < L (1 + sup |xs|) |

et la constante L > 0 est indépendante de 6 € O.
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Sous I'hypothese (H I), le systeme (3) admet une solution unique, voir
Liptser—Shiryayev [20], et on peut vérifier que cette solution possede des
moments de tout ordre: pour tout r > 1, il existe une constante C, > 0 telle
que
B (s, 1X0) <6 QBRI =0 4wl ()
0<t<T
ou la constante C, ne dépend pas du parametre inconnu § € O.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’estimateur du parametre 6
dans le modele décrit ci-dessus, par la méthode de la distance minimale.
Pour I’étude asymptotique d’autres estimateurs (estimateur du maximum
de vraisemblance, estimateur bayésien) dans les processus stochastiques, on
consultera par exemple Basawa—Prakasa Rao [5], Ibragimov—Khasminskii [12]
et Kutoyants [17].

Nous considérons ici une asymptotique de “type grand nombre d’échan-
tillons indépendants”. A partir de n observations indépendantes {Y7, 1 <
J < n}, nous définissons le processus moyenne empirique yr = {Y/t”, 0 <
t < T} par:

Nous définissons la fonction h7(0) par:
N 1 .
h?(@) = g th(aaX]) > (5)
7=1
ott {X7, 1< j < n}sontn copies indépendantes de la solution de I’équation :

dX; = b0, X)dt + 0,00, X)dW} | Xo= a0 .

Sous la probabilité Py, ce processus vérifie I’équation d’It6 suivante:

S 1 - ~
dY;" = hi(0)dt + ﬁthn’e , Yi =0, (6)

ou pour tout n > 1, V”f = {thﬁ’ 0 <t < T} est un processus de Wiener
standard, et la fonction A} () est définie par (5).
D’apres la loi des grands nombres, nous avons la convergence suivante :

B2(0) 25 By(0) = Bg[he(0, X)), Pop.s.
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Notons par y(€) la solution de I’équation déterministe limite de ’équa-
tion (6) quand n tend vers I'infini. Nous avons:

yi(0) = /Ot 7,(0) ds . (7)

L’estimateur de la distance minimale pour le parametre inconnu 6 dans
le modele statistique ci—dessus, est fondé sur la remarque suivante: quand
la taille n de I’échantillon est grand, le processus moyenne empirique V" est
proche de y(6p), ou by désigne la vraie valeur du parametre. Nous définissons
donc 'estimateur de la distance minimale comme I’ensemble des points § € ©
tels que Y™ soit proche de y(8). Pour mesurer cette distance, nous considérons
une mesure positive bornée y sur [0,7'], et nous notons || - || et {-,-) la norme
et le produit scalaire dans L2([0,T7), c’est a dire

ot = { [ o)

Si en outre ¢ est continue sur [0,7'], nous avons I'estimation suivante
16/l < Vpr sup [d|
0<t<T

oit iz = p((0.T1).
Définition 2.1 L’estimateur de distance minimale (EDM) est défini par:

0;, € argmin [|Y" — y(9)|| , (8)
fee

o Y el y(0) sont les solutions respectives des équations (6) et (7).

2.1 Consistance de 'EDM
Nous faisons I’hypothese d’identifiabilité suivante :

(H II) Pour tout v > 0

A .
= inf ly(6) —y(bo)] >0,

g(V) |0—60|>v

ou By désigne la vraie valeur du parameétre inconnu.
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Nous obtenons une vitesse de convergence polynomiale de tout ordre, pour
I’estimateur de distance minimale.

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses (H I) et (H II), pour tout r > 1 il
existe une constante C, > 0 telle que

C

Py (167 — 6 < —
90(| n 0| >V) 'I”LTQQT(Z/)

Nous commencons par établir le résultat suivant.

Lemme 2.3

{107 = 0o > v} C {IIY" = y(00)l| > La(v)} .

PREUVE. Nous avons d’abord :

{m—mswa{hﬁuw—ww< inf W“w@@.

|€—€0|S1/ |€—€0|>l/
L’inégalité triangulaire nous donne:

Y7 = y(O) < 1Y = y(0o)ll + ly(0) =y (0o)ll,
d’ou

int_ 7"~y < 17" =yl + il ly(0) - y(bo)]

|6’—90|§V —90

= [I¥" —y(80)] .

car la borne inférieure 0 est atteinte pour § = 6. Nous avons aussi I'inégalité
suivante:

1Y = y(O)I = [ly(6) = y(Bo)| = IIY" = y(bo)ll .

d’ou

inf V" —y(0)] = inf [ly(8) = y(8o)| — Y™ — y(6o)|

|9—90|>l/ |€—6’0|>l/

= g(v) = IY" = y(8)]| -
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Nous déduisons de ces inégalités l'inclusion suivante:

|6—90|§l/ |9—€0|>l/

{05 — 0] > v} C { it [P7—yO) > inf Hff“—ywm}

c IV —y)| > 1)} . O

Considérons le processus £"(0) = {(0),0 < ¢t < T}, ou &(0)
V[ —y:(0)], et Y™ et y(0) sont les solutions respectives des équations (6)
et (7). Ce processus vérifie ’équation d’It6 suivante:

dé (0) = Vi [} (8) — hu(6)] dt + V)" . (9)

ot {V",0 <t < T} est un processus de Wiener standard.

Lemme 2.4 Sous Uhypothése (H I), le processus £"(6y) = {£7'(6), 0 <t <
T}, solution de Uéquation (9) posséde sous Py, des moments de tout ordre,
bornés indépendamment de n.

PREUVE. La solution de I’équation (9) s’écrit

1(00) = [ Vi B (00) — Tu00)] ds + V7"

d’ou
,

Bo 6 (00) = Bao|( [ Vi (3(00)  Fulbu] ds + )

t N _ T N
< N (Ba| [ VT [2(00) — Tu(0)) ds| + BT

T
< N, (TH | Ea,
0

d’apres 'inégalité de Jensen et NV, = 27! > 0 est une constante qui ne
dépend que de r. Nous remarquons d’abord que:

vn [%2(90) - ﬁs(go)]‘r ds + Eg, |‘7tn|r)

r
r

E90 \/ﬁ [?L?(GO) - %5(90)] = E90

?

%ﬁ jécz(eo)
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ou

(1(00) = hy(00, X7) = h(by), 1<j<m. (10)
On vérifie immédiatement que les vecteurs aléatoires {(?(6p), 1 < j < n}
sont 1.1.d. et d’espérance nulle sous Pg,. D’apres le Lemme 3.1 du Chapitre I11

de [12], nous avons:

r

E90 < 07{ E90 |C51(90)|T :

1 &
—= 2 G (6o)
v
Et en utilisant I’hypothese (H I), nous avons:

E90|Csl(00)|T = E90|h8(007X1)_ﬁ3(00)|T
< O By lhy(60, X+ C TR (00))
< CNL( 4B, sup (XU 4O R@) . ()
0<t<T

Nous obtenons l'inégalité suivante :

‘ T

T —~ —
| Ba |V lh2000) = R0 ds < € L(1+Eq sup |X]T)
0 0<t<T

T _
+C / Ty(8)[ ds < oo
0

ce qui fournit une majoration indépendante de n.

D’autre part V" = {‘A/t”, 0 <t < T} est un processus de Wiener stan-
dard sous Py,, donc il a ses moments d’ordre r finis. Nous en déduisons que
Eg, |7 (00)|" est majoré par une constante indépendante de n. O

PREUVE DU THEOREME 2.2. Le Lemme 2.3 ci-dessus nous permet d’établir
I'inégalité :
Py, (10— b0 > v) < Py, ([I€"(00)]| > 5 Vig(v))

47’

S )
n” g% (v)

Eq,[|€" (6o, (12)
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d’apres l'inégalité de Markov. Ici, || - || désigne la norme dans L2([0,77), et
£"(6p) est la solution de I'équation (9). Par définition nous avons :

€@l = [ 16000 d(t)

En utilisant I'inégalité de Jensen, nous avons

e = { [ ek}

T
<t [ 1600 du(t)

ous en déduisons que
2 -1 T 2
Bu € 00)I < i [ Barlér (00) " dp(t)
<y sup By, € (00)|* .
0<t<T

D’apres le Lemme 2.4, nous pouvons trouver une constante C, > 0 qui ne
dépend pas de n, telle que:

Eq, [€"(00)]* < C; . O

2.2 Normalité asymptotique de la moyenne empirique

Considérons le processus £"(0) = {£7(6), 0 <t < T'} solution de ’équa-
tion (9). Nous avons le résultat de convergence faible suivant.

Proposition 2.5 Sous Uhypothése (H I) :

" (00) = £(bo)
dans C([0,T]; RY), quand n — oo, ou £(0y) = {&:(0), 0 <t < T} est un

Processus qaussien centre.

Pour démontrer ce résultat, nous utilisons la démarche classique suivante:
nous commengons par montrer que la suite {£"(), n > 1} est tendue. Pour
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cela nous utilisons le Théoreme 12.3 et I'inégalité (12.5) dans Billingsley [7].
Ensuite nous caractérisons de facon unique la limite de toute sous—suite de la
suite {€"(6y), n > 1}. Pour cela, nous montrons que le processus limite est
gaussien, et nous explicitons sa fonction de corrélation =Z(6y) = {=;:(00), 0 <
s, t < T},

Nous commencons par établir la proposition suivante, qui montre que la

suite {£7(6p), n > 1} est équitendue sur C([0,77]; IRY).
Proposition 2.6 Sous l’hypothése (H I)
Eg, [6/(60) = €(00)[" < C |t —s[*, 0<st<T, C>0,

PREUVE. Nous avons:
4

an |£t (00) 571(00 | - an

[ B (00) = o)) dr 4 V7~ T

4

SSE@O V Vn —|—8E90

/ V[ (8) — Tor(60)] dr

/ch (00) d

ot ('(y) est définie par (10). En utilisant Iinégalité de Jensen, nous avons:

?

< Cl|t—8| —|—8E90

dr .

Bu, 1€/ (00) — €1(00)|* < Cult = s+ 81— of [ B, ch 00|

Comme dans la preuve du Lemme 2.4 ci—dessus, il existe une constante C} >
0 indépendante de n, tels que

% écﬁ(ew 4

et nous avons:

Eq,

< CYL(1+Eq sup [X;]") + CF [h(00)]" < o0,
0<t<T

Eg, |6 (60) — &) < C |t = s|*

ou

0<t<T

C=C+81C] (LT(l + Ey, sup | X} / s(6o)] ds) . ]
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D’apres le théoreme de Prohorov dans [7], toute suite extraite de {¢"(6,) ,
n > 1} contient une sous-suite qui converge en loi dans C([0,7]; IR?). Soit
£(6o) la limite de cette sous—suite. Le but de la proposition suivante est de
caractériser cette limite de facon unique.

Proposition 2.7 Soit £(0y) la limite d’une sous—suite de {£"(0y), n > 1}.
Le processus £(0) = {£:(00), 0 <t < T} est gaussien centré, et la fonction
de corrélation {=;+(0p), 0 < s,t < T} est définie par

=) = B |6, (006 00)] = [ [ Balcu(00)" (@0)] dudo+ (¢ 5) , (13)

avee Gi(0o) = hy(0o, X) — he(bo).

PREUVE. Soit 0 < 5 < ... < t; < T une suite croissante quelconque dans
[0,T],et A, ..., A\ des scalaires quelconques. Nous définissons le vecteur aléa-
toire

[
T, = Z)\k ffk(go) .
k=1

Par définition de £"(6), nous avons

! n
:E)\k{ E/ ¢ (6o) dt+V”}— an+vn—un+vna
k=1 =1 \/_
avec .
ZAk/ Glo)dt,  va= NI
k=1

Les vecteurs aléatoires {5, , ¢« > 1} sont i.i.d de moyenne nulle et de covariance
finie: en effet

tg
I = Eg ] = Z Ao [ / Eo, [Cu(00)C"(80)] du do

k,k'=
= Z )\k)\k’rtk,tk/(go) ’
k,k'=1

d’ou

IT|] < C sup Egy|¢i(00)* < oo
0<t<T
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d’apres (11). D’apres le théoreme de la limite centrale, la suite {u,, n >
1} converge en loi sous Py, vers un vecteur aléatoire gaussien centré et de
covariance [

D’autre part, les vecteurs aléatoires {v,, n > 1} ont tous la méme loi
gaussienne centrée et de covariance

l
A= Eé’o (vnv;) = Z )\k)\k’ tk A tkl .
k,k'=1

Compte tenu que pour tout n < 1, les vecteurs aléatoires u, et v, sont

indépendants, nous en déduisons que la suite {Y,, n > 1} converge en loi

sous Py, vers un vecteur aléatoire gaussien T centré et de covariance I' + A.
Par unicité de la limite, nous en déduisons que

{
T =2 A&, (0o)
k=1

ce qui montre le résultat. a

2.3 Normalité asymptotique de 'EDM

Nous faisons les hypotheses de différentiabilité et de non—dégénérescence
suivantes :

(H III) La fonction y(0) est différentiable par rapport a 6 au point 0y, ¢’est—
a-dire qu'il existe une fonction y(6o) € L7([0,T7]; IRY*?) telle que :

19(8) — y(6o) —5(60) (0 — bo)|| =10 — bo| (10 — bo[) ,  (14)
ot e(r) — 0 quand r — 0.

(H IV) La matrice p x p définie par:

T(00) = [ 57(00) 3:00) dutt)

est non-singuliere, ¢’est—a—dire qu’il existe une constante cg > 0 telle
que : pour tout u € IRP

19(00) ull = [u™ J (o) u]'/* > co |u] . (15)
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Nous définissons le vecteur aléatoire
. A 1 . N
@(00) £ J(00) " mlfo) . o m(Bo) 2 [ §i(60) &(00) dult)

£(fo) est un processus gaussien, de fonction de corrélation =(6g) = {=;5+(6o) ,
0 < s,t < T} définie par (13), donc @(fp) est un vecteur aléatoire gaussien
centré et de matrice de covariance

T T
100 = 1007 [ [ [ 100) o) l00) dutydus) | I8 . (16)
Théoreme 2.8 Sous les hypothéses (H II), (H III) et (H IV)
Vn (6% —6y) = u(fy) , quand n — oo,

ot u(fy) est un vecteur aléatoire gaussien centré, de matrice de covariance

1(60o) définie par (16).

PREUVE DU THEOREME 2.8. Nous commencons par vérifier que les hy-
potheses (2.2), (2.4), (2.5) et (2.6) du Théoreme 2.9 de [21, Section X] sont
vérifiées. L’hypothese d’identifiabilité (2.2) découle de notre hypothese (H
IT). L’hypothese de convergence (2.4) résulte de la Proposition 2.5 ci—dessus.
Nos hypotheses (H III) et (H IV) entrainent respectivement I’hypothese
de différentiabilité (2.5) et I’hypothese de non—singularité (2.6).

Nous introduisons alors les notations suivantes. L’hypothese de différen-
tiabilité assure l'existence du vecteur gradient y(6y) = (y*(6o),...,9"(6o))

v 0 ,
yl(eo):w’y(@o) r=1,...,p.

avec

L’hypothese de non—singularité signifie que les vecteurs {y'(6o),...,y?(0o)}
sont linéairement indépendants dans L ([0, T']; IR?). Nous considérons le sous—
espace B C Li([O,T];IRd) engendré par ces vecteurs, et nous notons 7 la
projection de L2([0,T7; RY) sur B.

D’apres le Théoreme 2.9 de [21, Section X], avec une probabilité qui ap-
proche 1 quand n — oo, 'EDM 67 existe et est unique, et nous avons

§"(07) — €"(00) = 7&(0o) ,
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dans Li([O,T];]Rd) et
V(0 —6y) = T,
dans IR?, ou le vecteur aléatoire T est défini par:

() = y(0o)T .

En prenant le produit scalaire dans L2([0,7) avec g(f), nous obtenons :
T . T .
mibo) = [ 3 (6a)eu(bo) dut) = [ i (00)n¢(00) dp()

T
= | 9 (60)i00) du()) Y = J(60)T .
Nous en déduisons :

Y = J(0)m(b) = i(f) . O

3 EDM pour les diffusions linéaires

Nous considérons les processus X = {X;,0 <t <T}etY ={Y,,0 <
t < T} a valeurs dans IR™ et IR? respectivement. Nous considérons, pour
chaque valeur de § € © C IR?, la probabilité Py définie sur I’espace canonique
C([0,T]; R™?) telle que, sous Py

dXt = Bt(g) Xt dt + Gt th6’7 XO = X
(17)

di/t = Ht(g) Xt dt —|— d‘/;&, 1/0 = 0 )
ou § € O est le parametre inconnu. Nous supposons aussi que sous Py,
{WE,0<t<T}et {VP 0<t<T} sont des processus de Wiener indé-

pendants & valeurs dans IR™ et IR? respectivement.
Nous faisons I’hypothese suivante sur les coefficients du systeme (17):

(H T’) Pour tout 6 € O, les fonctions t — By(0), t — Gy et t — Hy(0) sont
bornées : pour tout 0 <t <T

B + |Gl + [[HAD| < L,

et la constante L > 0 est indépendante de 6 € O.
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Sous cette hypothese, le systeme (17) admet une solution unique qui possede
des moments de tout ordre.

A partir de n observations indépendantes {Y7, 1 < j < n}, nous défi-
nissons comme dans la section précédente le processus moyenne empirique
par:

N 1
no_ j
)= — g Y, .
n ‘-
e processus vérifie I’équation O suivante:
C fie I’ t d’It t

1 n n

ﬁd‘/; ) 1/0 =0 3 (18)
on V" = {‘A/t”, 0 <t < T} est un processus de Wiener standard sous Py. Le
processus X" = {X7', 0 <t < T} est solution de ’équation suivante:

dY;" = H,(0) X7 dit +

Y v 1 Tn v
dXt = Bt(G) Xt dt + ﬁ Gt th 5 XO = g , (19)

ot Wn = {Wt”, 0 <t < T} est un processus de Wiener standard sous Py,
indépendant de Ve

Quand la taille n de ’échantillon tend vers l’infini, nous obtenons les
équations déterministes limites suivantes:

—x(0) = Bi(0)x(0), x0(8) =20

Sul0) = HO)0)

Nous notons par ®(0) = {®,,(0),0 < s < t} la solution fondamentale de
I’équation (3), de sorte que:

z(0) = D:5(0)25(0)

y(0) = /OtHS(G)xS(é)dS: /Otﬂs(e)q>s,o(9)dsxo (20)
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Comme dans la section précédente, nous considérons une mesure positive
bornée p sur [0,7] et nous notons || - || et {-,-) la norme et le produit scalaire

dans L2([0,T7; RY).
Définition 3.1 L’estimateur de la distance minimale (EDM) est défini par:

6;, € argmin||Y™ — y(9)]| ,
)

ou Y™ et y(0) sont les solutions respectives des équations (18) et (3).

Remarque 3.2 La fonction de contraste K(6,00) = ||y(6) — y(6o)|| ne dé-
pend pas de la matrice G;. L’EDM ne permet donc pas d’identifier la matrice
Gi.

3.1 Applications des résultats précédents

Nous faisons I’hypothese d’identifiabilité suivante :

(H IT’) Pour tout v >0

A .
= inf ly(6) —y(6)] >0,

g(v
( ) [6—60|>v
ou By désigne la vraie valeur du parameétre inconnu.

Dans le cas linéaire, nous obtenons une vitesse de convergence exponentielle

pour 'EDM.

Théoreme 3.3 Sous les hypothéses (H I') et (H II’), il existe o > 0 tel
que :

nQZ(V)}
4 bl
ou C > 0 est une constante qui est indépendante de 6 € ©.

Py, (167 — 0o > v) < Cexp{—a

Nous considérons d’abord le processus £"(0) = {£7(0),0 < t < T}, ou
&1(0) = \/ﬁ[fftn — y+(0)] et yn, y(0) sont les solutions respectives des équa-
tions (18) et (3). Sous la probabilité Py, le processus () vérifie I’équation
d’It6 suivante:

de; (0) = v/n Hy(0) [X] — 2,(0)] dt + dV}",  €5(0) =0, (21)
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ou V" = {V*,0 <t < T} est un processus de Wiener standard. Nous
pouvons aussi écrire ce processus sous forme intégrale :

0= 023 [ HOL - r )]s+ 77

et nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.4 Sous l'hypothése (H I’), le processus £"(6p) est sous Py,
un processus gaussien centré et de fonction de corrélation =(0g) = {Z5+(6o) ,
0 <s,t < T} indépendante de n :

t s uNv
=,4(00) = /0 /0 H,(6) ( /0 <I>u7w(90)<1>1*j7w(90)dw) H(00) dudv + s At .
(22)

PREUVE DU THEOREME 3.3. En utilisant le Lemme 2.3, nous avons I'in-
égalité:

P16~ 0] > 1) < P, (exp {all @) > exp fa" L3 )

D’apres I'inégalité de Bienaimé Chebyshev, nous avons:

Pu, (6 — 00l > 1) < exp ("L By, fexp (a7 (80) )]

D’apres la Proposition 3.4, on peut toujours trouver un « > 0 assez petit,
qui ne dépend pas de n, tel que Eg [exp {a||¢(6o)]|*}] soit finie. O

Nous faisons 1’hypothese de régularité suivante:

es fonctions € sont différentiables par rapport a 6 au
HIID) L tions B(0) et H(0 t différentiables p pport a 0
point Og, c’est—a— dire qu’il existe des fonctions

B(@o) € L2([0, T]; R™*™*P) et H(Go) € Li([O,T];]Rdxmxp) telles que :

1B(8) — B(0o) — B(6o) (0 — bo)l| = [0 — bof (|6 — bol) ,

[H(6) — H(0o) — H(0o) (0 — o)l = |0 —bo] (|0 —bo]) -

ot e(r) — 0 quand r — 0.
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Sous cette hypothese, la fonction y(8) est différentiable par rapport a 6 au
point 8, et le vecteur gradient §(6o) € L2([0,7; IR¥*™XP) est défini par:

(0) = [ U(0),(0) + H,(0) ()] ds

7 i(0) = By(0) i4(8) + By(0) 24(0), d0(0) =0,
6) = /Ot B0,(0) B,(0) ,(0)ds = [ "0, (0)B,(6) B, () ds zo ,
et
/ [H,(8) @, 0(8) + H,(0 / B, . (0) Bu(0) ®uo(0) du]dszo . (23)

Nous faisons aussi I’hypothese de non—dégénérescence suivante:

(H IV’) La matrice p X p définie par:

700 = [ 57000 3e(00) dutt)

est non singuliere, c¢’est-a—dire qu’il existe une constante co > 0 telle
que : pour tout u € IR?

15(60) ul| = [u™J (60)u]'/* > colul |
ot la fonction §(0y) est définie par (23).
Nous définissons le vecteur aléatoire

Q00 2 100 mlB) , ov: miB) 2 [ 5i(00) &(60) du(t)

£(fo) est un processus gaussien centré, de fonction de corrélation =(6y) =
{Z54(00), 0 < s,t < T} définie par (22), donc u(fy) est un vecteur aléatoire
gaussien centré, de matrice de covariance:

100 = T00)7 [ [ [ 57(00)Z0el00) i(00) dut) di(s) | 10" - (21)
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Théoréme 3.5 Sous les hypothéses (H II), (H IID’) et (H IV’)
Vn(0: — 0o) = u(by), quandn — oo,

ot u(fy) est un vecteur aléatoire gaussien centré, de matrice de covariance

1(0o) définie par (24).

La preuve est identique a celle du Théoreme 2.8.

4 Applications numériques

Dans cette section, nous étudions deux exemples de systemes linéaires
partiellement observés. Nous faisons le choix suivant pour la mesure positive
p sur [0, 7] : nous introduisons une partition 0 <tg < ... <t; <...<t;=T
de l'intervalle [0, 7] et nous définissons

I
B = E o,
1=0

ce qui a pour effet de ramener le probleme a celui de 'identification du
systeme linéaire échantillonné avec un pas de constant 6 = ;11 —t;. En effet,
le processus de contraste s’écrit

1Y —y(0))* = ZI

et la fonction de contraste s’écrit

9 90 Z |!/t — Y, 90)|

Pour 'application numérique, il suffit de simuler les observations et de cal-
culer la sortie y(f) du systeme déterministe limite aux instants discrets
0 <ty <...<t; <...<ty=T. Dans la pratique cela revient a simu-
ler la sortie du systéme linéaire échantillonné, voir Astrom [1].
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4.1 Modele I

Nous considérons le probleme de diffusion linéaire suivant :

dXt = —HXt dt + thg, XO = X
(25)
dY; = 0X, dt + dVy, Yo=0,

ot € © C IR est inconnu. Pour ce modeéle, la fonction k() est donnée par:
Eg(@) = HEQ[Xt] = $09€_9t 5

et le processus déterministe limite par:

w(0) = [ F0)ds = 2o (1 — )
Nous remarquons que pour tout § > 0, la limite
y*(&) = tli}?o yt(g) = Zo ,
est indépendante de 6.

Identifiabilité du systeme

Nous représentons sur la Figure 1 le comportement de la fonction de
contraste § — Kp(0,00) = ||ly(0) — y(6o)|| au voisinage de 6y, la vraie
valeur du parametre, et pour différentes valeurs de 7. La norme || - || dé-
signe la norme dans L2 ([0, T7; IR?). Nous remarquons que pour 7' suffisam-
ment grand, la fonction de contraste ne dépend pas de T'. Une observation
plus longue du systeme n’améliore donc pas l'identification. Pour les simu-
lations numériques, nous avons utilisé les valeurs suivantes: g = 2, zg = 1,
T =0.5s, 1s, 2s,4s, 20s, et § € © = [1,4].

La Figure 2 représente les trajectoires du processus déterministe limite
y(0) pour deux valeurs différentes de 6 avec xg =1, T = 10s,et 6, =1, 6, =
2.
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FiG. 1 - Fonction de contraste du Modéle I.

T T T T
1- - I
12t afenlts)) —

1

FiG. 2 - Processus déterministe limite pour 8, = 1, 65 = 2.
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Nous représentons sur la Figure 3 'EDM en fonction de la taille n de

1(6o) 1(6o)

n
la vraie valeur du parametre, I(6p) est la covariance définie par (24).

€t00—3

I’échantillon, ainsi que les fonctions 6y + 3 , ou By est

Pour les simulations numériques, nous avons utilisé les valeurs suivantes :
— Taille de I’échantillon: 10°, 5 x 10°, 10, ..., 107.

— Vraie valeur du parametre 6y = 2.

— Ensemble des parametres: © = [1, 10].

— Temps d’observation: T = 6s.

— Pas de discrétisation en temps: 5 x 1073,

Pour ces valeurs des parametres, nous avons: I(6y) = 56.99960208.

1.95 1 1 1 1 1
0 2e+06 4e+06 6e+06 8e+06 le+07

FiG. 3 - Estimateur de la distance minimale (EDM).
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4.2 Modele I1

Dans cet exemple nous considérons la méme équation d’état que dans
e modele précédent, en revanche 1’équation d’observation ne dépend pas du
1 del dent, he I’ tion d’ob t d d d
parametre inconnu. Ce modele est décrit par 1’équation suivante:

dXt = —HXt dt + thg, XO = X
(26)
dY, = X, dt + dV’, Yo=0,

ou #§ € © C IR est inconnu. Pour ce deuxieme modele, I’expression de la
fonction k() est
ﬁt(G) = E@[Xt] = .Toe_et .

Le processus déterministe limite est donné par :

t 1 — 6—925
v (0) =/ ho(0) ds = o) — .
0

Nous remarquons que pour tout § > 0, la limite

. Zz
y™(0) = Jim y,(0) = 7>,

dépend du parametre 6.

Identifiabilité du systeme

Nous représentons sur le Figure 4 le comportement de la fonction de
contraste 0 — Krp(6,00) = ||[y(8) — y(0o)|| au voisinage de 6y, la vraie valeur
du parametre, et pour différentes valeurs de T'. Nous remarquons que plus
T est grand, plus la fonction de contraste est “contrastée”. Une observation
plus longue du systeme améliore donc 'identification. Pour les simulations
numeérique, nous avons utilisé les valeurs numériques suivantes: g = 2, 1o =
1, T =2s,5s, 10s, 100, et 6 € © = [1,4].

La Figure 5 représente les trajectoires du processus déterministe limite
pour deux valeurs différentes de § avec zg =1, T = 10s, et §; =1, 0, = 2.
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F1G. 4 - Fonction de contraste du Modéle I1.

T T T T
1- -t)) —
1.2 (l-eﬁp(?égg))z)

FiG. 5 - Processus déterministe limite pour 1 =1, 0, = 2
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Nous représentons sur la Figure 6 'EDM en fonction de la taille n de

1(6o) 1(6o)

n
la vraie valeur du parametre, I(6p) est la covariance définie par (24).
Pour les simulations numériques, nous avons utilisé les valeurs suivantes :

€t00—3

I’échantillon, ainsi que les fonctions 6y + 3 , ou By est

— Taille de I’échantillon: 10°, 5 x 10°, 10, ..., 107.
— Vraie valeur du parametre 6y = 2.

— Ensemble des parametres: © = [1, 10].

— Temps d’observation: 7' = 20s.

— Pas de discrétisation en temps: 5 x 1073,

Pour ces valeurs des parametres, nous avons: I(6y) = 149.9915470.

2.05

2.04

2.03 -

2.02

201

1.99 |
1.98 {2
197 |

196 F

1.95 1 1 1 1 1
0 2e+06 4e+06 6e+06 8e+06 le+07

F1G. 6 - FEstimateur de la distance minimale (EDM).
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5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié I'identification des systemes non-linéai-
res partiellement observés, par I'estimateur de la distance minimale, et obtenu
pour une asymptotique de type “grand nombre d’observations indépendan-
tes”, les résultats de consistance et de normalité asymptotique.

Parmi les extensions possibles, nous pouvons considérer les problemes
suivants.

Bruit d’observation dépendant de 1’état

Considérons le modele plus général suivant
dXt = bt(07X) dt—|—0't(9,X) thé’ 5 XO = X
dY; = h(0,X)dt +r(X)dV)? , Yo = 0,

on {W/,0<t<T}et{Vf, 0<t<T} sont deux processus de Wiener

standard indépendants sous la probabilité P4. Dans ce modele, la covariance

du bruit d’observation dépend de la trajectoire passée du processus X.
Nous définissons encore le processus moyenne empirique

~ 1 X2
Yi==->YY
n
1=1
et sous la probabilité Py, nous avons:

Ay = { thexf)}dwr\/_{ Z (X7) dvfm}j Y =0.

1=1
Le processus V™! = {th,e’ 0 <t <T} défini par
=3 [y
= — rs s
\/ﬁjzl 0

est une martingale continue, nulle en zéro, de processus croissant

<V”€t_/{ er Xf}



FEstimateur de la distance minimale 29

Si la vraie valeur du parametre était 6, alors pour n assez grand, on aurait
encore

R t
Yt”:yt(G):/o ho(0)ds 0<t<T

avec ﬁt(ﬁ) = Eg[h4(0, X)] pour tout 0 < ¢t < T.
L’estimateur de la distance minimale est alors défini comme précédem-

ment par

07 € argmin ||Y"™ — y(0)]| .
€0

Il semble possible de montrer la consistance et la normalité asymptotique de
I’EDM, quand la taille n de I’échantillon tend vers I'infini.

Remarque 5.1 La fonction de contraste K(6,600) = ||y(6) — y(6o)|| ne dé-
pend pas du coefficient r4(-). L’EDM ne permet donc pas d’identifier ce co-
efficient.

Remarque 5.2 Méme dans le cas plus simple ou les coefficients du systeme
dépendent seulement de ’état courant X, c’est-a—dire dans le modele:

dXt = bt(e, Xt) dt -+ O't(e, Xt) the 5 Xo = Xp

di/t = ht(G, Xt) dt + Tt(Xt) d‘/tﬁ 5 1/0 = 0 5

le probleme de filtrage non-linéaire (estimation de I’état X; au vu des obser-
vations );) ne semble pas résolu actuellement. Par conséquent, les méthodes
qui reposent sur le filtrage non-linéaire, ne permettent pas d’identifier un tel
modele.

Asymptotique du type “petits bruits”
Considérons le modele suivant
dX, = by(Xy)dt+ecdW)*, Xy = Iy
dY, = he(X)dt+edVy?*, Y, = 0,
ot Whe = (W, 0 <t <Tyet Vi = {V 0 <t < T} sont deux

processus de Wiener standard indépendant sous la probabilité Py .. James—
Le Gland [13] ont montré la consistance de ’estimateur du maximum de
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vraisemblance 6, quand ¢ tend vers zéro. Leur méthode repose sur un résul-
tat de grandes déviations, qui permet de montrer la convergence uniforme
sur O de la log—vraisemblance vers une fonction de contraste appropriée, en
probabilité.

Kutoyants a étudié, pour ce modele, ’estimateur de la distance minimale
défini par:

0> € argmin ||Y — ¢°|
€O

ot y¥ = {y?, 0 <t < T} est la sortie du systeme déterministe limite

#o= by(ai), a5 = g
g, = he(ef), yo = 0.

Il a étudié aussi 'EDM construit a partir de la “sortie du filtre de Kalman”,
associé a ce modele. Pour plus de détails, on consultera [16]. Les résultats
de consistance et de normalité asymptotique quand ¢ tend vers zéro peuvent
étre prouvés pour l'estimateur 67 avec des techniques beaucoup plus simple
a mettre en ceuvre que pour l'estimateur de maximum de vraisemblance f°.

Choix de la mesure positive p

Nous avons obtenu les résultats de consistance et de normalité asympto-
tique de 'EDM 6%, sans aucune restriction sur la mesure positive p sur [0, T].
Nous avons donc la possibilité de choisir cette mesure, de facon a optimiser le
propriétés asymptotiques de 'EDM. On peut chercher a minimiser la norme
de la matrice de covariance [(fy) définie par (16), ou a rendre la fonction de
contraste ||y(6) — y(6o)|| “plus contrastée”.
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