
HAL Id: inria-00074471
https://inria.hal.science/inria-00074471v1

Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access archive
for the deposit and dissemination of scientific re-
search documents, whether they are published or not.
The documentsmay come from teaching and research
institutions in France or abroad, or from public or pri-
vate research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaireHAL, est des-
tinée au dépôt et à la diffusion de documents scien-
tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
des établissements d’enseignement et de recherche
français ou étrangers, des laboratoires publics ou
privés.

HAL Authorization

Calibration de camera fondée sur les ellipses
Jean-Philippe Tarel

To cite this version:
Jean-Philippe Tarel. Calibration de camera fondée sur les ellipses. [Rapport de recherche] RR-2200, INRIA.
1994, pp.30. ⟨inria-00074471⟩

https://inria.hal.science/inria-00074471v1
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

ap por t  


de  r ech er ch e 


1 9 9 4 


INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET AUTOMATIQUE
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Résumé : Une méthode de calibration de caméra à base d’ellipses est présentée.
Pour avoir une bonne estimation des paramètres du modèle, il est nécessaire d’avoir
de bonnes mesures dans l’image. Les moments géométriques d’une région ont été
choisis comme les données à fournir à l’algorithme d’estimation, car ils peuvent
être calculés, dans une image, avec précision et robustesse en se fondant sur la pho-
tométrie des surfaces. Le lien exact, entre la description d’une ellipse de l’espace
3D et les moments d’ordre inférieur ou égal à deux de sa projection, est explicité
en fonction des paramètres de la calibration. Ces relations sont en partie étendues
au cas où les distorsions sont modélisées. Alors, l’estimation des paramètres est un
problème non linéaire qui est résolu avec un algorithme itératif. Des résultats sur
des images réelles et synthétiques sont présentés et discutés pour différents types de
modèles de la caméra.

Mots-clé : calibration de caméra, géométrie perspective, distorsions, représenta-
tions d’une ellipse, moments d’une forme, estimation sous-pixel.

(Abstract: pto)

��� Email : tarel@bora.inria.fr
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Ellipse-Based Camera Calibration

Abstract: We present an ellipse-based camera calibration. Correct measures in the
image are required to perform the camera model estimation. We suggest a technique,
based upon surface photometry, allowing to compute robustly and accurately the
moments of a shape in an image, and use them as inputs for the estimation algorithm.
Connections between the specification of a 3D-ellipse, the moments of its image
and calibration parameters are described. These equations are partially extended
to models including distortions. Then, the parameters estimation is a non linear
problem solved by an iterative algorithm. Tests with synthetic and real images are
described and discussed for different camera models.

Key-words: camera calibration, perspective geometry, distortions, ellipse repre-
sentations, shape moments, sub-pixel estimation.
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1 Introduction

Dans un processus de vision, il est utile de connaı̂tre la physique de l’instrument
qui fournit les données de base : les images. La calibration consiste à obtenir un
modèle approché de la caméra. En toute généralité, les caractéristiques mécaniques,
optiques, photométriques et électroniques doivent être modélisées. Pour le type
d’applications envisagées, on se restreint aux aspects géométriques de la calibration :
digitalisation de l’image, distorsions géométriques dues à l’optique de l’objectif,
localisation dans l’espace de la caméra. Les modèles considérés se fondent alors
sur le modèle sténopé amélioré en tenant compte de différents types de distorsions.
Le modèle permet d’expliciter la relation entre un objet de l’espace et son image.
Comme les paramètres intrinsèques du modèle de caméra sont interdépendants (par
exemple, le centre se déplace quand la focale change [LT88]), il est préférable
d’estimer en même temps tous les paramètres du modèle sur une vue, comme dans
la méthode proposée dans [Tos87]. Une fois le type de modèle choisi, il reste alors à
déterminer le type de données à utiliser pour l’estimation et le critère d’adéquation
entre ces données et le modèle.

Les données les plus souvent utilisées sont des points; quelques méthodes uti-
lisent d’autres types d’objets géométriques comme les lignes [CT90][Vai90], ou
comme les ellipses [HR92] [Ma93]. Avec les points, selon la modélisation et le
critère d’adéquation, le problème peut être formulé linéairement ou non, avec ou
sans contraintes. Ceci conduit à des méthodes analytiques [Tsa86][Tos87], ou à des
algorithmes itératifs [CR90].

Pour avoir une estimation précise des paramètres, il faut contrôler un minimum
l’environnement de la phase de calibration. Ainsi, une mire contrôlée géométrique-
ment permet de disposer de données tridimensionnelles précises. Les conditions
d’éclairage doivent être satisfaisantes pour que les données extraites de l’image
soient suffisamment précises. Un grand nombre de données est généralement consi-
déré pour améliorer l’estimation; néanmoins, la précision de celles-ci est directement
liée à celle des mesures. Comme la précision de la méthode d’extraction des données
qui sont fournies à l’algorithme de calibration est aussi importante que l’algorithme
lui-même, une bonne approche du problème nécessite donc de concevoir la tech-
nique de mesure des données avec celle d’estimation du modèle.

Or l’utilisation des niveaux de gris d’une forme permet d’obtenir des informa-
tions précises sur celle-ci [Bey92][AATRM91]. Ainsi nous montrons que les mo-
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4 J. P. Tarel

ments géométriques d’une forme dans une image sont calculables avec précision,
robustesse et simplicité. Après quelques rappels et notations (partie 2), la précision
théorique de notre méthode de mesure des moments fondée sur les niveaux de gris
est obtenue, ainsi que les conditions dans lesquelles ces mesures doivent être faites
(partie 3). Nous avons pu relier la description d’un disque elliptique de l’espace
aux moments géométriques de son image (partie 4). Ces équations permettent la
conception d’une méthode de calibration basée non pas sur la correspondance entre
points mais sur l’utilisation des moments d’une ellipse. La méthode de résolution
itérative employée est décrite (partie 5) et des résultats sur des images réelles et de
synthèse sont présentés (partie 6).

2 Modélisation de la caméra

Une caméra réalise une transformation de l’espace réel vers le plan image, soit
mathématiquement, une transformation de IR3 vers IR2. On suppose généralement
que la transformation réalisée est une projection centrale par rapport au centre de
la caméra : c’est le modèle sténopé. Celui-ci peut être complété par la modélisation
des diverses distorsions qui entachent l’optique de la caméra.

2.1 Le modèle sténopé

Dans le modèle sténopé, l’optique est modélisée par une simple projection
centrale sur le plan rétinien, de centre

�
( figure 1 ). Le plan ‘image’ est placé à une

distance � du foyer
�

. � est définie comme la distance focale, et l’axe de visée est
assimilé à la perpendiculaire au plan image, passant par

�
. Un point � dans l’espace

est repéré par rapport au référentiel absolu �����	�	
���
 . Soit ������������� ses coordonnées
dans le repère absolu et ����������������� � ses coordonnées dans le repère �"! ��# ´$�% � ( figure 1
). Le déplacement entre les deux repères est constitué d’une rotation �&�('*)+�,'.-*�,'0/1� et

d’une translation 243
56798 )8 -8 /

:<;= qui forment les paramètres extrinsèques de la caméra.

Dans le repère � ! ��# ´$>% � , la projection centrale d’un point de l’espace sur le plan
rétinien est dans ce même repère :

Inria
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FIG. 1 - Modèle sténopé de la caméra.

�>� � ��� � �,� � � 3 � �"� �� � � � � �� � �,� � (1)

Il reste alors à modéliser la numérisation de l’image pour avoir le modèle
sténopé complet de la caméra. La discrétisation est supposée s’effectuer sur une
rétine rectangulaire avec un pas d’échantillonnage vertical 1��
 et un pas horizontal

1��� . De plus, on introduit une translation plane ��� 0 ��� 0 � pour se ramener au repère��� # �	� $ de travail généralement choisi sur des images. �
� 0 ��� 0 � est la position dans� � # �	� $ de l’intersection axe de visée-rétine.
La relation entre les coordonnées �>� � ��� � � d’un point de l’image dans � ! ��# ´$�% � et

celles ������� � dans le repère lié à l’image est :

� 3�� 0 ��� 
 � �
� 3�� 0 ����� � �

�
(2)
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6 J. P. Tarel

Les paramètres intrinsèques sont les coordonnées ��� 0 ��� 0 � et l’inverse des pas
d’échantillonnage � 
 et ��� .

La focale � ne peut pas être obtenue par cette modélisation, car elle n’est pas
séparable des facteurs d’échelle � 
 et � � . Elle est donc fixée arbitrairement à 1.

En composant dans l’ordre les trois transformations suivantes - le déplacement
rigide, la projection centrale (1) et la numérisation (2) -, on obtient la relation entre
un point de l’espace et son image. Cette relation s’exprime simplement en utilisant

les coordonnées homogènes ( en posant
� 3

5666
7

� � �
1

:<;;;
= pour un point de l’espace ) :

� 3 ����� ����	� �
� 3 ��
	� ������ �

� �
�� ou � 3
56
7�� �� ��

:<;
= 3

56
7�� 1� 2� 3

:<;
= �

(3)

La transformation complète peut donc être représentée par une matrice perspec-
tive 3x4, notée � .

� 3
567 � 1� 2� 3

:<;= 3
567 � 
 0 � 0 0

0 � � � 0 0
0 0 1 0

:<;=�� � 2
0 1 � (4)

On remarque que � doit vérifier deux contraintes pour être compatible avec son
expression en fonction de �&��2 ��� 0 ��� 0 � � 
 � ��� (4). Si ces contraintes sont oubliées,
la matrice est définie à un facteur d’échelle près, mais alors le modèle de caméra
considéré ne respecte plus l’orthogonalité des axes de la rétine.

2.2 modèles avec distorsions

La modélisation précédente suppose que l’optique est parfaite. Les défauts sont
de deux types [P9́3] : chromatiques et géométriques. Les aberrations géométriques
décrivent l’écart entre les positions observée et idéale de l’image d’un point de l’es-
pace. Seuls les premiers termes du développement limité de cet écart sont considérés.
Chaque terme correspond à un type différent d’aberration géométrique ( astigma-
tisme, courbure de champ, distorsions, aberration sphérique et de coma). Les aber-
rations que la calibration peut estimer sont les distorsions car celles-ci provoquent

Inria
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des déformations indépendamment de la direction du rayon lumineux source. Trois
types de distorsions sont plus particulièrement considérés [Bey92] [WCH90] :

La distorsion radiale, de paramètre � , est généralement la plus importante :

� � 3 � � � ��� � ��� � 2 � � � 2 �� � 3 � � � ��� � ��� � 2 � � � 2 � � (5)

Le décentrage des lentilles par rapport à l’axe provoque une distorsion décrite
par la relation suivante :

� � 3 � � � � � 3 � � 2 � � � 2 � � 2 � � �� � 3 � � � � �>� � 2 � 3 � � 2 � � 2
� � � �

(6)

Enfin, il résulte une distorsion du fait des petites erreurs de parallélisme entre
lentilles. La relation qui la décrit est :

� � 3 � � ��� ��� � 2 � � � 2 �� � 3 � � ��� ��� � 2 � � � 2 � � (7)

La prise en compte des distorsions conduit à une relation non linéaire entre un
point de l’espace et son image. En effet, pour obtenir la relation qui lie un point à son
image, il faut composer dans l’ordre le déplacement rigide, la projection centrale
(1), les distorsions (5)(6) ou (7), et la numérisation (2).

3 Mesures dans l’image

Pour faire une bonne estimation des paramètres du modèle de caméra, il est
nécessaire d’avoir des données précises, notamment sur l’image, où la localisation
doit être faite à au moins 1/10 de pixel près. Les caractéristiques géométriques d’une
région de l’image comme l’aire, le barycentre et les moments d’inertie, sont faciles
à mesurer avec une grande précision si on utilise les niveaux de gris. Sous certaines
hypothèses, nous allons établir la précision théorique atteinte par notre méthode.

3.1 Principe

Un capteur CCD a une remarquable linéarité (les défauts de linéarité relatifs
sont inférieurs à 10 � 3, après une correction du gamma) sur une large plage de
fonctionnement. La réponse d’une cellule peut donc être supposée proportionnelle

RR n˚ 2200



8 J. P. Tarel

à l’éclairement reçu par sa surface [Rag89]. Ainsi, si la caméra est pointée, avec
un éclairage ambiant, vers un plan noir sur lequel est peinte une forme blanche, la
valeur de chaque pixel de l’image obtenue est proportionnelle à l’aire de la surface
blanche vue par le pixel. Or, connaı̂tre l’aire de l’intersection entre chaque pixel
et l’image de la surface blanche est utile pour calculer une valeur approchée de
ses caractéristiques géométriques. En particulier, l’utilisation des niveaux de gris
permet d’obtenir le barycentre de la surface avec une précision supérieure au pixel.

Cette situation est idéale, mais il est possible de s’y ramener par un traitement
approprié de l’image, si l’éclairage et la mire sont bien conditionnés. En effet, se
placer dans des conditions telles que les gradients d’intensité soient linéaires n’est pas
difficile. La surface de la mire doit être peu spéculaire (ce qui nécessite un traitement
spécial pour le métal, par exemple) pour être supposée à photométrie lambertienne,
dans de bonnes conditions d’illumination. On suppose donc que l’éclairage est
ambiant ou qu’il provient de sources éloignées. Dans ces conditions, les pentes des
gradients lumineux peuvent être corrigées sur l’image de la mire, pour se ramener à
la situation idéale.

3.2 Correction des gradients d’intensité

Dans l’hypothèse lambertienne, une surface rayonne de façon diffuse une fraction
de la lumière reçue. En chaque point du plan � (figure 2), l’intensité émise dans une
direction quelconque est : � 3 �����

� 3

Où � est le coefficient de réflection diffuse, et � l’émittance de la source.
Si l’on approxime par un plan l’intensité réémise

�
, au voisinage d’un point��� 0 ��� 0 � , la fonction d’erreur relative au second ordre est :

�	�	
���
���� ∆2

�
� 3 �

2

�
� � � 2

∆2 � �
�

2

�
� � � 2

∆2 � �
�

2

�
� � � � � ∆ � ∆ �

Du fait de la symétrie circulaire, on peut se placer dans le repère de la facette qui
annule � 0. Après développement :

�	�	
���
�� 3 3� 4
��� 4� 2 � 5 � 2 � ∆2 � � � 2∆2 � �
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�

Source lumineusepoint de vue

�

�
diamètre � plan �

�

�

FIG. 2 - Réflexion diffuse d’une surface lambertienne.

L’erreur commise sur un disque de diamètre � se majore, à partir de la formule
précédente, par 3 � !

� � 2, où � est l’éloignement du centre de la facette à la source
lumineuse. Pour que l’erreur soit inférieure à un niveau de gris sur une image 8
bits, il faut que � soit 30 fois plus petit que � . L’approximation au premier ordre des
gradients lumineux est donc justifiée dans nos expériences, car les facettes dessinées
sur la mire ont un côté de 5 cm avec une source placée à 1.5 m.

En conséquence, l’intensité de la région ‘image’ d’une surface lambertienne
varie linéairement en fonction des coordonnées des pixels. Le plan qui approxime
le mieux la distribution d’intensité de ces régions est calculé par une méthode aux
moindres carrés. Dans le cas où une surface claire est observée sur un fond sombre,
le calcul est réalisé sur le fond

�
� 
�� � ��� ��� � et sur la région claire

�
� 
 % # $ �
� ��� � . Ces

deux équations suffisent pour normaliser l’image entre 0 et 1 pour chaque pixel������� � :
� �
� ��� � � �

� 
�� � �
� ��� ��
� 
 % # $ ������� � � �

� 
�� � ������� �
La valeur 0 indique que le pixel de l’image normalisée ne voit pas la surface claire,
alors que la valeur 1 indique au contraire qu’il s’intersecte en totalité avec l’image de
la surface claire. On obtient une image dont la valeur d’un pixel donne le pourcentage

RR n˚ 2200



10 J. P. Tarel

de son aire couverte par la projection de la surface claire. L’image normalisée est
donc celle qui serait observée si l’éclairage était à l’infini.

FIG. 3 - Distribution de l’intensité d’un carreau blanc sur fond noir.

Sur la figure 3, la rupture d’intensité au niveau du contour n’est pas brutale,
mais au contraire assez douce. Ce lissage est provoqué par différents phénomènes
physiques : réponse électronique du capteur, effet de profondeur, aberrations et
diffusion de l’optique, interactions électronique entre pixels. Typiquement avec
notre caméra, un étalement de trois pixels de chaque côté du contour se produit.

Inria



Calibration de caméra fondée sur les ellipses 11

3.3 Mesures des moments géométriques

La réponse d’une cellule CCD est proportionnelle à l’intensité reçue sur sa sur-
face. En conséquence, pour une distribution d’intensité constante � , la contribution
au moment d’ordre � � ���+� du pixel �
� ��� � , où � et � sont les coordonnées de son coin
supérieur gauche, est:

� � � ) $ �
��� � 3��

� � � % $ � � ) $ � � � � � � � � � 3�� � �
� � 1 � �	� 1 � � �	� 1

� � 1
��� ��� � 1 � �
� 1 � � �
� 1

� � 1
�

En pondérant le moment de chaque pixel ������� � par la valeur � 
 � � de l’image nor-
malisée, les caractéristiques géométriques de la forme se calculent avec précision.
Le moment d’ordre � � ���+� est alors donné par l’équation suivante :

� ��� � 3�� 
 � � � 
 � � � �
� � 1 � �	� 1 � � ��� 1

� � 1
��� ��� � 1 � �
� 1 � � ��� 1

� � 1
� (8)

L’aire 
 , le barycentre � et la matrice inertie surfacique

�
de la région ‘image’

sont alors respectivement donnés par :


 3 � 
 � � � 
 � �
� 3 1


 � 
 � � � 
 � � � � � 1
2� � 1
2 �� 3 1


 � 
 � � � 
 � � � � 2 � � � 1
3 �
� � 1

2 ����� � 1
2 ���� � 1

2 ���
� � 1
2 � � 2 � � � 1

3 �
Pour estimer les caractéristiques géométriques, il suffit de calculer une somme

pondérée avec les niveaux de gris normalisés. L’obtention de ceux-ci ne présente
pas, non plus, de difficulté sur une image de mire : le calcul et la correction des
gradients d’intensité sont simples quand l’on a pu délimiter avec certitude, grâce
à un détecteur de contours [Der87], une zone ‘intérieure’ à chaque région et une
‘extérieure’ voisine. Avec notre caméra, une bande de 3 pixels de chaque coté du
contour est exclue.

RR n˚ 2200



12 J. P. Tarel

3.4 Précision du calcul des moments

L’analyse des erreurs sur les moments doit tenir compte de l’erreur � �	
���
�� ,
conséquence de l’approximation photométrique. Mais il y a d’autres causes d’erreur :
le bruit de l’image ( ��������� 
 ), la quantification de l’intensité des pixels ( �	�
���
� 
 ) et
l’indétermination de localisation provoquée par la discrétisation spatiale ( ��� ����� � ).
Ces sources d’erreur sont supposées indépendantes.

ebruit : Le bruit est par hypothèse gaussien centré de variance � 2. L’écart type
de l’erreur produite par ce bruit pour l’aire 
 est

� � � , où � est le nombre
de pixels de la région. Pour les composantes du barycentre � , l’erreur est

approximativement ��� � 2 � 0�
2 et � � 0 � 2�

2 . Celle-ci, sur les éléments

� 
 � 
 ,

� 
 � � et�
� � � de la matrice d’inertie, a une forme analogue en remplaçant les moments

par � 4 � 0, � 2 � 2 et � 0 � 4 respectivement. Une forme aplatie provoque donc des
erreurs non équivalentes sur chaque composante. Avec un disque de rayon � ,
l’erreur sur le barycentre est inférieure à � , alors que, pour l’inertie, elle est
majorée par � � . En conséquence, un bruit dont l’écart type est de quelques
niveaux de gris produit une erreur inférieure à 0.01 pixel sur le barycentre,
pour des images 8 bits très contrastées.

ephoto : Dans nos expériences, l’erreur photométrique est inférieure à un niveau de
gris sur des images contrastées. Cette erreur est beaucoup plus petite que celle
provoquée par le bruit.

edigit : L’erreur de quantification de l’intensité peut être décrite comme une variable
aléatoire uniforme centrée de variance � 2 3 1

12 � 2 sur l’intensité de chaque
pixel, où � est la hauteur du saut d’intensité entre la région claire et la région
sombre [Der87]. Pour des images 8 bits, avec un contraste maximum ( � 3
256), l’écart type est de l’ordre de 10 � 3. Comme pour � �	
���
�� , � �
����� 
 est petite.

� � ����� � : L’erreur provoquée par la discrétisation spatiale est nulle sur 
 , puisque
l’aire n’est pas localisée. En annexe dans le cas d’une dimension , nous mon-
trons que, indépendamment de la réponse de la caméra, l’erreur de résolution
est de 1

8
� sur la position du barycentre, et de 1

4 sur

�
. À partir de ces résultats,

un passage à la dimension deux peut s’effectuer. Soit � ! 
���� 
 
 % le nombre de
pixels du contour de la région considérée, la moitié des pixels du contour
peuvent biaiser la mesure dans le même sens, donc l’erreur � � ����� � est majorée

Inria



Calibration de caméra fondée sur les ellipses 13

par ���
16
� . La forme qui minimise le rapport de la longueur du contour avec

l’aire est un disque. Soit � son rayon, l’erreur � � ����� � est alors majorée par
1

8
� . Il suffit donc d’un cercle de rayon 13 pixels pour avoir une précision de

l’ordre du centième de pixel sur la position du barycentre.

L’erreur totale théorique obtenue est donc, pour un cercle, inférieure à 5
�
100

de pixel sur le barycentre, si le bruit est inférieur à 10 niveaux de gris. Une aussi
grande précision ne peut pas être obtenue uniquement par la moyenne du contour de
la région. En pratique, il est donc possible d’atteindre une erreur inférieure à 1/10,
sur des images réelles de formes arrondies et compactes, si l’environnement est bien
conditionné.

3.5 Conclusion

Il est possible de calculer les caractéristiques géométriques d’une forme plane
dans une image avec une bonne précision, si elle est l’image d’une facette lamber-
tienne de taille petite par rapport à la distance de la source lumineuse, et si sa taille
dans l’image est supérieure à une vingtaine de pixels. La forme qui optimise l’erreur
de localisation sur le barycentre est une forme arrondie. La méthode proposée a
deux propriétés remarquables : l’estimation est assez robuste au bruit et au lissage
par un filtre symétrique quelconque de l’image (en particulier pour les coordonnées
du barycentre). Enfin, la méthode est relativement simple à mettre en place.

4 Transformation perspective d’une ellipse

Les caractéristiques géométriques d’une région de l’image peuvent être mesurées
avec précision. Mais pour pouvoir utiliser ces données dans la calibration, il faut être
capable de les relier à la description 3D de la surface observée. L’ellipse présente
un grand intérêt de part ses nombreuses propriétés vis-à-vis de la transformation
perspective (ou transformation conique) [Her92]. Cependant, comment une ellipse
se transforme-t-elle par le modèle sténopé ? La caméra est supposée voir l’ellipse
entièrement et son image reste elliptique. De fait, les conditions de la calibration
permettent ces restrictions, mais la généralisation de ce qui suit aux coniques est
aisée. À partir des différentes représentations d’une ellipse dans le plan, le lien entre
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l’équation d’une ellipse et ses moments géométriques d’ordre inférieur ou égal à
deux sera établi.

4.1 Caractérisations d’une ellipse

Une ellipse peut être caractérisée dans le plan par son centre
�

et les vecteurs
demi-grand axe 
 1 et demi-petit axe 
 2 donnés dans le repère orthonormal � (figure
4). Les points de l’ellipse sont alors décrits par :� 3�� � cos � '+����� � sin �(' ����� '	��
 0 � 2 ��

Cette équation se traduit en coordonnées homogènes par la relation suivante :� 3���� � cos � '+����� � sin �(' ����� '���
 0 � 2 ��

où
� � 3 � �

1 � , � 1 3 � 
 1

0 � et � 2 3 � 
 2

0 � . Soit � la matrice 3 � 3 constituée, dans

l’ordre, des vecteurs � 1, � 2 et
� � . Cette matrice est une première caractérisation de

l’ellipse dans le repère � .
L’équation dans un repère donné représente autrement l’ellipse dans le plan.

L’équation implicite de celle-ci s’écrit en coordonnées homogènes sous la forme
suivante : � � � � 3 0
� est une matrice symétrique 3 � 3 de signature ��� ���.� � �,� . La matrice � dans le
repère � est une autre caractérisation de l’ellipse dans le plan. Cette matrice est
définie à un facteur près.

Il existe un lien entre la représentation par � et celle par � . Pour l’expliciter, on
se place dans le repère orthogonal � � d’origine

�
et de vecteurs 
 1 et 
 2 (figure 4).

Dans ce repère, l’équation implicite est réduite à son expression canonique :

� � � � � � � 3 � � � 567 � 1 0 0
0 � 1 0
0 0 1

: ;= � � 3 0 (9)

La matrice � � associée est alors particulièrement simple.
La transformation entre les deux repères � et � � s’explicite en fonction de la

matrice � . Ainsi, un point de coordonnées
� � dans le repère � � a pour nouvelles
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 1

�

�

� �&� � � � � � �


 2

�"��� � � 
 1 ��
 2 �
�

FIG. 4 - Repère absolu �&� � � � � � � et canonique � � � � � 
 1 � 
 2 � d’une ellipse.

coordonnées
� 3 � � � dans le repère � . En réalisant le changement de repère dans

l’équation implicite réduite (9), la relation entre la matrice � et � se déduit, par
identification :

� 3 � � � 1

56
7 � 1 0 0

0 � 1 0
0 0 1

:<;
= � � 1

Ce qui peut s’écrire, après inversion, puisque � est de rang 3 :

� � 1 3��
567 � 1 0 0

0 � 1 0
0 0 1

:<;= � �
(10)

Alors, l’inverse de la matrice de la forme quadratique se décompose sous la forme
suivante :

� � 1 3 � � � � � 
 1 
 �
1
� 
 2 
 �

2

�� � 1 � (11)

On remarque que la dernière colonne de � � 1 (ou la dernière ligne), quelque soit
le repère choisi, est égale, à un facteur près, au vecteur homogène

� � qui donne la
position du centre de l’ellipse dans ce repère.
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4.2 Matrice d’inertie homogène

La matrice d’inertie homogène du disque elliptique est définie par :

� 3 �
� � � � 
 $ $ ��� � � � � � 
 $ � � � ���

Pour un disque de rayon unité dans le repère barycentrique, le calcul donne :

� � 3
56
7 �

4 0 0
0

�
4 0

0 0 �

: ;
=

Comme précédemment, en passant de � � au repère � , on en déduit que la matrice
d’inertie homogène de l’ellipse, dans le cas général, s’écrit :

� 3 ��� 8 � � � � � � � �
Cette relation est vraie uniquement si la transformation � est affine. Après un
développement semblable à celui de (11), on obtient l’expression suivante :

� 3 � ��� 8 � 
 1 
 2 � � 1
4 � 
 1 
 �

1 � 
 2 
 �
2 � � � � � �� � 1 �

L’aire de l’ellipse 
 s’avère bien être � ��� 8 � 
 1 
 2 � . La relation entre la matrice
d’inertie homogène

�
et � se déduit, par comparaison avec (11) :

�


 3 1
4

� 5 � � � �� � � � 1 � (12)

Pour cette relation, � est supposée normalisée, c’est-à-dire que le dernier élément
de la matrice est 1.

En conséquence, il suffit d’inverser la matrice de l’équation implicite homogène
pour connaı̂tre la matrice d’inertie homogène de cette ellipse. Enfin, la seule connais-
sance des caractéristiques géométriques � et

�
permet de déterminer complètement

l’ellipse. Une ellipse est donc caractérisée par ses seuls moments d’ordre inférieur
ou égal à deux.
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4.3 projection d’une ellipse

Les caractéristiques d’une ellipse � � # �	� $ , qui est la projection perspective d’une
ellipse � $ � � � ! $ , peuvent être obtenues à partir des formules précédentes. Soient � 1,� 2 et

� � les trois vecteurs (demi-grand axe, demi-petit axe et centre) qui caractérisent
l’ellipse � $ � � � ! $ dans le repère absolu de l’espace. Soit � $ � � � � � $ le plan qui contient
l’ellipse, et � un point de � $ � � � � � $ de coordonnées ��������� 1 � dans le repère orthogonal
où l’équation de l’ellipse � $ � � � ! $ est canonique (9). Les coordonnées de � dans le
repère de référence de l’espace sont :

� � 1 � 2
� ��� 567 � �

1

: ;=
L’image de ce point est donc, d’après (3) :

� 3 � � � 1 � 2
� � � 567 � �

1

: ;= 3 � �
567 � �

1

: ;=
La relation entre le plan de l’ellipse � $ � � � � � $ et le plan ‘image’ est donc une trans-
formation homogène linéaire. En conséquence, puisque (10) reste vraie pour une
transformation homogène quelconque, la matrice � de la forme quadratique de
l’ellipse � � # ��� $ a pour inverse :

� � 1 3 � �
567 � 1 0 0

0 � 1 0
0 0 1

: ;= � � � � � (13)

À partir de (13), grâce à la remarque faite sur (11), nous pouvons déduire le centre
de l’ellipse � � # �	� $ en fonction des éléments de la matrice � � , c’est-à-dire selon les
caractéristiques � � 1 ��� 2 � � � � de l’ellipse � $ � � � ! $ et selon les paramètres � � � � de la
transformation perspective � . Les coordonnées homogènes � � 3 � � � � � � � � � � � � �du barycentre sont donc données, après calcul, par :

� � � � 3 ������� � ��������� � � ���	� � � �
����� � ���
��� � ���
�����
� � � � 3 � � ��� � � � ��� � � � � �	� � � � ��� � � � � ��� � � � ��� �
� � 3 �������	��� � 2 � � � �
����� � 2 � � ��������� � 2

� �
�� (14)
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Une fois que le centre
� 3 �
� � � � 1 � � de l’ellipse ‘image’ est connu, la matrice

d’inertie

�
s’obtient en fonction de � et � grâce à (12) :

� 3 1
4

� 5 � � � � 1

� � �
� 
�
 � 
 �
� 
 � � �	� � � (15)

avec � 
 
 3 � � � ��� � � 2 � � � � ��� � � 2 � ��� � ��� � � 2

� � 
 3 � � ��� � � � ��� � � � � ��� � � � ��� � � � � ��� � � � ��� �
� �	� 3 � ��� ��� �*� 2 � � ��� ��� �+� 2 � �����
��� �+� 2

4.4 Conclusion

Une ellipse est caractérisable par ses moments géométriques d’ordre inférieur
ou égal à deux, et le lien entre sa description dans le plan et ses moments est
relativement simple. Par l’utilisation des coordonnées homogènes, cette relation a
été généralisée à la transformation perspective d’une ellipse de l’espace. Alors, le
barycentre et les termes d’inertie s’expriment comme le rapport de polynômes de
degré deux en fonction des caractéristiques de l’ellipse 3D et de la transformation
perspective.

5 Résolution

Une méthode précise de calcul des moments d’une forme dans une image a été
élaborée, puis quand la forme est un disque elliptique, les relations entre ces moments
et l’ellipse 3D ont été explicitées. Ces relations qui lient les données mesurées sur
l’image et les données tridimensionnelles de la mire permettent l’estimation des
paramètres de la calibration, si la mire est supposée de géométrie parfaitement
connue.

5.1 Critère d’adéquation

Le critère d’adéquation du modèle avec les données est choisi du type moindres
carrés. Si les données sont des points � %� dans l’image, le critère est basé sur la
distance euclidienne. Ainsi, si l’on désire minimiser la distance en pixel, le critère à
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choisir est :
min� � % ��# `$ � % $ � � � �
� %� � � �>� 2 � �
� %� � � ��� 2

Par contre, pour l’erreur réelle sur la rétine, par exemple en millimètres, le critère à
minimiser est :

min� � % ��# `$ � % $ � � � � � %� � � �
� 
 � 2

� � � %� � � �
��� � 2

Ce critère a donné de meilleurs résultats dans nos expérimentations. � � s’exprime en
fonction des paramètres de la calibration et des caractéristiques de la mire. Dans le
cas de la correspondance point à point, � � est donné par l’équation (3). Si les données
mesurées sont les centres des ellipses images, alors l’utilisation des équations (14)
s’avère nécessaire.

Il est possible de généraliser ce qui précède à un modèle de caméra autre que
celui sténopé. En effet, du fait de la faiblesse des distorsions géométriques, l’image
de l’ellipse peut être considérée comme uniformément distordue. Il suffit alors, pour
avoir le lien entre une ellipse 3D et le centre de son image, de composer les formules
de distorsions (5) (6) ou (7) avec (14).

Pour les termes de la matrice d’inertie, le critère d’adéquation est la distance
des trois termes indépendants de la matrice. Avec le modèle sténopé les termes
d’inertie fournissent trois contraintes supplémentaires par ellipses (12). Mais il
semble difficile de les généraliser au cas avec des distorsions.

5.2 Méthode itérative

Le problème de la calibration d’une caméra peut s’exprimer, sous forme mini-
male, comme un problème non linéaire de moindres carrés sans contrainte. Pour cela,
la rotation doit être représentée sous une forme minimale. Les paramètres � � 1 � � 2 � � 3 �
choisis sont ceux d’Euler-Rodrigues, car ils permettent d’écrire les coordonnées de
la projection d’un point comme le rapport de deux polynômes de degré trois.

L’algorithme utilisé pour minimiser le critère est dit de Gauss-Newton [DS83].
Il nécessite le calcul du vecteur des dérivées partielles du critère par rapport aux
paramètres de la calibration, ce qui peut être facilement fait avec un calculateur
formel. Les valeurs des paramètres initiaux sont obtenues par la méthode de Faugeras
et Toscani [Tos87] (ceci assure une convergence rapide de l’algorithme).
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6 Résultats

La vérification expérimentale d’une méthode de calibration est difficile, car
il est nécessaire de mesurer des distances et des orientations avec une précision
importante. Une première alternative à cette difficulté est de créer des images de
synthèse d’une scène de calibration artificielle où la géométrie et la photométrie
sont reproduites. Une autre possibilité est de vérifier la stabilité de l’estimation des
paramètres intrinsèques.

6.1 Images de synthèses

6.1.1 Précision sur les centres

Avec une scène de synthèse, la maı̂trise du processus permet de connaı̂tre les
erreurs faites, notamment sur la mesures des données dans l’image. Pour cela, les
mesures sont comparées avec les données obtenues par calcul. Dans le tableau
suivant, les erreurs de mesures, sur les barycentres de 280 ellipses de diamètre 40
pixels environ, sont calculées :

erreur contours intensité

maximum 1.2 pixel 0.07 pixel
moyenne 0.3 pixel 0.03 pixel
écart type 0.3 pixel 0.02 pixel

Ce tableau montre la supériorité de la méthode fondée sur l’intensité des pixels,
sur celle qui utilise les contours (rapport dix en précision). L’ordre de grandeur des
erreurs (5/100) est respecté par rapport au calcul théorique d’erreur (partie 3).

6.1.2 robustesse au bruit

La méthode de calcul du barycentre fait une moyenne sur un grand nombre de
pixels; elle doit donc être assez résistante au bruit de l’image. La robustesse a été
testée et vérifiée sur des images de disques de différents diamètres, bruitées avec
un bruit gaussien centré de variance � 2. Le tableau suivant donne l’écart type de
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l’erreur provoquée uniquement par le bruit, pour deux diamètres sur une centaine
de disques.

diamètre � 3 2 � 3 4 � 3 8 � 3 16

10 pixels 0.004 0.01 0.02 0.03
20 pixels 0.0006 0.001 0.003 0.005

L’erreur sur le barycentre, due au bruit, diminue en fonction du diamètre du
disque. Elle est très inférieure à la majoration prévue (partie 3), dès que le rayon est
supérieur à une dizaine de pixels.

6.1.3 Corrélation des estimations

Dans la matrice de régression, un coefficient proche de un indique qu’il existe
un lien entre deux des paramètres de la calibration. Or, il existe un lien entre les
paramètres 8 / , � 
 et ��� , de même que pour les groupes de paramètres 8 ) , � 0, � 2 et

8 - , � 0, � � , � 1, � 3. Ces liaisons peuvent s’expliquer en examinant les modifications
produites sur l’image de la mire par de petites variations des paramètres de la
calibration. Certaines combinaisons de ces variations produisent de très petites
modifications de l’image. Par exemple, une faible variation de profondeur peut être
approximativement compensée par une dilatation de la rétine, d’où la liaison entre

8 / , � 
 et � � . Les deux autres groupes de liens s’expliquent par le fait qu’une petite
translation de la mire ou une petite rotation (proche d’une translation) peut être
compensée par un déplacement du centre de l’image.

Un développement limité, supposant une erreur uniquement sur � 0 et 8 ) , montre
que les erreurs se compensent à peu près quand l’épaisseur de la mire est petite
relativement à sa profondeur � # , si elles vérifient la relation suivante:

� � � 3 � � # � � 0

���
Ceci se traduit aussi géométriquement par l’existence de directions privilégiées

où le critère varie peu, au voisinage de son minimum. En conséquence, la qualité de
l’estimation est directement fonction du rapport de la profondeur de la mire par sa
distance à la caméra. Ce rapport doit être le plus grand possible.
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6.1.4 Précision de la calibration

Quand la caméra de synthèse est un sténopé parfait, les paramètres sont tous
retrouvés avec une erreur relative de moins de 0 � 07%. Pour initialiser l’algorithme
d’estimation, la méthode de Toscani est utilisée. Elle est basée sur la correspondance
de points. Avec le type de mire utilisé (figure 5), les points mis en correspondance
sont le centre des ellipses 3D et ‘image’. Malgré cette approximation, la méthode
de Toscani donne une estimation avec une erreur relative maximum de 0 � 7%. En
conséquence, si le maximum de précision n’est pas nécessaire, la correspondance
des barycentre peut être supposée. Ces résultats ont été obtenus, en calculant l’écart
type sur 6 positions assez différentes de la caméra.

Pour se rapprocher de la réalité, une importante distorsion radiale a été ajoutée
à la caméra synthétique ( � 3 1 � 0). Si la calibration est réalisée avec l’hypothèse
du modèle sténopé, les résultats sont fortement perturbés. Et le biais augmente
avec l’importance des distorsions. Sur 6 positions de la caméra, le centre de l’image��� 0 ��� 0 � est biaisé en moyenne d’une vingtaine de pixels, comme le montre le tableau
suivant :

sténopé décentre+radial radial

� 0 24 pixel -0.3 pixel 0.1 pixel
� 0 27 pixel 0.2 pixel 0.01 pixel
� 
 390 p/mm 1 p/mm 0.46 p/mm

� � 380 p/mm 0.7 p/mm 0.28 p/mm

8 ) -23 mm 0.4 mm -0.1 mm

8 - -30 mm -0.2 mm -0.02 mm

8 / 491 mm 1.9 mm 1.3 mm' 1 � 6



0 � 01



0 � 008



� -0.002 -0.0008

Ce tableau donne les biais observés, sur les différents paramètres estimés, pour
trois hypothèses de modèles : sténopé, avec décentrage et distorsions radiales (5&6),
avec distorsions radiales (6). Le modèle pertinent est le dernier. On note que l’intro-
duction de paramètres non pertinents (paramètres

�
et � du décentrage) induit une

moins bonne estimation des autres paramètres. De plus une dispersion 10 fois plus
grande des résultats est observée.
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6.2 Images réelles

Les spécifications d’une caméra réelle ne permettent généralement qu’un calcul
approximatif des paramètres intrinsèques exacts. Sans référence, il est difficile de
comparer les résultats des différentes méthodes de calibration. Par contre, si l’esti-
mation des paramètres intrinsèques n’est pas stable, le modèle de caméra considéré
n’est pas pertinent. En effet, quand la mire est déplacée dans le champ de vision
de la caméra, sans toucher aux réglages de cette dernière, seuls les paramètres ex-
trinsèques doivent changer d’une estimation à l’autre. Plusieurs modèles ont été
testés, suivant le choix et la combinaison des divers types de distorsions (partie 2).
Les estimations, avec la modélisation des distorsions radiales, se sont avérées les
plus stables. Par exemple, sur une série de 12 images de la mire dans différentes
positions, les résultats suivants ont été obtenus :

sténopé � 0 � 0 � 
 ���
moyenne 248.8 250.8 1189 1690
écart type 7.6 9.8 5.4 7.5
écart en % 3.1% 3.9% 0.46% 0.45%

radial � 0 � 0 � 
 ��� �
moyenne 252.4 253.5 1276 1812 -0.38
écart type 0.25 0.45 1.9 2.5 0.008
écart en % 0.1% 0.18% 0.15% 0.14% 2.1%

La mire est constituée de deux plans métalliques où sont fixés des disques de
couleur unie (figure 5). La surface est traitée pour être faiblement spéculaire.

Le choix du modèle est très important. Car s’il ne possède pas suffisamment
de degrés de liberté (sur-contraint) l’estimation risque d’être biaisée, à l’opposé
si le modèle est trop général (sous-contraint) l’estimation des paramètres, qu’ils
soient pertinents ou non, peut-être instable. Ainsi, quand les distorsions radiales et
de décentrage sont modélisées, l’estimation du coefficient de décentrage

�
varie de

35% sur la série des 12 images. Avec notre caméra CCD, une Sony couleur XC-007
et un objectif Canon J15x9.5B, le modèle adéquat semble être celui avec distorsions
radiales du premier ordre.
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FIG. 5 - Image de la mire métallique.
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7 Conclusion

La méthode de calibration présentée utilise non pas la correspondance entre
points mais entre des surfaces caractérisées par leurs moments. Une technique de
calcul des moments, fondée sur la photométrie des surfaces, a été développée. Elle
est robuste au bruit de l’image et permet de fournir à l’algorithme de calibration des
données précises (moins 1/10 de pixel sur le barycentre).

Nous avons explicité les équations qui lient les moments d’ordre inférieur ou
égal à deux de l’image d’une ellipse à sa description 3D. Dans nos résultats, quelque
soit le modèle, le barycentre des ellipses ‘images’ peut être utilisé comme donnée
pour l’estimation. Les termes d’inertie fournissent trois contraintes supplémentaires
dans le cas du modèle sténopé. Il semble donc intéressant d’étudier la généralisation,
à un modèle quelconque, de la relation avec les moments d’ordre supérieur à deux.
Des types de formes différentes du disque elliptique peuvent aussi être utilisés.

Si le modèle est bien choisi, la méthode de calibration proposée permet une
bonne estimation des paramètres de la caméra (la précision est supérieure à 0 � 1%
sur les images de synthèse). Suite à des tests avec notre caméra, le modèle avec
distorsions radiales est le plus adéquat. Il permet d’estimer les paramètres de la
caméra avec une stabilité d’environ 0 � 1%.

8 Annexe

Nous présentons ici, dans le cas à une dimension, le calcul de l’erreur de lo-
calisation provoquée par la discrétisation en pixels de l’image. La réponse � de la
caméra est prise en compte dans ce calcul (Figure 6).

La distribution
� � observée sur l’image est le résultat de la convolution de

l’échelon � par la réponse � de la caméra. Soit :� � ��� � 3 � ���
� �

�&��� � � � � �>� � � �
3 � ���
� �

� � 8 � � ��� � 8 � � 83 � 
 � 
��
 � 
�� �&� 8 � � 8
RR n˚ 2200
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pixel

� � �
� �
� �
� �

�

intensité

� # � �

FIG. 6 - Discrétisation de la courbe d’intensité d’un échelon parfait ( � # , � � ) avant
( � ) et après � � � � convolution par la réponse de la caméra.

En conséquence, la dérivée première de
� � est :� � � �
� � 3 �&��� � � # � � � �
� � � � � (16)

La réponse est supposée normalisée. On a donc :

� ���
� �

� �
� � � � 3 1 (17)

Les moments de
� � et � peuvent être calculés exactement par une intégration par

parties. Alors : � � � � � 3 1� � 1
��� ��� 1� � � ��� 1# �

� � � � � � 3 � � ���
� �

� ��� 1

� � 1

� � � ��� � � �
� étant l’ordre du moment. En utilisant l’équation (16), on déduit :

� � � � � � 3 � ���
� �

�
� � � � � ��� 1 � ��� � � # � �	� 1

� � 1
�&�
� � � �

À partir de ces formules, on peut examiner le biais que la réponse de la caméra
introduit dans le calcul des moments. Ainsi les moments d’ordre zéro de

� � et
� sont égaux à � � � � # 3 � 0. La différence entre le moment du premier ordre
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observé � 1 � � � � et celui réel � 1 � � � est � 0
� ���
� � � �&��� � � � . En conséquence, les

deux moments du premier ordre sont égaux si � vérifie :

� � �
� �

� � �
� � � � 3 0

Ce qui est vrai dès que � est symétrique. Pour les moments du second ordre, même
si � est symétrique, il est nécessaire de corriger le moment observé

� � du terme� 0
� ���
� � � 2 � �
� � � � . Une réponse symétrique de la caméra introduit donc un biais

uniquement pour le calcul des moments d’ordre pair supérieur à deux.
Il faut aussi tenir compte de la numérisation de l’image. L’erreur de localisation

due au manque de résolution est la différence entre le moment observé numérisé (8)
et celui non numérisé :

� � � � � � 3 ���
�

��� � �
� � � 1

�
� � � � 1 � ��� 1 � � ��� 1

� � 1
� � � � � � ��� � � �

L’erreur au premier ordre est :

� � � � 1 � 3 ���
�

��� � �
� � � 1

�
� � � 1

2
� � � � � ��� � � �

Soit, après une intégration par parties et quelques simplifications :

�
� � � 1 � 3 ���
�

��� � �
� � � � 1

�

1
2

� � � 1
2
� � � 2 � � � ��� � � �

Puisque 1
2 � � � 1

2
� � � 2 varie entre 
 0 � 1

8 
 , en introduisant l’équation (16), on déduit
l’inégalité suivante :

1
8

� �
�

��� � �
� � � 1

�
� �
� � � # � � ��� � � � � 1 ��� 1

8

���
�

��� � �
� � � 1

�
�&��� � � � � � �

Donc d’après l’équation (17) :

� � � � � 1 � � � 1
8
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L’erreur sur le moment d’ordre un est donc bornée. Ainsi pour le barycentre
� 3 � 1� 0

, l’erreur est majorée par 1
8 � 0

. De façon similaire, l’erreur de localisation du
moment du second ordre est :

� � � � 2 � 3 ���
�

��� � �
� � � 1

�
� � 2 � � � 1

3
� � 2 � � � ��� � � �

D’où, après intégration par parties :

� � � � 2 � 3 � ���
� �

� � 2 � 2 � 3

3 � �
3 � � 3

3
� � � 2 � � � 1

3
� � � � � � ��� � � �

Après approximation :
� �
� � � 2 � � � � 0

4

En conséquence, l’erreur sur l’inertie surfacique

� 3 � 2� 0
est bornée par 1

4 et le

biais sur

�
est

� ���
� � � 2 �&��� � � � . Si la réponse de la caméra est une gaussienne, le biais

est égal à la variance de cette dernière. Pour notre caméra, ce biais est d’environ un.
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[P9́3] J.Ph. Pérez. Optique géométrique matricielle et ondulatoire. Masson,
1993.

[Rag89] C. Ragi. N.O.I.S.I.V un système pour l’expérimentation en vision
passive tridimensionnelle par ordinateur. PhD thesis, Institut national
polytechnique de Toulouse, 1989.
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