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Résumé : Une méthode de calibration de caméra a base d' ellipses est préesentéee.
Pour avoir une bonne estimation des parametres du modele, il est nécessaire d’ avoir
de bonnes mesures dans I'image. Les moments géométriques d une région ont &tée
choisis comme les données a fournir a I’ algorithme d’ estimation, car ils peuvent
étre calculés, dans une image, avec précision et robustesse en se fondant sur la pho-
tométrie des surfaces. Le lien exact, entre la description d’ une ellipse de I’ espace
3D et les moments d’ ordre inférieur ou égal a deux de sa projection, est explicitée
en fonction des paramétres de la calibration. Ces relations sont en partie &endues
au cas ou les distorsions sont modélisees. Alors, |’ estimation des parametres est un
probleme non lingaire qui est résolu avec un algorithme itératif. Des résultats sur
desimages réelles et synthétiques sont présentés et discutés pour différents types de
modeles de la caméra
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Ellipse-Based Camera Calibration

Abstract: We present an ellipse-based camera calibration. Correct measuresin the
image arerequired to perform the cameramodel estimation. We suggest atechnique,
based upon surface photometry, alowing to compute robustly and accurately the
moments of ashape in an image, and usethem asinputsfor the estimation algorithm.
Connections between the specification of a 3D-ellipse, the moments of its image
and calibration parameters are described. These equations are partialy extended
to models including distortions. Then, the parameters estimation is a non linear
problem solved by an iterative algorithm. Tests with synthetic and real images are
described and discussed for different camera models.

Key-words. camera caibration, perspective geometry, distortions, ellipse repre-
sentations, shape moments, sub-pixel estimation.
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1 Introduction

Dans un processus de vision, il est utile de connaitre la physique de I’ instrument
qui fournit les données de base: les images. La calibration consiste a obtenir un
modele approché de lacaméra. En toute généralité, |es caractéristiques mécaniques,
optiques, photométriques et &éectroniques doivent étre modéisées. Pour le type
d’ applications envisagées, on serestreint aux aspects geométriques delacalibration :
digitalisation de I'image, distorsions géométriques dues a I’ optique de I’ objectif,
localisation dans I’ espace de la caméra. Les modeles considérés se fondent aors
sur le modele sténopé amélioré en tenant compte de différents types de distorsions.
Le modéle permet d expliciter la relation entre un objet de I’ espace et son image.
Comme les parametres intrinseques du modéele de caméra sont interdépendants (par
exemple, le centre se déplace quand la focale change [LT88]), il est préeférable
d’ estimer en méme temps tous les parametres du modele sur une vue, comme dans
laméthode proposée dans[Tos87]. Unefoisletype de modele choisi, il resteaorsa
déeterminer le type de données a utiliser pour I’ estimation et le critere d’ adéquation
entre ces données et le modele.

L es données les plus souvent utilisées sont des points; quelques méthodes uti-
lisent d’autres types d’ objets geométriques comme les lignes [CT90][Vai90], ou
comme les dlipses [HR92] [Ma93]. Avec les points, selon la modéisation et le
critere d adéguation, le probleme peut &re formulé linéairement ou non, avec ou
sans contraintes. Ceci conduit a des méthodes analytiques [ Tsa86][ Tos87], ou ades
algorithmes itératifs [CR90].

Pour avoir une estimation précise des parametres, il faut contrdler un minimum
I’ environnement de la phase de calibration. Ainsi, une mire contrdlée geométrique-
ment permet de disposer de données tridimensionnelles précises. Les conditions
d éclairage doivent étre satisfaisantes pour que les données extraites de I'image
soient suffisamment précises. Un grand nombre de données est genéralement consi-
dérépour améliorer |’ estimation; neanmoins, laprécision decelles-ci est directement
liee acelle des mesures. Commela précision delaméthode d’ extraction des données
qui sont fournies al’ agorithme de calibration est aussi importante que I’ algorithme
lui-mé&me, une bonne approche du probléme nécessite donc de concevoir la tech-
nigue de mesure des données avec celle d estimation du modele.

Or I' utilisation des niveaux de gris d' une forme permet d’ obtenir des informa-
tions précises sur celle-ci [Bey92][AATRMO1]. Ainsi hous montrons que les mo-
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4 J. P. Tarel

ments géométriques d’ une forme dans une image sont calculables avec précision,
robustesse et simplicité. Apres quelques rappels et notations (partie 2), la précision
théorique de notre méthode de mesure des moments fondée sur les niveaux de gris
est obtenue, ainsi gue les conditions dans lesquelles ces mesures doivent étre faites
(partie 3). Nous avons pu relier la description d’un disque dlliptique de |’ espace
aux moments géométriques de son image (partie 4). Ces équations permettent la
conception d’ une méthode de calibration basée non pas sur la correspondance entre
points mais sur I’ utilisation des moments d'une €ellipse. La méthode de résolution
itérative employée est décrite (partie 5) et des résultats sur des images réelles et de
synthese sont présentés (partie 6).

2 Modéisation dela caméra

Une caméra réalise une transformation de I’ espace réel vers le plan image, soit
mathématiquement, une transformation de IR® vers IR?. On suppose généralement
gue la transformation réalisée est une projection centrale par rapport au centre de
lacaméra: ¢’ est le moddle sténopé. Celui-ci peut étre complété par la modélisation
des diverses distorsions qui entachent I’ optique de la caméra.

2.1 Lemodée sténopé

Dans le modéle sténopg, I’ optique est modéisee par une simple projection
centrale sur le plan rétinien, de centre C (figure1). Leplan ‘image’ est placé aune
distance F' du foyer C'. F est définie comme la distance focale, et I’ axe de visée est
assimiléalaperpendiculaire au plan image, passant par C'. Un point P dans|’ espace
est repéré par rapport au référentiel absolu R, ps01,- SOIt (2, 7y, 2) Ses coordonnées
dans le repére absolu et (z', 3/, 2') ses coordonnées dans le repére R ,mer, (figure 1
). Le déplacement entre les deux repéres est constitué d’ une rotation R(6,, 6,6, ) et

2
d'unetrandation 7' = | ¢, | qui forment les parametres extrinsegques de la caméra.
te

Dans le repere Re.merq, laprojection centrale d’un point de I’ espace sur le plan
rétinien est dans ce méme repere:

Inria
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X Rabsolu

/
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C

X
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Rcaméra.

FIG. 1- Modele sténopé de la caméra.

Fx' Fy
(9,2 = (0 ) ®
Il reste dors a modéliser la numérisation de I'image pour avoir le modde
stenopé complet de la caméra. La discrétisation est supposée s effectuer sur une
rétine rectangulaire avec un pas d échantillonnage vertical ai et un pas horizonta
i. De plus, on introduit une translation plane (uo, vg) poOUr Se ramener au repere
Rimage de travail généralement choisi sur des images. (uo, vo) est la position dans
Rimage del’intersection axe de visee-rétine.
Larelation entre les coordonnées (z*, y*) d’un point del’'image dans R .qmérq €
celles (u,v) danslereperelieal’ image est:

(2)

u=uo+aux*}
v =10+ apy”

RR n’ 2200



6 J. P. Tarel

Les parametres intrinseques sont les coordonnées (uo, vo) €t I'inverse des pas
d’ échantillonnage a., €t as,.

Lafocale F' ne peut pas étre obtenue par cette modélisation, car elle n’est pas
separable des facteurs d’ échelle a,, €t a,. Elle est donc fixée arbitrairement a 1.

En composant dans I’ ordre les trois transformations suivantes - le déplacement
rigide, la projection centrale (1) et la numérisation (2) -, on obtient larelation entre
un point de |’ espace et son image. Cette relation s’ exprime simplement en utilisant

Zz
les coordonnées homogenes ( en posant X = ‘Z pour un point de |’ espace ) :
1
u= s\ (I
oulU=|sv|=]|L| X ©)
v = % S L3

Latransformation complé&te peut donc étre représentée par une matrice perspec-
tive 3x4, notée M.

Ly a, 0 wuy O
M = L2 = 0 a, Vo 0 (g t{) (4)
Ls 0O 0 1 O

Onremarque que M doit vérifier deux contraintes pour étre compatible avec son
expression en fonction de R, T, ug, vo, a,, a, (4). Si ces contraintes sont oubliées,
la matrice est définie a un facteur d échelle pres, mais aors le modéle de caméra
consideré ne respecte plus I’ orthogonalité des axes de larétine.

2.2 modéeesavec distorsions

Lamodélisation précédente suppose que I’ optique est parfaite. Les défauts sont
de deux types [P93] : chromatiques et geométriques. L es aberrations geométriques
déecrivent I’ écart entre les positions observée et ideale de I'image d’ un point del’ es-
pace. Seulsles premierstermes du devel oppement limité de cet écart sont considérés.
Chaque terme correspond a un type différent d’ aberration géométrique ( astigma-
tisme, courbure de champ, distorsions, aberration sphérique et de coma). Les aber-
rations que la calibration peut estimer sont les distorsions car celles-ci provoquent

Inria



Calibration de caméra fondée sur les ellipses 7

des déformations independamment de la direction du rayon lumineux source. Trois
types de distorsions sont plus particulierement considérés [Bey92] [WCH90] :
Ladistorsion radiale, de paramétre «, est généralement la plus importante:

.’Ifd = ¥ + OLLL'*(.’L'*Z + ,y*Z) } (5)
yd — y* + ay*(x*Z + y*Z)
L e décentrage des lentilles par rapport a |’ axe provogue une distorsion décrite
par larelation suivante:

z? = z* + B(3z*2 + y*?) + 2yzy
d __ * *2 3 *2 2 (6)
Y=y +7(c* + 3y*%) + 20wy
Enfin, il résulte une distorsion du fait des petites erreurs de parallélisme entre
lentilles. Lardation qui la décrit est:

.'L'd = r* + 5(:[/,*2 + yx2) } 7

yd — y* + 6(.’15*2 + y*Z) ( )

La prise en compte des distorsions conduit a une relation non linéaire entre un

point del’ espace et son image. En effet, pour obtenir larelation qui lie un point ason

image, il faut composer dans I’ ordre le déplacement rigide, la projection centrale
(1), les distorsions (5)(6) ou (7), et lanumérisation (2).

3 Mesuresdansl’image

Pour faire une bonne estimation des parametres du modele de caméra, il est
nécessaire d’' avoir des données précises, notamment sur I’image, ou la localisation
doit érefaite aau moins 1/10 de pixel pres. Les caractéristiques geométriques d’ une
région de I’image comme |’ aire, le barycentre et les moments d’ inertie, sont faciles
amesurer avec une grande précision si on utilise les niveaux de gris. Sous certaines
hypotheéses, nous allons établir |a précision théorique atteinte par notre méthode.

3.1 Principe

Un capteur CCD a une remarquable linéarité (les défauts de linéarité relatifs
sont inférieurs a 10~3, aprés une correction du gamma) sur une large plage de
fonctionnement. La réponse d’ une cellule peut donc étre supposée proportionnelle

RR n’ 2200



8 J. P. Tarel

al’éclairement regu par sa surface [Rag89]. Ainsi, si |la caméra est pointée, avec
un éclairage ambiant, vers un plan noir sur lequel est peinte une forme blanche, la
valeur de chague pixel de |’image obtenue est proportionnelle al’ aire de la surface
blanche vue par le pixel. Or, connaitre I'aire de I'intersection entre chaque pixel
et I'image de la surface blanche est utile pour calculer une valeur approchée de
ses caractéristiques géométriques. En particulier, I’ utilisation des niveaux de gris
permet d’ obtenir le barycentre de la surface avec une précision supérieure au pixel.

Cette situation est ideale, mais il est possible de S'y ramener par un traitement
approprié de I'image, si I’ éclairage et la mire sont bien conditionnés. En effet, se
placer dansdesconditionstellesquelesgradientsd’ intensitésoient linéairesn’ est pas
difficile. Lasurface delamire doit &tre peu speculaire (ce qui nécessite un traitement
spécia pour le métal, par exemple) pour étre supposée a photométrie lambertienne,
dans de bonnes conditions d'illumination. On suppose donc que I’ éclairage est
ambiant ou qu’il provient de sources éoignées. Dans ces conditions, les pentes des
gradients lumineux peuvent &tre corrigees sur I'image de lamire, pour seramener a
la situation idéale.

3.2 Correction desgradientsd’intensité

Dans!’ hypotheselambertienne, unesurfacerayonnedefacon diffuseunefraction
delalumiéere recue. En chague point du plan P (figure 2), I’ intensite émise dans une
direction quelconque est :

_ pkd
=3
Ou p est le coefficient de réflection diffuse, et £ |’ @émittance de la source.

Si I’on approxime par un plan I’intensité réemise I, au voisinage d un point

(z0, yo), lafonction d’ erreur relative au second ordre est :

I

Y- 5 P S i
photo = “77 = 752 1092 Y " Tozoy

AzAy

Du fait de la symétrie circulaire, on peut se placer dans le repere de la facette qui
annule yo. Aprés développement :

3
€photo = E((4p2 — 5d2)A2y — pzAzx)

Inria
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point de vue Source lumineu P
d
\y
diamétre ¢ plan P

Fic. 2 - Réflexion diffuse d’ une surface lambertienne.

L’ erreur commise sur un disque de diamétre ¢ se majore, a partir de la formule
précedente, par 3(§)2, ou p est I’'éoignement du centre de la facette a la source
lumineuse. Pour que I’ erreur soit inférieure a un niveau de gris sur une image 8
bits, il faut que ¢ soit 30 fois plus petit que p. L’ approximation au premier ordre des
gradients lumineux est donc justifiée dans nos expériences, car lesfacettes dessinéees
sur lamire ont un cdté de 5 cm avec une source placee a1.5 m.

En consequence, I'intensité de la région ‘image’ d'une surface lambertienne
varie linéairement en fonction des coordonnées des pixels. Le plan qui approxime
le mieux la distribution d’intensité de ces régions est calculé par une méthode aux
moindres carrés. Dans |e cas ou une surface claire est observée sur un fond sombre,
le calcul est réalisé sur le fond [ onq(u, v) €t sur larégion claire Isomme(u,v). Ces
deux équations suffisent pour normaliser I'image entre O et 1 pour chague pixel
(u,v):

I(u,v) — Iond(u,v)
]forme (u: U) - ]fond(ua ’U)
Lavaeur 0 indique que le pixel del’'image normalisée ne voit pas lasurface claire,
alorsquelavaleur 1indigque au contraire qu'il s'intersecte entotalité avec I'image de
lasurface claire. On obtient uneimagedont lavaleur d' un pixel donnelepourcentage

RR n’ 2200



10 J. P. Tarel

de son aire couverte par la projection de la surface claire. L'image normalisée est
donc celle qui serait observée s |’ éclairage était al’infini.
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Fic. 3- Distribution del’'intensité d’ un carreau blanc sur fond noir.

Sur la figure 3, la rupture d'intensité au niveau du contour n’est pas brutale,
mais au contraire assez douce. Ce lissage est provoqué par differents phenomenes
physiques: réponse éectronique du capteur, effet de profondeur, aberrations et
diffusion de I’ optique, interactions éectronique entre pixels. Typiquement avec
notre caméra, un étalement de trois pixels de chaque coté du contour se produit.
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Calibration de caméra fondée sur les ellipses 11

3.3 Mesuresdes moments géométriques

Laréponse d’ une cellule CCD est proportionnelle al’ intensité regue sur sa sur-
face. En consequence, pour une distribution d’intensité constante A, la contribution
au moment d'ordre (p, ¢) du pixel (u,v), ol u et v sont les coordonnées de son coin
supérieur gauche, est:

pppiel — \ Py d dy = )\((u + )Pt — Pt (p 4 1)t — ettt
pq aire pizel D + 1 q + 1

En pondérant le moment de chaque pixel (u,v) par lavaeur A, , del’'image nor-
malisée, les caractéristiques géométriques de la forme se calculent avec précision.
Le moment d' ordre (p, ¢) est alors donné par I’ équation suivante:

u+ P — gt (y 4 1)9tt — ettt

8
p+1 g+1 (8)

Mpq = Z AU,v((

L'aire A, le barycentre G et lamatrice inertie surfacique I de larégion ‘image
sont alors respectivement donnés par :

A= A

1 u+ 3
o= 3 (1)
A uz; “\v+ %
1 w+u+i  (ut 3w+ 3)
IT=2=S"2)\ ( 3 2 2 )
Auz,; “\u+3w+3) uwitu+i
Pour estimer les caractéristiques geométriques, il suffit de calculer une somme
pondérée avec les niveaux de gris normalises. L’ obtention de ceux-ci ne présente
pas, non plus, de difficulté sur une image de mire: le calcul et la correction des
gradients d'intensité sont simples quand I’on a pu déimiter avec certitude, grace
a un détecteur de contours [Der87], une zone ‘intérieure a chague région et une
‘extérieure’ voisine. Avec notre caméra, une bande de 3 pixels de chaque coté du
contour est exclue.

RR n’ 2200
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34

Précision du calcul des moments

L’analyse des erreurs sur les moments doit tenir compte de I’ erreur eppoto.
conséquencedel’ approximation photométrique. Maisil y ad’ autrescausesd’ erreur :
le bruit de I'image (epruit), la quantification de I’intensité des pixels (eqigit) €t
I’indétermination de localisation provoquée par la discrétisation spatiae (ejocal)-
Ces sources d’ erreur sont supposées indépendantes.

€oruit

€ohoto

edigit

: Le bruit est par hypothése gaussien centré de variance ¢2. L’ écart type
de I’erreur produite par ce bruit pour I'aire A est 4/so, ou s est le nombre

de pixels de la région. Pour les composantes du barycentre G, I’ erreur est

approximativement o/ “2° et 1/2%2. Celle-ci, sur les déments 1,,.,, I, , €t

I, , delamatrice d’inertie, a une forme analogue en remplagant les moments
par Mo, M €t Mg 4 respectivement. Une forme aplatie provogue donc des
erreurs non éguivalentes sur chague composante. Avec un disque derayon R,
I’erreur sur le barycentre est inférieure a o, alors que, pour I'inertie, elle est
majorée par o R. En conséquence, un bruit dont I’ écart type est de quelques
niveaux de gris produit une erreur inférieure a 0.01 pixel sur le barycentre,
pour des images 8 bits tres contrastées.

: Dans nos expériences, |’ erreur photomeétrique est inférieure a un niveau de
gris sur desimages contrastées. Cette erreur est beaucoup plus petite que celle
provoguée par le bruit.

: L’ erreur de quantification del’intensité peut étre décrite comme une variable

aéatoire uniforme centrée de variance o? = Tlgz sur I'intensité de chague
pixel, ol g est la hauteur du saut d’intensité entre larégion claire et larégion
sombre [Der87]. Pour des images 8 bits, avec un contraste maximum (g =
256), |’ écart type est de |’ ordre de 10~3. Comme pour €photos €digit €St Petite.

€local - L' €rreur provoquée par la discrétisation spatiale est nulle sur A, puisque

I"aire n’est pas localisée. En annexe dans le cas d’ une dimension , nous mon-
trons que, independamment de la réponse de la caméra, |’ erreur de résolution
est de é sur la position du barycentre, et de %1 sur 1. A partir de ces résultats,
un passage a la dimension deux peut s effectuer. Soit n..oni0ur 1€ NOMbre de
pixels du contour de la région considérée, la moitié des pixels du contour
peuvent biaiser |lamesure dans le méme sens, donc I’ erreur ejqca1 €t majorée

Inria



Calibration de caméra fondée sur les ellipses 13

par ;2. Laforme qui minimise le rapport de la longueur du contour avec
I"aire est un disque. Soit R son rayon, I’ erreur ejqcar €St aors majorée par
é. Il suffit donc d'un cercle de rayon 13 pixels pour avoir une précision de

I’ ordre du centieme de pixel sur la position du barycentre.

L’erreur totale théorique obtenue est donc, pour un cercle, inférieure a 5/100
de pixel sur le barycentre, si le bruit est inférieur a 10 niveaux de gris. Une aussi
grande précision ne peut pas étre obtenue uniquement par lamoyenne du contour de
larégion. En pratique, il est donc possible d’ atteindre une erreur inférieure a 1/10,
sur desimages réelles deformes arrondies et compactes, si |’ environnement est bien
conditionné.

3.5 Concluson

Il est possible de calculer les caractéristiques géométriques d’ une forme plane
dans une image avec une bonne précision, si elle est I'image d’ une facette lamber-
tienne de taille petite par rapport a la distance de la source lumineuse, et si sataille
dans|’image est supérieure aune vingtaine de pixels. Laforme qui optimise |’ erreur
de localisation sur le barycentre est une forme arrondie. La méthode proposée a
deux propriétés remarquables: |’ estimation est assez robuste au bruit et au lissage
par un filtre symétrique quelconque de I’ image (en particulier pour les coordonnées
du barycentre). Enfin, la méthode est relativement simple a mettre en place.

4 Transformation perspectived’ une ellipse

L escaractéristiques geométriquesd’ unerégion del’ image peuvent &re mesurées
avec précision. Mais pour pouvoir utiliser ces données danslacalibration, il faut &tre
capable de les relier ala description 3D de la surface observée. L’ élipse présente
un grand intérét de part ses nombreuses propriétés vis-avis de la transformation
perspective (ou transformation conique) [Her92]. Cependant, comment une ellipse
se transforme-t-elle par le modele stenope? La caméra est supposee voir | ellipse
entierement et son image reste elliptique. De fait, les conditions de la calibration
permettent ces restrictions, mais la généralisation de ce qui suit aux conigques est
aisée. A partir des différentes représentations d’ une ellipse dans e plan, lelien entre
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I’équation d’une ellipse et ses moments géométriques d’ ordre inférieur ou éga a
deux sera établi.

4.1 Caractérisationsd’ uneélipse

Une ellipse peut étre caractérisée dans le plan par son centre C' et les vecteurs
demi-grand axe A; et demi-petit axe A, donnés danslerepere orthonormal R (figure
4). Les points de |’ ellipse sont alors décrits par :

X =C+cos(f)A; +sin(d)A, 6 € [0, 2n]
Cette équation se traduit en coordonnées homogenes par larelation suivante:

X =X,+cos(0)R, +sin(d)R, 6§ € [0, 2r]

ouX, = (2),}21 = (%1> et R, = (%2>.SoitB lamatrice 3 x 3 constituée, dans

I’ ordre, des vecteurs Ry, R, et X ,. Cette matrice est une premiere caractérisation de
I’ ellipse dans |e repere R.
L’ équation dans un repére donné représente autrement | ellipse dans le plan.
L’ équation implicite de celle-ci s écrit en coordonnées homogenes sous la forme
suivante:
X'EX =0

E est une matrice symétrique 3 x 3 de signature (¢, ¢, —¢). La matrice E dans le
repere R est une autre caractérisation de I’ ellipse dans le plan. Cette matrice est
définie a un facteur pres.

Il existe un lien entre lareprésentation par B et celle par E. Pour I’ expliciter, on
se place dansle repére orthogonal R’ d origine C' et de vecteurs A; et A, (figure 4).
Dans ce repére, |’ équation implicite est réduite a son expression canonique:

-1 0 0
X'"E'X'=X"| 0 -1 0|X' =0 9)
0 0 1

Lamatrice £’ associée est alors particulierement simple.
La transformation entre les deux repéeres R et R’ s explicite en fonction de la
matrice B. Ainsi, un point de coordonnées X' dans le repere R’ a pour nouvelles
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R’(O, Al; A

{

R(0,1,7)

FIG. 4- Repereabsolu R(O,1,7) et canonique R'(C, A1, Az) d'une ellipse.

coordonnées X = BX' danslerepére R. En réalisant le changement de repére dans
I’ équation implicite reduite (9), la relation entre la matrice £ et B se déduit, par

identification :
-1 0 O
E=B"'0 -1 0|B™*
0O 0 1
Cequi peut s écrire, apresinversion, puisque F est derang 3:
-1 0 O
E'=B| 0 -1 0]|B! (10)
0O 0 1

Alors, I'inverse de la matrice de la forme quadratique se décompose sous la forme
suivante:

E4=<0@—Aﬂyﬂ%% 0) a1

Ct 1
On remarque que la derniére colonne de £~ (ou laderniére ligne), quel que soit

le repere choisi, est égale, a un facteur pres, au vecteur homogene X, qui donne la
position du centre de I’ éllipse dans ce repere.
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4.2 Matriced’inertie homogene

Lamatrice d inertie homogene du disque elliptique est définie par :

H = X XtdS

disque elliptique

Pour un disgue de rayon unité dans |e repere barycentrique, le calcul donne:

7 00
H=1]0 7 0
0 0 «

Comme précédemment, en passant de R’ au repéere R, on en déduit que lamatrice
d’inertie homogene de I’ ellipse, dans le cas général, s écrit :

H = det(B)BH'B"

Cette relation est vraie uniguement s la transformation B est affine. Aprés un
développement semblable a celui de (11), on obtient I’ expression suivante:

LA AL+ ApAL) + CCt O
H:vrdet(AlAg)<4( vt 2) 1)

L'aire de I'ellipse A s'avére bien &re wdet(A1A,). La relation entre la matrice
d'inertie homogene H et E se déduit, par comparaison avec (11) :

% = %(5)(9)(; - E7Y (12)
Pour cette relation, E est supposée normalisée, ¢ est-a-dire que le dernier ééement
delamatrice est 1.

En conséquence, il suffit d’inverser lamatrice de I’ équation implicite homogene
pour connaitre lamatrice d inertie homogene de cette ellipse. Enfin, laseule connais-
sance des caractéristiques géométriques G et 1 permet de déterminer complétement
I’ellipse. Une elipse est donc caractérisee par ses seuls moments d’ ordre inférieur
ou égal adeux.
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4.3 projection d’'uneéellipse

L es caractéristiques d' une ellipse L;,,44¢, Qui €St laprojection perspective d’ une
ellipse Fespqce, PEUVENT Etre obtenues a partir des formules précédentes. Soient R,
R, et X, lestroisvecteurs(demi-grand axe, demi-petit axe et centre) qui caractérisent
I"ellipse Eegpace dans le repere absolu de I espace. Soit Peyyipse |€ plan qui contient
I"ellipse, et P un point de Py, de coordonnées (z, y, 1) dans le repére orthogonal
ou I’équation de I éllipse Eegpqce €St canonique (9). Les coordonnées de P dans le

repere de référence de |’ espace sont :
L’ image de ce point est donc, d apres (3) :
xz T
U=M(R1 R, X,)|y|=MB]|ly
1 1

Larelation entre le plan de I'élipse Pey;pse €t le plan ‘image’ est donc une trans-
formation homogene linéaire. En consequence, puisgue (10) reste vraie pour une
transformation homogene quelconque, la matrice £ de la forme quadratique de
I"ellipse Fjpqqe @pour inverse:

(Rl R, Xg) (

e 8

-1 0 O
Et=MB| 0 -1 0|(MB) (13)
0O 0 1

A partir de (13), grace alaremarque faite sur (11), nous pouvons déduire le centre
del’ ellipse E;nqqe €N fonction des &léments delamatrice M B, ¢ est-a-dire selon les
caractéristiques (R1, Ry, X,) del'élipse Epqce €t selon les paramétres (L;) de la
transformation perspective M. Les coordonnées homogenes U, = (s4uq Sqvq Sq)°
du barycentre sont donc données, apres calcul, par :

Squg = Ry-LiR;-Ly+ Ry LRy Lg— Xy L Xy Lg
Sqvg = Ry-LyR;-Ls+ Ry -LaRy-Ls— Xy Ly Xy Lg (14)
Sg = (R1 . Lg)z + (R2 . L3)2 — (Xg . Lg)z
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Unefois quele centre C' = (u, vy 1)* del’élipse ‘image’ est connu, la matrice
d'inertie I s obtient en fonction de M et B grace a(12) :

1 1/e e
T = =(5 t - ( uu uv) 15
4( ce Sg \€uy Eyy ) (15)
avec 2 2 2
Cuu = (R1 Ll) +(R2L1) —(Xng)
Eyu = R1'L1R1'L2+R2'LJRQ'LQ—XQ'LIXQ'LQ
Eyv = (R1 . Lg)z + (R2 . Lg)z — (Xg . Lg)z

4.4 Conclusion

Une ellipse est caractérisable par ses moments géomeétriques d’ ordre inférieur
ou éga a deux, et le lien entre sa description dans le plan et ses moments est
relativement simple. Par |’ utilisation des coordonnées homogenes, cette relation a
été généralisée a la transformation perspective d une élipse de I’ espace. Alors, le
barycentre et les termes d’inertie s’ expriment comme le rapport de polyndmes de
degré deux en fonction des caractéristiques de I’ éllipse 3D et de la transformation
perspective.

5 Reésolution

Une méthode précise de calcul des moments d’ une forme dans une image a été
élaborée, puisquand laformeest un disqueelliptique, lesrel ations entre ces moments
et I'elipse 3D ont &té explicitées. Ces relations qui lient les données mesurées sur
I’image et les données tridimensionnelles de la mire permettent |’ estimation des
parametres de la calibration, si la mire est supposée de géométrie parfaitement
connue.

5.1 Critered’ adéguation

L e critere d’ adéquation du modele avec les données est choisi du type moindres
carrés. Si les données sont des points U] dans I'image, le critere est basé sur la
distance euclidienne. Aingi, si I’on désire minimiser la distance en pixel, le critere a
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choisir est :
min > (u] — w)? + (0] — v;)?

parametres ;

Par contre, pour I’ erreur réelle sur larétine, par exemple en millimétres, le critere a

minimiser est: ) )
. u; — Uj v — V;
() ()
parametres i Ay, Ay

Ce critere adonné de meilleurs résultats dans nos expérimentations. U; S exprimeen
fonction des parameétres de la calibration et des caractéristiques de lamire. Dansle
casdelacorrespondance point apoint, U; est donnépar |’ équation (3). Si lesdonnées
mesurées sont les centres des ellipses images, alors |’ utilisation des équations (14)
S avere nécessaire.

Il est possible de genéraliser ce qui précede a un modele de caméra autre que
celui sténopé. En effet, du fait de la faiblesse des distorsions géométriques, I'image
del’ élipse peut étre considérée comme uniformément distordue. 11 suffit alors, pour
avoir lelien entre une ellipse 3D et |e centre de son image, de composer les formules
de distorsions (5) (6) ou (7) avec (14).

Pour les termes de la matrice d'inertie, le critere d’ adéquation est la distance
des trois termes indépendants de la matrice. Avec le modéle sténopé les termes
d’inertie fournissent trois contraintes supplémentaires par elipses (12). Mais il
semble difficile de les généraliser au cas avec des distorsions.

5.2 Meéthodeitérative

Le probleme de la calibration d’ une caméra peut s exprimer, sous forme mini-
male, comme un probléme non lingaire de moindres carrés sans contrainte. Pour cela,
larotation doit &tre représentée sousune forme minimale. Les paramétres (pq, p2, ps)
choisis sont ceux d’ Euler-Rodrigues, car ils permettent d’ ecrire les coordonnées de
la projection d' un point comme le rapport de deux polyndmes de degré trois.

L' algorithme utilise pour minimiser le critére est dit de Gauss-Newton [DS83].
Il nécessite le calcul du vecteur des dérivees partielles du critere par rapport aux
parameétres de la cdibration, ce qui peut &tre facilement fait avec un calculateur
formel. Lesvaleursdes parametresinitiaux sont obtenues par laméthode de Faugeras
et Toscani [Tos87] (ceci assure une convergence rapide de |’ algorithme).

RR n’ 2200



20 J. P. Tard

6 Reéaultats

La vérification expérimentale d’ une méthode de calibration est difficile, car
il est nécessaire de mesurer des distances et des orientations avec une précision
importante. Une premiere alternative a cette difficulté est de créer des images de
synthese d’une scene de calibration artificielle ou la géométrie et la photométrie
sont reproduites. Une autre possibilite est de vérifier 1a stabilité de I’ estimation des
parameétres intrinseques.

6.1 Imagesde syntheses
6.1.1 Précision sur lescentres

Avec une scene de synthese, la maitrise du processus permet de connaitre les
erreurs faites, notamment sur la mesures des données dans I'image. Pour cela, les
mesures sont comparées avec les données obtenues par calcul. Dans le tableau
suivant, les erreurs de mesures, sur les barycentres de 280 ellipses de diameétre 40
pixels environ, sont calculées:

| erreur | contours | intensite |
maximum | 1.2 pixel | 0.07 pixel
moyenne | 0.3 pixel | 0.03 pixel
ecart type | 0.3 pixel | 0.02 pixel

Ce tableau montre la supériorité de la méthode fondee sur I’ intensité des pixels,
sur celle qui utilise les contours (rapport dix en précision). L’ ordre de grandeur des
erreurs (5/100) est respecté par rapport au calcul theorique d’ erreur (partie 3).

6.1.2 robustesse au bruit

La méthode de calcul du barycentre fait une moyenne sur un grand nombre de
pixels; elle doit donc étre assez résistante au bruit de I'image. La robustesse a été
testée et vérifiée sur des images de disques de différents diametres, bruitées avec
un bruit gaussien centré de variance o2. Le tableau suivant donne I’ écart type de
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I’ erreur provoquée uniquement par le bruit, pour deux diamétres sur une centaine
de disques.

‘diamétre‘a:2‘a=4‘a=8‘0=16‘
10 pixels | 0.004 | 0.01 0.02 0.03
20 pixels | 0.0006 | 0.001 | 0.003 | 0.005

L’erreur sur le barycentre, due au bruit, diminue en fonction du diametre du
disque. Elle est tresinférieure alamajoration prévue (partie 3), des que le rayon est
supérieur a une dizaine de pixels.

6.1.3 Corréation desestimations

Dans la matrice de régression, un coefficient proche de un indique qu’il existe
un lien entre deux des paramétres de la calibration. Or, il existe un lien entre les
parametres t,, a, € a,, de méme que pour les groupes de paramétres ¢, ug, p» €
ty, Yo, ay, D1, p3. Ces liaisons peuvent s expliquer en examinant les modifications
produites sur I'image de la mire par de petites variations des paramétres de la
caibration. Certaines combinaisons de ces variations produisent de tres petites
modifications de I'image. Par exemple, une faible variation de profondeur peut &tre
approximativement compensée par une dilatation de larétine, d ou laliaison entre
t,, a, €t a,. Les deux autres groupes de liens s expliquent par le fait qu’ une petite
tranglation de la mire ou une petite rotation (proche d' une translation) peut étre
compensée par un déplacement du centre de I’ image.

Un développement limité, supposant une erreur uniquement sur uq €t ¢,,, montre
gue les erreurs se compensent a peu pres quand |’ épaisseur de la mire est petite
relativement a sa profondeur z,,, Si eles vérifient larelation suivante:

Zm 6110

(575:—

Y a/'u

Ceci setraduit aussi geométriquement par I’ existence de directions privilégiées
ou le critere varie peu, au voisinage de son minimum. En consequence, la qualité de
I’ estimation est directement fonction du rapport de la profondeur de la mire par sa
distance ala caméra. Ce rapport doit &tre le plus grand possible.
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6.1.4 Preécision delacalibration

Quand la caméra de synthése est un sténopé parfait, les paramétres sont tous
retrouvés avec une erreur relative de moins de 0.07%. Pour initialiser |’ algorithme
d’ estimation, laméthode de Toscani est utilisee. Elle est basée sur la correspondance
de points. Avec le type de mire utilisé (figure 5), les points mis en correspondance
sont le centre des ellipses 3D et ‘image’ . Malgré cette approximation, la méthode
de Toscani donne une estimation avec une erreur relative maximum de 0.7%. En
conséquence, si le maximum de précision n'est pas nécessaire, la correspondance
des barycentre peut &tre supposée. Ces résultats ont &té obtenus, en calculant |’ écart
type sur 6 positions assez différentes de la caméra.

Pour se rapprocher de la réalité, une importante distorsion radiale a été goutée
ala caméra synthétique (o« = 1.0). Si la calibration est réalisée avec I’ hypothéese
du modéle sténopé, les résultats sont fortement perturbés. Et le biais augmente
avec |I'importance des distorsions. Sur 6 positions de lacaméra, le centre de |’ image
(uo, vo) €st biaise en moyenne d’ une vingtaine de pixels, comme lemontre le tableau
Suivant :

| | sttnopé | décentretradial | radial |

ug | 24 pixel -0.3 pixd 0.1 pixe
vo | 27 pixel 0.2 pixe 0.01 pixel
a, | 390 p/mm | 1 p/mm 0.46 p/mm
a, | 380 p/mm | 0.7 p/mm 0.28 p/mm
ty | -23mm 0.4 mm -0.1 mm
ty | -30mm -0.2mm -0.02 mm
t, | 491 mm 1.9mm 1.3 mm

0 | 16° 0.01° 0.008°

o -0.002 -0.0008

Cetableau donne les biais observeés, sur les différents parametres estimes, pour
trois hypotheses de modéles:: sténopé, avec décentrage et distorsions radiales (5& 6),
avec distorsionsradiales (6). Le modele pertinent est le dernier. On note quel’ intro-
duction de paramétres non pertinents (parametres 3 et v du decentrage) induit une
moins bonne estimation des autres parametres. De plus une dispersion 10 fois plus
grande des résultats est observée.
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6.2 Imagesreéelles

L es spécifications d’ une caméraréelle ne permettent genéralement qu’ un calcul
approximeatif des paramétres intrinseques exacts. Sans référence, il est difficile de
comparer les résultats des differentes méthodes de calibration. Par contre, si I’ esti-
mation des parametres intrinseques N’ est pas stable, le modéele de caméra considéeré
N’ est pas pertinent. En effet, quand la mire est déplacée dans le champ de vision
de la caméra, sans toucher aux réglages de cette derniere, seuls les parametres ex-
trinseques doivent changer d'une estimation a I’ autre. Plusieurs modeles ont &té
testés, suivant le choix et la combinaison des divers types de distorsions (partie 2).
Les estimations, avec la modélisation des distorsions radiaes, se sont avérées les
plus stables. Par exemple, sur une série de 12 images de la mire dans difféerentes
positions, les résultats suivants ont &té obtenus:

sténopé ‘ Ug ‘ Vo ‘ QU ‘ y ‘ ‘
moyenne | 248.8 | 250.8 | 1189 | 1690
écart type | 7.6 9.8 5.4 75
ecaten% | 3.1% | 3.9% | 0.46% | 0.45%

‘ radial ‘ Ug ‘ o ‘ Qyy ‘ y ‘ Q ‘
moyenne | 252.4 | 2535 | 1276 | 1812 | -0.38

Gcattype | 025 | 045 |19 |25 |0.008
Ecarten % | 0.1% | 0.18% | 0.15% | 0.14% | 2.1%

La mire est constituée de deux plans métalliques ou sont fixés des disques de
couleur unie (figure 5). Lasurface est traitée pour étre faiblement spéculaire.

Le choix du modele est tres important. Car s'il ne possede pas suffisamment
de degrés de liberté (sur-contraint) |’estimation risque d’ étre biaisee, a I’ opposé
si le modele est trop général (sous-contraint) |’ estimation des parametres, qu'ils
soient pertinents ou non, peut-étre instable. Ainsi, quand les distorsions radiales et
de décentrage sont modélisées, I’ estimation du coefficient de decentrage § varie de
35% sur la série des 12 images. Avec notre caméra CCD, une Sony couleur X C-007
et un objectif Canon J15x9.5B, le modéle adéquat semble &tre celui avec distorsions
radiales du premier ordre.
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FIG.5- Image dela mire métallique.
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7 Conclusion

La méthode de calibration présentée utilise non pas la correspondance entre
points mais entre des surfaces caractérisées par leurs moments. Une technique de
calcul des moments, fondée sur la photométrie des surfaces, a été développée. Elle
est robuste au bruit de I’image et permet de fournir al’ agorithme de calibration des
données précises (moins 1/10 de pixel sur le barycentre).

Nous avons explicité les équations qui lient les moments d’ ordre inférieur ou
égal adeux del’image d' une éllipse asadescription 3D. Dans nos résultats, quelque
soit le modele, le barycentre des elipses ‘images peut &tre utilise comme donnée
pour |’ estimation. Lestermes d’inertie fournissent trois contraintes supplémentaires
dansle cas du modele sténopé. 1| semble donc intéressant d’ éudier lagénéralisation,
aun modele quelcongue, de la relation avec les moments d’ ordre supérieur a deux.
Des types de formes différentes du disque dlliptique peuvent aussi étre utilisés.

Si le modele est bien choisi, la méthode de calibration proposée permet une
bonne estimation des parameétres de la caméra (la précision est supérieure a 0.1%
sur les images de synthese). Suite a des tests avec notre caméra, le modele avec
distorsions radiales est le plus adéquat. || permet d’ estimer les parametres de la
caméra avec une stabilite d’ environ 0.1%.

8 Annexe

Nous présentons ici, dans le cas a une dimension, le calcul de I’erreur de lo-
calisation provoquée par la discrétisation en pixels de I'image. Laréponse R de la
caméra est prise en compte dans ce calcul (Figure 6).

La distribution C'S observée sur I'image est le résultat de la convolution de
I’échelon S par laréponse R dela caméra. Soit :

0S() = | ™ Ru - 2)S(z) da
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intensité

pixel

FIG. 6 - Discrétisation dela courbe d'intensité d’ un échelon parfait (u,,,u,) avant
(S) et aprés (C'S) convolution par laréponse de la caméra

En conséguence, la dérivée premierede C'S est:
CS'(u) = R(u — um) — R(u — uyps) (16)

Laréponse est supposée normalisee. On adonc:

+o0
/ R(u)du=1 (17)

—0o0

Lesmomentsde C'S et .S peuvent étre calculés exactement par une intégration par
parties. Alors:

1
My(8) = (k™ — )

p( ) - ./;oo P + 1
p étant |’ ordre du moment. En utilisant I’ équation (16), on déduit :

CS'(u) du

M0S) = [ AP

. P R(u) du

A partir de ces formules, on peut examiner le biais que |a réponse de la caméra
introduit dans le calcul des moments. Ainsi les moments d’ ordre zéro de C'S et
S sont égaux a uy, — u, = My. Ladifférence entre le moment du premier ordre
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observé M;(CS) et celui reel M;(S) est My [*2° uR(u) du. En conséquence, les
deux moments du premier ordre sont égaux si R vérifie:

+o00
/ uR(u)du =0
—00
Cequi est vrai des que R est symétrique. Pour les moments du second ordre, méme
S R est symétrique, il est nécessaire de corriger le moment observe C'S du terme
Mo [*2 u?R(u) du. Une réponse symétrique de la caméra introduit donc un biais
uniquement pour le calcul des moments d’ ordre pair supérieur a deux.

Il faut aussi tenir compte de la numeérisation delI’image. L’ erreur de localisation
due au manque de résol ution est ladifférence entre le moment observée numérise (8)
et celui non numérise:

I e+l (4 1)Ptl — pptl
ai) = 3. [T neswa

n=-—00
L erreur au premier ordre est :

+oo n+1 1

a(M) = 3 / (n+ 5 —w)CS(u)du

Soit, apres une intégration par parties et quelques simplifications:

+oo n+l ] 1
ei(Mi) = > —/n E(n +t5- u)?CS'(u) du

n=—oo

Puisque 3(n + 3 — u)? varie entre [0, g], en introduisant | équation (16), on déduit
I’inégalité suivante:

1 T /1 1 2 o+l
gng—:oo/n R(u — up,)du < e)(M;) < §n=z—:oo/n R(u — up)du

Donc d'apres I’ équation (17) :
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L’erreur sur le moment d’ordre un est donc bornée. Ainsi pour le barycentre
G = i}, I"erreur est mgjorée par 4. Defagon similaire, I’ erreur de localisation du
moment du second ordre est :

too n+1 2 1 2
el(Mp) = > /n (n +n+§—u)OS(u)du

D’ou, apres integration par parties:

+00 23 3 1
e|(My) = /_ (n® + % + % + % —(n*+n+ é)u)OS’(u)du
Apres approximation :
M,
| ea(M) |< °

En conséquence, I’ erreur sur I'inertie surfacique I = % est bornée par ;11 etle
biaissur I est [*2° u2R(u) du. Si laréponse delacaméraest une gaussienne, le biais
est égal alavariance de cette derniére. Pour notre caméra, ce biais est d’ environ un.
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