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Résumé Nous étudions les systémes de réécriture orthogonaux, non effacants et
linéaires droite. On montre que si un terme clos est normalisable alors il est fortement
normalisable et que toutes ses normalisations ont la méme longueur. On définit
ensuite la linéarité pour des redez interneset la sortie d’un redez interne, On montre
que si telles sorties ont une taille bornée alors la linéarité pour des redex internes est
équivalente a la linéarité. Ces résultats permettent de donner une preuve inductive
et élémentaire la linéarité du systéme de Zantema. On montre, ensuite, par une
technique de dichotomie par marguage en avant, la conjecture de Zantema a savoir
que le systéme de Zantema a un facteur de linéarité 2.

Mots Clé : Systémes de réécritures de mots, Systémes de réécritures orthogonaux,
Compléxité de systémes de réécritures.

Abstract We study non erasing, right linear, orthogonal term rewrite systems. We
show that a ground term is normalisable if and only if it is strongly normalisable
and that all normalisations have the same length. We then define linearity for an
innermost redez and output of an innermost redez. We show that if such outputs
have a bounded size then linearity for innermost redexes is equivalent to linearity.
This results allow us to give an inductive and elementary proof of the linearity of
Zantema’s System. We proof Zantema’s Conjecture, for his system, by a technique
of dichotomy by forward marking.

Keywords: String rewriting systems, orthogonal rewriting systems, complexity of
orthogonal rewriting systems. .
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1 Introduction

Considérons des mots dans '{0, 1}*. Le systéme de réécriture de Zantema, noté Z, est défini
par la régle :

0011 — 111000

Rappelons que, par définition, Z est invariant par contexte et par sul ..._.ion :
Va,b,u,ve€ {0,1}* a—b = u-a-v—u-b-v

Notons que Z ne peut étre prolongée par un ordre de simplification, s’il pouvait I’étre
la prolongation, notée —,, satisfierait la propriété du sous-terme, c’est a dire :

Vfe{0,1} f(z) —pz

donc :
Ya,u,v€ {0,1}* uv-a-v —pu-v

Ce qui impliquerait que l’ordre de réduction de —, contiendrait I’'ordre de Higman sur
{0,1}*, or ce n’est pas le cas :

(0011)0111111 — 11100(0011)1111
— 111001110(0011)11
"— 1110011101110(0011)
—1110011101110111000

Le premier terme est plus petit que le defnier dans ordre de Higman {0, 1}*. On ne peut
donc trouver des ordres {.p.o. ou r.p.o. qui prolongent 'ordre de réduction de Z.
Plusieurs preuves de la terminaison de Z ont déja été proposées :

— Hans Zantema a remarqué ’existence de configurations irréductibles & gauche et pro-
posé, par vole éléctronique, une tentative de preuve. H. Zantema a aussi conjecturé que
cette terminaison est linéaire, plus fortement encore, il a conjecturé qu’il existe une
constante, ¢ € N, tel que pour tout mot de longueur n la normalisation de ce mot
s’effectue au plus en 2 - n + ¢ étapes.

— Dans la lignée de Zantema, Alfgns Geser [4] a donné une preuve grace a la terminaison
de deux systémes de réécritures intermediaires en utilisant la methode des transforma-
tions d’odre de Bellegarde et Lescanne [1].

— D’un autre cdté, Nachum Dershowitz et Charles Hoot [2] ont prouvé, par une méthode
de mauvaise suite minimale, que la terminaison des systémes de réécritures orthogonaux
linéaires droite non effagants est équivalente a la terminaison de la cléture plus externe
en avant; cette derniere propriété est facilement prouvable pour Z. La détéction de
configurations irréductibles joue aussi un role dans cette preuve.
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— Michael J. O’Donnell [6] a prouvé que, pour des systémes de réécritures orthogonaux,
la terminason est équivalente a la normalisation forte par réduction des redex internes.
Nous avons aussi pu estimer [8, 9], pour les systémes de réécritures orthogonaux, des
bornes de la longueur des dérivations d’un terme clos en fonction des bornes de redex
obtenus a partir de ¢ par normalisation interne, le travail que nous developpons ici
s’inscrit dans cette lignée?.

Remarquons que Z est un systéme de réécriture orthogonal, non effagant et linéaires
droite (ou de multiplicité un). On étudie d’abord des propriétés de tels sytémes :

— On montre que si un terme clos est normalisable alors il est fortement normalisable et
que toutes ses normalisations ont la méme longueur.

— Puis on définit la notion de linéarité pour des redex internes et la notion de sortie d’un
redex interne. On montre ensuite que si telles sorties® ont une taille bornée alors la
linéarité pour des redex internes est équivalente a la linéarité.

Mettant a profit des observations de Zantema lors du First Workshop on Termination?
tenu a I’Université de St. Andrews, nous identifions la forme des redex internes pour le
systeme Z. Une fois cette identification faite on donne une preuve inductive et élémentaire
de la normalisation interne, et donc de terminaison puisque Z est orthogonal, et de la
linéarité pour des redex internes. Nous identifions ensuite les sorties possibles; leurs tailles
étant bornées on en conclut la linéarité de Z. '

Ensuite on s’attelle & prouver la conjecture de Zantema en sa version forte. On montre,
par une technique de dichotomie par marquage en avant, que Z est linéaire de facteur 2.

2 Systéemes de Réécritures Orthogonaux , SRTO

Les définitions et notations que nous utilisons proviennent, pour la plupart d’entre eux, de

3, 5, 7).

2.1 Algébres de Termes

Une Signature F est un alphabet noté aussi F tel qu’un nombre entier naturel dit une
arité est associé & chaque lettre. On note aussi F = UpenFn, ou Fy, est un ensemble de
lettres d’arité n. Les éléments de F d’arité nulle, Fy, sont dits des constantes. Soit F
une signature et soit V un ensemble dénombrables de symboles de variables. L’algébre de
termes T(F,V) sur F et V est le plus petit ensemble contenant V et les constantes tel
que u = f(to,...,tm) est dans T(F,V) chaque fois que f est une lettre d’arité m + 1 et
chaque ¢; est lui méme un terme de 7(F, V), chaque t; est dit sous-terme immédiat de
u. On peut donc définir T(F, V) par :

1. Fo CT(F,V),
2. VC T(F,V),
3. f € Frmyr, Vi<m t; € T(F, V)= flto,...,tm) € T(F, V).

Un terme sans variables est dit clos. L’algébre de termes clos est notée G(F).
L’ensemble des suites finies d’entiers naturels est noté N*. Remarquons que la suite
vide, notée A, est un élément de N*. Les éléments de N* sont aussi appelés mots de N*.
La concatenation de deux mots de N*, p et ¢, notée p-q, est définiepar A-p=p=p-Aet
<Mg,...,mp> < Mg,..., My >=<TNg,... Nk, Mo,..., 7> Soitpe N*, et ACN* la
concatenation de p et de A est définie par p- A := {p- q | ¢ € A}. L’ordre préfixe sur

2 Une premiere version de ce travail a circulé, par voie éléctronique, depuis le début de juin 93.
% Cette définition se recoupe avec celle de partie active de Dershowitz-Hoot:
4 Alfons Gesser a aussi mis i profit ces remarques pour donner sa preuve de terminaison de Z.



les mots de N*, noté <, est défini par p < ¢ <= (Ir€ N* g =p-r). Deux mots, p et
g, de N* sont paralléles s’ils sont incomparables pour ’ordre préfixe, on note p || ¢. Un
ensemble IT C N*, est dit ensemble de mots paralléles si les mots de I sont deux &
deux paralléles.

Un arbre structuré A est un sous-ensemble fint de N* défini par :

1. ACN*, A< oo,
2.g€A, p<qg=>pEA,
3.YekEN, p<k>AVYi<k, p<j>EA

Les éléments d’un arbre sont dits nceuds de cet arbre. Un nceud maximal de A, pour
ordre préfixe, est dit une feuille de A; le neeud A, ( minimal de A, pour V'ordre préfixe),
est dit la racine de A.

A un terme t, dans 7 (F,V), on peut associer un arbre structuré étiqueté, dit arbre
des positions de ¢, noté Pos(t); chaque noeud, p € Pos(t), est étiqueté par un symbole
d’arité égale au nombre des successeurs de p dans ’ordre préfixe. L’arbre des positions est
défini par :

1. c € Fy = Pos(c) := 4,
2. x €V =>Pos(z) := A,
3. Pos(f(to, ... tm)) := {A}U (UEZD* < k > -Pos(ty)).

L’ensemble des positions de Pos(t) étiquetées par des variables est noté VPos(t).
Le sous-terme de t a la position p, noté t |, est défini par :

1. tlAZ.Zt
2. f(to,,tm) |<k>-u:= tk |u

Par exemple si d et g sont deux lettres et u est un terme alors d(z, g(u)) |<1,0> = u.
Soit f une lettre ou une variable, Sit |[,= f(to,...,tm) out |[,= f on dit que f occurre
ala position p de t, ou bien que p est une occurrence de f dans t. On note O,( f) ’ensemble
" des occurences de f dans t. On dit que f occurre dans t si Oy(f) # 0. Une variable qui
occurre dans t est dite variable de t. On note Var(t) I’ensemble des variables de t.
Nous adoptons donc la terminologie suivante, un mot p € N* peut désigner :

1. Un nceud d’un arbre structuré.
2. Une position d’un terme.
3. Une occurence, dans un terme, d’une lettre ou d’une variable.

La remplacement de t |, par s dans ¢, noté t[s],, est défini par :

L (tlslp) lp:=s,
2.VfEFUVNa2p q€O(f) & q€ Oy, (f)

Soit I C Pos(t) un ensemble de positions paralléles de t, soit Sp = {sp}penr une famille
de termes indexés par II, le remplacement parralléle de {t |,}penr par {sp}pen
dans ¢ consiste a remplacer succesivement chaque t |, par s,. On note t[Sp]m. No-
tons que le remplacement a des positions paralléles est commutatif, z.e si p || § alors
(t[splp) [55]5 = (t[55]p) [sp)p; donc la définition de t[S;z]p ne dépend pas de I’ordre choisi
des remplacements. Si on remplace dans ¢t chaque sous-terme t |, par le méme terme s, on
note ce remplacement t[s]z.

Soit z une variable, soit s un terme, la substitution de la variable z par le terme
s dans le terme t, notée t[z — s], est définie par :

tlx — 8] ;= t[s]o,(x)

Les subsitutions succesives, dans un terme ¢, d’un ensemble de variables X par un ensemble
de termes {s;}scx est notée t{{z — s:}, . x]

(A4



Une application de V dans 7T (F, V) est dite une substitution. Soit o une substitution,
Papplication de la substitution ¢ au terme 1, notée to est définie par :

to = t[{z — 7(2)}sevar(r))

On distingue une variable dite trou, notée £2. Un contexte est un terme de 7 (F, {§2}).
Le terme t[£2], est appelé contexte de la position p dans le terme ¢, on le note ¢ |P.
Notons que (¢ |P){t |p], = t. De méme si IT est un ensemble de positions paralléles, le
contexte de IT dans ¢, noté t |7 est défini par ¢ |7= t[Q](pem;-

¢

2.2 Systemes de Réécritures

Systeémes de Réécritures Linéaires Gauche Une régle de réécriture linéaire gauche
p est la donnée d’une paire de contextes (I,r), tel que | # £2, et d’une application f, de
0.(82) dans 0;(£2). On note p : (I — r,f,) cette donnée. Soit O,(2) = {q;};es et
01(£22) = {pi}ier, application f, est univoquement définie par une application que ’on
note aussi f : J — I. Soit ¢ un terme clos tel que t = u [I[u;]{pi}]p et p: (I — r, f,) une
régle de réécriture. Alors la réécriture de ¢t au nceud p selon la régle p est le terme
clos défini par p(¢,p) = u [r[uj(j)]{qj}]p. On note ¢ —% p(t, p). On a donc :

t=u(llwlp], 2 u[rlusglenl, = #ltp)

Dans ce cas la on dit que I[u;]{,,} est un redex contenu dans t.

Remarquons que cette définition coincide avec la définition classique a savoir, une regle
de réécriture linéaire gauche est la donnée d’une paire, (I,r), de termes de T(F,V) tel
que toute variable de r est une variable de I et toute variable de | occure exactement une
seule fois dans I. En effet soit f(;,) ’application de VPos(r) dans VPos(l) qui a chaque
position d’une variable de r associe la position de cette méme variable dans [. Soit aussi
pe = (I[Q]Wao,(l) — T‘[Q]v'po,(,-),f(1|r)). La réécriture de ¢ selon la régle (I,r) a la
position p est définie par :

t=u [1 [{z — u;}xev,,,(,)”p (l%)*u [7' [{’3 = “z}xs\)ar(l)”p

On peut aisemment vérifier que u [r [{x - u,}zev‘"(,)”p = pa,r)(t, p)

Un systéme de réécritures linéaire gauche X (G(F)) est un ensemble de régles de
réécritures linéaires gauche .

Soit p : (I — 7, f,) une régle de réécriture, le contexte [ est dit contexte de gauche
de ., le contexte r est dit contexte de droite de p.

Systémes de Réécritures Orthogonaux Soient deux contextes l; € 7 (F, {2}) et I, €
T (F,{£2}), soit p une position de I; et II un ensemble de positions paralléles de I,. On dit
que les contextes I; et [, se superposent en (p, IT) si :

=4[l In]p

Un systéme de réécriture linéaire gauche, X (G{F)), est orthogonal, SRTO, si les
contextes de gauche des régles de £ (G(F)) sont deux & deux non superposables.

Un SRTO est dit non effacant de multiplicité un ou non effacant et linéaire
droite si pour toute régle de réecriture, p : (I — r, f,), l’application f, est une bijection
de de O,(£2) dans O;i(£2). (Avec la présentation usuelle, pour toute régle de réécriture
a — f3, toute variable de o a une et une seule occurence dans ).



3 SRTO Non Effagants de Multiplicité Un

3.1 Independance

Proposition 3.1 Soit R un R.T.S. orthogonal, non effagant et de multiplicité un. Alors
pour tout terme t les longueurs des dérivations qui le normalisent sont toutes égales.

Preuve

Dans la suite de la preuve p;, ¢; et r; désignent des positions. La réduction d’un redex

de t de position ¢ est notée par ¢ RLIN t'. L’égalité entre terme est aussi notée ¢ LTS

Soient p et ¢ deux positions tel que p # ¢, puisque R est non effagant et de multiplicité

un, il existe une position p,; et une autre g, tel que :

{r}
tg —— 1

{¢} J J {45}
{Pq}

s — &

On a augsi : {r} {r}
tg —— tg —— 1
- Ar} ) )
8¢ ——— S1 So —_— S1
Soit, ¢ =< p1,...,pPn >, une suite de réécritures qui normalisent ¢o. Les considérations
antérieures nous assurent q’il existe 7 et ¢;_; = p; tel que :
{p:} {pi-1} pi} {pit1}
to — U1 ... ting —— 1 t; tiv1 ... Ll(to)
{40}‘[ {‘h}l J {gi-3} {Q--x}J={p.} 10 J o ... lo
{r1} {ri-1} ) {pis1}
s —— 81 ... Sj—g — S§i_] Si Sig1 - | (io)
Soit go(0) =< 71,..., 751, Pi41,--.,Pn >, la suite de réécritures de so, alors :

to — | (to)

{q0} J
q0(o)
so ——— | (to)
et .
long(c) = long (< go > -[qo(0)])
Soit donc p =< qo,-..,qm > une suite qui normalise aussi tg. En itérant le raisonnement

développé ci-dessus nous avons : )
g

to —_— 1 (to)
{90} l ¢
Uy La)* L (o)
{01} l . 0
up o) | (o)
{gm} )

gm--(91(g0(0))...)
L(to) ———— 1 (%)
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Donc :

long(o) = long (< go > ‘[go(0)])
= long (< g0 > - < q1 > (g1 (g0(2))])

=long(<qo> - < gm > lgm (... q0(0)...)])
= long(< q0,---sqm >)
= long(6)

3.2 Linéarité pour des Redex Internes et Linéarité

Dans cette sous-section on définit la linéarité pour des redex internes,. les sorties et on
montre que si la taille de sorties est borné alors la linéarité pour des redex internes implique
la linéarirté.

Definition 3.1 (Linéarité pour des Redex Internes) Soit R un R.T.S. orthogonal,
non effagant et de multiplicité un.

1. Un terme t est dit un redex interne, (pour R), si t contient un redez et aucun de
ces sous-termes immédiats ne contient des redez. On note RI Uensemble des redez
internes.

2. Un systéme de réécriture est dit Linéaire pour les redex internes si la complezité
de réduction des redezx internes est linéaires. i.e..

dbe N, Yt e RT, A(t) <b-long(t)
Definition 3.2 (Sorties) Soitt = ugy - v - ug un mot>.

1. Le sous-mot v de t est dit élémentairement irréductible dans t si toute réécriture
de t est ou bien réécriture de ug ou bien réécriture de ugy.

2. Le sous-mot v de t est dit irréductible dans t si v est élémentatrement irréductible
dans tout mot dérivé de t.

3. Le sous-mot v de t est dit irréductible & gauche (respectivement & droite) dans
t si v est irréductible dans ug - v (respectivement dans v - ug).

4. Le sous-mot v de t est dit fortement irréductible & gauche (respectivement &
droite) dans t si pour tout mot i, v est irréductible dans @ - ug - v (respectivement
dans v - uq - ). .

5. Un mot wy, est dit sortie de t (aprés sa normalisation), si | (t) = w; |||, o ||| est
un suffize fortement irréductible a4 gauche ( mazimal) de | (t). L’ensemble de toutes
les sorties posstbles est noté SR.

Remarque 3.1 1. Cetie définition se recoupe avec celle de parite active de Dershowitz-
Hoot. De fait Les sorties d’un redex inierne est partie active de tout mot qui contient
ce redez interne une fois celui-ci normalisé.

2. Nous utiliserons souvent le fail que cetle sortie est une entrée pour la suite de la nor-
malisation d’un terme dont t est un suffize, 1.e. :

" Si s=v-t alors A(s) =AM+ Av - wy) -

5 Nous donnons la définition de sorties pour des systémes de réécriture de mots, la définition pour
les STR est analogue.



Definition 3.3 (SRT a Sorties de Bornées) Un SRT est dit & sorties bornées s’il
existe un entier qui borne la taille de toutes les sorties possibles.

Théoréme 3.1 Un SRTO non effagant®, de multiplicité un, é sorties bornées, et linéaire
pour les redex inlernes est linéaire.

Preuve Soit a € N le facteur de linéarité des redex internes. Soit & € N la borne des
sorties.

Sit = u;---ug est un mot” tel que, pour chaque i < k, le mot w; - Wy, _,--up €St UN
redex interne. Alors :

A(t)—ZA Wy, o)

i=k
= Za . Iong (u‘ . wu._x“"‘O)
1=0
i=k
=a- long(uo) + Z a- (Iong(ui) + b)
1=1

=a- (long(t) + k- b)
<a-(1+1b)-long(t)

a

Remarque 3.2 Soil, R, un SRTO non effacant, de multiplicité un. A partir de la preuve
du théoréme 3.1, on peut établir que :

(( Vo €RI, Av) <a-long(v)) A (Vwe€ SR, Vu-weRI, Mu-w) < a-long(u)))
=> Vi, A(t) <a-long(t) .

4 Redex Internes de Z

Dans cette section nous étudions la symétrie de Z. Nous montrons aussi que les redex
. 1 i 1 " . r . »

internes de Z sont de la forme : (00) - 12%1.0-12%3...0- 12 et la linéarité de Z pour ces
redex internes. :

4.1 Symétrie de Z

Definition 4.1 Soit t un mot de {0,.1}‘, le symetrique de t, noté t, est défin: inductive-
ment par :

[ |
’:E N
Ll fu
S
~ o~
I n
[T}

O

Lemme 4.1

vt A =A(D).

% Le théoréme reste vrai si on omet cette condition, voir [10].
" Nous donnons la preuve pour des systemes de réécriture de mots, la preuve pour les STR est
analogue.
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Preuve Ce lemme découle facilement du diagramme suivant :
u-(0011)- v — u-(111000)-v

sym sym

50011)a ——  (111000)a

4.2 Zéros irréductibles & droite

Soient k, k', n des entiers naturels non nuls et ¢t un mot tel que :

t:w,lk.oznﬂ.lk',w;
=w-1%¥.[0]- 0% - 1¥ . o/

’

alors [0] est irréductible & droite puisque, pour tout terme ' dérivé de [0]- 02" - 1¥ . o/,

aucun redex de t' ne contient [0].
Par contre des réductions dans w - 1¥ - [0] peuvent conduire & un terme dérivé de ¢ dans
lequel [0] puisse étre réduit. Exemple :

0011[0](0011) —» (0011)[0]111000
— 11100(0[0]11)1000
—+ 111001110001000

Maissik > letsit=w- Q" -w' avec 0% - w' normal, alors 0 - w’ demeure irréductible
dans tout mot dérivé de t.

4.3 Uns irréductibles 4 gauche

Soient k, &/, n des entiers naturels non nuls et ¢ un mot tel que :

t:W'Ok'12n+1‘0kl'wl
=w- 012 .[1]- 0% . '

alors [1] est irréductible & gauche puisque, pour tout mot ¢’ dérivé de w - 0¥ - 12" . [1],
aucun redex de t’ ne contient [1]. .

Par contre des réductions de [1] - 0% - w’ peuvent conduire & un mot dérivé de ¢ dans
lequel [1] puisse étre réduit. Exemple :

0011[1](0011) —(0011)[1]111000
— 1110(00(1]1)11000
— 111011100011000

Donc si [1]-0F' - w’ est normal alors [1] demeure irréductible dans tout mot dérivé de ¢.



4.4 Marqueurs et preuves inductives
Soient k, k', n, m des entiers naturels non nuls et ¢ un mot tel que :
¢ =.w . Ok . 12n+l . 02m+l . lk' "U)I

=w-0*- 12" . [1][0] - 0%™ - 1¥" .

L’irréductibilité & gauche de [1] et & droite de [0] font que [1][0] partitionne ¢ en deux mots
indépendants par rapport & la réduction. On dira que {1][0] est un margueur. On notera
ce marqueur [10].

La détection de marqueurs est trés utile pour obtenir des preuves inductives de termi-
naison. Le schéma de preuve consistera a obtenir, a partir d’un mot ¢, un mot dérivé ¢/
qui contienne un marqueur partitionnant ¢’ en deux mots “plus simples” . st & dire
dont on sait déja prouver la terminaison. '

4.5 Forme des redex internes

Nous allons identifier la forme des mots avec un seul redex dont il faut prouver la normal-
isation interne.

Soit t = 0011w avec w mot normal. Si w = u - 0% - u’ avec k > 1 alors le ..as-mot 0F - u
est irréductible, comme on ’a vu dans la section sur les zéros irréductibles a droite. Si ¢
est de la forme: '

’

t=(00)-(11)*.0-1%1...0 1%~ .0k .o’
avec k > 1, alors toute dérivation de ¢ est une dérivation de:
(00) - (11)% .0 -1%1...0. 1¥=,
Si pour tout ¢ < m, k.jest paire et k,, est impaire, alors dans:
(00) - (11)%0 .0 1%51...0.1%%m . 1.0 1¥m+1...0 . 1¥»

le sous-mot 1-0 - 1%¥=+1...0. 1%~ est irréductible, comme on ’a vu dans la section sur les
uns irréductibles a gauche.

Ces deux derniéres remarques nous permettent de conclure que toute dérivation d’un
mot avec un seul redex, de la forme (00) - 11w, est une dérivation d’un sous-mot préfixe de
la forme:

(00)- 1241 .0.1%%2...0.1%%=  (0)

Il est donc clair que pour prouver I.N. il suffit de prouver la normalisation interne des

mots de la forme .

4.6 Normalisation interne

Dans cette sous-section nous donnons une preuve par induction de la normalisation interne
des mots de la forme . .

Notation 4.1 Dans la suite || denote la concatenation d’un mot irréductible, A(t) dénote
la longueur de dérivation (interne) qui normalise t, long(t) désigne la longueur du mot t.

Lemme 4.2 Soit k > 0 et ty un mot de la forme:

frm—N—
ty = (00)-11100-11100---11100-111111011}j
1 2 k

Alors :
Ate) =5k +5



-

Preuve

11 11 1(00-11)111101
tx = (00)-11100---11100-111(00-11)1111011|j

1 k-1 k
—— (00) - 11100 - - - 11100111111 - 0(0011)11011]|
1 k-1
— (00) - 11100 - -11100-111111 - 01110(0011)011]]
k-1
1 -
—»(00)-11}09---111100-111111-0111011100(0011)”
-1
— (00) - 11100 --11100-111111 - 01110111(0011)1000]|
1 k-1
— (00 - 11100---11100-111111 - 011101111110001000]|
k-1
1 -
= (00)-11:00---11100-’111111011[10]1111110001000||
-1

Puisque [10] est un marqueur et que le mot 4 sa droite est normale on a :

/\(to) =5 et Vk, A(ik.H) =5+ /\(tk)

Fait 4.1 Soit k > 0 et t; un mot de la forme :

' —~—
ug42.= (00) - 11100 --11100---11100-11100- 11 ||
1 k k41 k42
Alors :
A(uk.n) =5k+9

Preuve

s
ur42 = (00)-11100---1110011100-111(00- 11) ||
k k41 k42

1
— (00) - 11100+ - - 11100,111(00 -11)1111000]
S~ e~

o

k k41
111001111110(0011)11000)|

4
-1110011111101110(0011)000]|
W.-/
1 k
. (00) - 11100, - - 11100,111111011{10]111000000]|
E

1
— (00) - 11100 - - -

(=]

1
— (00) - 11100 - -

£

Le terme a droite du marqueur [10] est normal, et par le lemme 4.2 le terme & gauche de
[10] se normalise aprés 5(k + 1) pas. Donc : A(uz) = 5k + 9.

~—
Fait 4.2 ) ((00)~11100. 11 ||) = 4.
1



~~
Lemme 4.3 Soit k > 0 et vp un mot de la forme : vy = (00)-11100---11100- 11 || Alors :
1

/\(vk) = 5(’6 + 1)
Preuve Il suffit.-de joindre les résultats des deux derniers faits. o.

Proposition 4.1 Z vérifie la lerminaison inierne

Preuve Pour prouver la normalisation interne, notée N.I. il suffit de prouver que chaque
mot contenant un seul redex est normalisable. Or d’aprés la section sur les marqueurs

I’étude de la normalisation interne de mots avec un seul redex se réduit au cas défini par
I’équation 4.5 : .
(00) - 12k1.0.12F2...0 . 125=)|(0)

Nous allons prouver la N.I. par induction lexicographique sur les paires (m, k;) des termes

de la forme (). On notera cette paire (my, k;).

Pas initial. Le m = 1 est trivial.
Pas inductif Si m > 1 On suppose que :

Vi€ (0), (my, ki) <iez (M, k) =t satisfait N.I.

Soit alors un mot ¢ tel que (my, k¢) = (m, k) avec t de la forme :

s e,
kjig1>1 et t=(00)-110---110 - (11)k+:0. .. (11)¥m=-10 11|
1 J

Nous allons considérer deux cas :
Sij=0. Alors:

—_—N— ———
t = (00)-(11)*0..-(11)*==2011])

—me | mm——
— 11[10)00 (11)¥1-10 . . . (11)¥m-1011||

Le mot 4 la droite du marqueur [10] a pour paire (m, k; — 1), or (m, k1 — 1} <iez
(m, k), donc par hypothése il est I.N. . Donc t est I.N.
Sij>0. Alors:

/—’k\—-\ ’_;\“
= . . i+1()... m-—1
t = (00)-110 110 - (11) 0---(11) 011
1 i
. —t— ——
itl . kipi=1p. .. km_y
11100 11}00 11 [10]00(11)*: 0 (ll). 011)|

1 j

RAS désigne j + 1 applications de réductions internes. Le mot a gauche du mar-

= C o
queur: 11100---11100- 11 est I.N. par le lemme 4.3. Le mot a droite du mar-

1 J
queur :

pr——— e
00 (11)Fi+1=10 ... (11)%=-2011|] est I.N puisque (m—j, kj4+1 —1) <iez (m, k). Donc
test I.N.

a.

~

.l



4.7 Linéarité pour des redex internes

Dans cette sous-section nous donnons, a partir de la preuve de normalisation interne, une
preuve de la linéarité pour des redex internes.

Proposition 4.2 Tout terme t de la forme (00) ~12k1 .0 - 12¥2...0 . 12k=||(O) satisfait :
A(t) < 2-long(t) —6

Preuve Nous allons prouver la proposition par induction lexicographique sur les paires
(m, k;) des termes de la forme (). On notera cette paire (m;, k;).

Cas de base Si m =1 A((00)(11)%) = k— < 2- (2(k + 1)) — 6.
Pas inductif On suppose que:

VEE(0), (M, ki) <iee (m, k) = A(t) < 2-long(2) — 6
Soit alors un mot ¢ tel que (my, k¢) = (m, k) avec t de la forme:
kipn>1 et t=(00)-110---110 A(11)k+10- - (11)km-r0 11|

1 J

Nous allons considérer deux cas:
Si j = 0. Alors d’aprés la preuve de normalisation interne on a:

p——t—— ——
A(t) = 14 A(00 (11)~10. .. (11)*=-1011||)
< 142((t)-2h)—6 (H.I)
=2(t)-9

Si j > 0. Alors d’apres la preuve de normalisation interne on a:
A(t)—(1+1)+A(11100 11100 )+

A(00 (11)ks+1- 10 (11)’°m-1011||)
N i’ Nt

<@ +1)+BG-1)]+[2(0() - 35 — 1) — 6]
= 2(t) — 12

L’inéga]ité ci-dessus découle du lemme 4.3 et de ’hypothese inductive.

5 Sorties et linéarité de Z

Nous donnons dans le tableau 1 les différentes sorties possibles pour les mots de la forme
(00) - 12¥1 .0 -12k2...0 - 12%=. La preuve de tel tableau est faite dans le lemme 5.2.

Notation 5.1 Nous noterons :

S~

Sg=_11-.0-11 ---0- 11 e Tp=111-0-111...0-111
1 2

Temme 5.1

Vt € (Q) t=0011011-u =] (t) € {111111]|}j, 111111011|}}}}



Tablel. Tableau de sorties

kv [ ko [ k3 Sorties (Lemme - Cas
1 (0 111 5.2-1
1[0 (11)° 5.1-1
1|>0] (11)°011 51-2

>1 -(11)° : 5.1-3
210 111011 5.2-3
1]0 1110(11)3 5.2-4

1 (>0 1110(11)"011 5.2-5

>1 1110(11)° 5.2-6
>2 111011 5.2-7

Preuve Nous considérons trois cas :

1. Sit=0011011| :

t = (0011)011]
— 11100(0011))]
— 111(0011)1000)||
— 111111{0001000||
— 111111

2. Sit=00110110(11)*20--- avec k3 > 0 :

t = (0011)0110(11)*=0. ..
— 11100(0011)0(11)*20 - - -
— 111(0011)10000(11)*20 - - -
— 111111000100(0011)(11)*>=10 - -
— 1111110001(0011)1000(11)*>720 . .-
' — 1111110(0011)110001000(11)*>=10. ..
— 111111011{10)00110001000(11)*s~ 0. ..
. 1111110112
Car si v = [10]- | (00110001000(11)**=10-..) alors pour tout mot w, le mot v est
irréductible dans le mot w - 111111011 ».
3. Sit =00110(11)¥20- - - avec ks > 1:
t = (0011)0(11)*20---
— 11100(0011)(11)*>~*0 - -
— 111(0011)1000(11)*2~10.. ... ’
— 111111[0001000(11)%>"10 . ..
— 111111

Car si v = [0- | (00[10]00(11)*¥2-10- - -} alors pour tout mot w, le mot v est irréductible
.dans le mot w - 111111 - v.

' (W]

Lemme 5.2 Soit t = (00) - (11)** - 0- (11)*3...0. (11)%i||||. Alors le tableau de sorties 1
est satisfait. .



-

Preuve Nous allons prouver les cas :

1. Siky =1et kg =0. 1l est clair | (t) = 111]]||.
2. [Si k3 =1 et kg > 0] Voir le lemme 5.1
3.Siky=2et ky =0, alors:

1 ((00) - (11)?]II1) = 1110111000}|]| = 111 -0 - 11)]]
4. Siky=2,ky=1 ét k3 = 0, alors, d’aprés le cas 1 du lemme 5.1, on a :

00-(11)2.0- (11)])}) — 1110(0011011)}j|
— 1110111111|}|

5. St k1 =2,k =1et k3 > 0, alors, d’aprés le cas 2 du lemme 5.1, on a :

00-(11)2-0-(11)-0-11 - w —> 1110(0011011-0-11) - w
., 1110131111011))

6. Si ky = 2 et ky > 0, alors la sortie est 1110(11)3, puisque :

00-(11)2-0- (11)%2 . w — 1110(0011)0(11)*? - u
— 11101110000(11)** . u
— 111011100111000(11)¥>7! . y
— 11101111110001000(11)%>~1 . 4
— 1110111111000{10]00(11)*+"1 . u

7. Si ky > 2, alors la sortie est 111011, puisque :

1 ((00) - (11)% -0+ ) = Ty, |||l = 111 -0 - 11[10111 - - ]

-Corollaire 5.1 Le systéme Z est linéaire.

Preuve Le lemme des sorties, 5.2, montre que la taille des sorties est bornée. Donc la
linéarité est satisfaite par le théoréme 3.1, puisque, par la proposition 4.2, la linéarité
interne est satisfaite. . : N w]

6 Conjecture de Zantema

Dans cette section on exhibe une suite de mots, s,, tel que ¥n, A(s,) < 2 - long(s,) et
him, oo %:T")l = 2. Donc la conjecture forte de Zantema est le meilleur raffinement possible

de la linéarité de Z.

Proposition 6.1 Pour tout terme sy =00- 11 -0- 11 -...0- 11 || Nous avons:
< = ~~
1 2 k

Msk) < 2 long(sk) —6



Preuve Si k < 2 il est facile de voir que I’équation 6.1 est satisfaite.
Nous allons prouver la proposition pour k > 2. Nous rappelons la notation et le resultat
du fait 4.1; 4 savoir que AMug42) =5k +9 ol :

~~—
uk42 = (00) - 11100 --- 11100 -- 11100 11100- 11 | .

1 k E+1 k42
" En effet :
sg = 00-.11 -0- 11 ----0- 11 ||
S~ ~~
1 2 k
E
— 111 00- lil ----00- 111 -000]|
. k
= 111]u;..2[100]|
Donc

A(sg) =k + Mug—2) =6k —11 < 2-long(sg) — 6

o
Proposition 6.2 Il eziste une suite de mots (tn)nen tel que :
lim 2n) _
n—co I(tn)
Preuve Soit la suite de mots : B
~~
s = (00) 110 --- 110 11
-
1 n ’
On a vu dans la preuve de la proposition 6.1 que, pour n > 2, A(s,) = 6n — 11 Donc :
. Msn) . (6n-—11)
AT Tom) T Brra) 2
a.

Remarque Les propositions 6.1 et 6.2 prouvent que le facteur 2 est optimal.

Remarque 6.1 On ne peut prouver la conjecture forte de Zantema par linéarité des redez
internes, et par la remarque 3.2. Puisque, pour la sortie 1110(11)3 - 011, nous avons :

2 long(001) < 8 = A((001) - 1110(11)3 - 011) < 3 - long(001)

Par contre, on peut prouver par cetle technique que le facteur de linéarité de Z est inférieure
ou égale a 3.

7 Lemmes de Dichotomies

Puisque, d’aprés la remarque 6.1, on ne peut prouver la conjecture forte de Zantema par
la linéarité pour des redex internes, nous allons utiliser des techniques de dichotomisation
par marquage en avant. Nous donnons dans cette section deux lemmes de dichotomies.



Lemme 7.1 (Grande Dichotomie) Soient v et w deuz mots quelconques. Soit k; > 1
et le mott = v - (00)* - (11)%1 . 0. - (11)% - w, tel que (h,§) # (1,1) ou bien v est le mot
vide, alors : . ‘
A(v-(00)% - (11)%1.0- .. (11)*%5 . w)
= A(v-(00)* - (11)%* - 0---(11)k5=1011) + A(00 - (11)%5~" - w)
= A (v-(00)* - (11)%+ - 0---(11)%-1011) + (k; ~ 1) + A(000 - w)
Preuve Nous utilisons la mots T} tel que définis dans la section 5 Alors :
v (00)* - (A1) -0 (11)%2- - (11)% - w
AL 5 (00)* 1Ty, - 0000 - (11)F2 -+ - (1Y% - w
F o L (00)* Tk, - 00 Ty, 00 - T, _, 0000 - (11)% -
—  v-(00)"" T, - 00 - Tk, - --00 - Tg,_, - 0011[10]00 - (11)*~1 . w0
Si (h,7) # (1,1) ou bien v est le mot vide, alors [10].est un marqueur, donc :
A(v-(00)2 - (11)*+ - 0---(11)% - w)
i=1 ' ‘

1+ Zk,» + A (v (00)*=1T%, 00 Ty, - --00 - T,_, - 0011) + A(00 - (11)¥i—1 . w)

i=1

= A (v - (00) - (11)%r - 0---(11)F5-2011) + A (00 - (11)%5~1 - w)

o]

Lemme 7.2 (Petite Dichotomie) Soit k > 2 ei’soit le mot Sy tel que défini dans la
section 5, alors :

A ((00)* - Sk - v) = A((00)* - Sg) + A (000 - v).
xa_ave OnAa bien :
(00)* - Sg - v — (00)*~1 . T, - 000 - v
- (00)"'1 &0&/[-1/0] 111 ...&1}/.000.,,

-~
1 5 3 k

Puisque le mot 111 --- 111 est irréductible dans le mot 111 --- 111 -000 - v, nous avons :
S =~ - =

3 k 3 k
A ((00)™ - Sk -v) = k+ A ((00)*=! - 111011) + A (000 - v)
= A ((00)* - Sk) + A (000 - v).

8 Preuve de la Conjecture de Zantema

On montre dans cette section que :
Vt, A(t) <2-long(t)—6 .
Proposition 8.1 Tout mot t, vérifie :
Y long{t') < long(t) = A(t') < 2-long(t') — 6) = (A(t) < 2-long(t) — 6)

Preuve Par induction sur la longueur de ¢.



1. Si le mot t est de longueur 0, il vérifie trivialement I.
2. Sit = ||||t' avec t #£t/, alors :

At) = A(t) . long(t') — 6 < 2 - long(t) — 6.
3. Sit # |||t avec t # t' alors { # t'|||| avec  # t/, or, d’aprés (O) :
= v-00(11)Fr0(11)k=2 .. .0(11)*~||I,
donc
t=1v-00(11)%0(11)%2...0(11)%=, et ¢ = (00)*=1---(00)*111- 5.

(a) Sit vérifie les conditions du lemme, 7.1, de grande dichotomie, & savoir :
Ou bien 3i > 1k; > 1,
Oubien Vi>1k;=1, ky > 1, et (v=1"-00, ouv =0),
alors par le lemme, 7.1, de grande dichotomie :

/\(i) = /\(f)
A (v-00(11)*10(11)k2...0(11)k=)
A (v-00(11)*10(11)*%2 - - (11)¥-2011) + A (00(11)%1 - .. 0(11)*~)

i

H.I.
< 2-long(t) —12+2x 2
= 2-long(t)—8

(b) Si ¢ ne vérifie pas les conditions du lemme, 7.1, de grande dichotomie :
i. Ou bien Vi, k; = 1, donc ¢t = 001---0010011 - &, voir lemme 8.2.
ii. OublenVi>1k;=1,k1 >2,v£0et v #11 v, donc:
Ou bien k; > 1 et ¢t =001---001(00)%:11-0 - u
Ou bien k; > 1 et t =001---001(00)*:11 - 10 - w.
La preuve pour ces deux cas découle de celle des deux cas suivants :
— Sik; >1et¢t=001---001(00)*11(00)* - 1-«', voir lemme 8.3.
— Siky>1ett=001---001(00)*1110(00)* - 1 -+, voir lemme 8.4

Corollaire 8.1
Ve, A(t) <2-long(t) —6 .

Preuve Induction sur la longueur des mots.

Lemme 8.1
Vo A((00)*-v) <1+ 2((00)%-v).
Preuve
— Si (00)3 est irréductible dans (00)3 - v alors:

A((00)® - v) = A(v) = A ((00)? - v) .



~ Sinon :

(00)3 - v — (00)%11-¢/
— (00) - 111000 - ¢/
— (00) - 111000 - 1000 - ¢/
— [111000 - 10]00 - 1000 - ¢/
Donc :
A ((00)* - v) =n +3+ A(00100 - t')

De méme :
A ((00)? - v) = n + 2+ (00100 - ¢')

Lemme 8.2 Sit = 001 --- 001 -0011 - % alors t vérifie I.
m 1

Preuve

Sim=0,donct=0011-v — 1110003, d’ou :

A(Y) = 1+ A(000- %)

" 142 1ong(000 - 5) — 6

< 2-long(t)—6

"~

Sim =1, A(t) = A(t) = A(v-0011011), or :

v-0011011 — v - 111(00)? - 11
— »-11100111000
— v -(11)3-0001000

donc par le lemme 8.1 et par hypothése d’induction on a :

At) = 3+ (v-(11)%)

= 4+ (v-(11)%)

H<"4+2~Iong(v)+8—6

2 -long(v) + 6
2 -long(t) - 8

~

Sim>1, A(t) = A(f) = A(v - 0011011011 -0 - S), donc par le lemme, 7.2, de petite
dichotomie :
At) = A(v-0011011011-0 - Sk)
= Mv-00-S5-0-Sk)
= A(v-00-S53) 4 A(000 - 0-- Si)
. long(v-00-S3) — 6+ 2 long(0 - Si)
= 2-long(t) -6

17

Lemme 8.3 Si ky > 1 et t = 001---001(00)%111 (00)* - 1 - o', alors t vérifie I.
N\

u



Preuve Puisque t — 001 ---001(00)**~*11[10]00(00)* - 1 - u’, nous avons :
A(t) = 1+4A(001---001(00)**~*11) + A (00(00)* - 1 - u')

Ty (2 - long (001---001(00)¥1=111) — 6) + (2 - long (00(00)% - 1 - u') — 6)

= 14 (2-long (001---001(00)%111) — 4 — 6) + 2 - long(u) + 4 — 6
= 1+2-long(t) — 12 :

a
Lemme 8.4 Siky > 1 ett=001---001(00)¥*110(00)* -1, alors t vérifie I.
s R
- Preuve Nous distinguons trois cas pour prouver ce lemme :
1. Si ky > 2 voir le lemme 8.5. i
2. Siky =2 et t=(00)%-110(00)* - 1- ', voir le lemme 8.6.
3. Sik;=2,m>0ett=001---001(00)F*110(00)* - 1 - ', voir le lemme 8.8.
> Y —
m u
o
Lemme 8.5 Si k; > 2 et t = 001---001(00)¥*110(00)* - 1 - o', alors t vérifie I.
A
Preuve Sik; > 2 et Puisque :
t — 001---001(00)**~111(00)%+2.1 - o’
t — 001---001(00)**~211{10}001(00)*+2 -1 - o'
donc :
At) = 24 A(001---001(00)*~211) + X (001(00)*+2 . 1. «’)
"2 94 (2. long (001 ---001(00)*~211) — 6) + (2 - long (001(00)**2 - 1 - ') — 6)
= 2+ (2-long (001---001(00)*'11) — 8 — 6) + (2 - long(u) + 12 — 6)
= 2-long(t) -6
]

Lemme 8.6 Sit = (00)2-110(00)% - 1- v/, alors t vérifie I.

Preuve Puisque A(t) = A ((00)2-110- w(oo)k.l.“/) 4+ ((00)* - 1-u'), et comme (00)* -1 v’
vérifie I’hypotheése inductive il suffit de prouver que :

A ((00)? - 110 - wooyr.1.4r) < A ((00)% - 110) = 14 . (1)
oll Wggyk.1.u+ est la sortie de (00)% - 1 -4’
Deux cas se présentent : '
Si wopyk 1w = (00)* - u”, c’est a dire (00)* est irréductible dans (00)* - 1 - «’, alors W(oo)* 14’
est irréductible dans (00)? - 110 - W(ooy+.1.u; donc :

A ((00)% - 110 - wiggye.1.4) = A ((00)% - 1L{}1) = 4 .

Sinon par monotonie de la réécriture par rapport a l’ordre préfixe il suffit de prouver
I'inégalité 1 pour les sorties maximales, pour cet ordre, données dans le tableau des
sorties. Ces sorties maximales sont 1110(11)2-011]||| et (11)3 - 011]]||.



Si w(goyk.1.w = 1110(11)3 - 011|]]|, alors A ((00)2 - 110 - 1110(11)3- 011) = 6; car (00)2 -
110 11[10J(11)3 - 011 = (00)2 - 110 - 11]|]] et :

(00)?-110-11 —  00111(00)2-11 . — 1110001(00)- 11
—2. [1110]001111[0001000] —*| ((00)2 - 110 - 11)

Si et woyr1.u = (11)3-011, alors :

(00)2 ©110(11)®- 011 - 1110001(00)2 - (11)3 - 011
— 1110001(00)11[10]00- (11)? - 011

donc :

A ((00)? - 110(11)® - 011) = 3 + A(1110001(00)11) + A (00 - (11)% - 011)
' =3+34+4=10

. Lemme 8.7 Vm >0 X (001 ..~ 001 -111011) =6m - 2.
m 1

Preuve Montrons d’abord que :

~~

1 n

A ((00)3-1(00)2-11&.-.011) =6(n+1).

En effet :

3. 2, 2, (00)3 . )
(00)3-1(00)2 - 11 011 - - - 011 — (00)® - 11110001000 - 011 - -- 011

1 n 1 n

RN 2. . PR
(00)? - 11[10)00110001000- 011 - - 011

— . . ... 011
00)? --11{10]1110000001000 - 011 01
g -

1 n

-

2
—— 1110111000{10}1110000001000 - 011 --- 011
1 n

= 3' 2' ...
= 1lll(00)” - 1(00) 11011 11l

Donc :

A (001 --- 001 ~111011) =A (001(00)2 -11 011 --- 011)
— — =~

m 1 1 m—1

1 m—2

x A 3.1 2
4+ ((00) (00)° - 11 011 011)

:4+6(n—1)



L’égalité surindexée de » découle de :

2, 2, 2
001(00) 110}1 0111 00(11)20001000 011 11
m— 1 m-—1
-2, 11101110000001000 011 - - - 011
1 m-—1
= (00)3-1(00)*-11 011 --- 011

1 m-—2

Lemme 8.8 Sim >0 ett = 001---001(00)%-110(00)* - 1-«', alors t vérifie I.
N~ \1,./ \ ] .
Preuve Soit w(og)2.110(00)*-1.u+ la sortie de (00)%-11 0(00)* - 1 - o/, alors les trois conditions
: [ ——

u
suivantes sont satisfaites :

— Par définition des sorties :

/\(t) =A (001 -+ 001 w(00)°-110(00)"~1~u’) + A ((00)2 -11 0(00)k -1- u') s

m 1 u

— D’apres le lemme 8.9, w(gp)2.11000)*-1-u* € {111,111011}.
— Le mot (00)%-110(00)* - 1.4’ vérifie ’hypothése inductive.
_ M

u

Grace a ces trois conditions, il suffit de prouver que :

,\( 01-~Q(1L-111011) <2-long(001~~001) = 6m. (2)
m 1 m 1

S~

m 1

Or, d’apres le lemme 8.7, A (001 . -%-111011) = 6m—2, donc I’équation 2 est satisfaite.
a
Lemme 8.9 wgg)2.110000)%1.o+ € {111,111011}.
Preuve Nous considérons trois cas :
1. Si ky =1 et ky = 0, alors la sortie est 111, puisque :
1 ((00Y2 - (11)[fl) = 111 - 000 - 1000}
2. Sik; =1 et ko > 0, alors la sortie est 111011, puisque :

(00)2-11-0-11-u - 111-000 - 1 - 00(0011) - u
— 111-000- 1 - (0011)1 - 000 - u
— 111 - 0(0011)110001 - 000 - u
— 111-011[10}00110001 - 000 - u



Y}

3. Sik >1,alors:

-~
I

(00)2- A1)k ... (11)¥ - w

(00) - (0011) - (1)~ ... (1)ks . w
— (00) - 111000 - (11)*+~1...(11)¥% . w
(0011)1000 - (11)*:=1 ... (11)% - w
111000[10J00 - (11)¥*=1 ... (1% - w
~ 111000])]]

= 11|

v

9 Conclusion

La détérmination de la complexité de la normalisation des redex internes et ‘des sorties
de ces redex internes est un outil adéquat pour ’étude des compléxité des systémes de
réécritures orthogonaux. Dans {8, 9, 10] nous avons obtenus aussi des résultats dans ce
domaine. ’
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