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Triangulation sous contraintes en dimension quelconque

Houman BOROUCHAKI

INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 Le Chesnay Cedex, France.

Résumé

Il n’est pas toujours possible d’inclure une face de dimension quelconque dans une triangulation
d’un nuage de points de IR® pour d > 2, sans ajout de points de Steiner. Nous proposons une
méthode simple qui consiste a inclure une triangulation de la face contrainte en ajoutant des
points sur celle-ci. Ces points sont définis a partir des intersections de la face contrainte et des
simplezes de la triangulation.

Mots-clés

Triangulation, Triangulation de Delaunay, Triangulation sous contraintes, Enveloppe convexe,
Intersection de convexes.

Constrained triangulation in any dimension

Abstract

It is not always possible to insert a facet of any dimension in a triangulation of a finite set of
points in IR® for d > 2 without the adjunction of Steiner points. We propose here a simple
-method consisting in the inclusion of a triangulation of the constrained facet by adjunction of
points upon it. These points are defined by using the intersections of the constrained facet with
the simplices of the given triangulation.

Key-Words

Triangulation, Delaunay Triangulation, Constrained Triangulation, Convex Hull, Convex Inter-
section.



1 Introduction

Les algorithmes de triangulation existent depuis longtemps. La plupart d’entre eux utilisent un
graphe, dit d’adjacence, dont les noeuds sont les simplexes et les arétes, les couples de simplexes
adjacents. Parmi ces algorithmes, la triangulation de Delaunay, qui permet une manipulation
aisée du graphe d’adjacence, occupe une place centrale. Elle impose des arétes spéciales, dites de
Delaunay, dans le graphe d’adjacence. Ces arétes sont définies suivant le critére de la sphere vide
[15]. Dans IR?, on retrouve les arétes de Delaunay en basculant des arétes [21] dans le graphe
d’adjacence. Ce n’est plus possible dans IR?, pour d > 2 [24]; on peut cependant construire
une certaine triangulation tout en effectuant des bascules d’arétes [17}[24])[26] pour retrouver les
arétes de Delaunay.

On s’est intéressé au probleme plus général : contraindre des arétes quelconques dans un
graphe d’adjacence donné c’est-a-dire inclure certaines (d — 1)-faces dans une triangulation don-
née. Ce probléme est complétement résolu dans JR? [5]{12){14]{18)[19][25][27][33], plus au moins
résolu dans IR® [1][2][11][20][22](28][29][32], et restait ouvert dans IR® pour d > 3. Pour d > 3,
I’existence d’une solution n’est pas toujours garantie sans ajout de points de Steiner dans la
triangulation. Le probléeme du nombre optimal de ces points est ouvert, méme dans IR>.

Plusieurs algorithmes ont été proposés dans IR’. Les uns partitionnent la face contrainte,
a partir de points sur celle-ci. Les autres, en appliquant des bascules d’arétes dans le graphe
d’adjacence et en insérant des points non contenus dans la face si les bascules d’arétes ne sont
plus possibles, régéneérent la face contrainte. La seconde méthode a ’avantage de ne pas casser la
face contrainte; mais comme la position des points supplémentaires insérés peut géner I’insertion
des autres faces contraintes, il faut connaitre préalablement toutes les faces contraintes a insérer.

Nous présentons une méthode dans IR® pour Pinsertion d’une face contrainte de dimension
quelconque, en partitionnant cette face, nous inspirant des idées de [22] appliquées dans IR>. Ce
partitionnement est défini a partir des intersections de la face contrainte et des simplexes de la
triangulation. On triangule les simplexes intersectés par la face contrainte, les uns indépendam-
ment des autres, de telle sorte que les deux propriétés suivantes soient satisfaites :

a - la triangulation de chaque simplexe intersecté contient une triangulation du polytope
résultant de Pintersection.

b - tout couple de simplexes intersectés adjacents induit la méme triangulation sur leur
(d — 1)-face commune.

" La premieére propriété assure la présence d’une partition de la face contrainte dans la trian-
gulation et la seconde, une triangulation définie par ’ensemble des simplexes intersectés par la
face contrainte. Ces deux propriétés seront réalisées grace 3 une triangulation particuliere que
I'on appelle simple. '

Dans la deuxiéme section, on définit cette notion de triangulation simple et on établit des
lemmes concernant les deux propriétés ci-dessus. La troisitme section est un rappel sur la
triangulation de Delaunay. L’algorithme de triangulation sous contraintes et quelques détails
sur son implémentation font I’objet de la quatriéme et de la cinquiéme section. Enfin on conclut
sur I’énoncé de quelques sujets de recherche.



2 Triangulation Simple

Soit V' un ensemble de N points (P;)i<i<n de IR?, donnés dans 1ordre lexicographique :
P; < P; si et seulement si

Am,1<m<d, Vi<m Pf:P]‘ et P < PT

ol P/ est la l-itme coordonnée de P;.
Soit Vi, = {P,,---, P} 'ensemble des k premiers points de V. Notons Conv(Vy) (resp.

Aff(V})), ’enveloppe convexe (resp. l’enveloppe affine) des points de V,. Par définition des
points de V, on a :

'LEMME 1. —
Le point P,., n’appartient pas ¢ Conu(Vy).

En effet P, > Py, il existe m, 1 < m < d, tel que P, > P, et quel que soit [, 1 <[ < m,
P{,, = P|; comme quel que soit j, 1 <j <k, P, > P,ona:

Vi, 1<j<k, et VI, l<l<m, Py = P

et
Vi, 1<j<k, P, > P
Soient les réels (a;) <<k vérifiant :
Vi, 1<j<k, >0 et > ei=1,
1< <k
ona:

Vi, 1<j<k, S P < Y o PN, = PR
1<j<k 1<j<k

Ainsi Pk+l ¢ COI\V(Vk).

DEFINITION 1. -

Une face frontaliére f de Conu(V)) est visible du point Py, si et seulement si
Con Pey1, f) N Con (Vi) = f,

ot Con( Py, f) est l’enveloppe conveze des sommets de f et du point Pi,,.

Cela revient & dire qu'’il existe un hyperplan support de Conv(V;) qui passe par f et qui
sépare Conv(V}) du point Piyy. Comme Pyyy ¢ Conv(Vi), une telle face existe toujours. On
désigne ’ensemble des faces de dimension maximale de Conv(V;), visibles du point Py, par
F,.

Nous allons définir par récurrence la triangulation simple T(V) de V dans Aff(V). Une
formulation plus générale est donnée dans [7].

CONSTRUCTION 1. —
(a) - T(V,) = P, dans P,.

(b) - Si T(Vy) est la triangulation simple de V, dans AffV}), alors T(VkH) dans Aff(Vis1)
est définie par

T(Vi)U U Conu(Piyr, f) st Py € ARVE)

—_ JE€F
T(Vk+1) - { U COTl'U(P};.{,.l,S) st Pk+1 ¢ Aﬂ(Vk)

JET(V),)



Supposons que la dimension de Aff(V}) soit égale a 8. Si Piyy € Aff(Vi) alors Conv(Piyy, f)
est un simplexe de IR’ et si Py, ¢ Afi(Vi), Conv(Piyy,8) est un simplexe de R***'. Par
construction, dans les deux cas, l'intersection de deux nouveaux simplexes (définis a 1’étape
k+1) est soit vide, soit une face g = Conv(P;41,h), ol h est une I-face de T'(V;) (1 <1 < 8, —1).
Ainsi T(Vj41) définit une triangulation simple de Vi, dans Aff(Vi41).

Pour Py, € Aff(Vy), U Conv(Pe,,, f) est la triangulation d’un polytope que I’on appelle

€Fy
cone de visibilité de Pk“!par rapport a Conv(V;). Dans ce cas, la triangulation T'(V, ;) est la
réunion des simplexes de T(V;) et des simplexes de la triangulation du cone de visibilité de Py,
par rapport a Conv(V;). Par conséquent, a chaque étape de la construction, une modification
minimale est apportée a la triangulation.

Cette construction utilise le fait que le dernier point a insérer est en dehors de ’enveloppe
convexe des points déja insérés. Pour cela on a supposé que les points sont ordonnés dans ’ordre
lexicographique, bien que cette condition ne soit pas obligatoire. Une conséquence immédiate
de cette définition est que la triangulation de ’étape k est conservée a I’étape k + 1.

Soient é la dimension de Aff(V) et P;,---, P, P, les 6 + 1 premiers points affinement
indépendants de V. Le lemme suivant permet une construction de la triangulation simple de V
en considérant uniquement des simplexes de IR’.

LEMME 2. - -

Ona:
T(V) = T(Rli v "Piga R6+17 V,)

ou V' est Uensemble des points de V ordonné dans l’ordre lexicographique, privé des points

})ilv"'af)iaapi

La triangulation T(F;,, - - -, P,,, P,,,, V') est bien définie; en effet aucun point de V' n’appartient
a Conv(F,, -+, Py, Py,,), sinon il serait I'un des points P, (1 < j<6+1). Ona P, = P,
P,, = P, et pour tout j,3<j<4$

s41°

T(PinPig)"'vPi,',Pij+l,"'vPi,'+1) :T(PinPiq’”'aPijvpi,+;7Pi,'+l7'”7Pi,'.“—l);

‘comme P, ¢ Aff(P,,,P,, -, P, P41, -, Pi,,-1), par construction les deux triangulations
sont identiques.
La triangulation T(%;,,-- -, P,,, P;,,,) définit un simplexe initial s, de T(V) dans IR’; chaque

point de V' appartient a Aff(F;,,---, P, P,,,); la construction de T(V') a partir de s, utilise
uniquement des simplexes de IR’.

Nous allons montrer par la suite comment on peut construire une triangulation d’un simplexe

de dimension d, induisant une triangulation d’un polytope convexe donné inclus dans ce simplexe
et de dimension strictement inférieure a d.

.LEMME 3. -

Sotent Q = Con(Q,,---,Q,) un polytope conveze de sommets Q,,---,Q, ordonnés dans
Uordre lezicographique. Soient des points R,,---, R, vérifiant

R, ¢ Com’(Ql,“',Qq)

et . ’
Vk3 ISkST_l ' Rk+1¢COTI‘U(QH'"aQq:Rla"'aRk),

alors la triangulation T(Q,,--+,Qq, R1,- -+, R,) contient un ensemble de faces constituant une
triangulation de Q.



En effet cet ensemble de faces est défini par T(Q,,- -+, @Q,) et est inclus dans la triangulation
T(Q1y: -+, Qqy Ry, -+, R,) d’aprés sa construction.

REMARQUE. —

La triangulation T(Q,,-,Q4, Ry, -+, R,) est bien définie bien que ces points ne soient pas
ordonnés dans l’ordre lexicographique.

Comme cas particulier du lemme 3 on a :

LEMME 4. -

Si les points (R;)1<ica+1 sont les sommets d’un simpleze s de dimension d et si s contient
les points (Q;)1<i<, ordonnés dans 'ordre lexicographique, alors les points (R;)1<i<as1 vérifient
les propriétés du lemme 3 et la triangulation

7: = T(Qla"'qu’Rh"'st+1)

de s contient un ensemble de faces constituant une triangulation de Q.

L’ordre lexicographique pour les points (f2;)1<i<44+1 N’est pas nécessaire, mais il le devient
pour garantir une triangulation unique de chaque (d — 1)-face du simplexe s, indépendamment
de la triangulation de s.

NOTATION. —

Soit G un ensemble de points. On note Lex(G) la suite des points de G ordonnés dans ’ordre
lexicographique. :

LEMME 5. -

Soient s, = ConR,,g) et s = ConRg,g) deur simplezes adjacents dyant la (d - 1)-
face commune g = Cony Ry, -+, Rq4). Soit G la réunion de trois ensembles disjoints G, =

{(Qa)i<icr, } contenu dans so—g, Gg = {(Qp,)1<i<r, } contenu dans sg—g et G, = {(Q..)1<i<r, }
contenu dans g. Alors les deuz triangulations

T.. = T(Lex(GoUG,), Le({R), -, R4, Ra}))
et

7,, = T(Lex(Gp U Gy), Le({ Ry, -+, Ra, Rp}))
induisent la méme triangulation sur g.

En effet, d’aprés le-lemme 4, 7, (resp. 7,,) est une triangulation de s, (resp. sg) bien
définie. Dans ces deux cas, la triangulation induite sur g est définie par
T (Lex(G.), Lex({Ry, -+, Ra)) ,

car les deux points R,, Rg et les points des deux ensembles G, et G n’interviennent pas dans

la triangulation de g.

REMARQUE. —

Supposons G, N {R;, -+, R4} # 0. Soient R; ,---, R;_ les sommets de ¢ non contenus dans
G,, alorson a:

T,, = T(Lex(Go U G,),Lex({Ri,, -+, Ri., Ra}))
et
7,, = T(Lex(Gp UG, ), Lex({Rs,, - -, Ri,, Rg}))

et la triangulation de g est définie par

T(Lex(G,), Lex({Ri,,- -+, Ri.)) -



3 Triangulation de Delaunay

La triangulation de Delaunay d’un nuage de points est une triangulation a sphéres vides. En
d’autres termes les boules ouvertes circonscrites aux simplexes de la triangulation ne contiennent
aucun point du nuage.

A cause de ses nombreuses applications dans différents domaines de la science, cette triangu-
lation est devenue tres populaire. Au départ elle représentait le dual des polytopes de Voronoi
associés [15][35]. Sa régularité dans IR® est immédiate alors que sa régularité dans IR® pour
d > 2 est une conjecture. Dans [31], on démontre son optimalité en un certain sens.

Nous utilisons cette triangulation comme point de départ de notre algorithme de triangu-
lation sous contraintes, bien qu’une triangulation quelconque puisse constituer la triangulation
initiale des points de V.

Divers algorithmes [3][4](7}{8]{16](17](23][31][36] ont été proposés pour la construction de la
triangulation de Delaunay d’un nuage de points dans IR?. Nous retenons celui de [7], que nous
rappelons sans démonstration. .

On suppose toujours les points de V ordonnés dans I'ordre lexicographique et on va définir,
par récurrence, la triangulation de Delaunay T4(V) de V dans Aff(V). La construction est
définie en deux étapes; la premiére est similaire a celle d’une triangulation simple et la seconde
est une correction dite de Delaunay.

CONSTRUCTION 2. -

(a) - T4(Vy) = P, dans P,. .

(b) - Si T4(V:) est la triangulation de Delaunay de Vi dans AffV.), alors T¢(V,y,) dans
AffiViy1) est définie par

T"%(Ves1) = T*(Vi)U () Con Py, f)  si Pyt € ARVi)

JEF
(T’d(V]H..l) \ (‘:k) U U COTlI(Pk+1, f) st Pk+1 € Aﬂ(Vk)
T4(Viy1) = S :
+ ' U COn‘k)(Pk+1,S) S Pk+1 ¢ Aﬂ(Vk)
s€TH(Vy) -

ot £ est l'ensemble des simplezes dont l'un des sommets est Py, ou dont la boule circonscrite

contient Ppy, et E; est l’ensemble des faces frontaliéres de &, qui ne contiennent pas le point
Pk+l .

4 Triangulation sous contraintes

Soit f = Conv(FP;,, -, P; ) une face de dimension r — 1, dont les sommets appartiennent a V.
On considére le probléeme suivant :

PROBLEME 1. -

Construire une triangulation T;(V') de V telle que f soit une face d’un simplexe de T;(V').

Pour d > 2,il n’y a pas toujours de solution sans insertion de points de Steiner [32]. Pourd =

3 ce probleme est NP-complet [32]. Nous proposons une solution approximative en considérant
une variante du probléeme 1 :



PROBLEME 2. —

Construire une triangulation T; (VUV} ) de VUV, telle qu’un ensemble de faces des simplexes

de cette triangulation constitue une triangulation de f, ot V; est un ensemble de points de f, a
déterminer.

La triangulation de f est alors définie a partir de la réunion de ses sommets et de V;,. En
d’autres termes on propose de “casser” la face pour l'inclure dans la triangulation.

ALGORITHME DE TRIANGULATION SOUS CONTRAINTES. —

On considéere d’abord une triangulation initiale de V, en particulier la triangulation de De-
launay T9(V) de V. Puis on recherche les simplexes intersectés par la face contrainte f; on
triangule chacun de ces simplexes de telle sorte que son intersection avec f soit une réunion de
faces et que la triangulation induite sur ses (d — 1)-faces soit unique. Finalement il reste & établir
les relations d’adjacence entre les nouveaux simplexes.

L’algorithme est décrit par le schéma suivant :

Triangulation de Delaunay T4(V) de V

Recherche des simplexes intersectés par f

Triangulation sous contrainte de chaque simplexe intersecté par f

Etablissement des nouvelles relations d’adjacence

Soient S; l’ensemble des simplexes intersectés par la face contrainte f et s un élément
quelconque de S;. On a:

sN f = ConV(Qs,la o "Ql,q.)

ou Conv(Q, ,-+,Q,,,) est un polytope convexe de dimension au plus égale a la dimension de
f, dont les sommets sont les points (@, i)i<i<q, -

LEMME 6. —

Les points (Q, i)1<i<q, appartiennent auz (d — 1)-faces de s. Si un sommet de s appartient
@ sN f alors ce sommet est l'un des points (Q)i<i<q,-

En effet aucun sommet de f n’est intérieur a s; car tout simplexe de T(V) a un intérieur
vide. :

Supposons s = Conv(R, 1, -, R, 441). Définissons la triangulation 7, de s par la construc-
tion suivante :
CONSTRUCTION 3. —

St aucun sommet de s n’appartient a sN f alors

T-; = T(Lez({Qa,la Y Qs,q.})’ Lel({Rs,ly Tty Rs,d+1}))

sinon
7.: = T(Lel({Qa.la Ty Qs.q.})v Lel({Rs,in T Rs,i..}))
ou R,; ,--+,R,; sontles sommets de s non contenus dans f.

D’apres le lemme 4, 7, est bien définie et respecte les contraintes constituant une triangula-

tion de s N f = Conv(Qs,h o 'aQs.q.)'



REMARQUE. —

S'il existe des sommets de s appartenant & sN f, on les insére, dans la triangulation 7, une
seule fois en tant que sommets de Conv(Q, 1, --,Q,,.) et non en tant que sommets de s.

THEOREME 1. —

La réunion |J 7, définit une triangulation de
JESI

U {Rs,ls’ ' "Rs,d+l} U U {Qs.l" : ',Qs,q.}y

JESI SESI

ou les points R, 1, -, R, 441 sont les sommets de
s = Conv(Rs,lv MR Rc,d-{-l)
et les points (Q, i)1<i<q, Sont les sommets de

sN f = COTw(Qa,h v 'aQs,q.)~

I suffit de vérifier, pour chaque couple de simplexes adjacents de S;, que l'on a la méme
triangulation induite sur leur (d — 1)-face commune. Soient (s,,s) un tel couple, g leur (d —1)-
face commune et G I'ensemble {Q., 1, ", Qsuqrns@sp1s" 3 @spsg,, }- En posant G, = G Ny,
Goe = GN(sa —g)et Gg = GN(sp — g), on est dans la situation du lemme 5 et les deux
triangulations 7, et 7,, induisent sur g la méme triangulation.

La triangulation {J 7, respecte les contraintes constituées par
JESI

U T(Lex({Qs10 -+, @50, 1)),

s€S,

définissant une triangulation de la face contrainte f.

Pour chaque simplexe triangulé, les relations d’adjacence des simplexes constituant la trian-
gulation sont déja determinées; il reste a établir les relations existant entre tous les couples de
simplexes adjacents triangulés. Pour un couple fixé, il suffit d’établir la relation d’adjacence pour
une paire de simplexes (dont I'un appartient a la triangulation du premier simplexe du couple
et 'autre a la triangulation du seconde simplexe du couple) qui contiennent une (d — 1)-face
appartenant a la (d — 1)-face commune des simplexes du couple, puis d’utiliser des techniques
décrites dans (7] pour I’établissement des relations d’adjacence des autres simplexes contenant
une (d — 1)-face qui appartient a la (d — 1)-face commune des simplexes du couple.

5 Implémentation

Nous rappelons qu’une triangulation est définie par un graphe dit de connexion [7] dont les
noeuds sont les simplexes et les arétes les couples de simplexes adjacents. A chaque noeud est
associé une matrice dite de connexion qui permet de repérer I’indexage des sommets des noeuds
voisins. Ceci facilite le parcours, a travers la triangulation, simplexe par simplexe, conservant
une (d — 2)-face.

D’apres le schéma de construction d’une triangulation sous contrainte, trois outils sont in-
dispensables :

a - la construction incrémentale d’une triangulation simple.

e



b - la construction incrémentale d’une triangulation de Delaunay.

¢ — le calcul des sommets du polytope convexe résultant de l'intersection d’une face et d’un
simplexe. -

Les algorithmes de construction incrémentale d’une triangulation simple et d’une triangu-
lation de Delaunay, qui sont entre autres des mises a jour du graphe de connexion associé a la

triangulation, sont données dans [7]. B nous reste a décrire I’algorithme d’intersection d’une
face et d’un simplexe.

Dans IR? (resp. IR®), le probleme se rameéne au calcul d’intersection de deux segments (resp.
un segment et un triangle). En effet, dans ces cas, les sommets recherchés appartiennent aux
arétes de la face ou du simplexe. Cette propriété n’est plus valable en dimension d > 3. Pour
d > 3, on propose une solution en transformant le probleme d’intersection en un probléeme
d’enveloppe convexe d’un nuage de points pour lequel des algorithmes de construction sont
proposés dans [6].

Soit g une (d — 1)-face et H, ’hyperplan passant par g. Supposons que O ¢ Hy, ou O est
'origine des coordonnées. L’équation du demi-espace défini par H, et contenant O, peut s’écrire

sous la forme
Z ng,i%Ti < 1

1<i<d

ol (ny, i)1<i<a €St un vecteur normal de H,.

On obtient alors une dualité, que nous désignons par §, entre les hyperplans H vérifiant
- O ¢ H et les points 6(H) = (ngi)i<icq de IR? vérifiant

¢

Vo = (2:)1<ica € H Z ngi%i = 1.

1<i<d
Inversement, & chaque point P # O de IR?, on associe I’hyperplan défini par I’équation

6(P) = Z Piz, =1

ol P est la i-ieme coordonnée du point P.
Rappelons quelques résultats concernant cette dualité [30] :

LEMME 7. —

Soient s un simplexe contenant strictement l'origine, f,---, fs41 ses (d — 1)-faces. Soit P
un point interieur a s. Alors ‘

6(P)n Conv(6(Hy,),---,6(Hy,,,)) =0

ou H; pour 1 < j <d est I'hyperplan qui passe par la (d — 1)-face f;.
L’hyperplan 6(P) est défini par §(P)= 5 P'z; = 1. Comme P est intérieur 3 S, on a :
1<i<d

Vil1<j<d+1 > nyuP<1.

1<i<d

Ces relations montrent que les points (ny,;)i<i<a (1 < j < d + 1) et l'origine O appartiennent -

tous au demi-espace défini par Y, P'z; < 1. Par conséquent l'intersection de §(P) et de
1<i<d
I’enveloppe convexe de ces points est vide.

Remarquons que O est intérieur a C = Conv(§(Hy,),---,6(Hy,,,)); sinon il existerait un
hyperplan séparant O des points §(H,;) (1 < j < d), ce qui est impossible. Chaque point §(Hy,)
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pour 1 < j < d+1 est un sommet de C; sinon il lui serait interne et d’apres le lemme 7 (généralisé
‘au cas des simplexes de dimension quelconque) son dual, I’hyperplan H, , n’intersecterait pas
s. On en déduit que le dual é(s) de s est un simplexe contenant I'origine O. Une conséquence
immédiate est le lemme suivant : :

LEMME 8. —

Soient s (resp. t) un simplere contenant strictement lorigine, fy,---, far1 (resp. g1, 1 9as1)
ses (d — 1)-faces. On a :

8(snt) = Conv(6(Hy,),- -, 6(H ugs)s 5(ny)’ Tt 6(Hga+:))-

En d’autres termes ’intersection de deux simplexes contenant l’origine est le dual de ’enveloppe
convexe des points duaux des hyperplans passant par les (d — 1)-faces de ces simplexes. Chaque
sommet du polytope résultant de intersection est alors le dual d’un hyperplan contenant une
(d — 1)-face frontaliere de cette enveloppe convexe.

Considérons le probléme d’intersection d’une face f et d’un simplexe s. On suppose, dans
un premier temps, que f est de dimension d — 1. Soit X un point interne de s non contenu dans
f : par exemple I'un des points (W;)i<i<441, Non contenu dans f, dont toutes les coordonnées

barycentriques sont égales a 2_(d—-i_-T) sauf la i-ieme qui est égale a 5&1—21)
en sorte que X soit le barycentre du simplexe ¢t = Conv(Y, f). Les simplexes s et ¢ contiennent
_ dans leur intérieur le point X. En faisant un changement de repére pour que X soit l'origine
et en appliquant le lemme 8, on trouve les sommets du polytope résultant de l’'intersection de
s et de t. Parmi ces sommets on considére ceux qui appartiennent a f. Ces derniers sont les
sommets de s N f. Si la face f est de dimension strictement inférieure a d — 1, on la complete
en une (d — 1)-face avec les sommets de s non contenus dans I’enveloppe affine des sommets de
f. Puis on applique le procédé précédent.

. Soit le point Y défini

6 Conclusion

Nous avons proposé un algorithme d’insertion de face dans une triangulation quelconque, qui
consiste a inclure une partition de la face dans la triangulation. Cette partition est définie a
partir des intersections des simplexes de la triangulation et de la face contrainte. Nous avons
supposé la face contrainte simpliciale; mais une généralisation au cas des faces non simpliciales
est immédiate. I suffit de généraliser les algorithmes d’intersection des simplexes au cas des
polytope convexes.

La méthode proposée résout en partie le probleme de la triangulation sous contrainte dans
toute sa généralité. Toutefois elle ne permet pas d’imposer une aréte quelconque dans un graphe
d’adjacence donné. Une recherche future consiste a considérer les points, définissant la partition
de la face contrainte, comme libres, & les déplacer a-travers la triangulation et retrouver la face
contrainte. Ceci par exemple en utilisant des techniques d’optimisation de maillage décrits dans
[9].

Les simplexes intersectés par la face contrainte sont triangulés indépendamment. Ceci permet
d’envisager des algorithmes paralléles. Le nombre de processeurs doit étre proportionnel au
nombre de simplexes de la triangulation initiale. Comme pour chaque simplexe intersecté par
la face contrainte le nombre de simplexes constituant sa triangulation dépend de la dimension
d, et non du nombre de points initiaux, alors le coit d’insertion d’une face est constant.

Encore une fois, le probléeme de recherche de ’enveloppe convexe d’un nuage de points est
a la base de la méthode présentée. En effet les constructions incrémentales des triangulations
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simples et de Delaunay et la recherche de 'intersection d’une face et d’un simplexe se raménent
a une construction d’enveloppe convexe d’un nuage de points. Divers techniques de construction
en dimension d ont €té proposé. Bien que des algorithmes optimaux de construction existent
(4](6][10][13][34], ce probléeme suscite toujours un grand interét, notamment pour la recherche
d’un algorithme paralléle en dimension d.

Une implémentation numérique des résultats décrits dans cet article est en cours de développe-

ment, ainsi que des applications aux problemes d’interpolation et d’évolution posés dans R pour
d > 3.
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