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High frequency modelling in Magnetohydrodynamics: Magnetic
aspect

Abstract: In this paper we explain the modelling of the magnetic induction for the treatment of liquids’

metals. By the way of asymptotic methods we construct some limit models when the frequency of the
imposed current is high.
Key-words: Maxwell’s equations, eddy curent, Navier-Stokes’s equations, asymptotique method, boundary

layer, free boundary.
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4 Olivier Coulaud

Les effets électromagnétiques telsque ’effet joule, les courants induits, ’effet de peau sont de plus en
plus utilisés dans les applications industrielles pour le traitement des métaux liquides [1]. Parmi celles-ci on
peut citer le chauffage par induction, le brassage électromagnétique, la 1évitation, ... L’avantage d’utiliser
I'induction magnétique est de pouvoir agir a distance sur le matériaux, par exemple on peut lui fournir de
I’énergie thermique ou mécanique sans interaction avec un autre matériaux. On parle alors de procédé propre
car il n’y a pas d’interaction chimique entre le métal liquide et son moule. La fréquence du courant imposée
dans les inducteurs est un parameétre important qui dépend de ’application considérée et de I’effet recherché.
Lorsque cette fréquence est élevée le champ magnétique ne pénetre pas de manieére instantanée dans les
conducteurs. Il se concentre prés de la surface dans une zone appelée la peau puis va diffuser lentement en
profondeur. Nous avons donc un phénomeéne de couche limite, appelé effet de peau électromagnétique, dont
I’épaisseur est proportionnelle & I'inverse de la racine carrée de la fréquence. Comme nous nous intéressons
a des métaux liquides, nous avons un probléme a frontiére libre et donc nous devons déterminer la forme
prise par le métal sous ’action du champ électromagnétique. Ce dernier a aussi pour but de confiner le
liquide. De nombreuses études ou expériences ont été réalisées pour mieux comprendre les phénoménes en
jeu ainsi que leur importance, on peut citer par exemple [13], [15],[16], [17], [18]. Les modéles numériques
pour résoudre ce type de probléme de maniére directe c’est & dire par la résolution compléte des équations
de Navier-Stokes et Maxwell en dimension 3 d’espace doivent tenir compte dans la discrétisation de cette
couche limite pour capturer correctement le phénoméne physique. Du fait de la faible épaisseur de la peau
électromagnétique les résolutions sont couteuses; une méthode plus rapide pour déterminer la forme du
métal ainsi que la distribution du champ magnétique est donc nécessaire. Une analyse du sytéme formé des
équations de Maxwell et de Navier-Stokes par la méthode des perturbations singuliéres va nous permettre
de comprendre les phénomeénes en jeux et de construire de tels modeles.

Nous nous plagons dans le cas des hautes fréquences et étudions les phénoménes & 1’échelle caractéristique
du temps magnétique. Le but de ce papier est de préciser la modélisation ainsi que de construire des modeles
simplifiés par les méthodes des perturbations. Tout d’abord nous rappellerons les hypothéses faites pour
arriver aux équations de Maxwell et de Navier-Stokes dans le cadre de I'induction magnétique. Une mise
adimensionnelle permet de faire apparaitre deux petits parameétres: I'inverse du paramétre d’écran, ¢, et le
nombre de Reynolds magnétiques Re,,. Nous supposerons ici que Re,, = o(1), ce qui revient & considérer
les vitesses dans le métal pas trop grandes et nous nous concentrerons sur 'influence du paramétre €. Ce
parametre correspond au rapport entre la fréquence de diffusion dans le conducteur et la fréquence du courant
imposé dans 'inducteur. Dans le cas qui nous intéresse, les fréquences élevées de I'ordre de 10 KHertz, € est
un petit parameétre. Dans la deuxiéme partie, a 1’aide des méthodes des développements asymptotiques nous
donnons un model limite, e = 0, pour les conducteurs solides comme les écrans. Dans la derniére partie, nous
généralisons les résultats précedents aux conducteurs liquides. Finalement nous montrons comment on peut
retrouver le modéle magnétostatique largement étudié et utilisé par exemple dans [3], [5], [6], [9], [14].

1 Formulation du probleme

Dans cette partie nous nous proposons de décrire les hypothéses physiques et les équations conduisant a
la modélisation de I'induction magnétique pour le traitement des métaux liquides. Plus particuliérement on
s’intéressera aux problémes de formage électromagnétique tridimensionnel, ou de guidage de jet.

Le systéme auquel nous nous intéressons comprend N — 1 inducteurs, notés 5, ..., Qpy, une région de
métal liquide, notée 21, et une de vide ou d’air notée €2g. Le mouvement du métal liquide provient de
I’action combinée du champ magnétique, créée par les inducteurs au travers de la force de Lorentz, et de la
gravitation.

Nous nous plagons sous I’hypothése suivante :

Hypothése 1 (H1) le champ magnélique est régi par les équations de Mazwell, le mouvement du métal
par les équations de Navier-Stokes incompressible ; de plus Uair est supposé a pression constante et non
conducteur.

INRIA



Moaéhisation hautles frequences en magnétohydrodynameique : aspect magnetique b}

1.1 Les équations

N
On note par @ = Qg U (U Q;) et RY=0Q; UQ avec d la dimension de I’espace. Nous ne rappellerons pas
i=2
ici comment sont obtenues les équations de Maxwell et de Navier-Stokes, pour plus de détails on se référera
par exemple & [2], [10], [11], [12].

1.1.1 Equations du champ magnétique

Le champ magnétique est régi par les équations de Maxwell suivantes:

divB=0 (1-1a)
B
86—7 +rotE=0 (1-1b)
divD =g¢q (1-1¢)
D
6—_—7“015&—1—1:0 (1-1d)

ot
ol
B est le champ magnétique d’induction, H le champ magnétique, j la densité de courant, D le déplacement
électrique, ¢ la densité volumique de charge, £ le champ électrique.
De plus nous supposons que les matériaux satisfassent a I’hypothése suivante

Hypothése 2 (H2) les matériauz, supposés homogénes et isotropes, ont un comportement linéaire qui se
traduit par
B=uH e E=¢cD

ot £ est la perméabilité électrique, p la perméabilité magnétique avec € et p constant dans les domaines €;
pour = 0, N, on notera ¢; respectivement p; cette constante.

Dans le vide, les constantes, ¢y et po ont pour valeurs dans le systtme MKSA, o = 4710~ "Hm™! et
€0 = 2/ g, ol ¢ est la vitesse de la lumiére!. Pour de tels matériaux, il existe une relation linéaire entre la
densité de courant, j et le champ électrique total, appelée la loi d’Ohm.

Hypothése 3 (H3, loi d’Ohm)
j=0ok,

ou o est la conductivité électrique, E, le champ électrique total. Ils onil pour expressions:

olx) = o siz€Q,i=0,...,.N

E dans les inducteurs et les conducteurs solides,
E, = E+uANB dans le métal,
o 0 dans Uair ou les isolants magnétiques,

uAB représente le champ électrique créé par le métal conducteur en mouvement dans le champ magnétique

=5

o

o

Introduisons I’hypothése la plus importante pour la suite ; elle va nous permettre de découpler le calcul
du champ électrique de celui du champ magnétique.

Hypothése 4 (H4) Les courants de déplacement sont négligeables devant les courants de conduction. Cela

oD
se traduit par le fait que 6_7 est négligeable devant j et rotH dans (1-1d).

1.c =299 792 458 km/s.

RR n° 2407



6 Olivier Coulaud

Cette hypothese est valable des que £ << 1 oli w est la fréquence du champ magnétique. Cest le cas

pour les problémes de magnétohydrodynamique (cf [10, page 10]). De plus on se trouve dans le cas ou les
dimensions de ’objet sont petites devant la longueur d’onde A = ¢/w. Sous cette approximation 1’équation
(1-1d) se simplifie en

rot  =j. (1-2)
On suppose les inducteurs multifilamentaires et soumis & une densité de courant Zd. Cette hypothése permet
de ne pas tenir compte des courants induit dans les inducteurs.
Finalement sous les hypothéses (H1)-(H4) les équations du champ magnétique s’écrivent dans les inducteurs

rot H = Zd

divB = 0 }dansQ2U...UQN,

et dans ’air

Pour le métal, on a

divB =0

et en prenant le rotationnel de (1-2) puis en utilisant la loi d’Ohm et (1-1b) nous avons

0B
rotrot H = rotj =roto(E+unB)= —018—7 +oirotuNB

d’ot

0B 1
3_? + U—lrot rot H = rot (u A B).

En utilisant (H2), le champ magnétique d’induction vérifie I’équation suivante

0B n
8t o1l

rotrot B = rot (u A B).

Définissons un prolongement, j, de la densité de courant dans Iair par

. Zd dans QoU...UQpN
T 1 0 dans g,

le champ magnétique d’induction est alors solution du systéme d’équations suivant :

B=uH dans QU
divB=0 dans QU Q
rot H=7j dans

B 1
3__ + rotrot B=rot (uAB) dans Q.

1.1.2 Les équations du mouvement

Sous hypothése (H1) ’air est immobile et seul le métal liquide est en mouvement. Celui-ci est régi par
les équations de Navier-Stokes incompressible suivantes :

divu =0
plu, + (u.V)u) + Vp — nAu = f

ol
p représente la masse volumique du métal, n sa viscosité dynamique, u sa vitesse, p la pression et f une
densité volumique de force.

INRIA



Moaéhisation hautles frequences en magnétohydrodynameique : aspect magnetique 7

Cette force peut se décomposer en deux parties. Une partie gravitationnelle, notée ig, et une magnétique,
notée iL, appelée force de Lorentz. Elles ont pour expression
f, = rg
f, = 4E+jNB

ol g est le vecteur gravité.
Donnons une autre écriture de la force de Lorentz. En prenant la divergence de 1’équation (1-2) et en
utilisant la loi d’Ohm nous obtenons

divj =0=o1div(E+unB)

divE = —div(u A B)

d’ou I’expression de la charge ¢
q = —e1div(u A B).

Finalement la force de Lorentz s’écrit :

1
[, =—rot BAB—¢eidiv (uAB)E
I L1

d’ou ’expression de la force

1
f=pg+—rot BAB - e div(uA B)E
- - M1

Sig= —ge, ou e, est le vecteur unitaire dans la direction verticale et comme

1
rot BAB = (B.V)B — ivg
nous obtenons ’expression suivante pour la force :

1 1
f=-V(pgz+ 7—B*) + —(B.V)B—e1div(uA B)E.
= 2p H1

1.2 Les conditions aux limites
1.2.1 Conditions inducteur-air

Entre les inducteurs, notés ind, et 1’air, la composante normale du champ magnétique d’induction est
continue et on impose en plus une condition dite de conducteur parfait. Cela se traduit par les conditions
aux limites suivantes

B, = 0
sur 0€; pouri=2,... N
air
ou [(b]%’;j = ¢%" — ¢'"? représente le saut de la quantité ¢ entre l’air et les inducteurs.

1.2.2 Conditions métal-air

L’interface métal-air est représentée par 1’équation :
F(z,t) =0. (1-3)
L’évolution de cette interface est régi par

oF
—_— VF =0.
5 +u.V 0

Cette équation est obtenu en disant que les particules sur la surface libre, reste sur cette surface, c’est une
hypothése courante dans les milieux continus.

RR n° 2407



8 Olivier Coulaud

Définissons la normale & F' en (z,t) par

alors nous avons

L or
IV F|| ot

un = = v, = vitesse normale de déplacement de I'interface.
Pour le champ magnétique d’induction nous avons les mémes conditions que celles entre air et les
inducteurs, c’est-a-dire :
[B.o]mé =0 et [HAn]TE =0 sur 09.
De plus nous avons la condition suivante traduisant 1’équilibre entre les contraintes et les forces de tension
superficielle :

[on]ti%i = YCamn

ou g est le tenseur des contraintes, n la normale extérieure & 0Qq, v la tension superficielle et Cy ,, =
2Hgm = divn = Rl_1 + R;l, avec RZ»_1 les courbures principales, H, », la courbure moyenne orientée dans
le sens opposé a la normale 2.

Le tenseur des contraintes se décompose en deux parties dans le métal, une partie visqueuse, ¢”, et une
magnétique, ¢™. Par contre dans |’air on a seulement la partie magnétique. Nous avons donc

g=0"+2",
ou g" est le tenseur visqueux défini par
8ui 6u]'
o pbii + 1 +
1,j L] (a ; axl )

et o™ le tenseur magnétique par

O'Tj = /LHZ'H]' — %ﬂﬂ&w

Remarque: La partie magnétique de la force de Lorentz peut s’exprimer directement en fonction de g™
car
divg™ = pyrot H N H
d’otut

[ = divg™ — e1div(u A B)E.
1.2.3 Condition a I’'infini

La formule de “Biot et Savart” nous dit que le champ magnétique est donné par

Si divj = 0, supp(j) borné et / l7]> < 4oc alors H vérifie rot H = j et divH = 0. Cette formule est
J J - J

valable point par point lorsque z & supp(j) et au voisinage d’un point o1 j est continue. L’expression de H
nous donne la condition & I’infini suivante

lim [|H(z)] = 0.

lll|—+c0

2. cela revient a dire qu’'un rayon de courbure principale, R;, est positif si son centre de courbure associé se trouve dans le
métal.

INRIA



Moaéhisation hautles frequences en magnétohydrodynameique : aspect magnetique Y

1.3 Récapitulatif

Résumons ici les équations et les hypotheéses que nous avons faites dans notre probléeme de magnétohy-
drodynamique. L’hypothése de base (H4) se traduit par

Ew
— << 1.
lu

De plus nous supposons les relations linéaires suivantes
D=c¢E, B=uH, j=oE,

dans les divers milieux.
Les équations a I’extérieur du métal sont

rotH = j N
{ dwﬁ = 0 (1 4)
et dans le métal
0B | t rot B = rot (u A B)
% Ululro rot B=rot(uANB
divB =0
D 1-5
divu =0 (1-5)
Ou
Pl + (@ V) +Vp—nAu=f
avec )
f:pg—i—ﬂ—rotﬁ/\ﬁ—eldiv (uANB)E. (1-6)
= = 1
Les conditions aux limites sont
[B.n]=0 sur 0y pour i=1,..,N
[HAn]=0 sur 9€; pour i=1,...,N 17
un = v, sur 0Qy = {z/F(z,t) =0} (1-7)

(" 4+ a")n] = yCamn  sur 0.

1.4 Mise adimensionnelle

On note par:
wp : le maximum des fréquences de la densité de courant imposée dans les inducteurs.

Jo: le maximum de la densité de courant imposé dans les inducteurs.

1/d

Lg: le rayon de la sphére de volume Vg, on a alors Lo = (:)/—3) ou d est la dimension et wy le volume de

la sphére unité dans R? et Vp le volume initial du métal liquide.

Les coordonnées d’espace sont normalisées par Lo, le temps par 1/wq, le champ magnétique d’induction
par By = poJo Lo, le champ magnétique par Hy = JgLg, la courbure par Lgl, la vitesse par Uy 3, la pression
par Py, le champ électrique par woBgLg.

Pour des facilités de lecture on utilisera les mémes symboles pour les quantités adimensionnalisées et
celles avec une dimension.

Introduisons la fonction y représentant les perméabilités relatives définie par

Hi

x(z) =x; = — siz €8y, i=0,..., N.
Ho

3. vitesse de référence qu’il faudra préciser ultérieurement.

RR n° 2407



10 Olivier Coulaud

1.4.1 Equations

En effectuant les changements de variables ci-dessus dans le systéme (1-4)-(1-7) on obtient dans tout
I’espace la relation suivante

B=xH,

pour air et les inducteurs

rotH = j

divB = 0,
et pour le métal

1 JoL UppoJoL
poJoLowo B, + HoJo Orotrotﬁz Mrot(g/\ﬁ)
H101 0 Lo
U
s—rotrot B = 0 rot (u A B).
/L10'1L0(.d0 LOWO

En introduisant le nombre de Reynolds magnétique Re,, et le parameétre d’écran a~! définis par
Rey, = p1o1 LoUy o= (,ulo'ngwo)_l,
I’équation du champ magnétique dans le métal devient :
B, + arotrot B= aRe,rot(uA B).
Pour la force de Lorentz on a

1
' = —rot! BAB —ediv' (u' NB)E'

- H1
1 UopioJoL
= —(/LOJOLO)2T’Ot§/\§_51M
p1Lo u Lo
= poJ§Lo==(rot B A B — eiwoUopoLo div(u A B)E)
H1

powoJo L2 div(u A B)E

1w

. qugLoxl_l (rotﬁ/\ﬁ— ORem div(g/\ﬁ)ﬂ) .

g1

Et avec des notations évidentes )

B
r 2 _ 0
To=olobols = orste

Maintenant nous pouvons adimensionnaliser les équations de Navier-Stokes.
L’équation de continuité devient

divu =0 dans Q;
Pour I’équation du mouvement on a:
Wowou, + L w7y + oy - 100 LB
wouy, + —(u.V)u] + —Vp — —Au = —pge .
e P R PR Ly PO T oL te
Définissons le nombre d’Hartman, H,, par H, = BOLO(E)UZ, et multiplions I’équation ci-dessus par
n
,LLOLOBO_Z alors
Uowopo Lo Ug po Popo nuolo ppolLog
Bg Uy + P Bg (QV)Q—F Bg VP - BgLo Aﬂ— - B(Z) [ + iL
or U R
NHoUo NHo fi€m n -2 -1
= = Rem = RemH; "
BSLO }Llo'lLoB(Z)Lo Xlo'lBgLQ X
et donc )
PUG o (woLo Popo Re,, proLog
i u. Vs Vp— Au=—
B2 [Uo u, + u.Vu] + BT VPTGt B I

INRIA



Modélisation hautes fréquences en magnétohydrodynamique . aspect magnetique 11

Introduisons les nombres suivants:

B2 . .
P, = = = pression magnétique
Ho
P , i,
E, = P = nombre d’euler magnétique
PY0 _ . .
_ variation de pression magnétique
~  variation de pression hydrodynamique
B .
Ag = 0 = vitesse d’Alfven

VPHO
VgLoppo

vitesse de chute libre

L. = To = nombre de lévitation = vitesse alfven
U .
St, = 0 = mnombre de Stroul magnétique
Lo(.do

alors ’équation de Navier-Stokes s’écrit

1 1 Py Rep, 2
T

1.4.2 Conditions aux limites

Il existe deux grands types de frontiéres, celle entre I’air et le métal qui est une frontiére libre et celle
entre ’air et les inducteurs qui est fixe.
- Air - inducteur

[B.a]gi =0
[H A n)it = 0.
- Air - métal
oF
F(z,t)=0 et B + aRepu.VF =0,

[ﬁ.n]métal =0 et [ﬁ/\ﬂ]métal = 0.

—lawr ar

Pour le tenseur on a:

Uo 8U 8u 1
Gi; = —Popbi; +n—(5—+ —= T'B2B;B; — — B2(B.B)6;;
Tij op ]+77L0(8xj+3ri)+ﬂl 0 I o o(B.B)éi;
Bg Py nuolp , Ou;  Ou; _ 1
= 2[——pb; — 'B;B; — —(B.B)é;;
——r
Rem
ng
B2
Ho
La condition d’équilibre des contraintes devient
BZ
—lgnly, = L5 7Camn.
Mo —
a __ HoY _ 2
[gﬂ]m - TBgCa,mﬂ - WLeCa,mﬂ
ou W est le nombre de Weber défini par, W = L‘?
pgLly
Remarque On peut aussi introduire la constante capillaire, a, définie par a = (7(pg)_1)1/2. Le nombre

de Weber devient W = a2L52.

RR n° 2407



12 Olivier Coulaud

1.5 Récapitulatif

On introduit les parameétres suivants

i = Hi o= (,ulangwo)_l Re, = pio1LoUg

Ho
P = B! W=(pgL§)""  LZ=FylgLop (1-8)
By = Pu(pU3)™" Ha = BoLo(—l)E. St = aReym = Ug(Lowo)™?
n
Les équations sont
B =x;H dans Q; pouri=20,..,N

- air-inducteurs

rotH = j N
- métal
0B
¥ + arotrot B= aRepyrot (uA B)
divB=0
Gon =0 (1-10)
1 1 Py Rem ,
iy (e + ) 4 9= (= ties s 1,
avec
1
f, = —rotBAB-"Re,div(uAB)E (1-11)
- X1 J1X1
P Ren,  Ou;  Ouj 1 1
i = ——pbii+ ——= B;B; — —B.B6; ; 1-12
0-7.7 Pmp 7J+XH2(6IJ+8IZ)+X J QX—— )J ( )
Les conditions aux limites sont
air - inducteurs ( frontiére fixe )
B! =0 et [HAn]R =0 (1-13)
air - métal ( frontiére libre )
F(z,t) =0 (1-14)
Boalt, =0 et [HAn), =0 (1-15)
F
83_t + aRenu.VF =0

[enly, = WL Camn (1-16)

D’apreés I'hypothese (H4) (i.e. 22 << 1) on peut, pour des nombres de Reynolds magnétiques tels que
%Rem << 1%, obtenir la forme simplifiée de la force de Lorentz suivante

[, =rotBAB= divg™.

Remarque La condition 51‘:” Re,, << 1, nous impose la restriction suivante sur ’ordre de grandeur de la

vitesse de référence du mouvement

1

Ug << — —.
e1wop1 Lo

4. cela revient a s’interdire le cas Re,, >> 1.

INRIA
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2 Approximation haute fréquence, domaine fixe : les écrans

Dans cette partie, nous supposerons que les conducteurs sont solides et fixes. Ce cas de figure correspond
aux écrans magnétiques, les équations sont celles du métal ou on aura fait u = 0. Le probléme se simplifie
en absence de frontiére libre. Rappelons les principales hypothéses faites pour notre probléme,

— Qg est supposé non conducteur.
— Les courants de déplacement sont négligeables.

— La densité de courant J; (z,t) est & support dans K, et vérifie
div J4(z,t) = 0.

2.1 Equations et mise adimensionnelle
Définissons J(z,t) pour z € Q = K U g par

o) Jaxt)ysize K
i(Lt)_{ 0 si z € Qp,

alors (H, B) va vérifier le systéeme suivant

divB =0 dans R¢

B=puH dans R4

rotH = J dans @ (2-1)
OB

— 4+ rotrotH =0 dans g,

8t H101

ot u(xz) est la perméabilité magnétique définie par u(z) = p; si x € ;, avec comme conditions aux limites
sur le bord du métal

[B.n]aq, =0

[H Anlsq, =0,
et une condition initiale

B(z,0) = p(z) siz€ Q.

Pour la mise adimensionnelle, on effectue le changement de variable suivant :

/

z = f—, t:=wot', B:= B'/By avec By = poJoLo,
0
le systéme (2-1) s’écrit
divB =0 dans R¢
B=xH dans R¢
rot H=J dans Q (2-2)
0B
-+ ———5rotrotB =0 dans
at /110'1(.«)0[/0
avec x(z) = Big x €Q;.
Ho
Les conditions aux limites deviennent
[B.n]oq, = (2-3)
[H AnJoq, = 0 (2-4)
lim B(x = 2-5
el 1B(2)|l (2-5)
B(z,0) = ¢(x) dans (2-6)

2

Nous poserons €* = o = (y1 UlwoLg)_l. Comme nous nous intéressons a des densités de courant & haute

fréquence (i.e. wg >> 1), € est en fait le petit parameétre du systéme. On notera par (P) le systéme défini

par (2-2)-(2-6).

Remarque Le temps de diffusion dans I’écran est donné par ¢t = 1/(u101L3) et donc le paramétre €2 est le
rapport du temps de diffusion dans I’écran sur le temps caractéristique du courant.
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2.2 Comportement asymptotique
2.2.1 Approximation réguliére

Pour cela on va chercher B, sous la forme du développement en série de € suivant:
B (z,t) = Bo(z,t) + ¢Bi(z, 1) (2-7)

ou
Bewt(m t) stz € QUK
Bo(z, 1) = T, -
_0(£: ) { Egnt(£’ t) Sl x € Ql-

On notera par (P¢) le systéme (2-2)-(2-6). En reportant ’expression de B, dans le systéme (P,), nous
obtenons & ’ordre 0, le probléme suivant

div By =0 dans R? (2-8a)
B, = xH, dans R? (2-8b)
rot HE' = J dans Q (2-8¢)
aBint
51? =0 dans Q. (2-8d)
Pour les conditions aux limites on a
[B..n] = 0= [By.n] +¢€[B, .n] (2-9)
et
[H An]=0=[HyAn]+e[H; An] (2-10)

Les conditions aux limites doivent étre satisfaites a tous les ordres du développement. Nous obtenons ainsi
a l'ordre 0

(Bon] =0
[Ho An] =0
lim || Bgy(z,t)|| =0
m[1Bo(e 1))

Dans Q1, on a la condition initiale
B.(z,0) = B{"(2,0) + eB{""(z,0) = ¢(z)
or nous supposons ¢ indépendant de ¢, donc
By (2,0) = p(z).
L’équation (2-8d) nous montre que Bi™ est stationnaire donc
By (z,1) = By (z,0) = p(z).
A Daide des conditions aux limites et de I’expression précédente de ﬁém on obtient

B .n= By .n = p(z).n,

et ;
mn . xr
ﬁgm/\ﬂ:i/\ﬂzﬁ(_)/\ﬂ
X1 X1

d’oli I'expression de BE*" sur 09 :
B§™(z,t) = ¥(z) donnée.

INRIA
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Finalement le champ d’induction magnétique, ﬁgm, est solution du probléme extérieur

div B = 0 dans Q=QuUK
rot 5" = J(z,t) dans Q
P.., Bt = xHE' dans Q
B = W(x) sur 0
lim Bf'(z) = 0.
feloes 25 (2)

Le probleme P,y n’admet pas en général de solution car il est surdéterminé. En effet la condition de
Dirichlet sur dQ; est trop forte. Par contre en affaiblissant la condition & la limite par B5**.n = h(z), on
peut montrer que le probléeme P.;; admet une unique solution.

Ce résultat implique que nous avons un probléme de perturbation singuliere et donc qu’il existe une
couche limite dans Q1, au voisinage de 0€2;.

2.2.2 Méthode des développements raccordés

Pour trouver un développement uniforme de B,, on va utiliser la technique des développements raccordés
(cf [7], [8]), pour cela il nous faut chercher B, sous la forme:

220 = Goen) )+ (st mngen ) +BE0

ou (71, 73, n) représente les coordonnées dans une base locale & la surface obtenue & partir d’une paramétri-
sation normale de 9Q2;. L’introduction de ﬁgl va nous permettre d’obtenir une approximation uniforme de

B.. Pour cela il faut construire B§ dans la couche limite et (B, Bi'') a extérieur de celle-ci.

Construction hors de la couche limite. Le terme régulier B, = (B, Qém) du développement de B,
satisfait aux équations précedentes hors de la couche limite. On étend la validité des équations dans celle-ci
et donc B, est solution de

divBy= 0  dans R? (2-11a)
By, = xH, dansR? (2-11b)
rot H5 = ]  dans Q (2-11¢)
aBint
5; = dans O (2-11d)
|1 BE* (2, 1) — 0  lorsque [|z|| = 4. (2-11e)
Comme I’on a (2-11a) dans tout R¢ nécessairement on doit avoir sur I'interface air-métal
[Bg-nloq, = 0. (2-12)

Proposition 1 [l eziste une unique solution B, = (QS“,Q@M) vérifiant le systéme (2-11a)-(2-11e) et
(2-12).

Preuve: comme dans Q;, B est stationnaire on a
B (z.) = B (z.0) = p(z).
On obtient la condition aux limites pour ng suivante
B§"'.n = p.n.
Alors BE®" est solution du probléme dans Q suivant
divB§"* = 0

Bg™ XH§"
RR n° 2407 rot HG™ = J
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et vérifie les conditions aux limites

B 'n = p(z).nsur 0
lim B (z) 0.

llzll=+o0 ™

Ce systeme admet une solution d’ou ’expression de B
By = (B3, ¢(z))-

Construction dans la couche limite. Nous nous plagons dans une approche bidimensionnelle (cf An-
nexe A-1.3), et nous supposerons que 9€2; admet une paramétrisation normale.

On note par 7(s) le vecteur, unitaire, tangent & 9 en un point P(s) de la surface et par n(s) le vecteur,
unitaire, normal extérieur & 9€2; en P(s).

On suppose q’un point M de Q; proche de sa frontiére va s’écrire de facon unique sous la forme
M(z,y) = M(s,r) = P(s) — rn(s).
On pose
h1 =14 p(s)r.

On écrit le systeme (P;) en coordonnées locales (cf Annexe A-1.3) et le champ d’induction magnétique
est décomposé en deux composantes, une tangentielle, By, et ’autre normale, notée B,,. Nous avons alors
B, = (Bs, By,) solution de

_0Bs n Ehan 0
Os or
9B _ 2 6233 +3(i83n)+£(&%) =0
ot ¢ or? Or hi Os Or  hy Or o (2-13)
9Bx _i 6235 +£i(aB”)+i(&%) _
ot hi | Ords  0Os hy Os 0s hy Or -
Pour les conditions aux limites on a
[ﬁe'ﬂ]aﬂl =0 (2714)
[% An]og, =0 (2-15)
X

et 1l faut les vérifier a tous les ordres.
Si z € 99, alors il est de la forme z = s7(s) et il a pour coordonnée (s,0) dans le repére local et en se

souvenant que
B (z,1)

B (z t)=| =2 =

_5(£: ) ( ﬁ%ﬂt(ﬁat) +§61(S,T, t) +€( )a
et avec BE' = BY7(s) + B2n(s), la condition (2-14) donne

[B..nJoq, = B5™.n— By .n— B'(s,0).n = 0

—_——
BY(s,0,t)
Par construction de By = (B, Bi™) nous avons
et donc
BY(s,0) = 0.
La condition (2-15) s’écrit en dimension 2

[H(z,t) An(z)] = [H (z,1).7(s)] avec z = (s,0).

Cette relation donne a ’ordre 0

~£]6Q1 - Xl_lBg(Sa Oat) =0

[

~ |l

INRIA
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d’ou s
Bi(s,0,1) = Xl[_?o-l]aﬂl =x1Bo*'r - By

et finalement

B(5,0,1) = h(s,1) := 2(s). (x1 B5™ (P(s),1) = By"'(P(5).1)) -

Le raccord avec la solution intérieure va s’écrire de maniére simplifiée :

: el _
rl}inoo Bi(s,7) =0 Vs
ou Q(CJI(S’ r)= (Bg: Bg)
La couche limite étant dans la direction normale & 91, on va dilater ’échelle dans cette direction. Pour
cela on effectue le changement de variable suivant

s:=s
{ = T8 avec 6(e) — 0 lorsque € — 0,
dans les équations de la couche limite (2-13). Pour I’équation de la divergence cela donne

0B 1 0
B g e OBy =0

A Tordre 0, nous obtenons

%Bg =0. (2-16)

Le champ d’induction magnétique, (Bs, By), est solution de

0B, _ ¢ 9°B, ¢ ﬁ(iaB")_ ¢ ﬁ(&%)_o
ot 8%(e) Or? (5(6; Or hy 0s 62(€)dr " hy or '
JB,, B e 9B, _G_éi 0B, _ €2 3(&%)
ot 8(e)hy Ords  hy Os hy " Os 8(e)hy Os " hy Or

hi =14 p(s)é(e)r = 1+ 0(6(¢))

et
1 0hy  6(e)p(s)
hr Or  TF p()8(Or 6(e)p(s) + 0(5(¢)).

0 (10h 60ps) N\ o
ol Bl Bl Eenrvnvorewedl BEER 0(6(¢€)).
or (m ar) (1 T+ p(s)8()r (€)p(s)” +0(8(c))
On doit regarder le rapport TEE) par rapport & 1 et €. La seule dégénérescence significative est pour

8(e) = .

A Dordre 0, le systéme ci-dessus devient :

dBY B *BY 0
ot or2
dBY

ot =0

La composante normale du champ magnétique d’induction vérifie

OB 9BY 0
ot or
BY(5,0,t) =0
lim BY(s,r,t) =0
r=+o0

By(s,r,0) = ¢7'(s,7)
RR n° 2407
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D’apres ’équation de la divergence et les conditions aux limites nous avons
0 _
B, =0.

Pour avoir I’existence on la condition initiale doit satisfaire ¢</(s,r) =0 Vs, r. Sinon on n’a pas la continuité
ent=0.
La composante tangentielle va satisfaire au systéme
oBY 6230
o
B ( = h(s 1)
Bg( 7, 0) donnée.

La condition de raccord implique
lim BY(s,rt)=0.

r—+4co

Finalement

Proposition 2 Le champ d’induction magnétique couche limite, BS' = (BY, BY), est solution de

BY =0

OB 0*BY 0
ot or2

BY(s,0,t) = h(s,t)

BY(s,r, 0) donnée.
hm BY(s,r,t) = 0.

r—+

Récapitulatif
Proposition 3 L’approzimation uniforme de B, est donnée par

B, = By + Bf +o(1)

Ze

ot By = (BE®, B est solution de

By= xH, dansR? (2-17a)
divBi™ = 0 dans Q (2-17b)
rot HE" = J dans Q (2-17¢)

1B5" (2, )| = 0 lorsque ||z]| = +o0 (2-17d)
Bg™'(z) = p(z).n (2-17e)

et _
By (z,t) = ¢(z),

Uapprozimation de couche limite Bd (B°, B%) est donnée par
B =0

330 *BY 0
~ G =
( 0,t) = h(s,1)
BY(s,r, ): donnée.
hm BY(s,r,t) = 0.

INRIA
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2.3 Cas particulier: champ en régime harmonique

On se donne la densité de courant, J(z,1) sous la forme
J(z,t) = J(z) cos(t + ¢) = R(J(z)e™)

avec J(z) complexe. Nous supposons que ’on puisse trouver des solutions, B,, de la méme forme B (z,t) =
R(B,(z)e') avec B (z) complexe.

Proposition 4 Le premier terme, Bo; du développement de B, est donné par Bo =R(By) ot

o (B (@)et 0
50@5)‘( 0 T\ Ber(s)e-Fr ao-En | T

ot BE* est solution de

div B5™ =0 dans
ext rot igff = J(@) dans Q
(PO ) ngt.ﬂ = O sur an
im B@I= o

et B§TH(S) = BF™'(P(s)).1(s).

Preuve. D’aprés (2-11) on a Bi* = 0 et BE™ solution de (Pg**). Dans la couche limite d’aprés la
proposition 2, on a By = (B;, 0) solution de

La composante tangentielle a pour expression
Bs(s,r) = a(s)e®*" + b(s)e“-"
avec a4 = :I:@(l +i) = +ei™/% et doit vérifier
By(s,0) = x1B5" (z) z(z) = x1 B§(S).
On cherche B; tel que rliinoo Bs(s,r) =0 alors
a(s) =0

et donc Vi
By(s,r) = x1 BE"H(S)e™ = (1HIr

d’ou la proposition.
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3 Approximation Haute fréquence, domaine variable: le métal

Revenons maintenant au probléme initial qui est & frontiére libre défini par le sytéeme (1-8)-(1-16)
Nous nous plagons sous les hypothéses, décrites dans §1, suivantes

— L’air est supposé non conducteur et en équilibre hydrostatique (H1).

— Les courants de déplacement sont négligeables (H4).

Les caractéristiques des matériaux sont constantes par sous domaines.

— La densité de courant Jy(z,t) est & support dans K et vérifie

Nous définissons J par:

divJy(z,t) =0 dans K.

’ | do(z,t) st zeK,
i@’t)—{ 0 s zeQ.
Notre probléme est :
Trouver Q4(t), B dans RY, (u,p) dans Q;(¢) solution de
divB =0
B = xH(z)
rot I = J (2., 1)
0B 2
(Pe) W—I—e rotrotB = € Rey, rot (u A B)
divu =0
1 1 Ou Py Re, 9
———+ (u. —Vp— ——=Au=-1L
B PRey ot T WYV p Ve TpmAus —lee. +f,
. 1
avec x(z) = x; siz € Q; et f, = —rotBAB,
- X1
de plus ils vérifient les conditions aux limites
e sur 'interface air-métal, 9Q (¢)
F(z,t) = 0
F
66_t + ERepuVE = 0
[Bny = 0
[HAn]a, = 0
len]y, = L:WCamn
oi P 2R 1
0 €m —1 2
= —— E B® B— —B“I
£ TP R e Ew)+x BB 2x =

dans R?
dans R4
dans Q(?)

dans Q4 ()
dans Q4 (%)
dans Q4 ()

et Il représente le tenseur identité, £(u) le tenseur des taux de déformation défini par

e 4 l'infini

E(w) = 5(Vu+ V'),

lim
llz]| = +oo

1B(z)[| =0,

INRIA
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et les conditiogs initiales B
F(z,0)=F(z) =0 et donc 9Q1(0) = {z/F(z) = 0},
B(z,0) = ¢,(z),

Remarques: les conditions initiales peuvent provenir d’une situation d’équilibre auquel cas nous nous
intéressons a son évolution pour des temps petits.

Le systeme que nous étudions posséde deux petits paramétres: I'inverse du paramétre d’écran, €2, et le
nombre de Reynolds magnétique, Re,,, définis par

€ = (powold) ™

Rem = /L10'1LOU0.

Les autres sont

_ P !
By = poJoLo, Pm = Biuy', Em = _m2’ H, = BoLo(—)l/Z;
pUs n
L% = gLopuo B2, W= ——.
e — 9LopPHo Dy ngg
Nous supposerons dans 1’équation du mouvement que le coefficient prépondérant est e¢~2 par rapport &
D = i—’f(%—m)z C’est a dire il faut wg >> np_ngz, ce qui est le cas pour les hautes fréquences. Le

probléme posséde aussi, deux temps caractéristiques, celui de pulsation du champ magnétique, t,,, et celui
de relaxation du métal liquide, ¢;, ayant pour définitions

1 1 Uo

ty, = — tf:—oﬁwf:

avec des ordres de grandeur tres différents. Pour le cas des hautes fréquences nous avons wg > w;. En

effet w
ud R Re,
wo

qui par hypothése est trés petit. Le choix de la fréquence de référence pour la mise adimensionnelle des
équations ci-dessus se fait en fonction du phénomeéne & étudier: wy pour I'aspect magnétique, w; pour la
mise en forme du métal en tenant compte du fluide.

Remarque On pourrait aussi introduire le temps carractéristique des ondes capillaires sur la surface libre

du métal, défini par t. = ('prS’)_l/Q, comme temps caractéristique pour le fluide.

3.1 Comportement asymptotique: temps court

Le temps caractéristique est wo_l, avec wo ~ 27 10° Hz, donc nous nous intéressons au comportement
pour des temps trés petits.

3.1.1 Approximation réguliére
Le probléme est un probléme & frontiére libre, nous supposons que celle-ci s’écrive sous la forme
Fe(z,t) = Fo(z,t) + eF1(z,1) (3-1)
et que Qf est décrit a I'ordre i par Qi. On cherche B, u, et p. sous la forme
B, =By +e€By,
U = Uy + €Uy,

Pe = po + €p1,
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avec ) )
Bt si oz e Qi) = RAQL(Y)

E = int : )

B si ze Q).

De la méme facon le tenseur des contraintes se décompose en

g =0 €T
=3 :0+ =

1
avec P 9R
o = ——Opog—k €m

=0 Pm XH(? = QX— =

1
E(uy) + X 'By® By — —B3LL

En reportant les expressions de B, u,, pe, Fe, dans (P.), nous obtenons pour I’approximation d’ordre 0, le

systéme suivant
divB, =0 dans B¢

By = xH, dans R?
rotHy = J dans Q°(¢)

% =0 dans Q9(¢)
Ou
8;150 =0 dans Q) (1)

divuy =0 dans Q9(¢)
avec les conditions aux limites sur 'interface air-métal
%
ot
[By-n] =0
[HyAn]=0
[o, n]5, = LIWCG ,n

et la condition a 'infini
lim ||B(x)] = 0.

llll—+o0

De (3-2g), on obtient que la frontiére libre est stationnaire d’ol

Fo(z, t) = Fo(z,0) = F(z)

(3-2a)
(3-2b)
(3-2¢)

(3-2d)
(3-2e¢)

(3-2f)

(3-2g)

(3-2h)
(3-2i)
(3-2))

(3-2k)

et donc le domaine Q9(¢) = Q1(0). Notre systéme n’est plus un probléme & frontiére libre et nous sommes
ramenés a I’étude du chapitre précédent en ce qui concerne le champ d’induction magnétique.
Dans QY connu, le champ d’induction magnétique, B5**, et la vitesse du métal sont stationnaires d’olt

By'(z,t) = B{'(z,0) =
oz, t) = ue(z,0) = ¢

U

} dans Q.

Le champ B§™ est solution du probleéme extérieur

div B§™" =0
rot H5™ = J(z,t) dans Q9
ngt — Xﬂ'gxt -
(Pest) By"'n=By'"'n= et sur 999
int S,Oint
ﬁgxt /\E = =0 /\E — iﬂ sur 89(1)
1
tim (1857 = 0,

llzl|—+ec0
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o1 Q¥ = RNQY. De plus ici on doit vérifier la relation de compatibilité sur les contraintes

le, nlm :Camn,
et donc
ext int 2 ~0
gy, —g, = WLeCa,mﬂ’

oll Cgm est la courbure de la frontiére du domaine initial.

Les composantes normale et tangentielle de BE®! sont données sur I'interface air-métal, 9QY, en fait on
a une condition de Dirichlet. Comme dans le cas précédent (frontiére fixe) le probléme (Pey:) n’admet pas
de solution de maniére générale. En outre il est peu probable de vérifier la relation sur les contraintes. Ce
résultat implique que nous avons un probléme de perturbation singuliere et donc qu’il existe une couche

limite dans QY au voisinage de Q5.

3.1.2 Méthode des développements raccordés

Pour trouver un développement uniforme de B,, on va utiliser la technique des développements raccordés,
pour cela nous allons chercher p., u, et B, sous la forme:

o ByT(&1) 0
b= ( G )+ (B m i )+ B
Qg(ﬁat) = ﬂo(ﬁat) + QCI(TI;T% i:t) + GQla

€

pe(z,t) = po(z,t) + €p1,
oll 71, Ty Teprésentent une paramétrisation normale de I'interface 9.

L’introduction des termes de couche limite B, u®!, va nous permettre de construire une approximation
uniforme de B_, u,, p., dans Q2. De la méme fagon que précédemment, le tenseur des contraintes se décompose
de la manieére suivante
o, =g, +e" +eg

1

avec
Py 2Ren, . 1,
goz_mpog—i— XHE ﬁ(ﬂo)‘i‘x §0®§0_2_X§0£
et
2Re 1
cl m cl —1 e cl cl cl
= B B B — —B".B”1
a XHg:(g)er B" ® B xl B7L

+X_1(§6nt ®Bd +§cl ®§6nt _ﬁént~§612)~

Remarque Le tenseur des contraintes dans la couche limite se décompose en deux parties. Une avec uni-
quement des termes de couche limite et autre couple, les termes de la couche limite, avec ceux de
I’extérieur.

Construction hors de la couche limite. Les termes réguliers B, = (B5*, ﬁém)a Uy, des développements
de B, u,, vérifient les équations du systéme, (P.z;), hors de la couche limite.

Proposition 5 En premiére approrimation, ordre 0, nous obtenons :

1. la frontiére du métal est fize, et il n’y a pas d’interaction entre le fluide et le champ magnétique,

2. le champ magnétique et les vitesses dans le métal sont donnés par les conditions initiales (fém’fu) et

la pression va s’ajuster pour vérifier la relation sur les contraintes.
3. le champ magnétique a Uextérieur du métal est solution de

div B§*' = 0

Egcct :txﬂgxt

rotH§™ = J(z,1)
lim {|B3"|| =0

lzl=+oo

E(e):ct.ﬂ — ﬁzntﬂ
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On étend la validité des équations su sytéme (P.z¢) dans tout le métal et donc By, u,, sont solutions de

or,
ot

divBy =0 dans R?

By = xH, dans R?

=0

rot HE*' = J(z,t) dans Q°

aﬁint
31? =0 dans Q%
% =0 dans QY

divug =0 dans QY

lim |5 (z, 1)]| = 0.

llzll—+o0

Puisque div B, = 0 dans R% on doit nécessairement avoir

[Bo-n]ono = 0.

D’aprés (3—-3a) la frontiére libre est stationnaire et donc

Fo(z,t) = F(z).

(3-3a)

(3-3b)
(3-3¢)
(3-3d)

(3-3e)

L’étude précédente, domaine fixe, montre qu’il existe une unique solution B, = (BE**, Bi*) vérifiant

(3-3b)-(3-3e) et (3-3h)-(3-31). En effet (3-3e) donne

B (z,1) = ¢, (2).

et on déduit alors que BE™" est la solution du probléme extérieur

De (3-3f) on obtient

ug(z,1) = ¢, (2)

div B§™ =0

Egz‘t :txﬂgxt

rotH™ = J(z,1)
lim [|B5™(| =0

llzll—=+oco

ext _ . int
By n=g"n

donnée.

Par rapport au chapitre précédent, on a une relation supplémentaire sur les contraintes a vérifier. On a une
solution uniquement si la relation suivante est vérifiée

c’est a dire

ext

[o, nly, = WLIC, . (2)n,

_ _int 2 0 o
n=g""n+L;WC, ,(z)n.

(3-4)

Pour vérifier la composante normale de cette relation, il suffit d’ajuster la pression pg sur I'interface par

By
P,

2Ren,

- Po = TSR
m Xng_

1 . .
— BB 4 L2WCY,(2)

2x

E(up)n+x™'By™ © By'"'n — g{j’”n) n

Pour calculer py dans QY revenons & I’équation compléte du mouvement et prenons la divergence de celle-ci.

En posant p. = If—ope + L%z on obtient

P
Ap. = div V(P—Ope +122)

1
= div £, — —div (. V)u)
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A Tordre 0 nous avons
. . 1
Apo = x7 Hdiv(rot By A Bi*) — E—di‘v ((ug.V)ug)

et donc
~2po = po — L2z
P Po = Po eZ-

Comme BJ" et B sont complétement déterminés par les données intiales, po est solution de

~ - . in in 1 ;
Apo = X7 div(rot ®, LA #, H— E—dw (e, Vg,) = App

avec sur l'interface

]

~ 2R6m — in in ex
Po = < 3£ (uo)n + x 'By" @ By tﬁ—go tn>~

1 . .
BB 4 LEWCS, (2) + L
- ,

Si (fb’fu’ @p) vérifie les équations de Navier-Stokes et de Maxwwell alors par unicité du probléme de

dirichlet ci-dessus on obtient: pg = If—”gop + L2z,

Calcul des fonctions provenant de la couche limite. Nous nous placons dans une approche bidimen-
sionnelle (cf Annexe A-1.3) et nous supposons que dQJ admet une paramétrisation normale.

Soit M € Qp prés de 99y, il s’écrit, en coordonnées locales, sous la forme M(s,r) = P(s) — rn(s) ou
P(s), est la projection orthogonale de M sur 9€21, voir ’annexe A—1.3 pour plus de détail.

Proposition 6 Uapprozimation d’ordre 0 du champ magnétique, B = (B%, BY), et de la vitesse, u” = (u?,
dans la couche limite est solution de

B =0,
0B B
80t al]f ext _ pint (3—5)
BS(S,O;t)—I-(Xlﬁo EO ):
lim BY =0,

r—+4oc0

B(s,r,0) donnée.

=0
3u8 E,, (Rem )2 32u2

ot x1  Hg or2

gug _ 0 (3-6)
or —E(!o 7)

lim u? =0,
r—+0co
u?(s,r,0) = donnée.

ot ugy, BE*Y, BY' sont données par la proposition 5.

Le champ magnétique B, (resp. les vitesses u,) est décomposé en une composante normale, By, (resp.
up) & 01, et une composante tangentielle, By, (resp. u,). Le systéme (P;) s’écrit en coordonnées locales

0B;  OhiBn B
95 or 0 (3-7a)
6u5 8h1un - B
9s o 0 (3-7b)
0B, ,[0'B, 9 ,10B, . 0 Bohi \ _ o, 0, ,
T { a7 T o s HE(EW)}‘E Rem 57 (s Ba — unBy) (3-Tc)
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ot _h_1 3r85+3sa 35)+$(hlﬁ
1 1 Ous, ug dug Ouy, 1 Pydp Rem
B @Rew 0t "l or "0 ) T P ds  wH2
1 1 Ou, ug Oduy, Ou, Py 0p Rem
m(ezRem ot +E ar " or )_mg_leg

ou la force de Lorentz a pour expression

B, 0
fo= _K(E(hlBs) +

2 2
aBn € {3 Bs ﬁ 1 aBn 0 &ahl } — €2Remhi§(uan _ unBs) (3*7(1)
1 08

A =(=Lle, + f,) T (3-Te)

0B, B, 0 0B,
—\r n
Js

et A u® resp. A u® représente la composante tangentielle resp. normale du laplacien de la vitesse couche
limite.

On souhaite un approximation uniforme de B, u,,pe, pour cela il faut statisfaire les conditions aux
limites.

Posons B, = B, + B + o(1) et u, = uy + uf' + o(1) avec B = (B?, BY) et uf = (u?,u?).

Comme on doit avoir [B,.n]2 = 0 et [H, An]% = 0, par construction de B, et H, nous avons & ’ordre 0

B =0
{ B! =r.(x1B§" - Bi™M). (3-8)

De méme on doit avoir [g n]s, = WL?Camn, or on a déja (3-4) et donc nécessairement il faut

cl

IS

nn=0 e ¢g'nr=-g nr

IS}

Pour étudier la couche limite, on dilate la direction normale par

{vze.

Les équations (3-7a) et (3—7b) s’écrivent

Ou, Ou, Oun \
ar “(f’@“" = s WWW) =0
0B, 0B,

0Bn\ _
i + € <p(5)Bn ~ s + p(s)r r ) =0.

A TDordre 0, nous obtenons

332_&&2_0
or — or

Les composantes normales ne indépendent pas de la direction normale. D’aprés la condition (3-8) nous avons
directement

BS =0.
Pour le champ magnétique on a:
9B, 0°’B, 0. 108, 0 Bs Ohy, 0
at - 67"2 2_ E(h_l 35 )_ E(EW) (_) RemE(Uan UnBS)
0B, 0“ B, o, [0, 108, 0  p(s . 3'
Mo T Bros ¢ {a% s )+€$(h—133)}_6 Rem g (U Bn = unB:)

A Dordre 0, le champ d’induction magnétique est solution de

0BY B *B] 0
ot or?2
0BY

ot = 0.

Remarque Cette derniére relation doit eétre vérifiée ¥¢ > 0. On a un probléme pour ¢ = 0, car la donnée
initiale peut ne pas étre nulle.
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La composante tangentielle, BY, est solution de

dB)  9?BY 0
ot or? (3-9)
B(s,r,0) donnée, :

BJ(s,0,t) = 7.(x1 B — By").
De plus, on a la condition de raccord suivante

lim (BS, B)(s,r,t) = 0.

r—+4co
Avec cette condition le champ magnétique dans la couche limite est complétement déterminé. Revenons
aux équation du mouvement, dilatons dans la direction normale et considérons que les termes d’ordre 0. La

vitesse uf = (u¥,ul) est alors solution de

Bt Ou  0%ug _0
ot or?
oul 0
ot
1  Re,, L. ... ..
ou A = —(HL)2 et vérifie les conditions aux limites
X1 a

lim u®(s,r,t)=0.
r—+4co

avec la condition initiale
u’(s,r,0) donnée.

De plus ’approximation couche limite du tenseur des contraintes doit vérifier

“‘nn=0 et o¢'nr=-g nr.

= = =0
Comme BS = 0 sur la surface, ces relations s’expriment, avant dilatation, par les conditions suivantes
0 us

1 Ju, 1

A(=hy —(= —1Bint. BSZ—AE BintQ_a
( 137,(]11)+h1 aSHX By*'n E(uy)nt + (Bg )[X]m,
Ju X 1 .
A== 4+ B p — — (B,)? -1pint rB.— Q.
or + 550 2X1( ) +Xx Ly.T

Supposons que % >>1et }f—”% >> 1, on dilate la direction normale pour obtenir les deux conditions
suivantes a ’ordre 0 s 5 s
us un
= ——(un.T) et
or or (uo-7) or
D’apreés I’équation de la divergence et la condition de raccord on u® = 0 et donc ’approximation de couche
limite est solution de

=0.

up =0,
u’ 9%u?

E—l s A 5 _

@mo ot or? 0

U 9 (3-10)
ar  _or (1o 1),

lim u; =0,
r—+40co
ul(s,7,0) = donnée.

RR n° 2407



28 Olivier Coulaud

3.2 Le modele magnéto-hydrostatique en régime harmonique

Plagons nous dans le cas particulier ou 1’état initial est I’état d’équilibre hydrostatique pour le mouvement.
Cela se traduit par

v, =10 dans Y,
Yp = g—ipm + L%z dans QY
avec p,, constant et QY donné.
On se donne la densité de courant J sous la forme

J(z,t) = j(z)e’e,
avec j(z) complexe. Nous supposons qu’il existe un champ d’induction magnétique sous la forme B, (z)e'* 5
orthogonal a ¢, avec B,(z) complexe.
On a alors d’aprés (3-3e) '
B =0
et donc
Bi*'n=0 sur 999,

Alors ﬁgm est solution du probléme extérieur suivant

div B§™ = 0 dans Q°

Egm = Xﬂgm dans °
(Pyt) TOt.ﬂ(e)xt = j(;l_’)ﬁy dans QO

oo 155711 =0

By =0 sur  0Q°.

D’aprés (3-3f) la vitesse est stationnaire, on a donc

Comme BI™ = 0 et uy = 0, la relation de compatibilé sur les contraintes s’écrit

P 1 ..
o, nly, = (Po - P—Opa — 5lBo t|2> n=WL;Cy .

Finalement la condition d’existence de 1’état d’équilibre et donc de la frontiére libre est

Py

1 exr
LEWCam + 51B5™ " = po(,1) — 5 Pa

2

Le terme de gauche de I'inégalité ci-dessus ne dépend que des données initiales (état d’équilibre), on en
déduit que

po(z,t) = po(z,0) Vi
qui n’est rien d’autre que ¢,, la donnée initiale sur la pression. L’état d’équilibre est donc donné par une
frontiere satisfaisant a

1, .. P
§|§0 t|2 + LzWCS,m + Lzz = cste = P_O(pm _pa) = Pec

La partie réguliére du développement est solution de:

div B§** =0 dans Q°
rot tﬂg“ = j(z)e, dans Qz
B = xH, dans
lim =0

z|| =+

B'n=0 sur 000
1

§|§8m|2 + LgWC’Sym +L22=p, sur 0Q°

5.81J =J, (g)e”, on sait en absence de métal que le champ magnétique est de la méme forme.
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La constante p. reste toujours a déterminer. Pour cela rappelons nous que nous avons supposé le métal
liquide comme un fluide incompressible. Cette hypothése a pour conséquence que le volume du métal reste
constant avec le temps. Donc on résout le systéme ci-dessus sous la contrainte

VOI(Q?) = V5 = volume de métal donné.

Construction dans la couche limite.
Comme la composante normale est stationnaire on a

BY =0,

et BY est solution de
2 3o
iBY — 9B,
0 67“2 ext
Bs(s,0,1) = xa7(s)-Bs™ (P(s))
lim BY(s,rt) =0.

r—+4co

=0
A

La vitesse couche limite vérifie

Ouy  0%ug _0
Qt or?

u, =0

ul

67“5 (5,0,8)=0
lim u(s,rt) =0

r—+4co

u(s,r,0) = partie couche limite de e,

La vitesse ne présente pas de couche limite & I'instant initiale nous obtenons

u?(,t)=0 Vit

Récapitulatif L’équilibre hydrostatique en régime harmonique est donnée par

Proposition 7 L’approzimation uniforme d’ordre 0 du modéle magnétostatique est donnée par

o= [ Bi(@)e” 0
50@5)‘( 0 B (s)e B ce-£n | T0)

ot BE™' solution du probléme a frontiére libre

div B§** = 0 dans €
rot HE™" = j(z)e, dans €
B{'n =0 sur 00
ext 1
(£5%) §|§8m|2 + LgWC’gym + L% = p, sur  0Q
lim B(z)||=20

i 5]
Vol(Q2°) = Vo = volume de métal donné,

et B§*(S) = ﬁgm(P(s)).z(s).

Conclusion

Cette étude montre qu’a I’échelle du temps magnétique qui est trés petite en haute fréquence tout est
figé dans les conducteurs solides ou liquides. En fait tout se concentre dans une zone de faible épaisseur prés
de la surface du conducteur. Les méthodes perturbations singuliéres, nous ont permis de construire, a ’ordre
0, des modéles ou la peau magnétique est prise en compte comme un courant magnétique sur la surface du
conducteur. Une faiblesse de ces modéles est qu’ils sont basés sur une échelle de temps trés petite de I’'ordre
de 107* sec., or les phénomeénes physiques que ’on voit, évolution de la forme, oscillation de la surface, sont
a une échelle de temps de 1’ordre de la seconde ou plus. Aussi une étude en introduisant un temps long est
en cours pour pouvoir regarder a I'ordre 0 I’évolution du sytéme cf [4] sur des grandes échelles de temps.
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A Annexes

A-1 Equations en variables locales
A-1.1 Cas général

Considérons un systéme orthogonal de coordonnées curvilignes (s1,s2,s3), et les vecteurs unitaires
T1,T9,T3. Nous avons alors

dx = h1ds1 T, + hadsaT, + hadssTy
di? = h%dsl + h%ds% + h%dsz.

Nous avons les six relations suivantes

. 1 Oh;
gi——hg& aveci,j=1,..,3¢ti#j.
Nous avons aussl les trois relation suivantes
On, _ Oz Az) __ 10h  10m
651 o 651 o h2 (‘359 = h3 853 -3
Ory _ DlesATy) _ L ohy_ 10k
682 o 882 o hs 383 -3 hy 881 -
Oty O(1; AT,) 1 Ohs 1 Ohs
— === = — 7 — — 7
653 653 hy 881 -1 ho 882 -

Dans se sytéme 'opérateur gradient s’écrit

10 1 0 1 0

V= (—— ) —— ——
(hl 881 ' h2 682’ h3 653

et donc le gradient d’une fonction scalaire ¢ est

1 9¢ 1 0¢ 1 9¢

Vé = ——71, + —— — =
¢ h1 881 T h2 882 T2 h3 653 T3

Soit B un champ de vecteur défini par B = (B;,, Br,, Br,) alors opérateur divergence s’écrit

. 1 0 0
divB = s[5 (hoha Bry) + —(h haBr,) + 5 (hiha By, )]
et I'opérateur rotationnel
rot B = (17) + (275 + (373
avec . 5 5
Cl h2h3 [652 (hBBT3) 853 (h2 )]
1 0 0
2 Tl [@(han) 35, ——(h3Br,)]
1 0 0
ho B hy B,
CS h h2[651( 2 2) 62( 1)]

Soit ¢ une fonction scalaire alors son laplacien est donné par
A¢ = div(V¢)

et donc

1 O hahs 09 0 hihs 0¢ 9 hihy 09

A
¢ h h?hg 671 h1 881 (‘359 hz 882 653 h3 653
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Pour calculer le laplacien d’un vecteur, il est préférable d’utiliser la relation
AB = V(divB)—rotrotB

et les expressions ci-dessus du gradient, de la divergence et du rotationnel. Dans le cas d’un champ de vecteur
a divergence nulle on a
AB = a17) + asTy + a3y

avec

1 15} 15}

ay = Tralin [652 (hs(s) — 955 —(ha(2)]
1 d 3

a2 = - h3[653( 1$1) — (h3C3)]
1

a3 = o h2[65 (ha(a) — —(h1C1)]

Nous devons aussi savoir écrire le tenseur des contraintes dans ce systeme. Pour cela nous avons besoin
de connaitre I’expression du tenseur des taux de déformation £ défini par (voir [2])

2e;5 = 1;.(7;.V)u+ 1;.(7;.V)u

ou u est le vecteur vitesse. Il a pour expression

1 du u
ii = T;. NVu = — - -
€3, 7 (7 V)u h; Os; Z h;hy 85k

sit#£j
1hz 0 U, lhj 0 uTj
€ i = ——— A 7
7 2 h]' aSj hZ 2 hZ 8si h

A—-1.2 Opérateur preés d’une surface

Soit M un point prés de la surface, on note par P sa projection orthogonale sur cette surface, alors il a
pour expression
M = P(Sla 52) - nﬁ(51a52)

ol (81, 82, n) est le systéme de coordonnées curvilignes. L’élément de longueur est
di?* = h2dr + hidri + hidn?®

avec
hy =1+ p1(s1,s2)n,
hy = 14 pa(s1,s2)n,
hs = —1,

ou pi1 et ps sont les courbures principales.
Soit B = (B;,, Br,, Bn) un champ de vecteur, alors on a

0 0 0

div B = {5 —(haBry) + 5—(h1 Br,) = 5o(hahaB,)]

rot B=_1, + (215 +(3n

avec

1 0B, 0
G = E[@ + 3—n(h2372)]
—1._0 0B,
(2= I [3n(h 1B-,) + E]
1 0 d
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Soit ¢ une fonction scalaire alors son laplacien est donné par

1 .90 hyO 0 hy 0 0 0
0 h29¢ 9 h1 09 —h1h2—¢]

Ad) - h1h2 67’1 h1 881 882 h2 882 an ('371

Dans le cas d’un champ de vecteur & divergence nulle on

AB = 1Ty + @aTs + asn

avec 1 o 5
— %8 Y

= hz[ﬁsz + 877, (h2C2)]

=10 (3

ay = H[a_n(hl@ + E]

1 0 0
az = m[ﬂ(}lzé) - @(hlfl)]

Le tenseur des taux de déformation a pour expression

i@un Ur, Oh1  ur, Ohy

61’1 - h1 681 h1h2 652 B h1 371
Ur, Ur, 2 Ury ahQ
€ = — - — -
2.2 h2 382 h1h2 382 h2 871
Ur,
€33 = ——F7
h16n3 Ur, h2 6 Ur,
€ = — [
1.2 2h2 681 h2 2h1 852 h1
1 Ouy, 1 Ur, )
€ = —— —_
1.3 2 681 2h1 871 h1
hs Ouy, 1 Ur,
€23 = )

_7 652 B %8_71 h2

A-1.3 Opérateur prés d’une surface cylindrique, approche bidimensionelle

Supposons maintenant que la surface soit cylindrique d’axe ¢, alors nous obtenons

hy =1+ p(s)n,
hs =1,
hs = —1,

ou p est la courbure.

On a n(s) = —p(s)z(s).

Nous nous placons aussi dans une approche bidimensionnelle, c’est a dire que nous ne nous intéressons

qu’a une coupe d’un domaine tri-dimensionnel. Les hypothéses naturelles sont les suivantes

— les variables sont indépendantes de y,

_ 8¢ _
oy =0

— les vecteurs sont de la forme B = (B;, 0, By).

Dans un tel systéme les opérateurs standarts s’écrivent

10 0
Vi=(——,0,——
(hl s’ ('371)
1 0B; 0Oh1B,
divB = — -
wB= 5~
et I'opérateur rotationnel
rot B = (e,
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avec

—-1.0 0By,
= —[=—(h1B; —
=g lgpmB)+ 57
Soit A un champ de vecteur de la forme A = A,e, alors
04, 1 04,
o= T Tty os

Soit ¢ une fonction scalaire alors son laplacien est donnée par

L 01096 0, 9

Ad = h_l[___

Os hy Os + on 13_71]

Dans le cas d’un champ de vecteur a divergence nulle on a
AB = a11 + ase, + asn

avec

WO B0 108, 0 Bom,
Y7 on T On? on hy Os on " hiy On
ay = 0
1 0¢ 1 8%B, 1 0,10B, 10 (BS 3h1)
g = = () - ——— —
3 hi Os hi1 Onds  hy ds hy Os hi10s hy On
Le tenseur des taux de déformation a pour expression
1 Jus  u, Ohg
€ss = 7 — T a_
’ hy Os hy On
13un 1
€nn = —
’ on

hy 0  u, 1 du,
€sn — ___(_ + —
’ 2 671 hl 2h1 68

€yy = €ys = €y,n = 0.

La force de Lorentz, défini par fr = rotB A B, a pour expression dans ce repére

B, 6 0 0B, B 0 B,
= ——(=(h1B; — —(=(h1Bs —
Tt h1 (671( 1B,) + Js )T+ hl(ﬁn( 1B) + Os Jn
et le terme de couplage dans I’équation du champ d’induction
rot(u/\B)—i(uB—uB)T—I—ig(uB—uB)n
= =) — an n k] S njL hl as n S S nje-
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A—-2 Tenseur des contraintes sur ’interface air-métal

Le tenseur des contraintes a pour expression dans I’air

) 1
gazr — _(pa 4 iﬁa'ﬁa)g—i— Ea ®§a,

et dans le métal

] 1
gmetal — _(p + Q—Emﬁm)ﬂ"i' Xl_lﬁm ® ﬁm =+ 277@
= X1 B o
avec

1
B®B=(B;Bj); e L= §(Vy—|— "Vu)
Le saut des contraintes a I’interface est donné par

air air métal
n

Pour évaluer cette quantité on doit regarder le tenseur B @ B

(B® B)n=()_ BiBjn;); = (Bn)B

ji=1
(B Bn]y = " (B.n)BIY = [(B-n)H]5,.
Comme divB = 0, on a [B.n]%, = 0 et on déduit que
[x"'B® Bnl;, = B.n[H];,.

On a aussi [H An]% =0 alors

Finalement, nous avons ’expression

Le saut du tenseur des contraintes a travers 'interface métal air a pour expression

1 1
gay = (b= pat 307 BB - BB - (B ) n - 20k2n
z . £

Remarque Seule la composante tangentielle de £ n intervient dans celle du vecteur contrainte.

Dans le cas ol la fonction x est continue & l'interface entre ’air et le métal (x1 = 1) et en introduisant
les nouvelles pressions

1
p+ —B".B™
2x1

1
Py = pPa+t §§a.§a

Py

on a

len]y, = (Py — Pa)n+2nEn.

Si la perméabilité du métal p; est la méme que celle de 1’air nous avons la continuité de y a I'interface. Cette
continuité implique celle du champ d’induction magnétique.
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