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Stochastic Geometry and Communication Network
Architecture

Abstract: This paper proposes a new approach for communication networks planification;
this approach is based on stochastic geometry. We first summarize the state of the art in
this domain, together with its economic implications, before sketching the main expectations
of the proposed method. The main probabilistic tools are point processes and stochastic
geometry. We show how several performance evaluation and optimization problems within
this framework can actually be posed and solved by computing the mathematical expectation
of certain functionals of these point processes. We both analyze models based on Poisson
point processes, for which analytical formulae can sometimes be obtained, and more complex
models, which can be analyzed via simulation, or change of space methods. The stochastic
models introduced in this paper are of general interest in that they should allow one to
address other transportation and distribution problems.

Key-words: Stochastic modeling, macroscopic modeling, cellular network, Voronoi dia-
gram, Delaunay diagrams, power diagram, hierachical model, mobile communications, tele-
phone network, point process, perturbation analysis, stochastic gradients.
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1 Introduction

Cet article propose une nouvelle approche pour ’étude d’architectures de réseaux de
télécommunications, fondée sur des méthodes de géomeétrie aléatoire. Nous résumons d’abord
Iétat de l'art de la planification stratégique et de Panalyse économique de ces réseaux (§ 2),
avant de donner les grandes lignes et les avantages escomptés de la méthode que nous
proposouns. Les modéles probabilistes, fondés sur des constructions géométriques associées
a des processus ponctuels aléatoires, sont ensuite introduits (§ 3); nous montrons comment
diverses classes de problémes d’évaluation de performances ou d’optimisation de réseaux
se raménent au calcul d’espérances de fonctionnelles des processus ponctuels sous-jacents.
Les principaux résultats analytiques associés au modele poissonien homogeéne sont donnés
dans le § 4. Les modeles plus complexes sont analysables par simulation ou par changement
d’espace (§ 5). Un résumé des principales propriétés mathématiques des processus ponctuels
et des pavages du plan utilisés dans ’article est proposé en annexe.

Les modeles introduits dans cet article semblent génériques et devraient trouver a s’ap-
pliquer dans d’autres problémes de réseaux de collecte, de transport et de distribution.

2 Situation du probléme

La modélisation de réseau présentée dans cet article devrait trouver a s’appliquer dans
deux domaines de recherches principaux: les méthodes de planification stratégique et la
modélisation économique des réseaux de télécommunications. Nous allons d’abord introduire
les questions qui se posent actuellement dans ces domaines et que 'approche proposée peut
contribuer & résoudre.

2.1 Meéthode de planification stratégique

Les méthodes de planification de réseaux nécessitent une description détaillée du réseau
étudié ainsi que de la demande en trafic ou en acces, aux années-cibles. Cette description
du futur est le résultat d’une extrapolation mathématique de 'existant selon deux ou trois
scénarios d’évolution. En face de cette demande, on cherche & choisir entre quelques archi-
tectures potentielles, dont on estime les cofits et les performances prévisionnels au moyen
de calculs détaillés sur le réseau. Ces calculs demandent le plus souvent le développement
de programmes d’optimisation. Ceci donne des réseaux configurés dans le détail a I’horizon
visé, et permet l'estimation des indicateurs discriminants. Cette comparaison aboutit au
choix d’une architecture pour laquelle on analyse la transition de l'existant a la cible.

INRIA
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Ainsi décrite, cette méthodologie n’est pas compléte dans la mesure ou elle doit s’accom-
pagner de régles pour, en amont, élaborer une liste d’architectures-cible A tester et, en aval,
déterminer le caractére significatif ou non des différences constatées. A I’heure actuelle, ces
régles sont élaborées empiriquement par les experts, dont le réle consiste & restreindre et &
simplifier le champ de I’analyse. Cette approche manipule un nombre de parameétres consi-
dérable ('ensemble des données décrivant le réseau, sa demande, son trafic) qui ne sont pas
tous pertinents vis-a-vis de 'objectif d’étude: le choix d’une architecture. Seules certaines
caractéristiques statistiques sont significatives, mais la méthode utilisée ne permet pas de
les identifier. Certes, des considérations qualitatives globales permettent & 'expert d’avoir
une idée a priori sur les caractéres du réseau qui favorisent tel ou tel choix, mais il s’agit
d’une approche empirique et incertaine.

L’ignorance des facteurs discriminants interdit également de maitriser le domaine de vali-
dité des choix suggérés: on ignore jusqu’a quel point les conclusions d’une étude peuvent étre
réutilisées, sur d’autres réseaux, pour d’autres scénarios de croissance ou d’autres hypotheses
de cofit et de performances. Ce point est d’autant plus important que les études stratégiques
sont justement nécessaires lorsqu’il y a rupture dans I’évolution du réseau, que ce soit en
termes technique, commercial ou réglementaire. La sensibilité des choix aux hypotheéses
d’étude recouvre donc des enjeux essentiels dans le contexte actuel des télécommunications.

2.2 Modélisation de réseau pour ’analyse économique

L’analyse économique des réseaux de télécommunications s’appuie principalement sur
I'exploitation de statistiques globales sur le réseau et sur la demande. Elle n’a jusqu’a présent
pas su intégrer de fagon satisfaisante les caractéristiques spatiales des réseaux. La seule
analyse des quantités d’appels ou de bits transportés est réductrice puisqu’elle ne prend en
compte ni la capacité du réseau & connecter des interlocuteurs distants, ni les cofits associés
A cette fonction. Un réseau ne répond pas non plus de maniére séparée & des demandes
d’interconnexion, puisque la structure du réseau permet justement un partage des ressources
quand les spécificités spatiales le permettent.

Les applications de la recherche opérationnelle aux problémes de réseaux permettent de
traiter cette question de facon adaptée lorsque 'on connait le détail des caractéristiques
géographiques des besoins en accés ou en trafic exprimés par les clients du réseau. Mais on
ne sait pas traduire cette connaissance en des termes agrégés, susceptibles par exemple de
mettre en évidence & un niveau macroscopique la fonction de cotit de production du réseau

[9]:

— ces modeles ne dégagent pas les caractéristiques discriminantes des réseaux & optimiser;

— ils n’intégrent que difficilement les processus d’ingénierie des réseaux.
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2.3 Modélisation probabiliste macroscopique

L’élaboration d’une modélisation macroscopique de réseau parait donc un objectif im-
portant, tant dans le domaine des études d’architecture de réseaux que dans celui de la
modélisation économique des réseaux.

L’approche macroscopique proposée repose sur une modélisation spatiale utilisant la
géométrie aléatoire des réseaux et a pour objectif, en cohérence avec ’analyse précédente:

— de limiter les données descriptives du réseau aux parameétres statistiques structurants
pour les choix d’architecture & effectuer, et de maitriser beaucoup mieux la représen-
tativité, la permanence et la robustesse de ces données,

— de permettre 'expression directe des indicateurs discriminants a partir des parameétres
d’entrée, grace a des formules analytiques. Ces expressions mathématiques devraient
conduire & des comparaisons beaucoup plus rapides et plus complétes entre les scénarios
techniques étudiés.

On souhaite construire une modélisation de réseau dont le nombre de parameétres est du
méme ordre que dans les analyses empiriques actuelles, mais pour laquelle la complexité est
réduite. Le principe de base consiste en une modélisation stochastique des caractéristiques
spatiales du réseau. De la sorte, la description du réseau se trouve réduite aux parameétres des
processus stochastiques utilisés et les variables de décision correspondent & des fonctionnelles
de ces processus. Les comparaisons entre ces variables sont alors fondées sur des facteurs
effectivement discrimants: les parameétres des processus stochastiques; et I’on maitrise les
domaines de validité et d’incertitude sur les résultats obtenus. De plus cette approche fournit
un modele synthétique de la fonction de production des services de télécommunications, qui
prend en compte les spécificités spatiales du fonctionnement du réseau.

C’est dans ce cadre qu’il faut lire en particulier les hypothéses de modélisation retenues
(§ 3), qui comme dans toute modélisation correspondent & un compromis entre le réalisme
et les possibilités de traitement mathématique.

2.4 Modélisation poissonienne

Pour I'essentiel, les résultats analytiques donnés dans le § 4 sont obtenus sous I’hypothése
d’une répartition aléatoire des abonnés et des commutateurs selon des processus de Poisson
spatiaux homogeénes. Ils concernent principalement les parties acceés et trafic des réseaux.

Le point de départ du modéle est une répartition des abonnés dans le plan selon un
processus ponctuel de Poisson, qui traduit de maniére simple leur répartition irréguliére.
Le modeéle suppose aussi que les nceuds du réseau des différents niveaux hiérarchiques, sont
également répartis aléatoirement dans le plan, et forment des processus de Poisson. Cette
hypotheése est plus discutable et demande une justification. En effet, on peut imaginer que
le processus d’implantation des noeuds est déterminé par celui de la répartition des abonnés
A desservir, dans une optique d’optimisation de I'architecture du réseau. Dans la réalité
cependant la place laissée & I'optimisation se trouve réduite par les contraintes multiples
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qui pésent sur le choix des lieux d’implantation des nceuds du réseau, et qui réduisent la
maitrise de l'opérateur sur la localisation de ses sites. Ces contraintes, externes a la démarche
d’optimisation, apparaissent comme des facteurs aléatoires sur le plan de ’architecture du
réseau, et justifient ’hypothése d’une répartition aléatoire des nceuds. Les deux processus
sont supposés indépendants.

L’analyse du trafic échangé entre abonnés a été traitée dans le cadre d’une organisation
hiérarchique du réseau. Nous avons pu calculer les trafics échangés entre des zones de diffé-
rents niveaux de hiérarchie (voir § 4.2). Cette description du trafic a été choisie parce qu’elle
est compatible avec des calculs de dimensionnement du réseau maillé. Ils s’articulent avec
les résultats obtenus par ailleurs et selon une approche complémentaire sur la modélisation
statistico-analytique des calculs de blocages de bout-en-bout dans un réseau commuté [17].

Les calculs analytiques ont pu étre menés a terme dans le cas de processus aléatoires
poissoniens homogeénes sur le plan, pour les architectures de réseau diverses: réseau arbores-
cent (§ 3.3, 4.2), réseau avec raccordements multiples (§ 4.3), réseau maillé (§ 3.2) et réseau
cellulaire applicable aux radios-mobiles (§ 3.8).

2.5 Role du modéle homogéne

Le modeéle homogeéne améliore I’état de 'art actuel en matiére de modélisation spatiale
des réseaux d’acces. En effet, les études prospectives existantes (hors 'étude de réseaux
réels), dans le domaine des mobiles ou de la boucle locale, se limitent a des découpages
spatiaux géométriquement réguliers et homogeénes. La modélisation stochastique présentée
introduit des termes d’aléas et de dispersion qui sont parmi les caractéristiques essentielles
des réseaux réels, méme si pour de nombreuses applications la modélisation retenue ne
correspond qu'imparfaitement, du point de vue quantitatif, aux phénomenes représentés.
En plus de son intérét direct, elle constitue une base de modélisation & partir de laquelle des
parameétres supplémentaires pourront étre introduits, afin justement de disposer des degrés
de liberté nécessaires pour s’approcher des cas réels observés. C’est en particulier 'idée de
la partie consacrée a la transformation d’espace (§ 5.2), dont 'objet est de permettre une
réutilisation dans le cadre d’une modélisation hétérogeéne des résultats obtenus dans un cadre
homogene. Enfin, comme nous le verrons dans le § 4, la modélisation poissonienne fournit
souvent la forme des dépendances entre les variables, et elle procure donc des indications
utiles aux architectes et aux économistes de réseaux. Ces lois de comportement peuvent se
combiner avec des évaluations fournies par ailleurs selon des méthodes plus classiques.

2.6 Modélisation non-poissonienne ou hétérogéne

Les résultats obtenus dans le cadre de processus de Poisson homogénes ne sont adaptés
que pour des études particuliéres:

— soit des études sur des zones particuliéres a 'intérieur desquelles les hypothéses d’ho-
mogénéité sont acceptables,
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— soit des analyses théoriques pour lesquelles la dispersion liée au caractére aléatoire du
modele est suffisante.

C’est pourquoi 'analyse de processus hétérogénes plus généraux a été entamée selon deux
axes:

1. un axe théorique d’analyse des transformations d’espace (§ 5.2) dont I'objet final serait
de pouvoir passer analytiquement des processus homogeénes aux processus hétérogenes,
ou du moins de pouvoir calculer I'influence des grandeurs caractérisant I'hétérogénéité
de I'espace sur les variables d’intérét de la modélisation;

2. un axe plus empirique portant sur les possibilités de calcul des résultats souhaités
par simulation informatique. Il s’agit 14 de simulations de processus dans le plan, un
domaine encore peu exploré. Une exploitation optimale des résultats de simulation de-
mande que des dérivées des variables d’intérét du modeéle en fonction des parameétres
des processus simulés puissent étre estimées de fagon fiable et sans temps-calcul prohi-
bitif: c’est I’'un des objets de la théorie du calcul des gradients stochastiques présentée
dans larticle (voir § 5.1).

3 Modélisation aléatoire poissonienne

Comme nous avons indiqué dans la section précédente, les structures spatiales que 'on
observe dans les réseaux de communications sont usuellement irréguliéres. Par exemple,
les cellules d’un réseau de communications mobiles, ou encore les zones de raccordement de
concentrateurs d’'un réseau téléphonique sur un territoire donné sont fort éloignées des struc-
tures hexagonales réguliéres souvent prises comme modeles de référence pour les analyses
et pour le dimensionnement de tels réseaux. Or les fluctuations des ces objets géométriques
ont un impact trés important sur les caractéristiques utiles pour le dimensionnement des
systémes.

La modélisation aléatoire macroscopique que nous proposons est fondée sur une représen-
tation de 'ensemble des objets d’un réseau de télécommunications (abonnés, commutateurs,
liens, mobiles), comme une réalisation d’une famille de processus aléatoires ponctuels et géo-
métriques dans le plan, appartenant a des classes paramétriques simples.

Dans cette section, nous nous proposons de décrire les modéles de base et de montrer que
les caractéristiques principales du réseau sont alors exprimables comme des fonctionnelles
de ces processus ponctuels. Ce n’est que dans les sections suivantes que nous montrerons
comment certaines de ces caractéristiques peuvent effectivement étre quantifiées au moyen
de distributions de probabilité, calculables explicitement.

3.1 Modéle de base des réseaux d’accés

Ce paragraphe est consacré au modéle probabiliste le plus simple, qui est celui d’un
réseau téléphonique & un seul niveau hiérarchique.

INRIA



Géométrie Aléatoire et Architecture de Réseaur de Communications 9

Les abonnés et les commutateurs sont représentés par leur coordonnées dans le plan
R? (IR2 sera appelé espace des phases ci-dessous). Leur nombre est fini dans toute partie
compacte.

Chaque commutateur dessert les abonnés d’une zone déterminée. Réciproquement, le
plan est partitionné en zones, chaque zone étant desservie par un commutateur unique.
L’hypothése retenue est que le raccordement des abonnés se fait sur le commutateur le plus
proche.

Le domaine de desserte d’'un commutateur z est alors le polygone convexe C;, dont
les bords sont portés par des médiatrices des segments d’extrémités z et z’, ot z et z’
sont les positions de commutateurs voisins. C, est la cellule de Voronoi de noyau z, et
I’ensemble de toutes les cellules constitue le pavage de Voronoi du plan associé a 'ensemble
des concentrateurs (voir Figure 1 et ’Annexe pour la définition du pavage de Voronoi).

Le cadre théorique utilisé pour la modélisation aléatoire est celui des processus ponctuels.
On considére deux processus ponctuels de Poisson homogenes et indépendants Il et II;
dans le plan. Les définitions et les propriétés des processus ponctuels de Poisson qui nous
seront utiles sont résumeées en annexe. Chaque réalisation d’un tel processus consiste en
un ensemble aléatoire de points, représentant les abonnés (pour le processus IIy) et les
commutateurs (pour le processus II;). A chaque commutateur on associe donc sa zone de
raccordement, qui est constituée des points du plan qui sont plus proches de ce commutateur
que de tout autre commutateur, comme décrit ci-dessus. Tout le plan est donc pavé en zones
de raccordement, qui sont maintenant aléatoires et forment un pavage de Voronoi aléatoire
de R?, par rapport au processus II; (voir ’Annexe).

Dans la plupart des applications envisagées, les processus IIy et II; seront supposés
stochastiquement indépendants et de Poisson. Les parameétres de localisation des abonnés et
de commutateurs sont donc réduits aux mesures Ay et A; d’intensité de ces processus. On
peut par exemple supposer que Ay et A; sont proportionnelles, c’est & dire Ay = aA; pour
a >> 1, ce qui traduit le souci d’implanter les commutateurs 1a ot ils sont nécessaires.

Dans le cas le plus simple, les mesures Ay et A; sont des multiples de la mesure de
Lebesgue dz sur R?, et les processus IIy et II; sont alors homogenes et stationnaires.

Les frontiéres des cellules de Voronoi forment un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.
Si les mesures d’intensité Ag et A; sont diffuses, c’est A dire si la mesure de chaque singleton
est zéro, la probabilité qu’il y ait des points du processus IIy (supposé indépendant de II;)
situés sur cette frontiére est égale & 0. Ainsi, chaque abonné se trouve presque stirement dans
une unique cellule (ou en d’autres termes rattaché & un unique commutateur). La Figure 1
montre une configuration typique du modele décrit.

Voici les principales grandeurs d’intérét dans ce modéle:

— la distribution des caractéristiques géométriques d’une zone de raccordement typique;
par exemple sa surface, la longueur de sa frontiére, le nombre des commutateurs adja-
cents etc.;

— la distribution du nombre et de la position des abonnés dans une zone typique;
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10 F. Baccelli, M. Klein, M. Lebourges & S. Zuyev

— les commutateurs
— les abonnées

— les cables

— les frontiéres des zones de raccordement

Fic. 1 Modéle de base avec un seul niveau de commutateurs (les liaisons entre les com-
mutateurs ne sont pas précisées).

The basic model with a single hierarchical level of stations (the connections between stations
are not specified).
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— la distribution de la longueur totale des liaisons entre les abonnés et le commutateur
correspondant;

— la distribution des caractéristiques géométriques des liaisons entre les commutateurs.

3.2 Le modéle triangulé

La Figure 2 montre le cas ol les commutateurs sont reliés les uns aux autres par l'in-
termédiaire d’'un maillage suivant les arétes de la triangulation de Delaunay associée au
processus ponctuel des commutateurs (voir ’Annexe): on a une aréte de ce pavage entre
deux commutateurs si et seulement si ces deux commutateurs appartiennent & deux cellules
de Voronoi ayant une frontiére commune - on dit alors qu’ils sont adjacents. Ce modéle peut
servir de base pour modéliser les boucles supportant les réseaux d’interconnexion.

3.3 Le modéle hiérarchique

Dans ce modele il y a N niveaux de commutateurs (aussi appelés stations par la suite).
Les commutateurs de niveau ¢ sont donnés comme la réalisation d’un processus de Poisson
homogene II;. Les processus ponctuelsIy,. .., Iy sont supposésindépendants et d’intensités
décroissantes: Ay > A2 > ... > Ay. Comme dans le modéle de base précédent, le processus
II; donne la position des abonnés (que nous appelons parfois les commutateurs de niveau 0
pour l'unification des notations). On ajoute aussi une condition technique ) . A; < oo, qui
garantit que dans chaque région d’aire finie se trouve un nombre fini de stations.

Mis a part ceux du niveau IV, les commutateurs de méme niveau n’ont pas de lien direct
entre eux. Par contre, chaque commutateur de niveau j (j =0,..., N — 1) est relié par une
liaison directe au commutateur de niveau 741 le plus proche, comme dans le modeéle de base.
La structure du modeéle de base se répete donc en chaque niveau: les zones de raccordement
des commutateurs de niveau j forment un pavage de Voronoi par rapport au processus II;,
et les commutateurs de niveau j — 1 qui se trouvent dans la zone d’un commutateur z(?) de
niveau j sont liés & ce dernier par une liaison directe. Grace A cette similarité, les grandeurs
d’intérét de ce modele peuvent étre exprimées au moyen de celles du modele de base.

La Figure 3 donne une configuration typique de ce modele hiérarchique.

3.4 Awutres modéles d’architecture

On peut considérer dans ce cadre plusieurs types de généralisations des modéles décrits
ci-dessus.

1. Extension A des processus de Poisson non-homogenes, qui permettent de prendre en
compte la distribution non-uniforme de la population sur un territoire.

2. Extension & des processus ponctuels plus généraux que le processus de Poisson, par
exemple des processus de Gibbs, qui permettent de modéliser une forme de répulsion
entre les commutateurs. Ici il faut avoir des raisons importantes pour justifier cette
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@ — les commutateurs

— le réseau de commutateurs

— les frontiéres des zones de raccordement

FiG. 2 — Modéle d’un réseau maillé dont les connexions sont portées par les arétes de la
triangulation de Delaunay.

A network model with the inter-station connections represented by the Delaunay triangula-
tion.
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F1G. 3 — Modéle hiérarchique avec 3 niveauzr de commutateurs.
A hierarchical model with 3 levels of stations.
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extension, car les difficultés techniques sont fortement augmentées, notamment dans
la perspective de résultats analytiques.

3. Extension & d’autres types de pavages pour modéliser les zones de raccordement des
commutateurs. Par exemple, les diagrammes de puissance prennent en compte le fait
que les commutateurs peuvent avoir des puissances différentes, ce qui peut influencer
la taille de leurs zones de raccordement (voir la Figure 4 — la définition de ce type de
pavage qui généralise le pavage de Voronoi est donnée en annexe).

4. Extension & d’autres modeles que le modéle hiérarchique. Le modeéle strictement hié-
rarchique est souvent trop restrictif car, en réalité, les commutateurs de méme niveau
peuvent aussi étre connectés par des liens directs.

5. Raccordements multiples (voir la Figure 5). Pour des raisons de fiabilité, les commu-
tateurs peuvent avoir des liaisons auxiliaires directes avec plus d’'un commutateur de
niveau supérieur, par exemple, avec les deux plus proches commutateurs de niveau
supérieur. De maniére plus générale, on peut aussi envisager de prendre en compte la
possibilité de configurations géométriques de liaisons radicalement différentes (boucles,
faisceaux etc.)

3.5 Modélisation des demandes de communications dans le réseau

Le modele des demandes de communications le plus simple est celui fondé sur le modele
hiérarchique. Il permet par ailleurs de caractériser la demande en trafic pour des architectures
de réseaux plus générales.

Fixons une configuration pour chacun des processus

le{mgz)7mg),}2=07177N7

et notons V(¥ (mgf)) la cellule de Voronoi d’une station ﬂ:;i) de niveau ¢, construite par rapport
au processus II;. Pour presque tout z € R?, il existe une seule cellule V(i)(rp) (une zone de
niveau ¢) qui contient z. Soit n(i)(w) son noyau, c’est & dire le point de II; qui est le plus
proche de z.

Dans notre modéle, une station de niveau ¢ demande une station de niveau j (rappelons
qu’un abonné est une station de niveau 0) située a la distance 7, avec une intensité f;;(r),
indépendamment de toutes les autres stations et du nombre de communications en cours.

Les conditions
N 00
271'2 / 7 fi;(r)dr < oo
=00

pour chaquez = 0,1,... garantissent que le nombres des demandes émises par chaque station
pendant un temps fini est presque stirement fini.
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FiG. 4 — Les zones de raccordement des commutateurs dans le cas d’une modélisation par le
diagramme de puissance.
Station zomes in the case of modeling by the power diagram.
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II1

II

74| \\;“f‘i\/.‘\\\\,f" SVARWIINN

FiG. 5 Liaison auziliaires dans le modéle hiérarchique.
Auziliary connections in the hierarchical model.
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3.6 Etablissement d’une communication

Notre modele de référence sera la commutation de circuits. Sous réserve de la disponibilité
des ressources nécessaires (nous reviendrons sur ce point ultérieurement), une communication
émanant d’une station z(*) de niveau i vers une station (/) de niveau j est établie via un
chemin constitué de liaisons directes entre commutateurs défini comme suit:

Soit h = h(z?,z()) le niveau minimal tel que V) (z(®) = V(W (20)) ou h = N
'l n’existe pas de ¢ vérifiant cette condition. La communication est établie via une suite
de liaisons directes de z(9 a (D (z(), puis de n(+V) (2D) & nli+2) (D) etc., jusqu’a
nM (‘z(i)), puis de n(? (L(’)) a n (z(j)) (par des liens du dernier niveau N si h = N) et
enfin de n™ (z'(j)') a n(hfl)(:n(j)) a...,nh2 (_:z(j)) etc. jusqu’a la liaison de n(j*"l)(:z(j)') A
27, (voir la Figure 6).

Dans le cas ot VI (2()) = V) (20)) pour un certain h, alors il existe un seul circuit
du type décrit ci-dessus entre (V) et 2,

3.7 Contraintes de ressources

On dira qu’une liaison a une contrainte de capacité de K si elle ne peut écouler que K
communications simultanées au plus. Si l'on fixe des capacités sur chacune des liaisons (ou
sur chacun des types de liaisons) du modele hiérarchique, la donnée du modéle précédent
pour les demandes de communications permet de poser dans ce cadre le probléme du calcul
des probabilités de perte. Une nouvelle approche fondée sur le principe de conditionnement
de Gibbs a été proposée par A. Aboulalaa [1]. Cette approche, alternative & 'approche par
la théorie des files d’attente, permet une analyse intégrée aux calculs de géométrie aléatoire
développés ici.

3.8 Systémes de mobiles

Une modélisation d’un systémes de communications mobiles peut se faire dans ce cadre
via l'ajout de:

1. un modéle de systéme routier;

2. un modele de trafic des mobiles sur les routes (qui peut conduire a 'adjonction d’une
dynamique temporelle h, c’est & dire a 'adjonction d’un flot supplémentaire indexé
par le temps — voir I’Annexe);

3. un modele de station de raccordement pour les mobiles;

Le troisieme point s’intégre naturellement dans le cadre précédent: on se donne un pro-
cessus ponctuel de stations d’émission /réception (I'équivalent des concentrateurs de niveau
1 du modele de base), par rapport auquel le processus aléatoire des mobiles joue le méme
réle que le processus des abonnés fixes.
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II1

I1

/AN

V7S

T— e — ToUtage d’une communication

I . b

Fi1G. 6 — L’établissement d’une communication dans le modéle hiérarchique.
Routing scheme in the hierarchical model.
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Pour les deux premiers points, nous pouvons considérer des processus de Poisson de
droites, ot chaque droite est caractérisée par les parameétres suivants:

— p est une mesure de distance de la droite a l'origine, positive si la droite est au-dessus
de lorigine et négative dans le cas contraire;

— a (0 < @ < 7) est Iangle entre la droite et I'axe des abscisses;
o est le type de route (autoroute, route & sens unique etc.);
— 7 est une description du trafic des mobiles sur la route.

L’espace des phases du processus est donc Rx[0,7)XSX7 ot la partie E = Rx[0,7)XS
représente la position et le type des droites et 7 est I'espace des trafics sur les droites (par
exemple I'espace des positions des mobiles avec leurs vitesses).

Nous supposons que les trafics sur des routes différentes sont stochastiquement indé-
pendants. Leurs distributions peuvent néanmoins dépendre de la position et du type de la
route.

Dans le cas homogene (la distribution du processus est invariante par translation dans
le plan), la mesure d’intensité du processus prend la forme:

Ardp O(da) Q(a, do) T, o, dT),

ot A, donne la densité des routes, la mesure de probabilité O(da) sur [0,7) définit la distri-
bution d’orientation d’une droite typique, @(a,do) est la distribution du type o des routes
ayant une inclinaison «, et finalement, T'(a, o, d7) est la distribution du trafic sur les routes
d’inclinaison «a et de type o.

Si la distribution O d’orientation est uniforme, on obtient un modele isotrope. Si, par
contre, O a deux atomes: {0} et {w/2} on obtient un modele de type Manhattan ou les
masses des atomes montrent les fréquences des routes de chaque direction: horizontale (ou
bien Est-Ouest) et verticale (Nord-Sud).

En utilisant la distribution (), on peut prendre en compte les caractéristiques différentes
des routes de directions diverses (4 Manhattan les avenues sont plus larges que les rues).

Le modele le plus simple pour le trafic de véhicules sur une route, est le processus marqué
de Poisson sur la droite. Introduisons, pour chaque droite D; = (p;, @;, 0;) du processus des
routes, des coordonnées locales z(*), et considérons un ensemble de processus de Poisson
indépendants sur les diverses droites. Le processus 7; sur une droite D; fixée a pour espace
des phases Rx IR et pour mesure d’intensité )\5,2) dz(D V(i)(dv). Ici le parametre )\5,2) est la
densité du trafic sur la route et V() est la distribution de la vitesse des véhicules (qui peut
étre positive ou négative par rapport a la coordonnée locale). Ces deux caractéristiques
dépendent, en général, de l'inclinaison et du type de la route D;. Une réalisation de ce

0= Yo,
i

processus a la forme suivante:
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ol le premier terme 29 donne la position du véhicule & un instant fixé, par exemple 0, et

le deuxitme v; donne sa vitesse (§, est une mesure de Dirac en a). Aprés un temps ¢, le
processus initial se transforme donc en

Ti(t) = Z 6(z§.“+ujt.vj)'
j

Une propriété importante d’un processus de Poisson homogene est que la distribution du
processus 7;(t) coincide avec celle de 7;(0) (ce résultat est connu sous le nom de Théoréme
de Barlett, cf. [15, pages 59-60 et 49]).

Dans ce modele, 'espace T est un espace de mesures a valeurs entieres sur R? et T(a,o, -)
est la distribution du processus de Poisson de mesure d’intensité A, (@, o) dz V(«, 0)(dv) (par
définition A, (o, 04) = AS}) et V(a,o)(dv) = P (dv)).

Dans ce cadre, on cherche & caractériser les grandeurs suivantes:

— le nombre des véhicules dans une cellule typique;

— le nombre de franchissements de fronti¢res de cellules par unité de temps (chaque
franchissement de frontiére avec appel en cours génére un important trafic de contréle
et de mise & jour de bases de données dit trafic de localisation et de handover) et de
mise & jour de localisation;

— le nombre des véhicules dans le voisinage de la frontiére d’une cellule;

la distribution du temps passé par un véhicule dans une cellule.

3.9 Exemple d’école de probléme d’optimisation

Pour conclure cette section sur la modélisations aléatoire, considérons un réseau hié-
rarchique avec des capacités limitées sur les liens de chaque cellule de niveau 1 vers le
concentrateur de niveau 2 auquel elle est rattachée, et donc des pertes. Supposons qu’on
cherche & trouver un compromis entre un accroissement du nombre des concentrateurs de
niveau 1, ce qui tendra & diminuer la taille des cellules de niveau 1, et donc le nombre des
pertes diies & la limitation de capacité, et une diminution du nombre des concentrateurs
de niveau 1, ce qui ameénera une réduction des cofits. Montrons comment formaliser cette
question dans le cadre mathématique décrit ci-dessus.

Supposons que la capacité des concentrateurs de niveau 1 soit de K lignes en sortie: ceci
signifie que tout appel émanant d’un point de Il situé dans la zone de raccordement d’un
concentrateur donné est perdu si K communications émanant d’abonnés (de points de IIj)
situés dans la méme zone de raccordement sont déji en cours. Supposons que les abonnés
cherchent & établir des communications indépendamment, si bien que le processus des appels
est aussi un processus de Poisson Il 4, d’intensité A4 et de la distribution correspondante
P 4, obtenu par filtrage de IIy. Ainsi, si on note Cy la zone de raccordement typique (c’est la
cellule de Voronoi du point de ITj en 0 sous la mesure de Palm P{ de ce processus ponctuel),
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une mesure naturelle de la probabilité de perte est donc P'{I 4(Cy) > K}, ot la distribution
P’ est le produit direct des mesures PY et P 4. Si F()\1) est le cotit d’un réseau ot 'intensité
des concentrateurs est A1, () un parameétre de qualité de service, le probléme d’optimisation
évoqué ci-dessus revient a

Minimiser en Ay la fonction F(A1) + A4QP'{II4(C(0)) > K}.

Ainsi nous pouvons aussi exprimer le probléme d’optimisation considéré comme la mini-
misation d’une fonctionnelle des processus ponctuels.

On peut évidemment formuler dans des termes similaires divers problémes d’optimisa-
tion comme par exemple celui de 'optimisation de 'intensité des concentrateurs des divers
niveaux dans le modéle hiérarchique (voir [27] pour un exemple de ce type).

4 Résultats analytiques

4.1 Modéle de base de réseaux d’accés

Les pavages aléatoires de Voronoi et de Delaunay sont des objets bien étudiés dans
la littérature. Les deux premier moments de la distribution de toutes les caractéristiques
principales sont connus (pour le résumé de ces résultats voir [25], [19]). Pour le modele de
base, ol les zones des raccordement sont modélisées par les cellules de Voronoi on obtient
en particulier les moments de 'aire d’une zone typique, du périmétre de sa frontiére etc.

Nous allons maintenant étudier le nombre des abonnés A et la longueur totale £ des
liaisons dans une zone typique.

On se place dans le cadre du modéle de base introduit dans la section 3.1. Il est bien
connu (cf. Annexe) que la distribution des caractéristiques d’une zone typique coincide avec
celle construite par rapport au point 0 comme s’il y avait une station en ce point. Notons
cette zone C(0). Nous montrons maintenant comment on peut calculer les premiers moments
des caractéristiques de C'(0). Prenons par exemple le nombre des abonnés dans C(0). 11 est

donné par
N= > 1{sieC(0)}
s;€supp I
Si on note o(Il;) la o-algébre engendrée par le processus II;, on obtient
EN =EE{N | o(l})} =EE{ Y  1{s; € C(0)}]|o(M)}.
s;Esupp I
Par application du théoréme de Campbell (cf. [29, p.99]), nous obtenons 'expression suivante

E{ Y 1{sieC(0)}]|o()} = Ao/l{zeC(O)}dm

sjesupp Ilg

AOlC’(O)la
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ot |C(0)] est I'aire de la cellule de Voronoi C(0) associée a 0. L’espérance de cette derniere
est 1/A; (voir [23]). Ainsi, nous obtenons que le nombre moyen des abonnés servis par un
commutateur est égal au rapport de la densité des abonnés sur la densité des stations, ce qui
n’est pas étonnant. Ce genre de calcul peut étre fait pour n'importe quelle caractéristique
additive de ’ensemble des abonnés. Par exemple, pour obtenir I'espérance de la longueur
de tous les cables dans la cellule C(0), il suffit de remplacer l'intégrale [1{z € C(0)}dz
par [Il(z)1{z € C(0)}dz, on I(z) représente la longueur de cable pour le raccordement de
I’abonné situé au point z a la station 0. Par définition, le point = appartient a la cellule
C(0) ¢’il n’y pas de point du processus II; plus proche de 0 que z. Donc, si le cercle B(z)
de rayon |z| centré en x ne contient pas de points de II;. Par conséquent,

E/l(w)l{m € C(0)}dz = E/l(m) exp[— M\ 7|z|*] dz (1)

ol la dernire intégrale se calcule facilement.

Les deuxiémes moments peuvent aussi s’obtenir par des méthodes similaires, mais 1'in-
tégration doit prendre en compte des informations plus détaillées sur la géométrie de la
cellule, notamment les conditions pour que la cellule contienne deux points différents fixés
du plan. Les résultats suivants correspondant & une distance euclidienne, sont obtenus dans
article [10]:

Théoréme 1 Les deux premiers moments des variables N and L sont donnés par les for-
mules:

(i) BN = (2)
A
Ao

EL = T (3)

A A2 .

(i) varN = =2 40.280°2 (4)

Al Ai

var£ = 20 1 014720 5

=z FO1T ()

. Ao A2 .

cov (N, L) = —7 +0.197— (6)

223/2 Ab/2

Le calcul du comportement de la queue de la distribution des variables A/ et £ est plus
compliqué. Une borne sur la distribution du diametre de la cellule de Voronoi conduit aux
résultats suivants [10]:

Théoréme 2

(i) log(1+0, 346%) < liminf 2108 PNV >z}
0

z—00 T
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—logP A
< lim sup M < log(1 + 4_1)
—00 x AO
- —logP{l >z
(i) Cy < ﬁ;g{}f%ﬁ < liisip% <Oy,
A1
Cl = _AZ/S (]. — K+ Ol(ﬁz));

0

o

A
= 1,058)‘2—}3(1 — 0,589k 40,4345 — 0,257rv/k + O (r2)),
0

ot |01(K%)] < 1,934k% et |Oa(x%)| < 0,248k2 sous la condition k = A1 /Ao < 3,546.

Ce théoréme montre que la queue de la distribution du nombre des abonnés dans une zone
typique se comporte comme P{N > z} X exp(—Const z) dés que la queue de la distribution
de la longueur totale des cables se comporte comme P{L > z} x exp(—Const 22/%). L’article
[10] contient aussi des résultats plus complets, notamment sur le comportement de la queue
de la distribution des fonctionnelles ou la distance Euclidienne d’un abonné au commutateur
correspondant est remplacée par une fonction polynomiale.

Ces résultats peuvent étre utiles pour 'estimation statistique de ces variables parce qu’ils
permettent de mieux définir la famille des lois théoriques et leurs paramétres (voir § 7).

4.2 Trafic dans le modéle hiérarchique

Les résultats sur la structure du modele de base sont aussi utiles pour le modéle hiérar-
chique. Nous utilisons ici les notations des §3.5 et 3.6. En remplagant les processus I et
IT; par les processus II; et II;4; dans les formules ci-dessus, on peut obtenir les caractéris-
tiques probabilistes du nombre des commutateurs d’un niveau ¢ dans la zone typique d’un
commutateur du niveau supérieur 7 4+ 1 et la longueur totale des cdbles les reliant.

Cette analogie joue un role central pour I'étude des flux dans le modéle hiérarchique.
Dans le § 3.6, la hauteur de communication entre les stations z(® et z(?) est définie comme
le niveau minimal A tel qu’il existe une cellule de Voronoi de niveau h qui contient ces deux
stations (N s’il n’y a pas de telle cellule). Soit Q(p) la probabilité pour que deux points fixés
du plan RR?, situés a distance p I'un de l'autre, appartiennent & une méme cellule de Voronoi
construite par rapport & un processus poissonien homogeéne d’intensité 1. Un argument
d’échelle montre que la méme probabilité, pour un processus de Poisson d’intensité A, est
donnée par Q(\/Xp) Utilisant I'indépendance entre les processus Iy, ..., IIx, on obtient que
la probabilité quune communication entre une station z(*) de niveau i et une station z(7)
de niveau j a la distance r, ait la hauteur h, peut étre exprimée via cette fonction au moyen
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des formules suivantes:

0, sih<iVjouh=:=j<N;
Hij(r,h) = { exp(—Aivjmr?), sih=iVj< N, i#yj;
1, sih=iVj=N;

(1= exp(=Xiv;772)) Q(rv/An) [lmei 11 (1 = Q(rv/Am)),
sih=iVj+1,....,N—1,i#7j;

Hij(r,h) =
(1 = exp(=Xivimr2) T Zivje1 (1 = QrvAm)),
sih=N, i #7;
et
Qv 1M 1 - Q(rvAR)), sih=i+1,....N -1
H“'(T, h) =

HZ;3+1(1 - Q(T\/E))v si h = N;

ot iV j = max{i,j}.

Ici le terme 1 — exp(—)\ivjm"z) est la probabilité que la station z™in{i7}) du niveau
inférieur n’appartienne pas a la zone de la station z(™3*{43}) du niveau supérieur (ce qui
est toujours vrai si ¢ = jJ) et les autres termes sont la probabilité que la zone commune des
stations du plus bas niveau se trouve exactement au niveau h.

Cette distribution permet d’exprimer plusieurs caractéristiques du modéle. Pour le pre-
mier moment de ces variables, 'observation principale est le fait que les stations de niveau j
qui sont liées & un commutateur de niveau ¢ en 0 (sous la distribution de Palm par rapport au
processus II;, un tel commutateur existe presque strement) forment un processus ponctuel
W, (h) (non-Poisson) avec mesure d’intensité \; Hyj(|z], h)dz.

Par exemple, le nombre moyen d’appels de niveau h > ¢ émis par une station fixée de
niveau ¢z pendant une unité du temps vaut

N +00
M;(h) = QwZ,\j/ 7 fi;(r)Hij(r, h) dr.
j=0 V0

Supposons que le processus des demandes de communication est poissonien et notons
Tij(T, h) est la durée moyenne d’une communication de hauteur h entre une station z(?)
de niveau i et une station (/) de niveau 7 située a la distance r de la premiére. Dans un
systéme sans contraintes de capacités, chaque demande de communication est satisfaite.
On peut dans ce cas appliquer le résultat sur les files d’attente de capacité infinie, qui
montre que le nombre des communications & un instant donné d’un commutateur z(* vers
un commutateur z7) situé a la distance r, et relié au premier par un circuit de hauteur A,
suit en régime stationnaire, une loi de Poisson de paramétre fi;(r)T;;(r,h) (cf. [16, page

234]).
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Le nombre moyen de communications de niveau h demandées par une station de niveau
1 est donc donné par

N +o0o
27!'2)\]'/ Tfij(r)Tij('r, h) Hij(r, h) dr.
j=0 70

Le calcul des deuxiémes moments exige la connaissance de caractéristiques plus détaillées
de la topologie du réseau et notamment la mesure moment d’ordre deux du processus \Il?j (h)
(voir ’Annexe).

Ces estimations permettent également d’estimer les proportions d’appels empruntant un
nombre donné de commutateurs dans le réseau.

La fonction Q(p) qui intervient dans ces formules ne se calcule que numériquement. On
peut quand méme donner des bornes et une asymptote de cette fonction en 0:

Lemme 1

() Qo) =20 / " g / " wexp(—p* A, ¢)) dao (7)

(i) L(p) = max{l — 4p/m, ™™ = mp(1— erf(v/7p))}
—mp® TP —mp® /2, T\ ) '
<Qyse™ + 5 Perf (\/;p) Ulp); (8)

(7i) la fonction Q est conveze et Q(p) =1 — %p +o(p)(pl0), (9)

ot A(a, ¢)) = asing + o®(m — ¢)

. 1-
—l—(ae2 +1—2acos¢) | ™ — arccos cosg
\/az +1—2acos¢

et erf(z) = < foz et dt.

T

Démonstration. Deux points du plan (0,0) et (0,p) appartiennent & la méme cellule de
Voronof s’il existe un point P du processus dans l'intersection des fronti¢res des deux cercles
centrés aux points (0,0) et (0, p) respectivement, et si I'intérieur de chacun de ces deux
cercles ne contient aucun point du processus. Si ap est la distance de origine & P, alors
la probabilité pour qu’aucun point du processus ne se trouve & l'intérieur de ces cercles
s’exprime comme exp(—A(a, ¢)), ot ¢ est Pangle en coordonnées polaires de P et A(a, ¢)
est aire de 'union de ces cercles. D’un coté, cette aire ne dépasse pas la somme des aires
des cercles. D’autre part elle est toujours plus grande que aire du cercle maximal. Cela
donne (i) et les bornes

™™ —mp(1 - erf(v/7p)) < Q(p)

s

—7p? P 77!'2/2
< P — P f = L(p).
o () =i
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Pour obtenir la borne inférieure dans (ii) et (iii), considérons un processus ponctuel N sur
I’axe des abscisses formé par les points d’intersection avec les arétes du pavage de Voronof.
Soit T1 (N) le premier point strictement positif du processus N. Comme le pavage est formé
A partir d’un processus stationnaire, N est aussi stationnaire. Donc, en appliquant la formule
d’inversion de Ryll-Nardzewski et Slivnyak (ctf. [6, page 24, Formule (4.2.4b)]) nous trouvons
que

oo
Q(p) = P{T(N) > p} = Aw / Po{T3(N) > z}de,
p
ol Ay est intensité du processus N qui vaut 4 /7 (cf. [18, Formule (7.22)]). Par conséquent,
la deuxi¢me dérivée de la fonction Q(p) existe et est égale & la densité du premier point
T1(N) sous la distribution de Palm Pg ou, autrement dit, & la densité de la distribution
de la longueur de la corde typique du processus N. Donc la tangente en 0 donne la borne
inférieure de la fonction Q(p), ce qui prouve (ii) et (iii).

O

Remarque 1 La formule (7) a été obtenue pour la premiére fois dans [11, Formules (12)
et (13)]. La fonction 1 — Q(p) est aussi connue comme la fonction de distribution de contact
linéaire (linear contact distribution function) et a été utilisée dans [29, page 180] et [24]
pour évaluer numériquement la distribution de la longueur d’une corde typique obtenue par
I'intersection de la mosaique de Voronoi stationnaire avec une droite fixée.

La fonction Q(p) ainsi que ses bornes sont données en Figure 7.

4.3 Raccordements multiples

La structure purement hiérarchique reste assez loin de la réalité. Pour des raisons de
fiabilité, les stations peuvent étre liées & plus d’un commutateur de niveau supérieur. Nous
avons donc considéré le modele ot 'on raccorde chaque station de niveau ¢ (¢ > 1) non
seulement & la station de niveau ¢ 4+ 1 la plus proche, mais aussi & la deuxié¢me, troisiéme
etc. plus proche (voir la Figure 5).

Soient N3 (z) et L () le nombre et la longueur totale des liens entre une station typique
du niveau i et la k-iéme station de niveau i+1 la plus proche (avec N1(0) = N et £1(0) = £).

Pour calculer les moyennes de ces variables, il faut remplacer le facteur exp[—/\i+17r|a;|2] par
(Aisalaf2)E/(k = 1)1 exp[-Assalaf?]

dans la Formule (1), car maintenant le cercle B(z) contient exactement ¥ — 1 points du
processus II;11. Pour la distance euclidienne I(z) = |#|, cela donne les moyennes:

. A
EN; (i) = SV
1+1
, Ao Tk+3) N (2k—1)1
BLG) = 5T~ 2 2(ho1)
\/7_'{' i+1 i+1
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ce qui correspond bien & (2-3) pour k = 1. La dépendance en fonction des intensités est
donc identique & celle du cas k = 1, & une constante multiplicative prés.

Le calcul des covariances, bien que plus compliqué, peut aussi se faire par le schéma
décrit dans [10].

4.4 Modéles de communications mobiles

Dans la section 3.8, nous avons proposé un modeéle d’un systéme de communications
mobiles oil les routes sont représentées par un ensemble poissonien A de droites marquées
par leur trafics. Nous nous intéressons ici i une caractéristique intégrale 7 du trafic, exprimée
comme une variable aléatoire réelle non-négative, dont la distribution T dépend du type et
de la position de la route considérée.

Soit 7p une famille de variables aléatoires de distribution Tp, marquée par D € E =
R x [0,7) x 8§ — Pespace des phases du processus A des routes. Soit ¢p(t) la fonction
caractéristique de la distribution Tp. Etant donné une réalisation du processus des routes
A = Y.6p, dans Pespace E, considérons un systéme de variables aléatoires 7; = 7(D;)
indépendantes, associées & ’ensemble de droites {D;}. Ceci n’est qu’une autre présentation
du processus introduit dans la section 3.8.

Lemme 2 Soit ¥ = ), 7; une fonctionnelle additive de l'ensemble poissonien de droites
D;. Sa fonction caractéristique est donnée par

20 = exp { [ (60(t) - 1) 21(40) (10)

ot M(dD) = X dp O(da) Q(a, do) est la mesure d’intensité du processus A. En particulier,
st les intégrales ci-dessous existent, alors

EE:/ ET7p M(dD) et (11)
varE:LETT%M(dD). (12)

ot ET est Uespérance par rapport & la distribution Tp.

Démonstration. Utilisant 'indépendance de ’ensemble 7;, on peut écrire

et)=E J[ ¢n.(t)

D;Esupp A

ce qui est une forme de la fonctionnelle génératrice du processus A. On obtient le résultat
en appliquant la formule (21) de I’Annexe.
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Remarque 2 On peut remplacer la fonction caractéristique ¢p(¢) par la transformée de
Laplace de la distribution des variables aléatoires 7;. Dans ce cas la formule (10) donne la
transformée de Laplace de la fonctionnelle X, si cette derniére existe.

Comme exemple de fonctionnelle additive, considérons le nombre de mobiles qui se
trouvent dans la zone d’un commutateur & l'instant donné et le nombre de mobiles tra-
versant sa frontiére par unité de temps.

Soit Z un domaine dans le plan R, Soit

hit(Z) def {(p,@) € Rx[0,7) : la droite (p,a) intersecte Z}.

Pour D = (p,a,0), avec (p,a) € hit(Z) définissons 7p comme le nombre N(Z) de véhicules
en cours de communication, qui se trouvent dans l'intersection de la droite (p, @) avec Z a
l'instant considéré, et posons 7p = 0 si (p, a) & hit(Z). Appliquant maintenant le Lemme 2,
on obtient la distribution et les moments du nombre de véhicules en cours de communication
dans la zone Z, en fonction du modeéle de trafic choisi.

Considérons, par exemple, le modeéle de trafic décrit dans la section 3.8. Les positions
des mobiles sur chaque route D; forment un processus de Poisson avec mesure d’intensité
)\S;Z)dm(i)v(i) (o). Sans perte de généralité, on compte seulement les véhicules en cours de
communication & l'instant considéré. Soit [(p,a) la longueur de I'intersection de la droite
(p, ) avec Z. Le nombre de véhicules sur cette partie de la droite suit une distribution de
Poisson de parametre A, (o, 0)l(p, @) et en prenant

¢p(t) = exp{Ao(a, o)(p, @) (e’ = 1)}

dans (10), on obtient la transformée de Laplace de N'(Z).
Dans le cas le plus simple, d’un systéme isotrope de routes et de trafics dépendant
seulement du type de la route, la Formule (10) se transforme en

i Ar . . . N .
a(t) = exp {? [a@n [ o, PN )~ 1)} - 1)dadp} (13)
et les moments de la distribution de N (Z) sont donnés par
EN(2) = Al2] [ Mu(o)Q(do) (14)
s
varN(Z) = EN(Z) + )‘—/ Ag(a)Q(dU)/ 1?(p, @) dadp. (15)
T Js hit(Z)

Nous avons utilisé ici la propriété élémentaire de géométrie intégrale suivante: fhit(Z) I(p, @) dadp
vaut 7 fois l'aire |Z| du domaine Z.

Si Z est la cellule typique de Voronoi Cy d’un processus II. de concentrateurs (rappe-
lons que Cqy est la cellule avec le noyau 0), on peut obtenir les moments par rapport a la
distribution produit des processus A et IL,.
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Soit o (IL.) la o-algébre engendrée par le processus II.. On a E|Cy| = 1/, [23]. On obtient

de (14) la relation suivante

EN(Cy) = EE[N(Co) | o(T1,)] = i—:/sz\v(a)Q(dU).

Pour le deuxiéme moment, la formule
' (16)

varN (Cy) = Evar[N(Co) | o(I.)] + var E[N(Co) | o(IL)]

est utile. Introduisons
pwl-24 /A (0)Q(do) et A2 % /Az(a)Q(da).

s
Prenant en compte que var|Co| = 0,280/A2 [11], la Formule (15) donne

Ado | Ady | AN
varN(Cy) = 0,280 —5— + + C E/ 1*(p, ) dadp
- Ac /\C 7T hit(Co)

Pour calculer la derniére espérance, remarquons qu’a cause de l'invariance par rotation

Iintégrale divisée par w vaut

E/ lz(p,Ol) dp:E/ dp//l{(p,l’l) € Co, (p,z2) € Co} dzr1dzy
hit(Co) 0

Les deux points (p, z1) et (p, z2) sur la droite (p, 0) appartiennent a la cellule Cy si 'union
de deux disques centrés en ces points et ayant origine sur leurs frontiéres ne contient pas

de commutateurs de II.. Si S(z1,z2,p) est la surface de cette union, on a

1 . o . .
—E/ *(p, ) dadp:/ dp//exp{—)\cS(ml,mz,p)}dmldzz.
hit(Co) 0

T
Soit 4; I'angle polaire du point (p,z;) (¢ = 1,2). Dans ces coordonnées

p2s(1, 2 .
S(1,12,p) = ma oil

s(h1,2) = sin |12 — 11| cos 91 cos s + (g — 1) cos® by + (g + 4h2) cos® .

On peut maintenant effectuer 'intégration par rapport & p qui nous ameéne a 'intégrale
Y2 cos 1 cos Padihy
3/2 TS

qui ne se calcule que numériquement.
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On obtient finalement que

O, ApAZ Ary

Un autre probléme de ce genre est le nombre de franchissements de la frontiére d’une
zone par les véhicules en cours de communication.

Soit A(l,3) un segment de longueur ! et d’inclinaison (’angle entre la droite le contenant
et 'axe des abscisses) 8 (0 < 8 < 7). Prenant pour 7p, D = (p, @, ) le nombre de véhicules
en cours de communication qui franchissent le point d’intersection de la route (p, @) du type
o avec A(l,3) pendant une unité de temps (par définition 7p = 0 si cette intersection est
vide), on peut appliquer le Lemme 2 pour obtenir la transformée de Laplace de la distribution
du nombre total de franchissements du segment par unité de temps. Si la transformée de
Laplace ¢p(t) de 7p ne dépend que de « et o, ainsi que des translations le long de la route,
on obtient

Théoréme 3 La transformée de Laplace du nombre total F(I,8) de franchissements du
segment A(l, ) par unité de temps est donnée par

#(0) = exp {10, [ [ o) = 1 sinfe - 5| 0(d)Q(am) | (17)

Les deuz premiers moments de la distribution de F(1,3) sont donnés par

(i) BF(LB) =IA, /S / My (e, 0) sin o — B| O(da) Q(do); (18)

(ii) varF(l,f) = A, /s /0 Ma(a, o) sin o — | O(de)Q(do), (19)

ot My((a,0) sont les k-iémes moments (k = 1,2) des nombres de franchissements d’un
point fizé sur la route dinclinaison « et de type o.

Montrons maintenant comment appliquer ces résultats au cas de trafics poissoniens sur
des routes isotropes.

Supposons que les positions des véhicules en communication sur une route (p,a,c)
forment un processus de Poisson d’intensité A,(c), et que leurs vitesses sont distribuées
indépendamment avec la loi V,(dv). Introduisons les coordonnées locales z sur la route. Les
mobiles qui passent par 'origine pendant une unité de temps sont ceux dont les caractéris-
tiques se trouvent dans ’ensemble

{(z,v): 0<z<—vou —v<z<0}

de I'espace des phases du processus de Poisson des mobiles marqués par leurs vitesses. La
mesure d’intensité de ce processus prend la valeur

M) [ Vool 2 2he 2 A (0B |V
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sur cet ensemble. Par conséquent, le nombre de franchissements de 'origine suit la loi de
Poisson de parametre A,(0)E.|V| — la moyenne de la valeur absolue de la vitesses sur
une route de type 0. Au vu de la stationnarité du processus des mobiles, le nombre de
franchissements de tout autre point (par exemple le point d’intersection de la route avec le
segment A(l,3), s’il y en a un) suit la méme loi sur IN.

Il reste & appliquer le Théoréeme 3 pour trouver que

N P—
EF (L) = ~IAA[V] et

) 2
varF(l,3) = ;MT(AU|V| + XNEZ|V|);
def

V] % //\U(U)E0|V|Q(do)
est la vitesse moyenne de tous les véhicules et
BT [0 (0)BAAV) QL)
On peut maintenant utiliser la méme technique pour généraliser la formule du premier

moment au cas de l'intersection avec une courbe de classe C; par morceau, aléatoire ou non.

Corollaire 1 Le nombre moyen de franchissements d’une courbe I' aléatoire de classe Cy
par morceau est égal @

9 -
EF(I') = ZE[[]AA[V]

ou |T| est la longueur de T'. En particulier, le nombre moyen de franchissements de la cellule
de Voronoi typique par rapport au processus I, des commutateurs est donnée par

8Ar

Malheureusement la variance du nombre de franchissements de la frontiére d’une zone
n’est pas la somme des variances des nombres de franchissements de ses arétes, car ces
variables ne sont pas indépendantes. On peut quand méme donner des bornes de cette
variance.

Considérons une route D qui coupe une zone convexe Z et soit a1 et as les point d’inter-
section de la route avec la frontiére de Z (presque stirement, il y a deux points d’intersection
seulement). Soit p; le nombre de franchissements du point a; par unité de temps (¢ = 1,2).
En prenant pour caractéristique 7p de la route la somme g3 + g2 le nombre total des
franchissements de la frontiére de la zone Z le long de la route D par unité de temps, on
peut appliquer la formule (12) pour obtenir la deuxiéme moment.

Remarquons que pour deux nombres non-négatifs, p1 et g2 on a toujours

13+ g <+ p2)® < 2(p3 + p3).
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Donc le deuxiéme moment du nombre de franchissements est borné par
2Ms(D) < E7h < 4M»(D)

ot M>(D) est le nombre de franchissements d’un point fixé sur la route D — la variable
intervenant dans la formule (19). Le Théoréme 3 nous permet d’obtenir le résultat suivant:

Corollaire 2 La variance du nombre total de franchissements d’une zone convexe Z est
bornée par

2F < varF(Z) < 4F,
F:)\,,/S\/0 My (@, 0)bz(a) O(da)Q(do);

ot bz () est la largeur de la zone Z dans la direction « (par définition, bz (o) est la longueur
de la projection de Z sur une droite de direction w + ). En particulier, dans le cas isotrope

F=)\7"'P(Z) M-,
ot My def fs M>(0)Q(do) et P(Z) = fow bz(a)da est le périmétre de Z.
En appliquant la Formule (16), on trouve aussi

Corollaire 3 La variance du nombre total de franchissements d’une zone typique Cy du
pavage de Voronoi du processus Il des concentrateurs est bornée par

A [0,945M7  16M,
] < varF(Cy) < — N Ly \/)‘_: ,

Ar [0,945M; N 8 M,
Ae VA

s

— d . .
ot My, Lt s Mi(0)Q(do), k = 1,2 et X, est Vintensité du processus des concentrateurs.

En particulier, dans le modéle de trafic poissonien

i = N[V =/AU(U)E(,|V|Q(dJ) ot
S

3y = NIVT+ RBVI = [ (ulo)BalV]+ (Bl V1) Qo).

5 Au dela de la modélisation analytique

Dans le cas non-homogeéne ou non-poissonien (mais aussi dans bien des questions simples
du cas poissonien homogene), les méthodes analytiques de la section précédente sont difficiles,
voire impossibles & mettre en ceuvre. Deux méthodes complémentaires ont été étudiées: la
simulation pour les cas ol les formules analytiques ne sont pas connues, et les méthodes
de changement d’espace pour I'analyse du cas non-homogeéne. Le rapprochement avec des
statistiques sur le réseau réel permet également de tester les méthodes proposées.
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5.1 Simulation et gradients

Si les processus ponctuels considérés sont ergodiques, la distribution (dite de Palm) d’un
représentant typique d’'une classe d’objet (la zone de desserte d’un commutateur typique
ou bien les caractéristiques de son fonctionnement) peut aussi étre calculée par simulation,
comme le résultat d’une moyenne sur un grand nombre de commutateurs du systéme. Dans
ce cas, une seule réalisation du processus est suffisante pour déterminer ces distributions.
Cela correspond bien A la situation usuelle ol Pon a une seule réalisation (le réseau existant)
mais qui contient néanmoins toute 'information nécessaire pour obtenir ses statistiques.

Nous nous proposons d’illustrer cette approche par simulation dans le cadre des pro-
blémes d’optimisation du type de celui évoqué dans la section 3.9, qui reste un probléme
assez complexe, méme dans le cas poissonien.

L’idée générale consiste & mettre en ceuvre des algorithmes de type “steepest descent”
couplés A des algorithmes de simulation fondés sur le théoréme ergodique. La méthode de
calcul des gradients que nous développons ci-dessous, est celle proposée dans I'article [7].
Ces résultats sont une généralisation de la technique d’analyse de perturbation de proces-
sus ponctuels sur R, connue sous le nom de RPA (Rare Perturbation Analysis — voir la
monographie [12]).

Considérons une famille de processus de Poisson marqués II. L’espace des phases de
IT est le produit RYx M oi R? est lespace des positions et M est l'espace des marques.
La mesure d’intensité prend la forme Adz pu(dm), ot dz est la mesure de Lebesgue dans
R? et p(dm) est une mesure de probabilité sur M qui peut étre aussi interprétée comme la
distribution de Palm d’une marque typique. On voit que le processus I est homogeéne dans
I’espace des positions, avec 'intensité A.

Soit F' une fonctionnelle du processus I . Nous nous intéressons au comportement de
la fonction EF(II), vue comme une fonction du parametre d’intensité A. En pratique on
estime EF' (I ) par le théoréme ergodique, en moyennant les valeurs de F sur tous les points
du processus dans une fenétre d’observation W. Pour pouvoir appliquer cette approche
ergodique, nous supposons que F' a un caractére local par rapport A la taille de la fenétre.
Plus précisément, pour chaque réalisation IIy(w) du processus, nous supposons qu’il existe
une boule B(II)(w)) C R? centrée en lorigine, de rayon qui dépend généralement de w, telle
qu’un changement de la configuration II (w) & l'extérieur de la boule B(II (w)) ne change
pas la valeur de la fonctionnelle F'.

Définissons une famille de translations {6, = € IRd} dans l'espace des phases par la régle

d . . .
0.(y, m) f (y — z,m). Si notre processus est ergodique par rapport a la famille {6,}, un

estimateur de la grandeur EF(II) est donné par le théoréme ergodique:

1

—_ F(6,.1I,),

AW D, F(b.10)
T, EW

ot |W| est la mesure de Lebesgue de ’ensemble W, et ou la somme porte sur tous les
(zs,m;) € supp Il tels que z; € W.
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Comme nous allons le voir, le théoréme ergodique permet d’estimer non seulement
EF(II,) au point A = )¢, mais aussi de connaitre les variations de la fonction EF(II,)
en fonction du parameétre A au voisinage de Ag. Pour cela on utilise la formule

j—pEF(HA) —E /R d /M[F(HA + Soumy) — F(Iy)] p(dm) da (20)

obtenue dans [7] (voir aussi [5], [3] et [20]).
Comme F(II)(w)) ne dépend que des points dans B(II)(w)), on peut restreindre I'inté-
gration en z & B(II)(w)) et réécrire (20) comme

Remarquons que % est une mesure de probabilité uniforme sur ’ensemble B(II,),
si bien que la partie droite de la derniére formule correspond & I'espérance:

E'|B(IL)|[F () + 60,m)) — F(T1))]

du nouveau processus II def ITx + 6(7,m) obtenu par I'addition & chaque configuration du
processus Il d’un point (U,m) uniformément positionné dans la boule B(II) et avec une
marque indépendante distribuée selon p(dm). Dans [7], on montre que ce nouveau processus
est aussi ergodique et donc on peut prendre comme un estimateur de la dérivée d%EF(HA)
la quantité:

> 1B ) [F (80, (T + 8(0,m)) — F(02,110)],

/\|W| z,EW

ol U; est uniformément distribué dans la boule B(Omiﬂ)\) définie par la configuration trans-
latée.

Pratiquement, 'intégrale dans (20) peut étre estimée & partir d’un seul point (U, m) tiré
uniformément dans B(IL,), ce qui peut étre assez grossier. Pour avoir un estimateur plus
fin, on modifie la derniére expression comme suit:

T, EW

Ici les U;; sont des points indépendants uniformément distribués dans la boule B(Omiﬂ)\)
et leur nombre N; peut généralement dépendre de la taille de cette boule.

Les algorithmes décrits ci-dessus appartiennent a la famille des méthodes dites “RPA
positive”, qui consiste en l'addition d’un point aléatoire & une configuration du processus.
On peut facilement obtenir les algorithmes de type “RPA négatif”, oil on enléve un point
pour estimer la dérivée.
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Pour cela on réécrit la Formule (20) comme

d 1 . .
d_EF(HA) = —E/ [F(H)\) —F(H,\ —6(z‘m))]H,\(d$de)
P A Rd
a laide de la formule de Mecke (22) qui peut aussi se voir comme une forme du théoréme
de Slivnyak [28]. Donc un autre type d’estimateur de cette dérivée est donné par:

1
AW Zi;ew ( - o)

Ici, aprés avoir translaté la configuration I de telle fagon que son point z; soit en zéro, on
enleve le point (z;,m;) et on prend la différence des valeurs de la fonction F' avec et sans
ce point.

L’avantage de ces méthodes de perturbation est qu’il suffit d’avoir une seule configuration
du processus pour estimer la dépendance d’une fonctionnelle par rapport au parameétre
d’intensité A. Par exemple, il est envisageable d’appliquer I'algorithme et les formules sur le
réseau réel actuel pour calculer les gradients.

Les formules des dérivées d’ordre supérieur obtenues dans [20] se transforment facilement
en estimateurs de ses quantités. Par exemple, la formule

a2 ,
—=EF(Il)) = E/de MZ[F(HA+5<z1,m1)+5<zz,mz>)

dA
—2F(IIx + 8(2, my)) + F(IIx)] p(dny ) p(dms ) dydics

donne l'estimateur suivant pour la deuxiéme dérivée:

1 _
AW > 1B (02,0 [F (60, (Tx + 807,y min) + (0,0.m.))
T, EW

_21;1(011(1_‘[A + 6(Uilsmi1))) + F(szﬂ)\)]v

sous la condition que B(IIx 4+ 6(5,m)) C B(IIx) pour chaque (z,m) tel que z € B(II,).
Comme illustration des méthodes de type RPA, considérons le probléme d’estimation
d’une caractéristique géométrique v(Cy) de la cellule de Voronoi Cy en 0 construite par
rapport au processus II..
Comme fonctionnelle F', on peut prendre par exemple

— F(IL,) = exp(itv(Cy)), o t € R;
— F(II;) = exp(—sv(Cy)), ot s € Ry; ou bien
- F(Hc) = l[z,oo)(’l)(C())) ol z € R;.

La structure de la cellule Cy est complétement définie par la figure consistant en 'union
des disques D;, ot D; est le disque dont la frontiere est le cercle passant par 0 et par une

RR n° 2542



36 F. Baccelli, M. Klein, M. Lebourges & S. Zuyev

paire de points de II. telle qu’il n’y a pas de points de II, & I'intérieur du disque. Nous
appelons cette figure géométrique, qui est montrée en gris clair sur la Figure 8, la fleur de
Voronoi en 0.

On peut donc prendre pour B(IL;) la plus petite boule centrée en 0 qui contient cette
fleur.

L’ajout d’un point U; uniformément distribué dans la boule minimale B(Gmil'[c) contenant
la fleur change la géomeétrie de la cellule, du moins lorsque U; tombe dans cette fleur. La
nouvelle cellule C,“(HC + 6Ui) associée & un point z; du processus II; 4 éy, est montrée en
gris foncé sur la Figure 9.

Les algorithmes considérés ci-dessus concernent 'estimation des gradients de fonction-
nelles de processus de Poisson, mais on peut étendre la méthode & d’autres types de processus
ponctuels pour lesquels la dépendance entre les point n’est pas "trop forte" (voir [7]).

5.2 Changement d’espace

Les processus considérés jusqu’ici sont tous stationnaires homogeénes. Est-il possible
d’étendre les résultats obtenus pour les processus homogenes a des systémes non-homogeénes,
plus proches de la réalité? L’idée de base est d’essayer de représenter un processus non-
homogeéne comme image d’un autre processus stationnaire homogeéne par changement de
son espace des phases.

Rappelons que l'espace des phases R” est un groupe topologique additif localement
compact ot I'on définit le groupe de translations {r,} indexé par les éléments y € R,

d .
par la régle: 7y o w— y. Ce groupe engendre un groupe de translations dans ’espace des
mesures ponctuelles M( IR2) par la formule:

7, Z 5., X Z B, y-

Un processus ponctuel aléatoire IT d’espace des phases R? est stationnaire si la distri-
bution du processus translaté 7, II reste la méme que celle du processus II pour chaque
y € R®. Remarquons ici que la stationnarité d’un processus est lice au groupe de transla-
tions 7, et non a son homogéneité. Donc le probléme pratique est le suivant: étant donné un
processus II' avec une mesure d’intensité de la forme A’(dz) = h(z)dz ou la fonction h(z)
est par exemple la densité démographique, existe-t-il une bijection ¢ : R> —» R? (ou bien
[0,1] — R® pour un processus fini) telle que II' = ¢(II) pour un processus stationnaire et
homogene II sur R? (sur le tore [0,1)%)? Si cette bijection existe, on peut munir ’espace des
phases du processus II' d’une structure de groupe en définissant:

sty Y g7 (@) + 671 (v)),
def

et le groupe de translations 7{ lui correspondant: 7, (z) = z—y = ¢(¢*(z) — ¢ '(y)). Le
processus II' est alors stationnaire par rapport a ce nouveau groupe 7., et on peut appli-
quer les méthodes d’analyse des processus stationnaires, comme par exemple, les théorémes
ergodiques etc.

INRIA



Géométrie Aléatoire et Architecture de Réseaur de Communications 37

Voici comment répondre a la question posée pour la classe des processus de Poisson
non-homogénes. Comme la distribution du processus de Poisson ne dépend que de la mesure
d’intensité, le probléme se raméne & trouver une fonction ¢ telle que la mesure A'(dz) est
I'image de la mesure de Lebesgue par 'application ¢. La construction est bien connue en
dimension 1, c’est le changement de temps, ¢ est le pseudo-inverse de la primitive de la
mesure A’

C’est sa généralisation en dimension d > 1 que nous appelons changement d’espace. Pour
simplifier I’exposé on ignore ici les aspects techniques de mesurabilité, continuité etc. et on
ne traite que le cas ot la densité h(z) existe et définit une probabilité A’'(dz) = h(z)dz sur
R?

Par application du théoréme de Fubini on considére:

1. la famille A,, (dz2) def h(z1,22) dzs [f h(ar:l,au)dar:]71 de probabilités conditionnelles
indexées par i;

2. la probabilité marginale ZN\(dwl) def [f h(wl,w)dw] dzy.

Par changement de temps, chacune de ces mesures sur R est image de la mesure de
Lebesgue sur [0,1], soit:

Ay, = F;ll(uv) (Fy, est primitive de A, );
A= ﬁfl(u) (f est primitive de 1~X)
Soit 9 I'application de R? dans le tore [0,1)? définie par
def =, \ =—
(o1, w20) = (Fla1), Fa, (22)).

Elle est surjective et son inverse a droite est I’application ¢ définie par
def ,~_ y -1
¢(U1,U2) = (F l(ul)ﬂFf—l(ul)(’u’Z))'

Par construction ¢ transforme la mesure de Lebesgue sur [0, 1)? en la mesure A’ sur R?
et donc elle est bien la transformation que nous cherchions.

Exemple de changement d’espace (vecteur gaussien). Pour r réel strictement positif,

soit A, la dilatation sur R définie par A,.(z) = rz, et T le groupe de translations sur R défini

ci-dessus. On note par F' la primitive, qui vaut % en zéro, de la fonction de Gauss-Laplace,
1 1.2

T ﬁexp(—im ).

. . , 2 . . L.
Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré de R” de matrice de covariance, supposée inver-

sible, de la forme:
1o
e=(21)
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Alors
— la variable aléatoire X est normale centrée réduite.

— conditionellement & {X = z}, la variable aléatoire Y est normale de moyenne oz et

de variance V1 — 2.

La primitive de la loi conditionnelle de la variable aléatoire Y est donc la fonction F' o
Al/\/1—7 0 T,y de réciproque T_,y 0 A ;53 0 F~1. L’application ¢ définie ci-dessus est
donnée par:

¢(’LL1,’LL2) = (F_l(_ul),T_an(ul) [e] Am e] F_l(ug')).

Pour transporter la structure de groupe du tore & deux dimensions, la fonction F~1 est
prolongée en zéro par la valeur —oo; cette opération ne modifie par les lois de probabilité
concernées, celles-ci étant absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.

L’application ¢ s’écrit f o (F~! x F~1) pour la fonction f linéaire qui est définie par
flut,us) = (w1, T—gu, © Am(uz)) de matrice

A=(;¢£)

L’'image de la mesure de Lebesgue sur le tore [0,1)? par 'application F~! x F~! est la
loi produit de deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites dont la loi donne par
image par f celle du vecteur (X,Y).

6 Veérification des modéles

Une recherche de lois statistiques dans le réseau réel a été effectuée sur plusieurs variables:
nombre d’abonnés par commutateurs, longueurs moyennes des lignes, trafics échangés entre
commutateurs. Le but de cette analyse est de tester la modélisation et de voir dans quel
sens modifier les hypothéses des modeéles.

Les comparaisons statistiques avec les données réelles ont été effectuées. La premiére a
donné des résultats satisfaisants. Une analyse statistique du nombre d’abonnés raccordés par
commutateur dans le réseaux d’Ile de France sur les années 90 & 95 a permis d’établir que
sur ces années-l3, la répartition du nombre d’abonnés par commutateur était bien approchée
par une loi Gamma dont I’écart-type restait sensiblement égal d’une année a l'autre a la
moitié de la moyenne.

Une analyse sur 'ensemble des commutateurs de Classe 3 du réseau frangais, faite en
1993, donnait une réponse analogue. Or le modeéle théorique présenté plus haut donne une
loi proche de la loi Gamma et dont ’écart-type est égal & 0.53 la moyenne.

Une étude sur les longueurs moyennes des lignes d’abonnés n’est pas parvenue a des
résultats aussi satisfaisants. Bien que 'application directe du modéle au niveau national
fournisse un ordre de grandeur raisonnable, 'analyse par région montre qu’'un modele fondé
sur une architecture en étoile simple n’est pas suffisant. Une analyse reprenant les résultats
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théoriques du modele pour une architecture de lignes plus proche de la réalité est actuel-
lement a ’étude. Par ailleurs la comparaison entre résultats théoriques et statistiques réels
est encourageante dans le domaine de la transmission locale et interurbaine.

L’analyse statistique a aussi fourni des résultats complémentaires notamment sur le trafic,
lesquels pourront étre réintégrés et comparés aux modeles théoriques. Le trafic moyen par
abonné et par commutateur, considéré comme une variable aléatoire, a un écart-type de
Pordre de la moyenne, et est bien encadré entre une loi lognormale et une loi Gamma,
la loi lognormale étant la plus proche. On peut penser que les deux variables aléatoires:
trafic moyen par abonné et nombre d’abonnés, 'un et I'autre par commutateur, sont bien
indépendantes (leur coeficient de corrélation vaut 0.19). Si maintenant on s’intéresse aux
flux sortant d’'un commutateur, si I’on inclut le trafic interne, 'écart-type vaut 3 fois la
moyenne et 2 fois la moyenne sans trafic interne. La distribution est encadrée entre des lois
lognormale et Gamma.

Le rapprochement avec le réseau réel se fera également dans les travaux a venir par
I’approche inverse: des données informatisées décrivant de facon détaillée 'architecture des
conduits et des cibles de réseau de distribution réels sur plusieurs zones, permettent de
lancer une recherche des lois modélisant les processus ponctuels des abonnés et des nceuds
du réseau.

Enfin les résultats théoriques obtenus sur le calcul de gradient et présentés au § 5.1 sont
utilisables sur la réalisation particuliére du processus ponctuel que constitue le réseau réel.
Ils permettent d’envisager la mesure dans le réseau réel, de quantités telles que le gradient
d’une fonction a optimiser (cofit global de réseau, performances) en fonction d’une variable
comme la densité des nceuds de réseau.

7 Conclusion

Nous avons montré par divers exemples comment 'approche proposée est une alternative
A l'approche usuelle, qui, comme nous I'avons expliqué dans la section 2, est fondée sur des
modeéles déterministes avec un grand nombre de parameétres.

Ce passage de modeles déterministes & grand nombre de parametres & des modéles sto-
chastiques avec un petit nombre de parameétres structuraux permet, dans des cas simplifiés,
de modéliser différentes fonctions de production applicables aux réseaux de télécommunica-
tions. Il permet aussi d’envisager de nouvelles méthodes de dimensionnement prédictif.

Nous avons en particulier abouti & des descriptions de base et & des résultats analytiques
sous des hypothéses d’homogénéité pour la plupart des organisations-types de réseau: ar-
borescent, & raccordement multiple, hiérarchique, maillé, cellulaire. Il reste & établir des
résultats du méme ordre pour les types d’architecture qui n’ont pas encore été analysés: les
boucles, les bus, et les raccordements multiples par zones.

De plus les pistes pour traiter le méme ensemble de cas de figure mais pour des processus
hétérogenes ont été dégagées, a la fois dans le cadre des recherches sur les transformations
d’espace et par voie de simulation.
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Fi1Gc. 7 — La fonction Q et ses bornes. Function QQ and its bounds.
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FiGc. 8 — La structure géométrique de la cellule et de la fleur de Voronoi.
Geometrical structure of the Voronoi flower.
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Fic. 9 — Effet de lajout d’un point uniforme U; dans la fleur de Voronoi associée & x; —
algorithme RPA positif.
The effect of adding a uniform point U; into the Voronoi flower — positive RPA algorithm.
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A Annexe

A.1 Processus ponctuels

Une mesure ponctuelle ¢ sur I'espace mesurable [X, %] qu’on appelle l'espace des phases
de ¢, est une mesure qui prend des valeurs entiéres sur chaque ensemble mesurable B €
X. Une théorie compléte existe quand X est un espace Polonais. Dans ce cas la mesure
ponctuelle admet une représentation comme Y 6,, ot 6,(B) = 1p(z) est une mesure de
Dirac, et ot les z; € X (les points du support de la mesure) ne sont pas nécessairement
disjoints.

Soit [N, Z] l'espace des mesures ponctuelles sur x, ol la o-algébre =2 est engendrée par
I'ensemble des mesures {¢ € N : ¢(B) =k}, B € x, k=0,1,.... Un processus ponctuel
est une application mesurable ® d'un espace de probabilité (2, F,P) dans [NV, E]. Souvent
on prend l'espace [N, Z] lui méme comme espace [, F], et 'application identité comme ®
avec P donnant la distribution du processus aléatoire. C’est l'espace canonique du processus
®. La mesure d’intensité du processus ® est la mesure prenant la valeur E®(B) sur un
ensemble B € X. La mesure moment d’ordre k est le prolongement & X* de la mesure
E[®(By)... ®(By)], définie sur ensemble des rectangles By x...x By C X*.

Un processus @ est simple si P{®({z}) > 1} = 0 pour chaque z € X.

La distribution d’un processus est uniquement caractérisée par sa fonctionnelle généra-
trice définie comme

¥[f] = Bexp [ / logf(w)<1>(dm)] =5 I Je)

pour toute fonction positive f : X — R4 qui vaut 1 en dehors d’une certaine boule.
Le processus ponctuels de Poisson est le processus II ayant pour fonctionnelle génératrice

wlf) = exp | [ (760) - 1 (ao) 2
x
Ce processus représente un ensemble de points distribués dans 'espace X de fagon indépen-
dante, avec la densité A(dz). Il peut aussi étre caractérisé par les propriétés suivantes:

— II(B) suit la distribution de Poisson de parametre A(B);

— les variables II(By),. .., II(B},) sont indépendantes pour des ensembles By, ..., By, dis-
joints.

Ces propriétés sont les clés a la simulation de tel processus. Pour générer une réalisation du
processus dans une partie W de mesure A(W) finie, il suffit d’engendrer le nombre N de
points comme une variable poissonnienne de parametre A(W), puis de positionner N points
dans W indépendamment, chaque point ayant la densité de probabilité A(dz)1lw (z)/A(W).

Une autre caractérisation du processus de Poisson est la suivante (die & J. Mecke [22]):

E/Xf(m,l'[)l'[(dm)=E.Lf(m,ﬂ+6z)A(dm) (22)
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pour chaque fonction non-négative mesurable f : X xN — R,.
Soit [G, +, 6] un groupe topologique qui agit sur ’espace des phases X. Cela veut dire
que pour chaque g € G, il existe une transformation 7, : X — X telle que

Tg O Th = Tg4+h pour tous g,h € G, et 7y est application identique;
— Plapplication (g,z) — 7,z de GXX & X est ® @ X-mesurable.

Une famille {7, } s’appelle un flot sur X. Elle engendre un flot sur AV via la formule:

740(B) < ¢(r,B).

Souvent I'espace X est un groupe topologique lui-méme. Dans ce cas, que nous considérons
. d
ci-dessous, T,y ef y+zet Y, 0., =300, 0.
Un processus @ est dit stationnaire par rapport au flot {7e}, §’il existe un flot {fs} sur
Pespace de probabilité Q tel que

L. il est compatible avec le flot {7e}: ®(0,w) = 7,P(w) pour tout w € Q et tout g € G;
2. il préserve la probabilité: P(6,Y) = P(Y) pour tout Y € F et g € G.

La mesure d’intensité A(dz) d’un processus stationnaire est proportionnelle & la mesure
de Haar du groupe topologique X, quand elle est de Radon.

Soit 7 la o-algébre des ensembles #-invariants de F. Par définition, le processus est
ergodique si T est triviale.

Il existe sur 2 une unique mesure o-finie dite mesure de Palm définie comme suit;

Po(Y) = ﬁW)E /W Ly (0,0)B(w, dz)

pour chaque Y € F; cette définition ne dépend pas du choix de I'ensemble W € X. La
distribution de Palm peut étre interprétée comme la distribution conditionnelle “sachant
qu’il y a un point du processus ® en 0.

Le théoréme ergodique dit que pour un processus stationnaire simple et pour chaque
fonction non-négative telle que Ef(®) < oo, on a

1
A(A) /A f(72®) A(dz) — E[£(®) | Z] (23)
<1>(,14n) Y fm®) = Eo[f(2) | 7] (24)

z;Esupp PNA,

pour une suite croissante d’ensembles A,, T X. Dans le cas X = R on peut prendre comme
A,, une boule de rayon n ou un hypercube de c¢6té de longueur n, centré en 0.

La Formule (24) du théoréme ergodique donne une autre interprétation de la distribution
de Palm d’un processus ergodique simple: c’est la distribution du processus vue d’un point
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“uniformément choisi” parmi les points du processus. Ce point peut étre vu comme un
représentant typique des points du processus.

Le Théoréme de Slivnyak [28] dit que la distribution de Palm II du processus de Poisson
coincide avec la distribution du processus II+§; oii 'on ajoute un point 0 & chaque réalisation
du processus II.

Pour plus de détails, voir [8], [13], [26], [14] et [15].

A.2 Pavages de ’espace

Soit {z;} un ensemble dénombrable de points dans un espace métrique [X, p]. La cellule
de Voronoi d’un point z; est 'ensemble

C(x;) def Ni{z € X: p(z,z;) < p(e,z;)}

des points de I'espace qui sont plus proches de z; que de tous les autres points z;. Le point
z; s’appelle le noyau de la cellule. Par définition, z € C(z;) s’il n’y a pas de points z; &
lintérieur de la boule de rayon p(z,z;) centrée en z. L’union de toutes les cellules forme un
pavage de 'espace. Si X = R? et p est la distance euclidienne, ce pavage est le pavage de
Voronoi par rapport a 'ensemble {z;}.

Les points {z;} sont générauz si

1. ils sont tous disjoints;

2. aucun k + l-uplet de points n’appartient & un espace affine de dimension k (k =
1,...,d—1);

3. aucun k+ 2-uplet de points n’appartient & une sphere k-dimensionnelle (k= 1,...,d—
1).
Nous supposons cette condition valide dans la suite.

Les cellules du pavage de Voronoi sont des polytopes convexes. Les sommets d’une cellule
de Voronoi C(x;) sont les centres d’hyper-sphéres passant par le noyau z; et par exactement,
d autres points de I'ensemble {z;}, et telles qu’il n’y a aucun autre point a 'intérieur.

L’union de ces sphéres est la fleur de Voronoi ou encore la région fondamentale associée
ala cellule C(z;). Ce sont les points de la fleur qui définissent la structure géométrique de la
cellule (voir la Figure 8). Les cellules C(z;) et C(z;) sont dites adjacents ou voisines si elles
partagent une hyperface — une partie de ’hyper-plan médiateur du segment d’extrémités z;
et x;.

La triangulation de Delaunay est un agrégat de simplexes ayant pour sommets des points
de I'ensemble {z;} tels que leur circonsphére n’a pas de point {z;} a l'intérieur. Elle est duale
du pavage de Voronoi dans le sens suivant: il y a une aréte de la triangulation entre z; et z;
si et seulement si les cellules de Voronoi C(z;) et C(z;) sont adjacentes (voir la Figure 2).

Les diagrammes de puissance sont des généralisations du pavage de Voronoi. Ici les points
structurants {z;} sont munis de nombres positifs w; — les poids et la fonction p(z,z;) de la
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distance entre un point z et un nceud z; est remplacée par la fonction de puissance:
def 2
pow (z, (zj,w;)) = |z —z;|° —w;.

Les bords des cellules sont aussi des parties d'un sous-espace affine de IRd, mais ici, il n’est pas
nécessairement vrai que chaque noyau génere une cellule (voir la Figure 4). Si les puissances
de tous les points sont égales, le modéle se réduit au pavage de Voronof.

Les pavages considérés dans cet article sont construits par rapport 4 un ensemble des
points aléatoires. Ainsi donc les pavages eux-mémes deviennent des éléments aléatoires dans
I’espace des ensembles fermés de RY.

Les résultats sur la distribution des caractéristiques géométriques de ces objets peuvent

se trouver dans [25], [19], [18], [4], [30], [29], [2], [21].
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