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OPTIMAL CONTROL FOR THE PARABOLIZED
NAVIER-STOKES SYSTEM

Abstract: Optimal control of an incompressible 3-d flow satisfying the parabolized
Navier-Stokes equations is written with the help of the discrete adjoint problem.
A quasi-Newton method is then used to treat an optimization problem linked to
boundary layer turbulence production.

Key-words: characteristic method. discrete adjoint problem. optimal control.
parabolized Navier-Stokes. quasi-Newton.
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4 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

1 Introduction

Depuis une dizaine d’années, les aérodynamiciens se penchent sur le probleme du
controle de couche limite, pour essayer de limiter ’apparition de la turbulence. Une
couche limite laminaire a en effet une trainée plus faible qu’une couche limite tur-
bulente, ce qui induit in fine de moindres dépenses en carburant [2].

Dans le mécanisme complexe de la transition du régime laminaire au régime tur-
bulent, on isole un phénomene a 1’échelle de la couche limite: 'apparition d’une
structure cohérente formée d’une paire de vortex contra-rotatifs qui finit par se dis-
siper en produisant de 1’énergie turbulente.

Une étude faite en laboratoire par Myose et Blackwelder [11] sur les rouleaux de
Gortler contra-rotatifs, qui présentent des similitudes avec les structures cohérentes
ci-dessus, montre qu’il est possible de stabiliser 1’écoulement par aspiration au ni-
veau de la paroi. Les auteurs insistent cependant sur I'importance de la localisation
précise de cette aspiration : une aspiration normale uniforme le long de la paroi peut
par exemple avoir ’effet contraire d’augmenter la trainée.

Afin de définir avec précision le type d’aspiration qui réduit le mieux la trainée,
il est intéressant de formuler le probleme en termes de contréle optimal, c’est-a-dire,
étant donnés un écoulement, un cott que I’on cherche a minimiser, et un controle (la
vitesse normale & la paroi), déterminer la position et I'intensité optimales du controle.
Mais pour faire du controle optimal d’écoulements visqueux, on se heurte a I'impor-
tance de la durée de résolution numérique du systeme d’équations de Navier-Stokes
3-d: ’étude numérique du contréle optimal de Navier-Stokes 3-d est encore hors de
portée sur les calculateurs d’aujourd’hui.

Par contre, pour certains types d’écoulements, il est licite d’introduire une approxi-
mation qui consiste a remplacer le systeme de Navier-Stokes 3-d complet par les
équations de Navier-Stokes parabolisées (PNS) (paragraphe 2). Grace a cette sim-
plification qui réduit la durée du calcul, il est désormais possible de procéder au
controle optimal. Le calcul du gradient du coiut passe par la résolution d’un pro-
bléme adjoint. Une originalité de ce travail est de calculer directement 1’adjoint des
équations de PNS discrétisées, plutot que de discrétiser ’adjoint des équations de
PNS continues (paragraphe 3). On est alors en mesure de résoudre le probleme de
contrdle optimal proprement dit (paragraphe 4).

INRIA



CONTROLFE OPTIMAL DE NAVIER-STOKES PARABOLISE 5

Bien qu’étant appliquée a un écoulement simplifié, cette étude permet d’éclairer
I’axe de recherche important que représente ’application de la théorie du controle
aux systemes d’équations différentielles non linéaires, telles les équations de Navier-
Stokes.

2 L’état direct: Navier-Stokes parabolisé

2.1 Notations

Les trois composantes de la vitesse sont notées:
(szv Uy, vz)v ou (V, vz) 5

la dérivée partielle — est notée 0,. V et A sont des opérateurs bidimensionnels :

Jz
V= (89578y)t ’
A=0uw + 0y .

2.2 Parabolisation des équations de Navier-Stokes

On considere un fluide visqueux, incompressible, dont I’écoulement, supposé sta-
tionnaire, présente une direction principale. Cette direction appelée longitudinale
est notée avec le suffixe z, tandis que le plan perpendiculaire & z est appelé plan
transversal. Pour paraboliser les équations de Navier-Stokes, deux hypotheses sont
introduites :

— La diffusion longitudinale est négligée devant la diffusion transversale, c’est-a-
dire que 0, est négligé devant 0, et Oy,

— 0,p est supposé indépendant de x et de y.

On obtient le systeme d’équations de PNS (parabolized Navier-Stokes) incompres-

sible.
V.-v+ 0,0, = 0,

v, 0, v+ (v-V)v—v Av+4+Vp

0, (1)

v, v, +(v-V)u,—vAv,+0,p = 0.

RR n° 2653



6 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

Le caractere parabolique de PNS apparait si 'on écrit le terme d’advection comme
une dérivée totale selon les directions caractéristiques de 1’écoulement (voir Piron-
neau [12]).

Par son caractere parabolique, PNS présente une similitude avec les équations de
Navier-Stokes instationnaires bidimensionnelles incompressibles :

V.-v=0,

(2)
v+ (v-V)Vv—vAv+Vp=0.

Par analogie avec (2), la résolution de PNS est facilitée si 'on découpe le domaine
de calcul en plans paralléles au plan x-y, la direction longitudinale z jouant le role du
temps. Le transfert d’information d’un plan au suivant se fait alors par une méthode
de caractéristiques selon z.

2.3 Domaine de calcul et conditions aux limites

Domaine de calcul. Le domaine physique est un cylindre dans la direction z,
droit et a base rectangulaire (figure 1). Pour la résolution de PNS, il est découpé en
plans espacés de 6z, qui sont des sections rectangulaires identiques notées ,,.
Le domaine de calcul est ainsi formé des (€2,,),=0,n. Le premier plan Qy est appelé
plan d’entrée, et le dernier, {2, plan de sortie. La restriction des variables au plan
Q,, est indicée par n:

vg(x, y) = Uzkm (xv y) :
Pour alléger la notation, et lorsqu’aucune confusion n’est possible, on utilisera la
notation Q au lieu de £2,,.

Les bords de la section générique 2 sont notés I'y, I'; et I's comme l'indique la figure
2.

Conditions aux limites. Sur I'; et I's, on impose une condition de glissement :

Ty: 0,0, =0 vy =0 0,v, =0, (3)
I's: vy =0 Opvy =0 0Opv,=0.

Sur I'y, on impose une des conditions suivantes :

— adhérence:
v =0 v,=0 v,=0, (4)

INRIA
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Fic. 1 - Le domaine physique.

M3

M

FiG. 2 - La section générique €.
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8 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

— ou controle frontiere:
vy =g v, =0 v,=0. (5)

2.4 Discrétisation longitudinale

Soit X = (X, Xy) la courbe caractéristique définie par

ox(z,y;7) _ v(xs7)
or v,(X;T)
x(z,9;0) = (z,y) .

L’advection d’une quantité u s’écrit alors:

v, 0u+(v-Vju=1v,-0,(uoy).

Les équations de PNS discrétisées selon z s’écrivent sur (£2,,),— :
n)n=1,N

1

n

n—
vy — v,

V-.v +T = 0, (7)
n o__ n—1 _6
o1 (vz v o x(z, y; Z)) — VA +dp = 0, (8)
bz
n o__ n—1 _6
v?‘l (v v Z,ZX(Q%?J’ 2)) —VvAV'+Vp = 0. (9)

On se place dans le cas d’un controle frontiere: compte-tenu des conditions aux
limites (3) et (5), on a par intégration de la condition d’incompressibilité (7):

-1 n
T —
/72 Z:/V-V”_—/ vt.n= g'-n,
Q 0z Q 80 I

ce qui impose que:
/ vy = / ot 62| ghomn. (10)
Q Q Iy

Les équations (7-10) constituent le systeme d’équations de PNS en discrétisation

INRIA
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longitudinale.

Le gradient longitudinal de pression 0,p, supposé indépendant de x et de y, est
noté A" sur le plan n; cette constante A" est le multiplicateur de Lagrange de la
condition (10).

Remarque: dans la suite, la vitesse au pied de caractéristique v o x(z,y; —6z) sera
notée v oy .

2.5 Formulation variationnelle

Pour la résolution du systéme (7-10), on utilise des éléments finis @3 pour chaque
composante de la vitesse, et P; totalement discontinus pour la pression. Plus précisé-
ment, la vitesse bidimensionnelle v est discrétisée sur les éléments finis a divergence
nulle introduits par Hecht [6], ce qui a pour effet de faire disparaitre le gradient trans-
versal de pression de I’équation (9). Cependant, la condition d’incompressibilité (7)
impose que l'on releve la vitesse v de la facon suivante:

V=¥ 4T

ol v" est discrétisée sur le base a divergence nulle, et v™ discrétisée sur les éléments
finis ()5 vérifie:
1
A ot — pnt
vV.vh = Z—2—  dans Q,
bz

v = g" sur I'y .

Le controle frontiere g = (g, 8, ) est une fonction de Q3 x @ définie sur Q, qui vaut

(0,0) sur Q\I'y, et (g,0) sur TI'y.

Définition 1 - Ftant donnée une triangulation K de Q, formée d’éléments rectan-
gulaires T, on définit les espaces de discrétisation :

RR n° 2653



10 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

V@) = {eie e (@) VT €K, b, € (@)% ¢y, =0:},

V() = V(Q)ﬂ{cp;VPEPl,/TPV-@:O}7

VE(Q) = {so pe(HY(Q) VT ek, ¢, €(Q2)*; ¢, = g},
V() = {u; . epP; VT ek, Hip, :0}.

Le probleme de PNS avec contréle frontiere sous formulation variationnelle discré-
tisée est le suivant :

Chercher (v",v}) € V8(Q,) x V,(9,) vérifiant les conditions aux limites (3) et
(5), et (p",A") € V(2y,) X R tels que:

V(" ¢2) e V(Q,) xV,(Q,),Y¢" e R, Vu" € V,(Q,),

Z/ [vg_l-(v?—vg_lox)—l—ézA”]L,OZ—I—I/(SZVU?VL,OZ:O,
n=1 n
N
Z/ [”2_1'(Vn—Vn_ OX)]QDH—(Szpn Vop"+rvézVv" V" =0,
n=1 n

N
Z/ [62V-V”—|—v§—v§_1],unzo,
n=1"%n

N

Zq”[/ v?—/ ol 62 g”-n]:O.
n=1 Qn n I

INRIA
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Pour le probleme d’optimisation, ce systeme sera noté sous la forme condensée :

a1((v,v,A),9.) = 0,

042( (V,Ug,]))v ‘1‘9) =0 9
as((v,vz), 1) =0,
as( (g,v2), q) = 0.

2.6 Algorithme de résolution

On se donne un écoulement d’entrée (v°,v9) défini sur Q. Pour n>1, le profil de
vitesses du plan 2, se déduit de celui du plan €,,_; selon I'algorithme suivant :

— Calcul de caractéristique:

— Calcul de v,™ par la résolution dans V,(£,) de

/ (R +V52/ VoIV, —/ A G I —52A”/ ¢z Voo € V2(Q)
Q

Q
/ / g g” n

— Relévement de v, par le calcul de v" € V8(Q) vérifiant

n ol — 7
Viop € V5(Q), /V'V ‘Pp:/éi‘r%-
Q Q z

RR n° 2653



12 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

— Calcul de v™:

ot v € Vg;,, () vérifie:

/02_1\7”99 —|—I/62‘/ VvV =
Q Q

/ vg_l (V”_1 ox")p— / Ug_l Vi — 1/62/ Vv Ve,
Q Q @

VQD € VdiU(Q) .

— Calcul optionnel de la pression :
1
/ PV b= _/ pr1 (V”_loxnob—vnqb)—l// VvV
Q 0z Ja Q
VoeVvV(Q).
La pression tridimensionnelle est alors donnée a une constante pres par
p?otale = pn($7y) + An(z)7 avec An/(z) = ‘Xn(z) .
2.7 Validation de PNS

1. Gradient longitudinal de pression

Par hypothese, dans PNS, le gradient longitudinal de pression d,p est supposé inva-
riant selon x et y. Cette hypothese est validée par une méthode de point fixe.

Sur le plan €,,, on note P, (z,y) la pression corrigée grace a I’algorithme suivant :

— Initialisation du calcul de validation

Pi(z,y) = pi(z,y) issu du premier plan de calcul PNS.
— Passage de P,_1(z,y) a P,(z,y): méthode de point fixe

— Initialisation :
P2(z,y) = pu(z,y) issu d’un calcul de PNS.

INRIA



CONTROLFE OPTIMAL DE NAVIER-STOKES PARABOLISE 13

— Passage de P 1(z,y) & P (z,y):

P (x,y) est la pression issue d’un calcul PNS modifié, ou

P?ln_l(xvy) - Pn—l(xvy)
bz

dépendant de z et de y est injecté en second membre du calcul de v7.

— Convergence de P"(z,y) vers P,(z,y) atteinte lorsque
sup | P:Ln(‘r7y) - P7zn—1($7y) |< €,
I7y

ol ¢ est un petit parametre fixé.
Résultat : une fois la convergence sur chaque plan ,, atteinte, les variables physiques

ont subi une variation trés faible (de 1’ordre de 107* en valeur relative) ; ’hypothese
est donc maintenue.

2. Coeflicient de frottement (Cs) de la plaque plane
Par définition, Cy = —v (0,0, )p=0 = —V@nvzlr .
Ce terme peut étre calculé a partir de la formulation variationnelle de PNS. En

effet, dans I’équation de conservation de quantité de mouvement pour v,, le terme
de diffusion intégré contre une fonction-test ¢ s’écrit :

—Z//A’UZQO:V/VUZVQO—Z// O @ .
Q Q N

Dans la formulation variationnelle de PNS, ’intégrale sur 02 disparait car les fonc-
tions tests considérées s’annullent sur 09).

Mais si ¢ = 0 sur 0Q,\I'7 et ¢ = 1 sur I'}, alors:

—I// Ogv, = —1// Opvy @
1

1
= o [ ete—v [ Vaved [ o lrtor e - .
(52 Qn Qn Qn

RR n° 2653



14 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

On calcule ainsi pour chaque plan Q,, la moyenne du C'y sur le segment I';.

Le calcul est effectué pour un écoulement de Blasius, pour lequel le C'y est connu

analytiquement :

.664 .
Cf2066 ,oflRez:—Ux:Re.x.
vV Re, v

Les C'y théorique, et issu du calcul PNS, sont représentés sur la figure 3. Les deux
courbes ont une bonne concordance, sauf pour les premiers plans du calcul PNS.
Ceci peut s’expliquer par le fait que l'initialisation de 1’écoulement de Blasius sur
Qo impose une vitesse verticale v, nulle, ce qui n’est pas le cas dans 1’écoulement
physique de Blasius: au bout de quelques plans, la vitesse verticale retrouve des
valeurs plus réalistes.

3 L’état adjoint
3.1 Lagrangien, cadre général

Cette partie est consacrée a des résultats classiques d’optimisation que I’on peut
trouver dans les ouvrages de Céa [3] ou Larrouturou-Lions [8]. Considérons le pro-
bleme général de controle optimal (Pp):

Trouver le controle g minimisant le cotut J(g,V) sous la contrainte
A(g,V)=0.
Définition 2 - On appelle Lagrangien du probléme (Py) la quantité :
L(g:Vip)=J(g,V)+ <p Alg,V) >,
et on appelle variable adjointe la variable p.
Proposition 1 - Une condition nécessaire pour que g soit solution du probléeme
(Po) est qu’il existe un couple (V,p) tel que (g,V,p) soil point-selle du Lagrangien

L.

Démonstration: Une condition nécessaire pour que g soit solution de (Py) est que

dJ
@(g,V) =0.

INRIA
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Re =490 000

0.005 ! ! ! ! ! ! !

0.0015 0

PNS o

(Cftheorique —-—

0 i i i i i i i
0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
X

0.18

0.2

Fic. 3 - Cy calculé par PNS, et Cy théorique pour un écoulement de Blasius a

Re = 400000, avec un intervalle 6z = 102 entre deux plans successifs.
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16 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

Montrons que cette condition équivaut a:

oL oL oL
Soit V vérifiant O_E =0, c’est-a-dire
dp
Alg,V) =10, (11)
et soit p vérifiant g—ﬁ =0, c’est-a-dire
0AN! aJ
oL aJ 0A
On a %(g7v7p) - a_g(g7v) +<p, a_g(gvv) >
Or, par différentiation de (11),
0A 0A 2%
a_g(gvv) _W(g7V) a_g ;
done oc a7 OA OV
%(gvvvp) = a_g(gvv)_ <p, W(g’V) a_g >
aJ 0J
- a_g(gvv)‘l’ < W(g7V)7a_ > par (12)
dJ
- E(g7v) ”

ce qui permet de conclure. O

On a de plus démontré le résultat important suivant :

Proposition 2 - Si £(g,V,p) = J(g,V)+ < p, A(g,V) >, el sig, V et p vérifient

JAN! aJ
A(g,V) - 07 et (W) p= _W ’
alors
oL dJ

INRIA
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3.2 Application au probleme d’optimisation
Le probleme d’optimisation (P;) a résoudre est le suivant :
Trouver le controle frontiere g tel que:

le cotut J(v) = / |V A v|* soit minimum,

Qp
v étant la vitesse transversale de ’écoulement régi par les équa-
tions de PNS, avec controle frontiere normal sur I'y égal a g.

Définition 3 - Le Lagrangien du probléme (P) est défini par:

L(g, (v, vz A p), (0,02 1,0)) = J(V)
- al( (V, Uz, /\)7 *Pz) - 042( (V, Uzap)v 99)
043( (V,T)Z), ,u) - a4( (g7vz)7 (]) s

ot les a; sont définis a la seclion 2.5.

Proposition 3 - Une condition nécessaire pour que g soit solution de (Py) est qu’il

existe ((v,v,, A\, p), (@, ¢z, 1t,q)) tel que (g,(v,v., X, p), (@, ¢z, 1, q)) soit point-selle
du Lagrangien L défini ci-dessus.

Démonstration: Application directe de la Proposition 1 au probleme (Py). O

Interprétation. La recherche d’un contréle optimal passe donc par la résolution
de

oL oL _3£_3E_0

de e, O dq

qui n’est autre que le systéme d’équations de PNS en formulation variationnelle vu

a la section 2.5,

et de
oc_oc o _ oL _
ov  Ov, 0N  Op

c’est-a-dire le probleme adjoint, que nous allons expliciter dans la prochaine section.

0,

Remarque. Le gradient du cotit, que ’on cherche & annuler, est donné par
dJ oL
N = 5a_ 27A7 3 s Pzo My 3
i (v) 7g (8, (v, 02,7, 0), (0,02, 15 4))

comme le montre la Proposition 2.

RR n° 2653



18 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

3.3 Ecriture du systéeme adjoint

Notation. Pour alléger I’écriture un peu lourde du systéme adjoint, les variables
prises aux pieds de caractéristiques sont notées avec un chapeau ; typiquement, 697 =
v} oy .

Proposition 4 - Le probléme adjoint de (Py) s’écrit :

pour tout n € {1,..., N}, trouver (¢", %) € V() X V() vérifiant les conditions

auz limites (3) et (4), et (", q") € Vp(2,) x R,
tels que :

pour tout n € {1,...,N—1}:

v, o, + — v, + voz V¢ v, =
[ G+ =t b v 82 Ver VS
Qn

/ vﬁwﬁ”éﬁﬁ[(—v?*lwﬁ + V)it
Qn vy

oot (—vm g vlnézV\Af”) + (u - Mn)] v, , (13)

z

/ VTV 4 v 62 V"V + 62 )t VbV =

n

/ ol eV — 82 (Voo™ 4+ Vet év | (14)
| v = 0, (15)
Qn
[ eren =0, (16)
Qn

et pour n=N:

(17)

/ (NN 4 1N+ ) v, + v 62 Ve Ve, =
QN

VA(VAVY)Ev , (18)

:Q\ <
z

/ UiV_IL,ON(SV—I—I/(SZV@NV(SV—I—(SZ/LNV'(sV =
QN

vV-oNép =
QN

]

(19)

PARDNE (20)

QN

]

INRIA



CONTROLFE OPTIMAL DE NAVIER-STOKES PARABOLISE 19

ot dans chaque plan 2, v, b6v,,0p, et 6\ sont des fonctions-tests de
V(‘Qn)v VZ(QTL)7 ‘/p(Qn)v
et IR, respectivement.

Démonstration: Nous allons seulement montrer comment on obtient les équations
(13) et (17), le calcul des autres équations étant similaire.

Partons de ’expression du Lagrangien donnée dans la Définition 3.
Posons dv, = (6v}),_, v , ol les év7 sont des fonctions-tests de V,(£,,).

o
0v,

v, = 0 s’écrit :

80{1 80&2 8033 0014
Jdv, Vet Jdv, Vet 0v, vt g 0v, v-=0.

Pour différencier les termes qui font intervenir les pieds de caractéristiques, on in-
troduit I'approximation suivante :

au premier ordre, on a
v

\x) = x - iz,
(P
donc
%502 = dv,ox+ (sz) o ng bv,
= 00, +Vi,—— 61)2 ,
(vz)
et
ov v
—dv, = Vv——=duv, .
v, Vo2’
On est alors en mesure de calculer les - aiévz :
aal Z / I:(S,U n—}—l n) 1+ Un(6Un+1 — 50 — T ? Vn(SZ) Qﬁn—i—l

+véz Vév?"'lVgD”H
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N-1
6

= X [ sr et - on - TEVee 4 on ] - giturentt
/UTL
n=1 n z

+v 62Vév; V"
—}—/ oNTLN 6N 41 62V VN |
QN

(9042 = n n+1 o Anvnéz n+1
—dv, = Z/ ovy |v —-v'—-Vv ©® .

Jv, = Ja. ° vy
(9043 Nl 1 1
%602 = nz_%/n(év”‘i' R ks
N-1
= X [ s -t [Nl
n=1 n QN
8034 Nl
Sotgn, = 3 [ (ot -
(9’02 n=0 In
N-1

1l suffit d’écrire que la somme de ces quatre termes est nulle pour toute fonction-test
6v, pour obtenir les équations (13) et (17). O

3.4 Résolution de I’état adjoint

Les variables physiques ainsi que les pieds de caractéristiques sont stockés sur tous
les plans (Q,,),=0,n lors du calcul de I’état direct PNS. Puis la résolution de I’état
adjoint se fait de maniere rétrograde, du plan de sortie N au plan 1.

Sur chaque plan, on procéde au calcul de ¢ en résolvant (14) dans la base a diver-
gence nulle afin de tenir compte de (15). Puis on résout (13) pour ¢., et ¢ apparait
comme le multiplicateur de la contrainte d’incompressiblité sur ¢, (16). Enfin, le
calcul de u se fait, comme pour la pression dans PNS, en résolvant (14) pour des
fonctions tests non plus dans Vi, (€2) mais dans V().
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Le temps nécessaire pour effectuer un calcul PNS de 10 plans, avec évaluation de
I’état adjoint, est d’environ 4 minutes sur HP735.

3.5 Evaluation du gradient

L’intérét de I’état adjoint est qu’il permet d’obtenir une expression directe du gra-
dient du coit.

Proposition 5 - Le gradient du cott pour le probléme (Py) s’écrit :

oL =
%65] =— Z / [V@?@Z‘Héz + 0" o™ 4 62V\7”+199”+1] bg™
n=1 n
— "G 4 v 62 V" Vg + 62"V - 69"
- 6z 8g"q" . (21)
Iy

Démonstration : il suffit d’appliquer la technique de la démonstration précédente. O

Remarque. Le passage d’une fonction colit & une autre est trés facile avec cette
méthode. En effet, tant que J reste une fonction de la seule variable v, seul le second
membre de (18) est modifié.

3.6 Validation de 1’état adjoint

Les variables adjointes n’ayant aucune signification physique, on ne peut valider 1’ad-
joint que par I’évaluation du gradient du cott (21) faisant intervenir les variables
adjointes.

La validation de ce gradient se fait par comparaison avec un gradient obtenu par
différences finies centrées.
Au premier ordre, on doit avoir

J(gt+e)—J(g—¢)
2e '

J'(g) ~

Pour une validation au second ordre, on remarque que

J(g+e)—J(g)

J'(g) - ~ e H(g),
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ou H est la matrice hessienne.

Cas-tests étudiés:

1 Profil d’entrée:

cout:

2  Profil d’entrée:

cout:

Poiseuille, Re=400 000

trainée 2D (norme L? de Vv sur le plan de sortie)
Blasius avec tourbillons contra-rotatifs

Re=400 000

vorticité 2D (norme L? de V A v sur le plan de sortie)

Le premier cas-test est validé au second ordre (figure 4), et le second, au premier
ordre (figure 5). La limite de cette méthode de validation est que, le calcul de 1’ad-
joint par différences finies n’étant lui-méme pas d’une grande exactitude, on ne peut

rien conclure sur la précision du calcul du gradient par I’adjoint.
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1.2e-05 T T T T T T T

le-05 ]

8e-06 b

6e-06 —

4e-06 -

2e-06 —

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.001
epsilon

FiGg. 4 - Premier cas-test: validation du gradient par l'adjoint au second ordre; on
Jete) =T 1 wpoor

observe bien une variation linéaire en ¢ de lez
€

djoint —
et le maxzimum de v, vaut 1.
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0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

blasius + tourbillons, Re=400 000
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
i i i ‘ i i i ‘adjoint <—
., difffinies -4+

b

1 2 3 4 5 6 7

e}

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
noeuds du bord

FiG. 5 - Second cas-test : validalion du gradient autour de g=0, au premier ordre.
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4 Le probléeme de contréle optimal

4.1 Algorithme de point intérieur

Principe. L’algorithme de point intérieur de Herskovits [7] permet de résoudre des
problemes de minimisation avec contraintes quelconques :

(P;) - Minimiser f(z), sous la contrainte g(z) < 0.

On note Q@ = {z € R",g(z) < 0} 'ensemble des points admissibles. L’algorithme
de point intérieur a la propriété de générer une suite minimisante pour f, qui reste
contenue dans 2. Ceci est particulierement intéressant dans des cas ou la fonction
cotat ainsi que son gradient sont coliteuses a calculer, ce qui est le cas pour notre
probleme.

Pour résoudre (P,), il faut satisfaire les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-
Tucker du premier ordre, soit :

ot G(z) est la matrice diagonale formée des {g;(z),7 = 1,n}; on note A la matrice
formée des {A;,i = 1,n}.

Soit S*, une matrice symétrique, définie positive, approximation de la matrice hes-
sienne H(z, ). Dans une itération de quasi-Newton, la direction de descente d¥+! =
aF 1 — 2k satisfait le systeme

SEAH + V(e = VI (")
APV (a®)d" T + GP)A =0 . (22)
On peut montrer que d est une direction de descente de f. Par contre, d n’est pas
nécessairement une direction admissible. En effet, d’aprés I’équation (22), lorsqu’une
contrainte tend vers 0, d**! tend vers une direction tangente & Q, ce qui va a tendance

a faire sortir 2%+ de Q.
Une solution pour éviter ce phénomene est de perturber I’équation (22):

Akvgt(xk)dk-l—l 4+ G(CL‘k)Ak-H — _pk/\k-l—l , (23)

avec pF > 0.
On a alors Vgf(z*))d**! < 0 pour les contraintes actives (g;(z*) = 0), donc d*+!
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est une direction admissible. p* doit étre choisi suffisamment petit pour que, malgré
la déflexion, d**! reste une direction de descente.

Description de P’algorithme.
Initialisation : z € et S matrice symétrique définie positive.

— Etape 1: Calcul de la direction de descente d selon le principe exposé ci-dessus

— FEtape 2: Recherche du pas t satisfaisant le critere d’Armijo, et tel que

gilz+td)<0 si X\ >0,
gi(z +td) < g;(x) sinon .

— Etape 3: Mise a jour: z=z+1d, et définition d’une nouvelle matrice S symé-
trique définie positive.
Retour a ’Etape 1.

Remarques.

1. Le critere d’Armijo pour la recherche du pas t est une recherche linéaire “inexacte”
dans le sens ou on ne cherche pas le ¢ qui minimise f(z + td), mais un ¢ qui assure
une décroissance suffisante de cette quantité.

2. La matrice S est mise & jour selon la formule de Broyden - Fletcher - Goldfarb -
Shanno (BFGS):

77t Sk(S(StSk

5y " asRs

ot § = aF*t! —aF et v = Vf(aFt) — Vf(2aF). Si 5 est définie positive, 55! sera
définie positive si 8%y > 0.

Sk’—|—1 — Sk’ n

Validation de l’algorithme. Pour un écoulement de Poiseuille (parabolique se-
lon x, avec condition d’adhérence en haut et en bas du domaine), la minimisation
de la trainée transversale a une solution simple (g=0), pour laquelle la trainée est
nulle. Pour la validation de I’algorithme d’optimisation, on vérifie qu’en partant d’un
controle initial non nul, ’algorithme fait bien converger g ainsi que la trainée vers 0.

Le cout est donné par la trainée transversale:
1

— Vv|?
5,19
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validation par Poiseuille, controle plan 1, cout mesure au plan 2
1 T T T T T T T

le-10 —

19'20 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
iterations Quasi-Newton

Fic. 6 - FEwvolution de la trainée lors de la minimisation par Ualgorithme de point
intérieur. On observe une convergence lin€aire vers 0 avec un lauz inférieur a 0.8.

Reynolds = 400 000

0z = 0.0025

plan de controle : plan no. 1
plan de mesure du coat : plan no. 2
controle initial : 0.001 uniforme

Les résultats de la validation sont représentés sur les figures 6 et 7. Ils montrent une
bonne convergence de 1’algorithme de minimisation, ce qui permet également une
deuxieéme validation du calcul du gradient par I’adjoint.
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validation par Poiseuille, controle plan 1, cout mesure au plan 2
1 T T

le-10

19'20 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40
iterations Quasi-Newton

Fic. 7 - PEwvolution du résidu du calcul d’optimisation. On observe une convergence
exponentielle vers 0.
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4.2 Cas-test étudié

Nous nous intéressons au contréle d’une paire de vortex contra-rotatifs, le but étant
de les faire disparaitre au moyen d’un controle par soufflage et/ou aspiration.

L’écoulement de base est un Blasius, c’est-a-dire un écoulement de couche limite
sur une plaque plane représentée par I'y, et avec v, = 1 sur I's, en haut du domaine.
Le Reynolds est de 400 000, avec une longueur de référence égale a 1. On superpose
a cet écoulement de base, sur le plan d’entrée, un couple de vortex contra-rotatifs,
dont la vitesse maximale est de ’ordre de 0.01 (figure 8). Le plan déntrée est situé a
z=0.02, et on choisit un espacement entre deux plans successifs suffisamment faible
(6z = 0.0001) pour assurer la persistence des vortex pendant un nombre suffisant de
plans, lorsqu’il n’y a pas de controle.

Le controle frontiere est donné par g = (g,,0) sur I'y (x étant orienté vers le bas,
g; > 0 signifie une aspiration normale, et g, < 0 un soufflage normal).

La fonction cott doit refléter la présence des vortex. On choisit donc

1
Je) =1 [ wave
QN

c’est-a-dire la norme L? de la vorticité transversale.

La discrétisation transversale du domaine est un maillage quadrangulaire formé de
400 éléments ()2 (40 en x et 10 en y), avec raffinement selon x au voisinage de I'y
pour bien discrétiser la couche limite.

4.3 Résultats

Les données numériques ayant été fixées, il ne reste plus qu’a déterminer le nombre
de plans sur lesquels on va résoudre le probleme, en particulier, quels seront ceux sur
lesquels on va appliquer un controle, et quels seront ceux sur lesquels on va mesurer
le cott.

Premier test. Le calcul est effectué sur 10 plans (2,)n=1 10

Le controle est appliqué sur le bord I'y des 9 premiers plans sous la forme d’une
condition Dirichlet non homogene sur la vitesse v,. Sur chaque plan, les valeurs du
controle sont imposées sur les 21 noeuds de I'y correspondant a la discrétisation @),.

RR n° 2653



30 Maureen Clerc , Palrick Le Tallec , Michel Mallel

A <TON e
S ENEVEN jZﬂ//*’\'NN
777 =0 RN W7 SN WY
A7 RN RN A NN NI
LY U LA AL I
YA NN - AN~ 4 F T

NN 7R INR —

\ 7 ) 7
N Z AN VA

Fic. 8 - Vitesse transversale sur le plan d’entrée g : les tourbillons contra-rotatifs.

Leur intensité mazimale est de Uordre de 1% de la valeur de l’écoulement longitudinal
en dehors de la couche limite

INRIA



CONTROLFE OPTIMAL DE NAVIER-STOKES PARABOLISE 31

Le nombre total de degrés de liberté est donc 9 x 21 = 189.
Le cout est mesuré sur le plan de sortie €24¢.

Les figures 9 et 10 montrent le comportement du coiit et du résidu au cours des
itérations quasi-Newton. Le coiit décroit de 9,37% au bout de 34 itérations, mais le
résidu, apres avoir décru pendant 15 itérations, se met a augmenter. Ceci signifie
que 'algorithme d’optimisation ne converge pas vers une solution optimale, dans le
sens ot V.J(g) ne converge pas vers 0.

Observons les valeurs du controle gs4 trouvé par 1’algorithme au bout de 34 itérations
(figure 21). On constate un comportement trés oscillant, qui se renforce lorsqu’on
augmente le nombre de degrés de liberté dans chaque plan (figure 22). Une solu-
tion pour essayer d’éliminer ce phénomene d’instabilité serait d’introduire dans le
probleme une régularisation de la variable de controle. En ajoutant par exemple au
coat un terme faisant intervenir le contréle

1
Te) =5 [ 1V AVE+llgl |
QN

J deviendrait coercive par rapport a g, ce qui pourrait améliorer le comportement
de la solution. Si on applique le controle gz4 correspondant a la plus grande diminu-
tion du cotit, on observe la quasi-disparition des vortex sur le plan g, c’est-a-dire
I’objectif souhaité. Cependant, en poursuivant le calcul PNS plusieurs plans plus
loin, avec toujours le controle gz sur les 9 premiers plans, on observe sur les plans
Q41 et Q49 la réappartition des vortex qui avaient disparu au plan Q4g.

Second test. Pour éviter la réapparition des vortex sur le plan 1, le cout est
cette fois la somme des vorticités transversales mesurées sur le plan Q9 et sur le
plan €41. Le controle est toujours appliqué aux 9 premiers plans, de la méme facon
que pour le premier test.

L’observation du champ de vitesses montre la disparition des vortex sur les plans
Q4 et Q41, puis leur réapparition sur les plans 15 et 3.

Il convient donc de mesurer le cott sur tous les plans ou ’on souhaite voir disparaitre
les vortex.

Les figures 11 et 12 montrent la norme L? de la vorticité transversale sur 13 plans
de calcul PNS, pour chacun des deux tests effectués. Chaque figure comporte deux
courbes, I'une représentant le cas sans controle, et ’autre le cas avec controle. Les
figures 13 & 20 montrent le champ de vitesse transversale dans le cas du second test.
Les figures 13 a 15 représentent les plans 3, g et Qg, qui font partie des 9 plans sur
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controle plans 1-9, cout mesure au plan 10
0.0039 T T T T T T

0.00385

0.0038

0.00375

0.0037

0.00365

0.0036

0.00355

00035 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
iterations Quasi-Newton

FiG. 9 - FEvolution de la vorticité transverse mesurée sur le plan de sortie Q19 au
cours des iléralions quasi-Newlon. Le controle est imposé sur les plans 1 a Q9. On
observe une diminulion du cotil de 9,37% au bout de 34 itéralions.
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controle plans 1-9, cout mesure au plan 10
10 ¢ T T T T T

0.1
0.01
0.001 F
0.0001

1le-05

19'06 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35
iterations Quasi-Newton

Fic. 10 - Fvolution du résidu de lalgorithme d’optimisation. On observe une bonne
décroissance pendant les 15 premiéres il€ralions, mais ensuile un mauvais compor-
tement.
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cout mesure au plan 10
0.009 T T T T T T
) avec controle ——
| sans controle -----
0.008 |- .
0.007
o~ \
- \
3] \
£ \
o \
c \
< 0.006 1
() AN
o
Q \\\\\\
5
> \\\
0.005 _
0.004
0003 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12
numero du plan

14
FiG. 11 - Vorticité transverse sur les plans Q1 a 13. Le cotut est mesuré sur le plan

Qq0, ou il subit une réduction par rapport au cas sans controle. A partir du plan
Qq1, le cout devient plus élevé que le cas sans controle.
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cout mesure aux plans 10 et 11
0.009 T T T T T T
) avec controle ——
| sans controle -----
0.008 |- .
0.007 -
o~ \
- \
3] \
£ \
o \
c v
= 0.006 -
() AN
o
Q \\\\\\
5
> \\\
0.005 B
0.004
0.003

1 1 1
4 6 8
numero du plan

rapport au cas sans controle.

14
FiGg. 12 - Vorticité transverse sur les plans 1 a 3. Ict, le cout est mesuré sur les

plans Q19 et Q1. On observe en effet une réduction du cout sur ces deuzx plans par
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lesquels est appliqué le contréle, que I’on apercoit sur le bord inférieur I'y de chacun
de ces plans. Les figures 16 et 17 représentent le champ de vitesse transversale sur les
plans 49 et €41, ou le cout est mesuré: on observe la quasi-disparition des vortex.
La variation de v, (vitesse verticale) selon la direction horizontale est pratiquement
nulle, mais il subsiste une variation de v, selon x. Pour comparaison, la figure 18
montre le plan ¢ dans le cas ou aucun controle n’est appliqué sur les 9 premiers
plans. Enfin, on constate sur les figures 19 et 20 la réapparition des vortex sur les
plans 15 et 43, ou le coat n’est plus mesuré.

5 Conclusion

La méthode de calcul du gradient par ’adjoint que nous avons présentée ici est une
méthode souple qui permet par exemple de changer facilement de fonction coit.
Elle est tres précise numériquement, car le calcul de ’adjoint est fait a partir des
équations de PNS discrétisées, avec une seule approximation dans le calcul de la
différentiation des caractéristiques.

Les résultats obtenus pour la minimisation de la vorticité bidimensionnelle d’un
couple de vortex contra-rotatifs montrent une diminution certaine du cout, qui se
manifeste sur le champ de vitesse transversale par la quasi-disparition des vortex
sur les plans ou le coit est mesuré. Cependant, le fait que le résidu ne converge pas
vers 0 indique que la solution vers laquelle ’algorithme d’optimisation a convergé
n’est pas optimale, le controle-solution présente une forte irrégularité. Une étude
plus poussée du probleme de contréle optimal posé s’avere donc nécessaire, afin de
régulariser le controle.
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Fic. 13 - plan de controle Q23
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FiGg. 14 - plan de controle Qg
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plan de controle Qg

Fig. 15 -
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e 1 «— 4

< e— <« < 4
D B
—<c—He— <« <« 4
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D B
—<c—He— <« <« 4
—<c—He— <« < 4
D e
B T -

FiG. 16 - plan Q4¢, premier plan de mesure du cotul
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e e— e ——
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e
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Fic. 17 - plan 41, second plan de mesure du coit
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FiGg. 18 - plan Q4 sans controle
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plan Q45 : apres le controle

Fic. 19 -
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FiG. 21 - Valeurs du contréle (aspiration > 0, soufflage < 0). L’axe des y représente
les 21 degrés de liberté du controle sur chaque plan ), et Uaze des z représente les
plans de controle (2,,),=1,9. Le controle a en effet 21 degrés de liberté sur chaque
plan, qui correspondent auzx valeurs de la vitesse normale aur 21 neeuds du bord

inférieur (I'1) du domaine.
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0.00525 ----
-0.00723 -----

F1G. 22 - Valeurs du controle, avec 41 degrés de liberté par plan (maillage transverse
deuz fois plus fin).
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