N

N

Résolution de ’équation de Poisson sur des maillages
étirés par une méthode multigrille

Jérome Francescatto

» To cite this version:

Jérome Francescatto. Résolution de ’équation de Poisson sur des maillages étirés par une méthode
multigrille. RR-2712, INRIA. 1995. inria-00073979

HAL Id: inria-00073979
https://inria.hal.science/inria-00073979
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00073979
https://hal.archives-ouvertes.fr

ISSN 0249-6399

%I INRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Résolution de I’ équation de Poisson sur des maillages
etires par une methode multigrille

Jerome FRANCESCATTO

N° 2712
Novembre 1995

PROGRAMME 6

apport
derecherche







%I INRIA

SOPHIA ANTIPOLIS

Résolution de ’équation de Poisson sur des maillages
étirés par une méthode multigrille

Jérbme FRANCESCATTO

Programme 6 — Calcul scientifique, modélisation et logiciel numérique

Projet SINUS

Rapport de recherche n° 2712 — Novembre 1995 — 56 pages

Résumé : Dans ce rapport, nous étudions une méthode multigrille adaptée pour la résolu-
tion des EDP du second ordre sur des maillages étirés. Nous utilisons I’approche multigrille
de type volumes finis agglomérés développée pour la résolution des équations d’Euler. Tout
d’abord, on présente une méthode de génération automatique des grilles grossiéres par agglo-
mération de volume, autorisant un semi-déraffinement directionnel, basé sur les coefficients
de I’équation de Poisson. Les dérivées secondes sont approchées sur chaque niveau en intro-
duisant un facteur de correction adapté au semi-déraffinement. On applique cette méthode
pour résoudre 1’équation de Poisson et les équations de Navier-Stokes.
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A Poisson solver on stretched meshes by a mutigrid
method

Abstract: In this report, we study a multigrid method for solving second order PDE’s
on stretched meshes. We use the finite volume agglomeration multigrid approach developed
for solving the Euler equations. First, we present a method to generate coarse grids by
volume agglomeration, allowing a directional semi-coarsening based on the Poisson’s equation
coefficients. The second order derivatives are approximated at each level by introducing a
correction factor adapted to semi-coarsening. Then, we apply this method to solve the
Poisson equation and the Navier-Stokes equations.

Key-words: multigrid methods - finite elements - finite volumes - semi-coarsening - elliptic
equations - numerical analysis



Résolution de l’équation de Poisson sur des maillages étirés par une méthode multigrille 1
Table des matiéres

1 Introduction 1

2 Semi-déraffinement 2

2.1 Motivation du semi-déraffinement . . . . . . .. ..o 2

2.2 Semi-déraffinement algébrique . . . . .. . ... oL oo 5

2.3 Analysedulisseur. . . . . . . . ... 10

3 Schémas numériques de I’équation advection-diffusion 14

3.1 Systéme linéaire grille fine . . . . . . ... ... o000 14

3.2 Systéme linéaire grilles grossiéres . . . . . . . . .. ..o L. 16

4 Générations des grilles grossiéres 17

4.1 Agglomération isotrope . . . . . . ... o 17

4.2 Agglomération anisotrope . . . . . .. ... L oo 18

4.3 Facteur de correction . . . . . . . ... L Lo 21

4.4 Exemples d’agglomérations . . . . . . . ... ..o 22

4.4.1 Maillages structurés. . . . . . .. ..o 22

4.4.2 Maillages plus complexes . . . . . . . . ... Lo 28

5 Méthode multigrille 35

5.1 Opérateurs de transfert . . . . . . .. ... oL 35

5.1.1 Opérateur de restriction . . . . . .. ... ... 35

5.1.2 Opérateur d’interpolation . . . . . . .. ... ... 36

5.2 Applications numériques a 1’équation de Poisson . . . . . . . .. ... ... 36

5.2.1 Maillage régulier . . . . .. ... oo 39

5.2.2 Maillage étiré . . . . . ... L 41

5.2.3 Maillagedelaplaque . . . . . . ... .. o oo 43

5.2.4 Maillage de la conduite . . . . . . ... Lo oo oo 44

5.2.5 Maillage du NACAO0012 . . . . ... .. .. . .. ... ... ..., 46

5.2.6 Maillage du RAE2822 . . . . . ... ... ... ... .. ... . ... 48

5.3 Applications aux équations de Navier-Stokes . . . . . . ... ... ... ... 49

5.3.1 Phase linéaire . . . . . . . ... Lo Lo 50

5.3.2 Phase non linéaire . . . . . . . ... Lo oL L Lo 51

6 Conclusion 54

7 Remerciement 54

RR n"° 2712



Résolution de l’équation de Poisson sur des maillages étirés par une méthode multigrille 1

1 Introduction

On distingue dans I’écoulement de I'air autour d’une aile d’avion deux zones typiques. La
zone éloignée de la paroi de I’aile ot les forces de frottement sont négligeables et ’écoulement
est considéré comme essentiellement non visqueux. Et la zone prés de la paroi ou se situe la
couche laminaire de trés faible épaisseur ainsi que des phénomeénes complexes liés notamment
a la turbulence. On adopte en général une modélisation de la turbulence autorisant un calcul
sur des maillages fins et étirés suivant la seule direction tangente a la paroi.

La résolution numérique de ces écoulements compressibles vers un état stationnaire est
souvent & convergence lente et trés couteuse. Pour accélérer la vitesse de convergence plu-
sieurs méthodes peuvent étre utilisées. La technique employée dans ce rapport est basée
sur une approche multigrille développée pour résoudre les équations d’Euler ([1],[8]). Son
extension aux termes diffusifs s’avere trés efficace sur des maillages non structurés et iso-
tropes [1]. La génération automatique des grilles grossiéres est obtenue par agglomération
des cellules du maillage fin ([1],[6]). Toutefois cette méthode nécessite des aménagements
pour s’appliquer & des maillages présentant de forts étirements [2].

Des résultats ont été publiés dans cette direction par Mavriplis et Venkatakrishnan [14]
pour résoudre les équations de Navier-Stokes en deux dimensions avec un modéle de turbu-
lence & une équation de Spalart et Allmaras. Une extension en trois dimensions a été amorcée
pour résoudre les équations d’Euler [12] et celles de Navier-Stokes [13] sur des maillages non
structurés et isotropes. En maillage structuré, l'utilisation d’une méthode multigrille & partir
d’un semi-déraffinement a été présentée par Radespiel sur les équations de Navier-Stokes en
deux dimensions [9]. L’utilisation de la méthode multigrille algébrique sur des maillages non
structurés fortements anisotropiques a été étudiée par Vanek [15] sur I’équation elliptique.
Morano, Mavriplis et Venkatakrishnan ont congu un algorithme de semi-déraffinement de tri-
angulations [22]. Ce déraffinement lié & la discrétisation de 1’équation de Poisson est appliqué
4 des maillages non structurés et étirés.

Cette étude est le prolongement d’un travail effectué par Koobus [1] sur des maillages non
structurés pour la résolution de I’équation de Poisson par la méthode multigrille de type vo-
lumes finis agglomérés. L utilisation de cette méthode sur des maillages isotropes a donné de
bons résultats. En revanche, 'utilisation de maillages étirés diminue sa performance. L’objet
de notre étude consiste a élaborer un algorithme permettant la construction automatique des
grilles grossiéres par déraffinement directionnelle. Cet algorithme est appliqué par la suite &
I’équation de Poisson et aux équations de Navier-Stokes.

La suite de ce rapport est divisée en quatre parties. Dans la partie 2, on présente I'intérét
du semi-déraffinement et ses conséquences sur l’application d’un carré unité (inconsistance,
optimisation du paramétre de relaxation). La partie 3 traite de la discrétisation de 1’équa-
tion d’advection-diffusion sur un maillage initial quelconque. On présente dans la quatriéme
partie la génération automatique des grilles grossiéres du maillage fin par agglomération
directionnelle et propose un facteur de correction matriciel pour ’approche de la consis-
tance des schémas numériques sur ces grilles. On montre dans la partie 5 des applications
numériques a I’équation de Poisson et aux équations de Navier-Stokes.

RR n” 2712



2 Jérome FRANCESCATTO

2 Semi-déraffinement

L’objet de ce paragraphe est de présenter, a travers ’étude d’un modele simple et d'un
maillage cartésien, 'intérét du semi-déraffinement et ses conséquences.

2.1 Motivation du semi-déraffinement

On considére ’équation de Poisson sur un carré unité avec des conditions aux limites de
type Dirichlet imposées aux bords du domaine, soit :

—Au=1, sur Q=][0,1] x [0,1] (1)
u |[‘: O, I' =09Q.

Une méthode de différences finies est utilisée pour résoudre cette équation. Le domaine
d’é¢tude ) est discrétisé suivant le choix de deux entiers n, et n, représentants le nombre de
degrés de liberté respectivement suivant Oz et Oy. La numérotation des sommets est dirigée
suivant Oy. Les pas de ce maillage suivant Oz et Oy sont:

1 1
h, = et h, =

n, + 1

et les coordonnées de chaque sommet & sont :

ar, = (zi,y;) = (thy, jhy) pour (i,j) € [0,n, +1] x [0,n, +1] et k=1i(n, +2)+j+1.
La discrétisation de 1’équation (1) sur ce maillage s’écrit :

Uity = 2Wij + Uip1y  Uig—1 = i+ i

(he)? (hy)? (2)

Up,j = Un,+1,j = Ui0 = Uim,+1 = 0

pour j € [1,---,n,] et ¢ € [1,---,n,]. Les inconnues u,; sont destinées & approcher le
mieux possible les valeurs de la solution exacte aux points du maillage. On souhaite avoir
u;j =~ u(ay). Le schéma (2) est consistant et précis a l'ordre 2 pour approximation du
probléme continu.

Pour montrer I'intérét du semi-déraffinement, on s’intéresse a la résolution du schéma (2)
par une méthode multigrille & deux niveaux. Soit G}, la discrétisation uniforme du carré unité
2 et Gy la discrétisation plus grossiére telle que:

Gy, = {(z1,y;) € Q tq m; = ihy, y; = jhy} (3)
et
Gr ={(zi,y;) € Q tq ;i = 2ih,, y; = 2jh,}.

Le systéme matriciel de (2) sur G}, s’écrit :

Avut = ph (4)

INRIA



Résolution de l’équation de Poisson sur des maillages étirés par une méthode multigrille 3

ot Ut = (Uk, UL, ... UL, ... UM )T

NNy
De méme sur la grille Gg :

ARUT = fH. (5)

Soit I'opérateur de prolongement I% définit de Gy vers Gj, et 'opérateur de restriction
IF définit de Gy, vers Gy.

Le cycle multigrille consiste & appliquer une ou quelques itérations d’un schéma de re-

laxation (Jacobi, Gauss-Seidel) sur le systéme matriciel (4), suivies d’une correction de grille
grossiére ; on opére un transfert sur Gy de 1’équation du résidu:

Al = [T (fh — Al (6)

ot u® est la solution relaxée sur la grille GJ,.
Le calcul exact de la solution du systéme (6) suivi de son transfert par I% donne une solution
corrigée de u® notée u®_ :

new *

ul u + Ilhet. (7)

new ~

Soit,

ub = Lt + [I’; (AH)_I I,{I (fh — Ahuh)

new

ou I, dénote 'opérateur identité sur Gy,
En posant e® = U" — u" on obtient:

et = K"e" (8)

new

avec

K" =1, - I (A7) 17 A", (9)

La fonction de la grille Gy est de permettre le lissage de toutes les basses fréquences
de l’erreur provenant de la maillage fin GG. Les hautes fréquences sont supposées avoir été
lissées par le schéma de relaxation sur Gy,. Finalement un cycle bigrille idéal se décompose
en deux phases:

¢ La phase grille fine:
Lissage des hautes fréquences de ’erreur de la solution du systéme (4) par le schéma
de relaxation et restriction du résidu sur la grille Gg.

e La phase grille grossiére:

Calcul de la correction a ajouter a la solution de la phase grille fine donnée par 1’équa-
tion (8).

RR n” 2712



4 Jérome FRANCESCATTO

Définition 2.1 Soit Ma, . une grille structurée paramétrée par € = 2—;’. On dira que

Mnaq ny est isotrope (respectivement anisotrope) si et seulement si € est proche de 1 (res-
pectivement loin de 1).

Comme ’a montré récemment Koobus [1], cette méthode par déraffinement isotrope
donne de bons résultats pour des maillages isotrope. Par contre, elle se détériore lors de
l'utilisation de maillages étirés (anisotropes).

Pour remédier a ce probléme plusieurs traitements peuvent étre envisagés:

¢ Dans la phase grille fine:

Il consiste & modifier la méthode de relaxation afin de lisser les hautes fréquences de
maniére parfaite dans la direction perpendiculaire a I’étirement. Ceci peut étre effectué,
par exemple, en utilisant la méthode de Gauss-Seidel par lignes dont chaque noeud du
maillage est pris en compte par une ligne et une seule ([16] [17]).

¢ Dans la phase grille grossiére :

Il consiste a reprendre sur la grille grossiére, dans le cas oul la phase précédente n’a pas
été modifiée, les hautes fréquences mal lissées sur la grille fine. Ceci peut étre effectué,
par exemple, en déraffinant uniquement suivant Oz quand seule les fréquences suivant
Oy sont lissées et pas celles suivant Oz.

Dans ce rapport, on étudie ’amélioration de la phase grille grossiére par un déraffinement
directionnel automatique. Les figures 1 et 2 montrent les deux types de déraffinement suivant
le maillage initial.

Max,ay M2 ax2 Ay

Figure 1 — Déraffinement suivant Oz et Oy (isotrope)

INRIA



Résolution de l’équation de Poisson sur des maillages étirés par une méthode multigrille 5

Max,ay Max2ay

Figure 2 — Déraffinement suivant Oy (anisotrope)

2.2 Semi-déraffinement algébrique

Le déraffinement algébrique consiste a générer une série finie de grilles grossiéres construites
par agglomération des cellules de contrdle (voir figure 3) de la grille fine. Les cellules sont
formées & partir des médianes des triangles. A chaque sommet A4;, 7 = 1,---,ns (ns est
le nombre total de noeuds du maillage), on associe une cellule C; construite en joignant
successivement les centres de gravité des triangles contenant le noeud A; et les milieux des
segments issus de A;.

noeud A i

Volume de controle
(ou cellule) Ci

Figure 3 — Construction d’une cellule de contréle

La discrétisation du Laplacien sur la grille fine est obtenue par la méthode des éléments
finis. Du fait de I’absence de triangles sur les grilles grossiéres, on effectue une approximation
de 'opérateur Laplacien sur chacune de ces grilles par une méthode de type Galerkin. Ceci
revient a définir, par I'intermédiaire du déraffinement, deux opérateurs de transfert d’ordre 1:

e Opérateur de prolongement (P):

Il est défini de Gy vers GG}, par une injection naturelle:

Pull =u" avec v € Gy et u* € Gy,

RR n”° 2712



6 Jéréome FRANCESCATTO

e Opérateur de restriction (R):

Il est défini de G}, vers Gg. Cet opérateur est l'adjoint de 'opérateur de prolonge-
ment P:

R =P~

La matrice et le second membre du systéme linéaire (5) de la grille Gy sont donnés par:

Le schéma (5) est cependant inconsistant par rapport au probléme continu car:

{ A" — pAMP

lim (A%) 717 £ w

ol u est la solution exacte du probléme (1).

Une explication a ceci est fournie par 'analyse de la précision des transferts. D’aprés
Hackbusch [18], la condition nécessaire pour assurer une bonne efficacité bigrille est donnée
par:

mp+mp >m (11)

ol mp et mp sont respectivement l’'ordre de précision de R et P, et m le degré de I’équation
aux dérivées partielles a résoudre. L’opérateur de I’équation de Poisson étant de degré 2
et I'ordre des opérateurs de transfert de degré 1, l'inégalité (11) n’est pas vérifiée. Pour
corriger cette inconsistance, une méthode consiste & appliquer aux termes de la matrice A
un coefficient mutiplicatif k. Ce coeflicient est déterminé a partir au systéme (1) en une
dimension et en comparant la solution numérique et la solution exacte.

L’équation (1) en 1-D s’écrit:

—u'(z) =1 ,z € [0,1]
u(0) = u(1) = 0.
La solution exacte de ce systéme est:
(13)

On considére deux discrétisations différentes de l'intervalle [0,1] dont 1'une est deux fois
plus grossiére.

e Grille fine:

A partir de la discrétisation de l'intervalle [0,1] constitué de N + 1 intervalles avec
N = 2% — 1, le schéma numérique du probléme (12) s’écrit :

INRIA



Résolution de l’équation de Poisson sur des maillages étirés par une méthode multigrille 7

i—1— 2U; + Uy . 1
_tin hz+u+1:1, 1 ,o+,N; avec h= ——. (14)

La solution exacte du systéme (14) est:

kh(1 — kh
uk:¥, k:(),...N_|_1.

D’ott
}LLI% uy = u(x).

Le schéma (14) est donc consistant au probléme (12).

¢ Grille grossiére:

On considére maintenant l'intervalle [0,1] constitué de N’ + 1 intervalles avec N' =
2k=1 — 1. Le systéme linéaire construit & partir du schéma (14) et des opérateurs R et
P s’écrit :

Uii1 = 2U; + Ui :
— = t—92 i=1,---,N" (15)

La solution exacte du systéme (15) est:

KH(1 - kH)

1
U= - x
D) 2

k=0,---,N' +1, avec H = 2h.

D’ou:

. 1
Il-.rlino Up = 3 % u(z).
Le schéma (15) est donc inconsistant au probléme (12).

On voit facilement que la multiplication du membre de gauche du systéme (15) par k = %
permet & Uy, de converger vers la solution exacte (13) du probléme continue (12).

On revient maintenant au probléme (1) afin de déterminer les coefficients multiplicatifs
suivant les directions de déraffinement utilisées. On utilise la grille fine G}, décrite dans
lexpression de (3).

Soit les matrices A" et A™ constituant le systéme linéaire sur cette grille obtenue par la
méthode des éléments finis. Ainsi le systéme (4) devient :

1
<—Ahx + eAhy> ut = fh
€

RR n” 2712



8 Jéréome FRANCESCATTO

ol

hy : yras

® = h_ : coeflicient d’étirement
T
h h

L (u y Ugy a"')unzny)

_ ot h = hyh
b - f17f')7"'7 L7'”7fnxny aVGsz- — liglty

h,
o Ali = Al =2
h h
[ ] Azf‘i‘n _Ah :Ab’z+1:Ay7 :_1.

10— Ty 2,0—1

On considére maintenant la grille grossiére Gy construite par déraffinement de G, (Gg C Gy):

GH = {(wz,y]) €G tq T; = ZHZ? Y; :]Hy}

ol

1
H, = t H
Nz+1e v = N, +1

Le type de déraffinement utilisé est contr6lé suivant les valeurs de n, et n, représentant
le nombre de degrés de liberté respectivement suivant Oz et Oy. Le systéme linéaire sur Gy
construit par les opérateurs de transfert R et P s’écrit sous la forme suivante:

1
(LA™ +eA™ )t = f7
€
ou

A = RAh=p AHy = RAMP,

T
H H H H
U = <u1 ,u2 7-..7uNzNy) 9

H H H H g \T
f :(fl7f27"'7f]7"'7szNy) .

On distingue 3 cas:

ler cas (n, =n, =n):

Dans la mesure ou G}, est uniforme (h, = h h) et oil le déraffinement s’effectue dans les
deux directions Oz et Oy, on a N, = N, = *5* (H, = H, = 2h). D’oti:

° f;{:HwHy:Zth? I'e [177N1N"J]

H,  +Hy
° AIj = AI,I =4

INRIA
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H, _ AH: _ AHy _ AHy —
d AI,I—{—Ny = ALI—Ny = AI,I+1 = AI,I—I = —2.
La comparaison de ce systéme avec le schéma consistant montre qu’il suffit de multiplier

les coefficients de la matrice A”+ par un facteur de correction k, et A®v par k, pour le rendre
consistant.

1 1
(—szHx + ekyAHy) u = f7 avec k, =k, = o
€

2iéme cas (n, < ny):

Du fait de I’étirement des cellules suivant Oz (h, > h,), on effectue un déraffinement seule-
ment dans la direction Oy. On a donc N, = n, et N, = nJTfl (Hy, = h, et H, = 2h,).
D’oi:

o ff =H,H,=2h,h,, T€]l,-+,N,N,
o Al=2 Aflv=14

H, _ AH, _ H, _ 4H, _
. AI,I+N,, = AI,IfNy =-1 et AI,I+1 = AI,171 = —2.

Les valeurs de k, et k, sont donc:

1
kz:]_ et ky:§

3ieéme cas (n, > n,):

Inversement, le déraffinement de G}, dans la direction Oz entraine N, = "12_1 et N, = n,
(H, = 2h, et H, = hy). On a donc:

1
ky = —
2

Définition 2.2 On appelle facteur de correction suivant Oz noté k, (respectivement suivant

Oy noté k, ), le coefficient appliqué & la matrice A%= (respectivement AHv) pour restaurer
la consistance du systéme sur Gg.

Lemme 2.1 Sur un maillage cartésien et orthogonal, les valeurs k, et k, corrigeant la
consistance du schéma sur Gg sont:

e cas isotrope:

RR n”° 2712



10 Jérome FRANCESCATTO

e cas anisotrope:

— étirement suivant Oz :

— étirement suwivant Oy :

2.3 Analyse du lisseur

La convergence de I'algorithme multigrille dépend fortement de la méthode de relaxation
(lisseur) utilisée. Nous avons choisi les méthodes itératives standard de Gauss-Seidel et Jacobi
paramétrées pour leur propriété de bons lisseurs hautes fréquences. Une analyse numérique
des modes locales de Fourier [21] sur I’équation de Poisson est effectuée afin de déterminer
le parametre de relaxation (w,,;) permettant d’obtenir une vitesse de convergence optimum.

Soit G}, la grille décrite dans I’expression (3) paramétrée par € = Z—I et A = A" la matrice
Yy
du systeme linéaire sur G, de dimension n, X n,, telle que:
1 1
A= AY + AY
(ha)? (hy)?
ol
Azi = Ailz =2,
Aiz,i—l—ny = Aiz,i—ny = A?,i+1 = Ai{i_l = -1
La méthode itérative pour la résolution du systéme linéaire Au = f est obtenue par la
décomposition de la matrice sous la forme A = M — N. D’ou:
u*™ = Bu* + C (16)
avec B=M"INet C = M~1f.
En posant e**! = 4*™! — y* le systéme (16) devient:
e*t = Be®. (17)

A partir de la décomposition A = D — E — F ou D, F et F sont respectivement la diagonale,
la partie triangulaire strictement inférieure et la partie triangulaire strictement supérieure,
on en déduit les deux méthodes de relaxation suivantes:

INRIA



Résolution de l’équation de Poisson sur des maillages étirés par une méthode multigrille 11

thode de Gauss-Seidel :

(5-)

N = (2D +F)

B=(2-E)" (D +F).

w

e Méthode de Jacobi:
M=2

N=D_ 4
B=1I1;—wD A

o Mé

M =

L’introduction dans 1’équation (17) des modes de Fourier s’écrivant sous la forme:

ec-“» =& eXPZ(z9k+Jt91)

ol

(0’" = khl'"gl = lhy) €0 = [—’/T,’/T] X [_/’Tvﬂ'] et 1.2 = _17
permet d’obtenir ’équation des coeflicients é€f; :

ra+l . ~CY
€x - = 9(0r, 01, w;€) €

ou e € R, w € [0,1] et g le module d’amplification appartenant a C'.
Le critere de stabilité pour la résolution numérique est établi sur la condition stricte de Von
Neumann:

19 (0k,01) | <1 V(61,0) €O.

L’erreur est décomposée en une somme de hautes fréquences ©; et basses fréquences ©.
Suivant le type de déraffinement de (G, les domaines ©, et ©, sont représentés sur les figures
4 et 5. Le lisseur doit étre optimisé pour atténuer optimalement toutes les hautes fréquences
de l'erreur provenant du maillage fin. Pour € donné, la détermination du parametre w,y
(tableau 1 et 2) s’effectue a partir du probléme classique du min-max:

€ o - i 0,.0 : .
g (w pt) mjn (61,1;1;6??@?1 |g( k, UL, W; 6) |

RR n” 2712
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9 9
L1 m
HAUTES HAUTES
il I
2 2
BASSES BASSES
= & 8
n 5 v n n n
_o s
2 ——
- -
Figure 4 — Répartition des hautes Figure 5 — Répartition des hautes
et basses fréquences aprés un déraf- et basses fréquences aprés un déraf-
finement isotrope. finement suivant Oy.

e Méthode de Jacobi:

w
9Ok, 0, w;e) =1 —w+ ) (cos (6;) + e*cos (HL)) .

Déraf. isotrope || Déraf. anisotrope
€ Wopt Ge Wopt Ge

1. 0.80 0.60 0.80 0.60
0.5 0.91 0.82 0.71 0.43
101 ][ 0.99 0.99 0.67 0.34
102 | 1.00 1.00 0.66 0.33
107=° | 1.00 1.00 0.66 0.33

Table 1 — Parametre de relaxation optimum et facteur de réduction pour la méthode de
Jacobi, suivant € et le type de déraffinement employé.

¢ Méthode de Gauss-Seidel :

g (ekaelaw; 6) = @
g1

ol

INRIA
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g=1—-w+ [expée’ +é expw’*‘ ]

(1+¢€?)

g1 = [exp_w’ +é? exp_ie"] .

1+ )

Déraf.isotrope || Déraf. anisotrope
€ Wopt Je Wopt Je

1. 1.00 0.50 1.00 0.50
0.5 1.00 0.68 0.88 0.44
1071 | 1.00 0.98 0.83 0.41
10 ° [ 1.00 | 1.00 | 0.83 0.41
1075 || 1.00 1.00 0.83 0.41

Table 2 — Paramétre de relaxation optimum et facteur de réduction pour la méthode de
Gauss-Seidel, suivant € et le type de déraffinement employé.

Finalement le paramétre de relaxation w,, varie, pour les deux méthodes itératives,
suivant la valeur de e.
e Déraffinement isotrope:

Le facteur de réduction g. est optimum pour € = 1 et tend vers 1 dés que € < 1. Dans
le cas de maillages étirés, le déraffinement isotrope est mal adapté.

Pour les deux méthodes de relaxation, on a:

0.60 < g. < 1.00 Ve

¢ Déraffinement anisotrope :

Pour € quelconque dans |0, 1], ces méthodes restent de bons lisseurs:

— Méthode de Jacobi:

0.33 < g. <0.60
— Méthode de Gauss-Seidel :

0.41 < g. < 0.50

En conclusion le meilleur facteur de réduction pour les deux méthodes itératives est ob-
tenu quand le semi-déraffinement est utilisé. Si le cotlit du transfert est négligé, la complexité
arithmétique pour un V-cycle avec un balayage de Jacobi sur chaque niveau est de 4 par
sommet pour le déraffinement isotrope et de 6 pour I’anisotrope [8]. Dans ce cas, la com-
plexité totale minimum pour décroitre I’erreur d’une décade sur un maillage isotrope est de
18.00 par sommet et sur un maillage fortement anisotrope de 12.46.

RR n”° 2712
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3 Schémas numériques de I’équation advection-diffusion

On se propose de discrétiser sur Q C JR? le systéme suivant :

{ —eAu+V.(Vu)=1, VER? ue R

- (18)

I' étant la frontiére du domaine 2 et V' un vecteur vitesse de propagation.

3.1 Systéme linéaire grille fine

La méthode utilisée pour discrétiser les équations (18) est une méthode mixte volumes
finis et éléments finis. Le probléme continu (18) est approché par un probléme discret en
utilisant la formulation variationnelle suivante: on cherche u € H}(Q2) tel que:

a(u,¥) =1(¥) pour tous ¥ € Hj ()

a(u,y) = / /Q (—eAu+ V. (Vu)) ¢ dedy
et
(W)= [ [ o dody.

Le domaine d’étude €2 est approché par des polygones. La discrétisation spatiale repose sur
une triangulation 75, du domaine €2,

nt

G%=UT, Tyen=1{T, i=1,---,nt} .
j=1
On associe & Qj, une partition duale, constituée de cellules de contréle (voir figure 3):

Qh:UCz

i=1
Posons V! = {9 continue, lineaire par morceau, tq ¢ |p= 0}, Iespace des fonctions inclues
dans H{ (Q4). Soit la suite {1;}, constituant une base de I’espace V.

Formulation variationnelle :

Trouver u € V" tel que pour tous ¢; € V" on ait:

//ﬂh (—eAu + V. (Vu)) 9, dedy = /]Qh P; dxdy. (19)

INRIA
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Soit .S; le support de la fonction teste 7;. La formulation mixte se traduit par le choix
des fonctions testes 1); suivant les termes intégrés:

e Pour le terme de diffusion, on utilise une formulation éléments finis, dont la fonction
teste est une fonction de base P; du sommet q; :

vi=pi, Si= U T,

T,a; €T

e Pour le terme d’advection et le terme du second membre, on utilise une formulation vo-
lumes finis, dont la fonction test est la fonction caractéristique de la cellule de contréle :

Yi=x(Ci) , Si=C;.
L’équation (19) s’écrit alors:

—e// Auyp; dedy + // ) dady = // ) dzdy. (20)

T €T

En utilisant 'intégration de Green, I’équation (20) est approchée par:

= {Z aire (T) u; V. V(p@] + > / wV. 7, dé = aire(C;) (21)
Tya, €T Ijaa]'ET J JEK(2) 8Ci;

/

'

diﬁ.l‘lrSiOIl advection
ou (voir figure 6):
e K (i) ’ensemble des sommets voisins du noeud a;,
o 9C;; = 0C; N 9C; = [Ghij, 1] U [1ij, G35,
° W,ij = 71 + Ty est la normale extérieure a 0C;;.
Le terme advectif avec V' constant dans tout le domaine 2, s’exprime sous la forme suivante :
/ u VWZ] dé = Qi ( 92']' u; + (1 — 92]) Uy )
6C;;
ol

8Ci;

0.

i j ( sign (i) + 1).

N =

Finalement pour € et V donnés, on obtient un systéme matriciel dont la matrice est
tridiagonale. Les méthodes les plus classiques pour résoudre ce type de systéme sont les
méthodes directes telle que la méthode de Gauss et les méthodes itératives. En général les
équations que 'on résout sont complexes (équations de Navier-Stokes). Dans ce cas, seule
les méthodes itératives peuvent étre utilisées.

RR n"° 2712
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Goij
ko8
. Lij .
1@ ® ]
o
G

Figure 6 — Portion d’intégration entre deuz cellules

3.2 Systéme linéaire grilles grossiéres

L’élaboration d’'un schéma numérique, sur une grille grossiére, repose sur une approxi-

mation par la méthode de type Galerkin.
On considére G* la grille du niveau k& dont le recouvrement est constitué de cellules
agglomérées de la grille fine G'. Le systéme linéaire de 1’équation (1) sur la grille G¥ s’écrit :
AFyF = fF, (22)

L’ensemble des indices ¢ des ny, cellules sur G* est noté:
Ik: {]_,"',i,“‘,ﬂk}-

On définit (I;)
de la grille G* pour la construction de la grille grossiere G*™! | telle que ; N I; = @ (i # j)

» la suite des sous-ensembles contenant les numéros des cellules emboitées

i:l,nk

F=LULU---UlL,,, €’ <n.

De méme, ’ensemble des indices i des n;1 cellules de la grille grossiére G*+1 est:

Ik+1 ::{17"'7ia"'7nk+1}-

La cellule de la grille G**! est alors définie par:

cit = ¢
JEL
Ainsi, deux opérateurs de transfert peuvent étre déterminés: R 'opérateur de restriction
pour le transfert du résidu de la grille G & la grille GF*! et P I'opérateur de prolongement
pour l'interpolation de la solution de G*+! vers G*. Ces opérateurs sont adjoints I'un de
I'autre.

INRIA
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La définition de I'opérateur d’injection naturelle R est déduite du déraffinement de G* par:

R:(Rij)i]’, ’iEIk+1 et ]EIk

avec

0 sinon.

Rij:{l si j €I

A partir du systéme linéaire (22) sur G*, la définition du systéme sur G¥*! s’écrit :

ou:

AMY = RAFP et fE1 = RfF.

Remarque: Les opérateurs de transfert R et P sont du premier ordre en espace. Ce manque
de précision se répercute dans la construction des schémas numériques sur les niveaux gros-
siers.

4 Générations des grilles grossiéres

Le but est d’obtenir plusieurs niveaux de grille par emboitement d’un certain nombre
de cellules voisines appartenant a la grille précédente. Plusieurs techniques d’agglomération
peuvent étre envisagées. Dans ce paragraphe deux algorithmes sont définis:

¢ Algorithme isotrope:

Il s’agit d'un déraffinement suivant les deux directions principales du maillage.

¢ Algorithme anisotrope:

Il repose sur certains critéres. Son utilisation nous permet un déraffinement suivant des
directions privilégiées.

4.1 Agglomération isotrope

Cette technique a été développée a 'INRIA [6]. Son algorithme, simple et peu coiiteux,
nécessite seulement 1'utilisation d’un maillage initial. A partir de la grille fine G*, on obtient
une série finie de grilles emboitées:

G'oG*>...0G" > ... > GNme,

La génération de la grille grossiére G¥*! s’effectue & partir de la grille G* de la maniére
suivante :

RR n” 2712
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Algorithme isotrope:

(I) Faire une boucle sur les cellules C¥ (i = 1,n;) de la grille G*

o Si CF appartient a une cellule grossiére de G**1 déja construite Alors
Aller & (1)

e Sinon on construit une nouvelle cellule grossiére de G**1, en agglomérant la cellule C*
avec toutes ces cellules voisines CJIc qut n’ont pas encore été emboitées.

-~ CELLULE GROSSIERE
— CELLULEFINE

Figure 7 — Agglomération isotrope
Remarque: L’'implémentation de cette méthode est simple mais le rapport de forme des

cellules n’est pas pris en compte.

4.2 Agglomération anisotrope

Cette technique plus complexe repose sur une prise en compte de ’aspect des cellules. on
utilise comme outil de base la discrétisation en éléments finis de ’équation de Poisson sur la
grille fine. Soit le systéme linéaire (22) consistant sur G*. Posons I* I’ensemble des indices i
des cellules sur G* et gF les coordonnées du barycentre de la cellule CF.

Définition 4.1 A chaque cellule C¥ de la grille G*, on définit I’ensemble des cellules voisines
C* par:
j

NF={jer* af#0}.
La distance entre deux sommets i et j € N notée d(i, j) est comprise entre:
min d(7,7) < d(i,7) < maxd(i, 7).

JjENF JENF

A partir de I’équivalence :

INRIA
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on peut formuler la définition suivante:

Définition 4.2 On dit que i est en forte connection avec j si:

|A | > e max|A l, €1 €]0,1].
pGNz

On pose S¥ 'ensemble des sommets j € I* qui sont en forte connection avec 1.

L’invariance de I’équation de Poisson par rotation permet d’effectuer, pour chaque sommet,
une rotation du repére euclidien. Ce changement d’axes, permet d’estimer un vecteur V.. Le
rapport des composantes de ce vecteur renseigne sur ’aspect de la future cellule grossiére
CF*! et la direction d’agglomeratlon Soﬂ: (Oz, Oy) les axes du repére dans la base euclidien

€1, €3) et (O&,0n) dans la base Eg associé A la cellule C’k Le vecteur E est dans la
’ , UM 1

direction de la plus forte connection et Eg est pris perpendiculaire a E:’l

La nouvelle base (E;’{, E%) est déterminée par l'indice de la plus forte connection jy ( figure 8 ) :

2
1
Vie I*, Jjo € S¥ tel que Af _max|A’” | ~ (—))

laplusforte connection du noeud i

—_—
e Eq
4 2 —_—
- 2 L)

e

[

Figure 8 — Changement de base associé au noeud @

alors

R k gk i _
Ei _ 9; g]o _ ( COS (00) ) _ (Rf) le_i

lgkgh |\ —sin (%)
et
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On en déduit la matrice de rotation R¥ d’angle 0 associée a la cellule CF :
Rt _ [ cos (0)) —sin(6))
¢ 7\ sin(6)) cos(6y) )

Le vecteur V; dans la base (Ei, Eé) est déterminé de la fagon suivante:

b oo
17 . < Vif ) . ( Ejesf |gégj'E1| )
i = n | = Iy =T
Vi Ejesf |9§9j-E§|
On pose L;, le rapport de ces composantes:
Ve
lﬁ == ! .
‘/i??

A partir de toutes ces considérations on est en mesure de construire la grille G par
agglomération isotrope ou anisotrope des cellules de G* :

Algorithme anisotrope:

(1) Faire une boucle sur les cellules C¥ de la grille G* :

o Si CF a déja été agglomérée pour la construction d’une cellule grossiére de G¥*1 Alors

Aller a (1)

e Sinon
— Calcul de N}, les indices des cellules voisines
— Calcul de S¥, les indices j € NF qui sont en fortes connections avec i

— Calcul du vecteur V; et de son rapport L;

- Si L; =~ 1. Alors agglomération suivant £ et n:

Citt= |J CF (restante)

jeNF u{i}
— Sinon  agglomération des cellules suivant £ oun (voir figure 9) :

citt= U C’]’-c (restante).

jes; u i}
On obtient ainsi la grille
NE41
k k
G = U CI+1, N1 < N
=1

On calcule par la méme occasion le barycentre de chaque cellule grossiére en effectuant
une somme pondérée sur toutes les cellules agglomérées. L’initialisation du barycentre sur la
grille fine est donnée par les coordonnées des sommets.

INRIA
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=== ====7|r====-=-=-=-"
1!

AGGL. SUIVANT (Oy) AGGL. SUIVANT (Ox)

Figure 9 — Semi-déraffinements

4.3 Facteur de correction

Soit une grille grossiére G* et sa suite des fonctions de base associée {gof} construite

1=1,--np
par la méthode de Galerkin. Pour des raisons de consistance évoquées section 2.1, on est

amené & appliquer & chaque gradient de la fonction de base ¢! une matrice de correction
symétrique :
e Algorithme isotrope:

Les coefficients de la matrice diagonale de correction K,, pour des maillages structurés
sont donnés par le Lemme 2.2. Dans le cas général, la correction du gradient ¥ s’écrit :

(V1) = K

avec

Kmy:<kf 0 ) k,,:@:ﬁ(N_l)

0 k&, 2N -1
ol N est I’évaluation du nombre de points dans les d directions (d étant la dimension
d’espace). Le caractere isotrope du déraffinement permet d’approcher cette valeur par
N = ¢np_1 (ng_1 est le nombre de cellules sur G*~1) [1].
¢ Algorithme anisotrope:
La correction du gradient de la fonction de base ¥ dans le repére euclidien s’écrit :

(Vo) =K., Vek

cor
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ol

K, = (R (k) (RY) .

La matrice diagonale de correction associée a la cellules CF dans le repére (O¢, On)

s’écrit :
) ki 0
1 3
Kfﬂ‘< 0 k)

ol ké et k% sont les facteurs de correction appliqués respectivement suivant O et On
dont leurs valeurs sont données par le Lemme 2.1.

4.4 Exemples d’agglomérations

4.4.1

Ces deux algorithmes de déraffinement ont été testés sur plusieurs types de maillages.

Maillages structurés

Les algorithmes isotrope et anisotrope présentés dans les section 4.1 et 4.2 sont appliqués

sur des maillages du carré unité:

¢ Maillage isotrope:

Ce maillage est constitué de 41 points dans la direction Oz et Oy et incliné d’un angle
de % par rapport a 'axe Oz (voir figure 10). Les deux algorithmes donnent les mémes
résultats (voir les figures de 11 a 16).

Maillage anisotrope:

Ce maillage est identique au premier mais avec une progression géométrique suivant
l’axe des Oz (figure 17). Il est étiré dans les deux directions avec un rapport de maille
maximun de 100. Les résultats de ’algorithme isotrope sont présentés dans les figures
de 18 & 23 et ceux du déraffinement anisotrope dans les figures de 24 & 29.
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Figure 10 — Triangulation du maillage régulier 41 x 41 points.
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Application des algorithmes isotrope et anisotrope (résultats identiques)

441 cellules

Figure 12 - G5 :

1681 cellules

Figure 11 - Gy :

36 cellules

Figure 14 - Gy :

121 cellules

Figure 13 - G5 :

— Gg : 4 cellules

Figure 16

Gs : 9 cellules

Figure 15 -
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Figure 17 — Triangulation du maillage étiré 41 x 41 points
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Agglomération isotrope:

RN
\

Figure 19 — G5 : 441 cellules

1681 cellules

Figure 18 — Gy :

Gy : 36 cellules

Figure 21 -

121 cellules

—Gg.'

Figure 20

4 cellules

—G6:

Figure 23

9 cellules

—G5.'

Figure 22
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Agglomération anisotrope:

RN
\

761 cellules

*Gz.‘

Figure 25

1681 cellules

Figure 24 - G, :

123 cellules

—G4.'

Figure 27

321 cellules

—Gg.'

Figure 26

19 cellules

—G6:

Figure 29

58 cellules

—G5.'

Figure 28

2712
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4.4.2 Maillages plus complexes

Pour généraliser nos deux méthodes de déraffinement, on utilise deux profils d’aile d’avion :
un NACAO0012 isotrope et un RAE2822 anisotrope.

e Maillage isotrope:

Ce maillage autour d’un profil NACAQ012 est constitué de 3114 points et de 6056 tri-
angles (voir figure 30). Les deux algorithmes donnent des résultats trés voisins (figures
31 a 36).

¢ Maillage anisotrope:

Le profil RAE2822 a une forme géométrique plus complexe. Ce maillage considéré est
constitué de 3014 points et de 5800 triangles (figure 37). Les étirements sont présents
dans tout le domaine et dirigés dans les deux directions. Les résultats de l'algorithme
isotrope sont présentés dans les figures 38 a 42 et ceux du déraffinement anisotrope
dans les figures 43 a 48.
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Figure 30 — Triangulation du NACAQ0012 avec 311} points
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Application des algorithmes isotrope et anisotrope:

Figure 33 — G5 : 221 cellules

II
M*gup
ST AN
ALY,
R AN
s T
EFSRIE Al
fiaia el
S etV

e

g
PRUS T

<
A

Figure 34 — G4 : 66 cellules
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Figure 35 — G5 : 20 cellules Figure 36 — Gg : 7 cellules
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Figure 37 — Triangulation du RAFE2822 avec 3014 points
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Agglomeration isotrope:

=

0

0

§§§\‘
)

= —
=

I

I

;,/

Figure 40 — G3 : 198 cellules Figure 41 — G4 : 56 cellules

Figure 42 — G5 : 18 cellules
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Agglomération anisotrope:

!

¥\

\\\§§\\§§}~E e

¢

Figure 48 — Gg : 38 cellules

Figure 47 — G5 : 96 cellules
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5 Meéthode multigrille

Maintenant que la génération des grilles grossiéres et des schémas numériques respectifs
a été élaborée, la méthode multigrille peut étre utilisée.

Le principe de la méthode multigrille est d’estimer une correction de ’erreur de la solution
convergée aprés quelques relaxations sur la grille fine. Les schémas de relaxation itératives
classiques de Gauss-Seidel et Jacobi ont la propriété d’étre de bons lisseurs hautes fréquences.
Les basses fréquences qui n’ont pas été lissées sur la grille fine seront lissées sur les grilles
grossiéres.

5.1 Opérateurs de transfert

La variation du nombre de cellules d’une grille G* & une autre G**! conduit & la mise en
place de deux opérateurs de transfert Tp ™ et Tf iy

Soit la suite finie (G") . constituée des grilles emboitées:

G'OG*>...0G" > ... > GNme
avec
ng

¢t=\Jctf
=1

ol 1y, le nombre de cellules de la grille G*.
On définit sur la grille G*, I* ’ensemble des indices 7 des cellules et V* I’espace des fonctions
de base:

Ik:{]-,"',ig"'ank}a

VE={eh, i=1,,m )

Soit la suite de sous-ensemble (I;) contenant les numéros des cellules agglomérées

7;=1,1Lk+1
pour la construction de la grille plus grossiére G**! tel que I, N I; =@

I*=nLuLuU---UI

npsr QUEC Mgy < Ny

5.1.1 Opérateur de restriction

L’opérateur de restriction T,f 1 est défini de V* dans V1 il permet le transfert du
résidu du niveau k vers le niveau k + 1. Soit Res’ le résidu de la cellule C¥ appartenant a la
grille G*. La définition de I'opérateur de restriction 7} s’écrit de la maniére suivante :

T,f“ (Resk> = Reskt!
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avec
Reskt! = [T,fJrl (Resk>L = Z Res;”-" 1= 1,n.
JEL

Cet opérateur est utilisé dans la phase descendante de ’algorithme multigrille.

5.1.2 Opérateur d’interpolation

L’opérateur de prolongement T,f+1 est défini de V*! dans V¥, il permet d’interpoler
’estimation d’erreur de la solution (Er**!) d’une grille grossiére G**! vers une grille moins
grossiére G*. Cette interpolation correspond ici & une injection naturelle, définie par:

Tk, (BErFtY) = Brt

ol

V] € {L"'aia"'ank-‘rl}
et

Erf = Eri™ Vie I,

Cet opérateur est utilisé dans la phase montante de ’algorithme multigrille.

5.2 Applications numériques a I’équation de Poisson

Dans ce paragraphe, on se propose de montrer 'efficacité du semi-déraffinement appliqué
sur des maillages étirés pour la résolution de ’équation de Poisson par la méthode multigrille.
Pour cela on compare les convergences obtenues a partir de 1’algorithme isotrope et celles
obtenues par l’algorithme anisotrope sur plusieurs maillages: 5 maillages structurés et 2
maillages plus complexes.

L’équation de Poisson en 2-D s’écrit :

—Au=1, sur Qe R?
(24)
u |[*: 0, ' =09.

On se propose de résoudre le systéme (24) aprés discrétisation par 3 cycles différents:

¢ Bigrille idéal:

Il est composé de la grille fine et d’une grille plus grossiére. Le principe est de lisser
toutes les basses fréquences de la grille fine sur la grille grossiére (voir figure 3). Pour
cela, on résout complétement le systéme linéaire sur la grille grossiére avec un test
d’arrét sur la normalisation de I’erreur (convergence jusqu’a 1071%). Soit Res;s..(n) le
résidu normalisé obtenu aprés n relaxations défini par:
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Resiier(n) =

oil u" est la solution du systéme linéaire aprés n relaxations et u" la solution initiale
(initialisée & zéro sur les grilles grossiéres).

G (v relaz.) G (v, relaz.)

i T,

G*(co relaz.)

Figure 3: Cycle bigrille idéal: 14 =1 et 1, = 0.

e V-cycle:

Il est composé d’une phase descendante et d’'une phase montante avec un nombre fini
de grilles grossiéres ( k > 2 ). Sur chaque grille, on résoud le systéme linéaire aprés
un nombre fini de relaxations a. Le but est de lisser les basses fréquences de ’erreur a
partir des grilles grossiéres en effectuant trés peu de relaxations (en général a = 1, 2).

Figure 4: V-cycle (ng=4) G' D G? > G* D G*.
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e F-cycle:
C’est un cycle qui s’inspire de la méthode FMG (Full MultiGrid).

Gl

GS

G4
Figure 5: F-cycle (ng=4) G' D G? D G® D G*.

Pour chaque expérience numérique, le test d’arrét de notre solution est donné a partir du
résidu multigrille normalisé Res () (o est le a**™¢ cycles multigrilles).

Respun(a) =

oll u® est la solution obtenue aprés o cycles multigrilles, avec u’ = 0.

On dira que la solution a convergé si ce résidu est inférieur & 1076, La résolution des systémes
linéaires s’effectuent en utilisant la méthode itérative de Gauss-Seidel avec un paramétre de
relaxation égal & 1. En raison du manque de précision des opérateurs de transfert, le nombre
de relaxations effectuées pour la résolution du systéme linéaire sur chaque grille, lors de
I'utilisation du V-cycle et F-cycle, est de 2. Pour le cycle bigrille idéal, on effectue 2 + 2
relaxations (avant + aprés correction) pour la résolution du systéme linéaire de la grille fine.

Dans les tableaux ci-dessous, on notera par:

e BGI(v1,v;): la méthode bigrille idéale avec vy relaxations de Gauss-Seidel sur la grille
fine avant estimation de la correction et v, relaxations aprés estimation de la correction
(voir figure 3)

o V-cycle(vn,vs) et F-cycle(vi,va) : les méthodes multigrilles avec vy relaxations de
Gauss-Seidel sur chaque grille avant estimation de la correction et v, relaxations sur
chaque grille aprés estimation de la correction

® Qyyy: le nombre de cycles multigrilles que 1’on doit effectuer pour avoir un résidu

multigrille inférieur & 107"

® [inoy: le facteur de réduction moyen du résidu multigrille:

(Bmoy) = ") t(@conv)
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ol

I |t V%

p(cx)

[lur — w1
e nivx: le nombre de grilles grossiéres utilisé

e cplr: le nombre d’opérations effectué par sommet pour la résolution des systémes li-
néaires et le calcul des résidus (f — Au).

5.2.1 Maillage régulier

Le premier maillage correspond a la discrétisation du carré unité par un méme pas d’es-
pace suivant Oz et Oy. Il est constitué de 41 points dans les deux directions (figure 10).
Pour les deux algorithmes (anisotrope et isotrope) on obtient les mémes grilles grossiéres.
La seule différence réside dans ’application du facteur de correction. Le rapport du nombre
de cellules d’une grille & une autre est approximativement de 4.

e Multigrille sans facteur de correction:

Les résultats obtenus pour les deux algorithmes sont sensiblement les mémes (voir
tableau 3). Dans les deux cas, la convergence du bigrille idéal nécessite environ 1.5 fois
moins de cycles que la convergence du F-cycle et environ 3 fois moins de cycles que la
convergence du V-cycle. L’utilisation du F-cycle est plus efficace que le V-cycle d’une
part parce qu’il nécessite moins de cycles pour converger et d’autre part parce que sa
complexité totale est inférieure. Finalement, sans facteur de correction, le F-cycle est
le plus adapté.

Cycles Algo. Isotrope Algo. Anisotrope
NWT | fmoy | O | CPIT || NIVT | oy | a6 | cplT
BGI(2,2) 2 1051022 2 1051022

V-cycle(2,2) 5 | 0.800 | 63 | 385 5 10.800 | 64 | 392
F-cycle(2,2) 5 |0.668 | 36 | 272 5 |0.669 | 36 | 273

Table 3 — Résultats sans facteur de correction (maillage régulier)

e Multigrille avec facteur de correction:

La comparaison du tableau 4 avec le tableau 3 montre que le traitement de l'incon-
sistance de nos schémas numériques entraine une importante diminution du nombre
de cycles nécessaire & la convergence. Ce dernier devient & peu prés le méme quelque
soit ’algorithme et le type de cycle utilisé. Finalement dans ce cas, le V-cycle est plus
intéressant car il est moins complexe et tout aussi performant.
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Cycles Algo. Isotrope Algo. Anisotrope
NWT | fhmoy | O | CPIT || NIWT | fmoy | 6 | cplz
BGI(2,2) 2 1020210 | o© 2 10166 9 |
V-cycle(2,2) 5 10.227 | 11 | 67 5 10177 9 | 56
F-cycle(2,2) 5 [0.175 | 9 | 68 5 10159 | 9 | 70

Table 4 — Résultats avec facteur de correction (maillage régulier)

Le nombre de relaxations nécessaire pour la convergence du schéma monogrille est de
ag =cplr=2213. Ainsi le rapport d’efficacité (en terme de complexité arithmétique)
entre le schéma monogrille (1G) et le schéma multigrille (MG) pour ’équation de
Poisson est de:

1G

— =395
MG(V—cycle)

1G

— =316
MG(F—cycle)

La figure 49 compare une coupe de la solution sur la grille grossiére interpolée sur
la grille fine aprés un cycle bigrille idéal (avec et sans correction) avec la solution
totalement convergée sur la grille fine. On voit clairement que la solution sur la grille
grossiére sans facteur de correction est deux fois moins bonne qu’avec correction.

0.08 T T T
solution converge sur la grille fine —
_— grossiere avec correction ——-
0.07 //,/ sol . g s\l\ere sans correction ---
4 N
4 NS
Z N
// \\
0.06 ” N
/ N\
/ \
/ \
/ D\
/ \
0.05 7 \
/ \
—~ / \
[Te} // \Y
N \
°© 0.04 / \
~ /. \
\
5 / \
/ \
0.03 | / \
/ \
/ \
/ \
/ \
0.02 / \
/ \
/ \
/o, \
/o \
L/ \
0.01  // \
r \
/ \
0 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 49 — Solution grille fine et grossiére pour y=0.5 a partir de l’algorithme anisotrope
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¢ Indépendance de maillage:

L’indépendance du nombre de points du maillage est montrée sur trois maillages em-
boités (voir figure 50 et 51). On constate que les courbes de convergence ont les mémes
pentes (imoy =~ 0.18). Le nombre de cycles nécessaire pour la convergence est indé-
pendant du nombre de points du maillage. La figure 51 montre la convergence de la
méthode multigrille (F-cycle(2,2)) vers la méthode bigrille idéale (BGI(2,2)) quand le
nombre de grilles grossiéres utilisé est optimum.

Log(residus |ineaires nornalises)

T
21*21 points —
41*41 points ——-
81*81 points ---

le- 10
0

6 8
cycle bigrille ideal

L
10

Figure 50 — Indépendance de
maillage sur trois maillages emboi-
tés avec BGI(2,2) et w =1

5.2.2 Maillage étiré

Log(residus |ineaires normalises)

le- 10
0

T T
21*21 points (nivx=4) —
41*41 points (nivx=5) ——
81*81 points (nivx=6) ---

Figure

L
4

51 —

6 8
cycle du F-cycle

L L .
10 12 14

Indépendance de
maillage sur trois maillages emboi-
tés avec F-cycle(2,2) etw =1

Ce maillage est identique au précédant mais avec une progression géométrique suivant

laxe Oz (voir figure 17). Ceci permet d’avoir des mailles aplaties dans les deux directions
d’espaces. Ce maillage présente un rapport d’aspect maximum de 100.

¢ Multigrille sans facteur de correction:

En déraffinement isotrope, l'efficacité de la méthode multigrille se détériore. En re-
vanche, I'utilisation de 1’algorithme anisotrope permet d’obtenir de meilleurs résultats.

Clycles Algo. Isotrope Algo. Anisotrope
T | fmoy | O | CPIT || NIWT | fmoy | a6 | cplT
BGI(2,2) 2 1081770 | oo 2 10454 19| oo
V-cycle(2,2) 5 10.848 | 85 | 519 6 | 0.752 | 50 | 401
F-cycle(2,2) 5 |0.829 | 75 | 566 6 |0.615 |30 | 367

Table 5 — Résultats sans facteur de correction (maillage étiré)
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e Multigrille avec facteur de correction:

L’algorithme isotrope avec ’application du facteur de correction (&, k,) ne permet pas
de résoudre ce probléme ( voir tableau 6). Par contre, 'utilisation de I’agglomération
anisotrope des cellules réduit nettement le nombre de cycles nécessaire. De plus, on
constate que le nombre de cycles pour la convergence sur ce maillage est pratique-
ment le méme que celui nécessaire pour le maillage isotrope précédant, mais avec une
complexité un peu plus importante.

Cycles Algo. Isotrope Algo. Anisotrope
NWT | fhmoy | O | CPIT || NIWT | fhmoy | @6 | Cplz
BGI(2,2) 2 10796 | 62 | oo 2 10201 10| o0
V-cycle(2,2) 5 10.801 64| 391 6 |0.224 |11 | 87
F-cycle(2,2) 5 10.798 | 63 | 476 6 |0.227 | 11 | 130

Table 6 — Résultats avec facteur de correction (maillage étiré)

Le nombre de relaxations nécessaire pour la convergence du schéma monogrille est
de ag =cplr=1440. Ainsi le rapport d’efficacité entre le schéma monogrille (1G) et le
schéma multigrille (MG) pour I’équation de Poisson est de:

U(x, 0.5)

1G

MG(Vfcycle)
MG(chycle)
T T T
Sol ution converge sur la grille fine —
grossiere avec correction ——-
Sol . siere sans correction --- |
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Figure 52 — Solution grille fine et grossiere pour y=0.5 a partir de l’algorithme anisotrope
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Log(residus |ineaires nornalises

N
le-10 L L L L — le-10
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La figure 52 compare une coupe de la solution sur la grille grossiére interpolée sur
la grille fine aprés un cycle bigrille idéal (avec et sans correction) avec la solution
totalement convergée sur la grille fine. Cette comparaison est fortement réduite par
’utilisation du facteur de correction.

Indépendance de maillage :

Comme dans le cas précédant, on observe une indépendance de la vitesse de convergence
effectuée sur trois maillages cartésiens emboités dont le rapport d’aspect est de 10
(voir figure 53 et 54). Le facteur de réduction commun pour les trois courbes est de
Hmoy = 0.18. D’autre part, le changement du paramétre de relaxation de Gauss-Seidel
de 1 a 0.83 (voir tableau 2) pour la résolution bigrille idéale (BGI(2,2)) sur ces trois
maillages étirés permet d’obtenir un nombre de cycles nécessaire inférieur comparé au
maillage isotrope précédant (voir figure 50).

T T T

10*100 points — NS 10*100 points (nivx=6) —

\ 20*200 points ——- AN 20%200 points (nivx=8) ——

‘\\\ 40*400 points --- NS 40400 points (nivx=10) ---
o

Log(residus |ineaire normalises)

L L L L S
10 12 0 2 4 10 12 14

6 6 8
cycle bigrille ideal cycle du F-cycle

Figure 53 — Indépendance de Figure 54 — Indépendance de
maillage sur 3 maillages emboités maillage sur 3 maillages emboités
avec BGI(2,2) et w = 0.83 avec F-cycle(2,2) et w = 0.83

5.2.3 Maillage de la plaque

C’est un maillage qui a été spécialement congu pour des calculs turbulents en bas Reynolds

[2], composé de 113 points suivant I’axe des Oz et de 81 points suivant Oy. Le rapport
d’aspect maximun est de 5000.
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e Multigrille sans facteur de correction:

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | fhmoy | Q6 | CPIT || NWWT | tmoy | 06 | Cplx
BGI(2,2) 2 10919164 | o 2 10472120 | o
V-cycle(2,2) 6 |0.933|200 | 1211 8 |0.817 |70 | 588
F-cycle(2,2) 6 0902|182 | 1358 || 8 |0.683 |38 | 522

Table 7 — Résultats sans facteur de correction (maillage de la plaque)

e Multigrille avec facteur de correction:

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | fhmoy | Q6 | CPIT || NWWT | Umoy | 06 | Cplx
BGI(2,2) 2 10902135 | o© 2 10191 |10 ]| o
V-cycle(2,2) 5 10.903 | 137 | 827 6 |0.384 | 16 | 132
F-cycle(2,2) 5 10.906 | 141 | 1041 6 10.239 |11 | 141

Table 8 — Résultats avec facteur de correction (maillage de la plaque)

Nous constatons a nouveau que pour les résultats des tableaux 5 et 6, 1'utilisation de
I'algorithme isotrope sur ce maillage étiré détériore la convergence de la méthode multi-
grille. Par contre, 'utilisation de l'algorithme anisotrope permet d’avoir une bonne vitesse

de convergence.

5.2.4 Maillage de la conduite

Les résultats numériques des tableaux de 9 a 12 ont été effectués sur deux maillages
différents provenant de la discrétisation de la conduite de Comte-Bellot. Le premier est congu
pour les modéles de turbulence a haut Reynolds et ’autre pour les modéles & bas Reynolds.
Ils sont constitués de 600 points dont 10 points suivant I’axe des Oz et 60 points suivant Oy.
Du fait de la répation uniforme des points suivant Oz, la différence de ces maillages réside
dans la répartition des points suivant la verticale.
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¢ Conduite & haut-Reynolds:

— Multigrille sans facteur de correction:

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | oy | 06 | CPIT || NWWT | Loy | 06 | cPlT
BGI(2,2) 2 10978629 | oo 2 1051422

V-cycle(2,2) 4 10.981 | 725 | 4361 5 10.848 | 85 | 727
F-cycle(2,2) 4 10.980 | 698 | 5076 5 10.725 | 44 | 587

Table 9 — Résultats sans facteur de correction (conduite & haut Reynolds)

— Multigrille avec facteur de correction:

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | fhmoy | Q6 | CPIT || NIVT | fmoy | a6 | cplx
BGI(2,2) 2 10976 | 579 | oo 2 10130 8 | o©

V-cycle(2,2) 4 10.979 | 652 | 3922 5 10.277 | 12 | 103
F-cycle(2,2) 4 10.978 | 623 | 4531 5 10172 | 9 | 120

Table 10 — Résultats avec facteur de correction (conduite a haut Reynolds)

¢ Conduite a bas-Reynolds :

— Multigrille sans facteur de correction:

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | fhmoy | Q6 | CPIT || NIWT | fmoy | 06 | Cplx
BGI(2,2) 2 10968 | 434 | o0 2 10502 22| o

V-cycle(2,2) 4 10971 | 471 | 2833 5 10.805 |65 | 556
F-cycle(2,2) 4 10.970 | 459 | 3338 5 |0.679 | 37 | 493

Table 11 — Résultats sans facteur de correction (conduite & bas Reynolds)

— Multigrille avec facteur de correction:

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | fhmoy | Q6 | CPIT || NWWT | tmoy | 06 | Cplx
BGI(2,2) 2 10.966 | 401 | oo 2 10127 8 |

V-cycle(2,2) 4 10.968 | 429 | 2581 5 0235 |11 ] 94
F-cycle(2,2) 4 10.967 | 417 | 3033 5 10159 | 9 | 120

Table 12 — Résultats avec facteur de correction (conduite a bas Reynolds)
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Pour les deux maillages, on constate qu’a partir de ’algorithme anisotrope les résultats
pour les différents cycles multigrilles sont les mémes (tableau 10 et 12). Cette remarque
montre 'indépendance de la répartition des points suivant 1’axe Oy. Par contre, I'utilisation
de l'algorithme isotrope entraine une convergence lente.

5.2.5 Maillage du NACA0012

Le NACAOQ012 est un profil d’aile d’avion symétrique. Le maillage choisi est isotrope et est
composé de 3114 points (figure 30). L’aspect de chaque cellule ne présentant pas d’étirement

significatif, les résultats dans les tableaux 13 et 14 sont sensiblements les mémes.

e Multigrille sans facteur de correction :

Les résultats obtenus pour les deux algorithmes sont pratiquement les mémes pour les
trois cycles (voir tableau 13). Toutefois I'utilisation du F-cycle est plus efficace que le V-
cycle car il nécessite deux fois moins de cycles pour converger et cplz p_cyere < cplzy _cycie.
Finalement sans facteur de correction, le F-cycle est le plus intéressant.

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
TWVT | fhmoy | Q6 | CPIT || NIVT | Umoy | @6 | cplx
BGI(2,2) 2 10582 27 | o© 2 10582 27 |
V-cycle(2,2) 6 | 0873|103 | 629 6 | 0875|105 | 644
F-cycle(2,2) 6 |0.774 | 55 | 418 6 |0.779 | 57 | 438

Table 13 — Résultats sans facteur de correction (NACA0012)

e Multigrille avec facteur de correction:

Le traitement de 'inconsistance permet d’obtenir de bons résultats (voir tableau 14).
Toutefois le F-cycle est celui qui approche le mieux le nombre de cycles bigrilles idéals.
L’utilisation de I'algorithme isotrope donne une meilleur convergence pour le V-cycle.

Clycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | fhmoy | 06 | CPIT || NIWT | fhmoy | @6 | Cplx
BGI(2,2) 2 1022011 | o 2 10250 11|
V-cycle(2,2) 6 |0.360 | 15 | 91 6 |0.502 22| 135
F-cycle(2,2) | 6 |0239|11| 84 | 6 |0.312| 13 100

résultat avec facteur de correction

Table 14 — Résultats avec facteur de correction (NACA0012)

Le nombre de relaxations nécessaire pour la convergence du schéma monogrille est
de ag =cplz=3007. Ainsi le rapport d’efficacité entre le schéma monogrille (1G) et le
schéma multigrille (MG) pour ’équation de Poisson est de:
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1
¢ o
MG(V—cycle)
1G
= 30.1

MG(F—cycle)

La figure 55 montre une coupe de la solution complétement convergée sur la grille
fine et celle convergée aprés un cycle bigrille idéal. On constate que ’application du
facteur de correction permet de réduire considérablement la différence d’erreur entre
la solution grille fine et grille grossiére interpolée.

T T T T
sol ution conver grille fine —
: sol . grogSiere aved correction ——
8 : sol . grgssiere sans gorrection --- 7

U(x, 0)
IS

Figure 55 — Solution grille fine et grossiére pour y=0 & partir de l’algorithme anisotrope

¢ Indépendance de maillage:

La figure 56 représente les courbes de convergence obtenues par la méthode bigrille
idéale sur trois maillages emboités. Le maillage composé de 3114 points a été construit
par déraffinement triangulaire du maillage constitué de 12284 points et le 800 points a
partir du 3114 points. D’autre part, la figure 57 montre la convergence du F-cycle vers
la méthode bigrille idéale quand le nombre de grilles grossiéres utilisées augmente. En
terme de convergence, I'utilisation d’un F-cycle est aussi efficace que 'utilisation d’un
bigrille idéal & condition d’utiliser toutes les grilles grossiéres possibles. Ce résultat
permet d’en déduire I'indépendance de maillage pour le F-cycle.
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Figure 57 — Méthode multigrille (F-
cycle(2,2)) sur le maillage compor-
tant 3114 points

5.2.6 Maillage du RAE2822

Le RAE2822 est un profil d’aile d’avion plus réaliste. Son maillage structuré comporte
3014 points (voir figure 37). Il présente des étirements de mailles dans tout le domaine, en

particulier dans la zone proche de la paroi avec des rapports d’aspect d’environ 1000.

e Multigrille sans facteur de correction

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWVT | fhmoy Qg cple || NVT | fimoy | 06 | cplx
BGI 2 10988 1134 | o 2 0908|145 | oo
V-cycle || 5 |0.992 | 1648 | 9940 6 | 0.956 | 306 | 2481
F-cycle 5 10.990 | 1435 | 10582 || 6 | 0.920 | 167 | 2087
Table 15 — Résultats sans facteur de correction (RAE2822)

e Multigrille avec facteur de correction

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NWT | oy Qg cplr || nvT | fhmoy | a6 | cplx
BGI 2 10985 | 932 | o© 2 0894|123 | oo
V-cycle || 5 |[0.988 | 1162 | 7009 || 6 | 0.925 | 180 | 1441
F-cycle 5 |0.987 | 1088 | 8023 || 6 | 0.900 | 133 | 1612
Table 16 — Résultats avec facteur de correction (RAE2822)
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Le nombre de relaxations nécessaire pour la méme convergence du schéma monogrille
est de ag =cplr=18566. Ainsi le rapport d’efficacité entre le schéma monogrille (1G) et le
schéma multigrille (MG) pour ’équation de Poisson est de:

1¢ =12.9
MG(V—(:y(:le) '
1
7G =11.5
MG(F—cycle)

5.3 Applications aux équations de Navier-Stokes

Dans cette section, on applique I'approche anisotropique & un probléme plus réaliste a
savoir ’écoulement d’un gaz autour d’un profil d’aile d’avion (NACA0012).

Le maillage structuré est composé de 14106 points et de 27636 triangles. La frontiére
externe du domaine est en forme de C. Il présente des étirements. Le rapport d’aspect
maximum dans la zone proche de la paroi du profil est d’environ 6 (figure 58) et a I’extérieur
de cette zone monte a certain endroit & 5900 (figure 59).

Figure 58 — Zoom sur le millieu du Figure 59 — Zoom sur l’extrémité
profil arriére du domaine

Les équations sont celles de Navier-Stokes compressibles pseudo-instationnaires. La dis-
crétisation des équations est basée sur une approche mixte éléments finis et volumes finis
en utilisant des flux numériques décentrés [3|. La précision du schéma est d’ordre deux en
espace. La formulation implicite est suivie d’une linéarisation des termes & 1’aide d’un dé-
veloppement de Taylor a 'ordre 1 en temps. Finalement, on aboutit & un systéme linéaire
dépendant du temps dont la résolution s’effectue par la méthode multigrille.

Les tests présentés dans cette section ont été réalisés avec un nombre de Mach & 'infini
de 0.8, une incidence de 10 degrés et un nombre de Reynolds égal & 73. L’initialisation des
variables physiques au temps %, est faite & partir des valeurs a I'infini; elle est uniforme dans
tout le domaine.
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Dans la section 5.3.1, on montre la phase de convergence compléte du systéme linéaire
initialisé au temps t;. Et dans la partie 5.3.2, on présente la phase de convergence en temps
du probléme non linéaire & partir de la solution uniforme au temps t,.

Les résultats de convergence multigrille pour I’équation de Poisson obtenus sur ce maillage
sont présentés dans le tableau 17.

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
T | fhmoy Qg cplx NWT | fmoy | 6 | CPIx
BGI 2 NE NE NE 2 10436 | 18 | oo

V-cycle 4 10.999 | 29151 | 173690 7 10910 | 147 | 1195
F-cycle 5 |0.999 | 24661 | 180643 7 10707 | 41 | 517

Table 17 — Résultats avec facteur de correction (équation de Poisson). NE :Non Effectué.

5.3.1 Phase linéaire

La matrice et le second membre sont appelés respectivement matrice implicite et flux ex-
plicites dépendent du temps. A partir de la solution initiale au temps ¢, on cherche a résoudre
complétement le systéme linéaire afin d’obtenir la solution au temps t; = t4 + cfl * At
avec cfl = 1000. On dira que la solution a convergé si le résidu normalisé de Gauss-Seidel est
inférieur 4 1071%. On compare deux types de cycle multigrille: le V-cycle et le F-cycle. On
effectue sur chacune des grilles 2 relaxations de Gauss-Seidel avec un parameétre de relaxation
égal a 1.

e Multigrille sans facteur de correction :

Les résultats de la résolution du systéme linéaire sur la grille fine a partir des schémas
numériques inconsistants sur les grilles grossiéres sont représentés dans le tableau 18.
On constate une amélioration de la convergence lorsque l’algorithme anisotrope est
utilisé. En effet dans ce cas 1.5 & 2 fois moins de cycles multigrilles sont nécessaires et
la complexité arithmétique totale est inférieure.

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope

NWT | fhmoy | Q10 | CPIT || NIWT | fmoy | Q10 | CPlT
V-cycle(2,2) 5 | 0.72 | 72 | 500 6 | 0.57 | 43 | 385
F-cycle(2,2) 5 | 0.71 | 69 | 607 6 | 0.53 | 38 | 532

Table 18 — Comparaison des résultats obtenus avec l’algorithme isotrope et anisotrope sans
facteur de correction.

e Multigrille avec facteur de correction:

La figure 60 représente les courbes de convergence obtenues par la résolution mono-
grille du systéme matriciel et par la résolution multigrille suivant le type de I’algorithme
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utilisé (isotrope ou anisotrope). On note que la courbe de convergence “isotrope” est
incurvée et présente un facteur de réduction moyen de 0.65 (voir tableau 19). En
revanche, ce facteur devient inférieur lors de 'utilisation de 1’algorithme anisotrope
avec [lmoy = 0.38 pour les deux cycles multigrilles. Ces résultats mettent en valeur
les avantages du semi-déraffinement pour des maillages étirés dans le cadre d’équa-
tions complexes implicitées. Ce sont les méthodes itératives qui en bénéficient avec un
meilleur lissage des hautes fréquences sur toutes les grilles. Cependant, on constate une
augmentation du facteur de réduction lors de la résolution numérique a partir d’une
initialisation du systéme linéaire pour un temps t; > t;.

Cycles Aggl. Isotrope Aggl. Anisotrope
NI | fhmoy | Q10 | CPIT || NIVT | oy | Q10 | Cplz

V-cycle(2,2) 5 0.65 | b4 | 374 6 0.38 | 25 | 220

F-cycle(2,2) 5 0.65 | 54 | 475 6 0.38 | 25 | 350

Table 19 — Comparaison des résultats obtenus avec l’algorithme isotrope et anisotrope avec
facteur de correction.

T T T
N al gorithme anisotrope avec V-cycle —
AN al gorithme isotrope avec V-cycle ——

al gorithme ani sotrope avec F-cycle ---

- algorithme isotrope avec F-cycle -----
e nmono grille —--

Log(residus |ineaires)

N
~

N
N

N
S
.
N

le-10
0

1 1
20 40 60 80 100
cycles multigrilles

Figure 60 — Résolution compléte du systéeme linéaire pour une itération en temps.

5.3.2 Phase non linéaire

A partir de la solution initiale & I'instant ¢;, On s’intéresse a la convergence numérique
en temps des équations de Navier-Stokes vers une solution stationnaire. La solution est
stationnaire si le résidu multigrille normalisé au temps ¢, est inférieur & 107'%, Pour cela, on
utilise un CFL qui augmente de maniére linéaire en temps (CFL = 1000+ 500X itérations-
en-temps).

Les courbes de la figure 61 représente le logarithme du résidu multigrille normalisé en
fonction des itérations en temps. Ces résultats ont été effectués par la méthode du F-cycle
avec deux relaxations par grille et un cycle pour chaque itération en temps. Comme pour la
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avec une pente de 0.85.

convergence linéaire, les courbes obtenues & partir de ’algorithme anisotrope sont rectilignes

Log(residus non I|ineaires)

le-10
0

100

200

300

T T

residu de rho avec algorithne isotrope —
residu de rho avec al gorithme anisotrope ——
residu de | energie avec al gorithne isotrope
residu de | energie avec al gorithme anisotrope

L
400

L L
500

cycle(2,2)).

L
600
iterations en tenps

700 800

900

Figure 61 — Courbes de convergence de [’écoulement subsonique autour du profil (F-

Finalement, méme si le facteur de réduction reste élevé ’utilisation de I'algorithme aniso-
trope permet d’obtenir une meilleure pente de congergence avec une complexité arithmétique
totale inférieure. En effet, la complexité arithmétique pour une itération en temps avec le
F-cycle(2,2) est de 8.80 pour 'algorithme isotrope et 13.45 pour l'anisotrope. Dans le cas

moins cotiteuse que celle avec agglomération isotrope.

précis de la figure 61, la méthode multigrille avec agglomération anisotrope est 3.91 fois
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Les figures 62 et 63 représentent les isovaleurs de la solution stationnaire.

mach, min=0, max = 104845

Figure 62 — Isovaleurs du Mach pour [’écoulement subsonique.

tho, min= 0570438, max = 1.60097

Figure 63 — Isovaleurs de la densité pour l’écoulement subsonique.
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6 Conclusion

A partir de maillages structurés, on a montré dans la section 2 que le nombre de cycles
multigrilles pour la résolution de ’équation de Poisson par la méthode multigrille dépend du
déraffinement utilisé. L’analyse des résultats de la section 2.3 a mis en évidence le fait qu’un
déraffinement isotrope sur un maillage étiré ne permet pas de lisser efficacement toutes les
hautes fréquences de Uerreur (g. tend vers 1). Par contre, on montre qu’une extension de ce
déraffinement vers un semi-déraffinement permet d’obtenir un facteur de réduction théorique
nettement inférieur & 1 (g < 0.6 pour Jacobi et g. < 0.5 pour Gauss-Seidel).

Par ailleurs, 'approche par la méthode de type Galerkin des termes diffusifs sur les grilles
grossiéres entraine une inconsistance entre les schémas numériques. L’analyse menée dans la
section 2.2 a permis de définir un facteur de correction dans chaque direction principale.
L’expérience numérique de I’équation de Poisson appliquée sur plusieurs maillages différents
avec |'utilisation de I’algorithme anisotrope a permis d’obtenir de trés bons résultats. D’une
maniére générale le nombre de cycles nécessaire pour la convergence compléte avec ’algo-
rithme anisotrope est toujours meilleur ou équivalent par rapport au nombre de cycles avec
I’algorithme isotrope. Durant cette application, on a montré I'indépendance de la vitesse de
convergence par rapport au nombre de points du maillage isotrope ou anisotrope.

L’utilisation de cette méthode sur un écoulement laminaire externe nous a permis de la
valider.

L’extension de ’algorithme de déraffinement directionnel pour un maillage en trois dimen-
sions ne devrait pas poser de probléme de conception. Par la suite on pourra, par exemple,
utiliser ce type d’agglomération pour des calculs de couche limite. Toutefois, des améliora-
tion dans l'algorithme d’agglomération peuvent étre apportées afin d’étre capable de controéler
mieux la taille et 1a forme des cellules grossiéres, par exemple par un changement de métrique

[19].
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