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Résumé : Les mécanismes utilisés pour les suspensions automobiles sont en
général des mécanismes en chaines fermées a un degré de liberté. La modé-
lisation géométrique consiste a déterminer la posture du corps terminal du
mécanisme en fonction de la valeur d’un des parameétres du systeme, appelé
le parametre fixe. De part la nature des mécanismes employés ce probleme
n’a pas une solution unique alors qu’usuellement on utilise pour le résoudre
une procédure numérique de type Newton-Raphson avec estimée initiale, sans
qu’il y ait garantie sur 'obtention d’un résultat et qui ne fournira de toute
fagon qu’une seule solution. Nous considérons différents mécanismes qui ont
été proposés comme suspension soit avant, soit arriére, et nous proposons pour
chacun d’entre eux un algorithme permettant de calculer toutes les solutions.
Dans certains cas on pourra méme établir un majorant du nombre maximal
de solutions réelles.
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Kinematics of automotive suspension
mechanisms

Abstract: We address the problem of the kinematics analysis of some classical
suspension mechanisms of vehicle. All these mechanisms are closed loop one-
degree-of-freedom mechanism which admit more than one solution for a given
value of the free degree of freedom. We consider various mechanisms which
have been proposed as suspension, either for the front wheel or the rear wheel,
and we present algorithms for computing exactly all the possible postures
without relying on the classical Newton iterative scheme which leads, in the
best case, to only one solution. In some cases we are able to establish a bound
on the maximum number of real solutions to this problem.

Key-words: McPherson strut, suspension mechanisms, kinematics modeling
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1 Introduction

1.1 Modéele géométrique et méthodes de résolution

Les mécanismes de suspension automobile sont des mécanismes en chaines
fermées a un degré de liberté dont le modele géométrique est parfois difficile
a établir. Ce modele consiste a déterminer la posture du corps terminal du
mécanisme (celui sur lequel est fixée la roue) en fonction de la valeur d’un
degré de liberté (par exemple la hauteur du centre de la roue par rapport au
sol) appelé le paramétre fize. Il est utilisé en particulier pour la simulation
du comportement de la voiture (simulateur de conduite), en général sous une
forme tabulée avec comme entrée le parametre fixe, les tables étant calculées
hors-ligne.

La méthode habituelle de résolution de ce probleme repose sur un schéma
numérique du type Newton-Raphson, qui suppose la connaissance d’une es-
timée de la solution. Pour une valeur donnée du parametre fixe on utilise
I’estimée initiale pour calculer une solution. Pour construire la table on modi-
fie par petit incrément la valeur du parametre fixe et I'on se sert de la solution
trouvée précédemment comme estimée initiale. Cette méthode pose toutefois
certains problemes:

— l'estimée initiale doit étre relativement proche d’une solution
— la méthode ne fournit qu’une solution

— si le mécanisme admet plusieurs solutions la solution trouvée a la pre-
miere itération se trouve sur une branche donnée du modele géométrique.
Or la méthode de Newton ne garantit pas que ’on trouve la solution la
plus proche de l’estimée initiale. Il peut donc arriver qu’aux itérations
suivantes on saute sur une autre branche, ce qui conduit a un résultat
incorrect.

— si deux branches se croisent, ce qui correspond a une singularité, on n’a
pas de controle sur la branche suivie.

(C’est pourquoi nous proposerons des algorithmes permettant de calculer ’en-
semble des solutions. Ces algorithmes reposeront sur la manipulation des équa-
tions décrivant la géométrie du systéme pour obtenir finalement une équation
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4 J-P. Merlet

algébrique en une seule inconnue qui permettra de calculer ’ensemble des so-
lutions et dont les coefficients dépendront de la valeur du parametre fixe.

Cette approche présente certains avantages par rapport aux méthodes ité-
ratives: elle permet par exemple de déterminer ’ensemble des branches ce
qui garantit 'exactitude du calcul. De plus nous pourrons souvent calculer de
maniére analytique les coefficients du polyndme (qui dépendent a la fois du pa-
rametre fixe et de certains parameétres géométriques des mécanismes) et ainsi
déterminer plus facilement l'influence de la géométrie du mécanisme sur les
trajectoires suivies. Nos méthodes nécessiteront en général un temps de calcul
plus important que la méthode de Newton. Mais dans la plupart des cas le
modele géométrique est utilisé en simulation sous une forme tabulée, le temps
de calcul n’est donc pas un obstacle.

1.2 Etat de D’art

Une analyse systématique a permis & Raghavan [17] d’établir les différents
types de mécanisme a un degré de liberté utilisables pour une suspension auto-
mobile. Il a restreint son étude aux mécanismes ne comportant que des articu-
lations de type rotoide (R), prismatique (P), cylindrique (C), joint de Cardan
(K) et rotule (S). Rappelons que I’articulation cylindrique permet une transla-
tion selon un axe fixe ainsi qu’une rotation autour de cet axe. Il a exclu aussi
les segments comportant deux articulations rotules a chacune des extrémités
(la rotation autour de 'axe du segment est possible mais n’a pas d’influence
sur le mécanisme: on peut remplacer une des rotules par un joint de Cardan). Il
distingue ensuite les mécanismes selon le nombre de chaines indépendantes qui
relie la roue au chassis et impose que chaque chaine ne compte qu'un segment.
Les résultats peuvent étre résumés de la maniere suivante:

— 1l existe 224 mécanismes différents & 3 chaines
— il existe 160 mécanismes différents a 4 chalnes
— 1l existe 56 mécanismes différents a 5 chalnes

Pour définir ces mécanismes on utilise la convention suivante: chaque chaine du
mécanisme est décrit par 2 lettres correspondant aux articulations de la chaine
avec dans 'ordre articulation attachée au chassis puis articulation attachée au
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Modéle géométrique de suspension 5

corps terminal, support de la roue. Le mécanisme est alors décrit par une
succession de paires de lettres, correspondant a chacune de ses chaines. Si un
type de chaine est répété dans le mécanisme on utilise un chiffre devant la
description de la chaine, ce qui indique le nombre de chaine de ce type dans le
mécanisme. Ainsi le mécanisme 5 — SK est constitué de 5 chaines identiques
constituées d'une rotule liée au chassis, d’un segment lié a cette rotule puis d’un
joint de Cardan attaché d’un c6té au segment et de ’autre au corps terminal.

Nous n’étudierons pas ici I’ensemble des mécanismes possibles: on se res-
treindra au mécanismes effectivement employés ainsi qu’a certains autres qui
nous ont semblé caractéristiques. Les méthodes de résolution exposées seront
cependant applicables a la plupart des autres cas.

1.3 Remarques préliminaires

Remarque 1: Il faut noter que le choix du parametre fixe est arbitraire dans la
mesure ol si I’on dispose d’une table donnant la posture de la roue en fonction
d’un parametre il sera toujours possible de construire une autre table ou le
parametre d’entrée sera différent. Nous ferons un usage permanent de cette
possibilité, afin de choisir comme parametre fixe celui qui permettra d’établir
le plus facilement possible I’ensemble des solutions du modele géométrique.

Remarque 2: Lors du développement des équations du modele géométrique
on verra apparaitre comme inconnues des angles qui interviennent dans les
équations via leur sinus et cosinus. Il est souvent préférable de se ramener a des
équations algébriques plus faciles a manier. Pour cela on utilise un changement
de variable classique. Pour un angle 6 définissons 7" comme:

T = tan(g) (1)

On a alors:

2T 1-177
sin(0) =

= 1o cos(f) = 77 (2)

Remarque 3: L’orientation de l'organe terminal est représentable par trois
angles. Classiquement on utilise les angles d’FKuler 9, 8, ¢ mais dans le milieu
automobile on utilise aussi la représentation donnée par le ”caster angle” ¢, la
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6 J-P. Merlet

"kingpin inclination” § (d’ott 'on peut dériver le carrossage (”camber angle”)
7 et le pincement ("toe angle”) ¢) et le "roll angle” « (figure 1).

Fi1G. 1 - Les angles permettant de représenter ’orientation du corps support
de la roue.

Remarque 4: Dans certaines suspensions seront utilisées des chaines de type
C'S ou CK, constituées d’une articulation cylindrique, permettant la rotation
et la translation selon une axe de vecteur unitaire v, et d’une articulation de
type rotule ou joint de Cardan (figure 2). Si p est la longueur du segment de
I’articulation cylindrique et A un point quelconque sur ’axe de I'articulation
I’équation de contrainte qu’impose ce type de chaine s’écrit:

IAB|[* — (AB.v)* = p’ (3)

2 Mécanismes a 3 chaines

2.1 La suspension RS — SK — SP

Ce type de suspension est plus connu sous le nom de suspension McPherson.
E.S. MacPherson a breveté un systeme de suspension, élaboré lorsqu’il étudiait
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Modéle géométrique de suspension 7

Fi1G. 2 - Notation pour l’articulation cylindrique.

un voiture de petite taille pour General Motors, qui est maintenant d’usage
courant (figure 3). C’est la suspension avant la plus répandue dans le monde
parmi tous les constructeurs [17]: 80% des modeles de petites dimensions en
sont équipés. Cette suspension a fait l’'objet de nombreuses publications: mo-
dele géométrique [2, 18, 19|, cinétique [3|, dynamique [10], synthese [11, 20].

2.1.1 Résolution du modéle géométrique

On remarque tout de suite que le triangle de cette suspension peut étre
remplacé par un segment unique tournant autour d’un axe, ce qui permet de
représenter symboliquement cette suspension selon le schéma de la figure 4.
Pour le modele géométrique on peut définir comme parametre fixe la longueur
ly et chercher a déterminer la posture de la roue ou de maniere équivalente les
coordonnées des points By, By. On remarque que B; se trouve a l'intersection
de la sphere centrée en A,, de rayon [y et du cercle centré en A; de rayon
ly: il existe donc deux solutions pour B;. De méme le point B4 se trouve
a l'intersection de la sphere centrée en Az, de rayon l5 et du cercle centré
en My (qui est connu apres avoir calculée la position de B;) de rayon lg: il
existe donc deux solutions pour By. Le modéle géométrique de ce mécanisme
admet donc 4 solutions, facilement calculables. Cependant il est a noter que
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8 J-P. Merlet

Fi1Gc. 3 - La suspension MacPherson

A3(z3707 23)

F1G. 4 - Notation pour la suspension MacPherson, un e représente une rotule.
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Modéle géométrique de suspension 9

des procédures numériques du type Newton-Raphson sont encore largement
utilisées pour résoudre ce modele géométrique [19].

En dehors de 'approche géométrique on peut aussi calculer algébriquement
les solutions. Pour cela ’examen du mécanisme permet d’écrire les équations
de contraintes:

Y+ 2" =1 =0

24+ (y1— 1)’ 4 (21 — )’ — L2 =0

2+ (1 —ya)’ + (21— 24)? = 12 =0

(24— 22)° + (ya — 92)° + (22 — 22)> = 13> = 0

(24 — 273)2 + (ya — y3)2 + (24 — 23)2 —15°=0

o~ o~~~ o~
D
e Nt N N N

On remarque que (4)-(5) et (6)-(7)-(4) sont linéaires en yi,2;. et que (7)-
(8) est linéaire en z4. Apreés résolution il reste deux équations obtenues en
développant (4) et (7). L’équation (4) s’écrit sous la forme:

ap1 + ao2 Y4 + Qo3 3/42 + (aps + aos ya + a07yi)122 + (ags + aps ?/42 + apg y4)lz4 +
<a11 +ai12Ys + a3 15> + ay4 Y 1% + ais I* + a16 Y4 124) T4+

<a21 + aznlo® + as; 124> 2 =0 (9)
alors que ’équation (7) s’écrit:
bor + boz Ya + bo3 Ya® + (b1 + b12Ys) T4 + bay 24> = 0 (10)
les coefficients a;;, by; ne dépendant que de la géométrie du mécanisme. En pre-
nant le résultant de ces deux équations on obtient une équation du quatrieme

degré en y, de la forme:

Jor + foo 1%+ fo3 I* + fos 1% + fos 1,° +

(f21 + foa o + fos b* + foabo® + fos l26) ya® +
<f31 + fa2la® + faslo® + faal® + fas 126)

RR n° 2817



10 J-P. Merlet

Apres résolution de cette équation pour une valeur donnée du parametre fixe
on obtient donc jusqu’a 4 valeurs pour y4, et en remontant par substitution on
obtient alors jusqu’a 4 valeurs du quintuplet (x4, y4, 24, y1, 21). Cette équation
permet donc la résolution du modéle géométrique de la suspension MacPherson
et de tracer ses courbes de réponses, c’est-a-dire ’évolution des degrés de liberté
du systeme en fonction des valeurs du parametre fixe.

A titre d’exemple nous avons pris les valeurs numériques suivantes:

Az =(—4,0,4) A, =(0,10,8)

11:5 l3:8 l4=4 15:8

Les figures 5,6,7 présentent les solutions en x4,y,, 24 en fonction de [, pour
ce mécanisme. On peut voir que le schéma de Newton pourrait effectivement

SN N ——
25|
201
15, /
10, /

05 /
0.0 |/
-0.5
-1.0]
-5
-2.0
-2.50
80 85 9.0 95 10.0 10.5 11.0 11.5

F1G. 5 - Solution en x4 en fonction de l,.

avoir des problemes de convergence pour [y voisin de 9.
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T4
701

65|
6.0
55
5.0
45
a0
3.0

80 85 9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5

F1G. 6 - Solution en yy en fonction de 5.

755
6.0 ¢ ‘
4-5 7;\\ //
3-0 | /
-0.0] /

L5 S
-3.01
4507
-6.04
-7.54
80 85 9.0 95 10.0 10.5 11.0 11.5

Fi1c. 7 - Solution en z4 en fonction de l.
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12 J-P. Merlet

2.2 Le mécanisme 2RS — SK
2.2.1 Principe

Ce mécanisme est connu sous le nom de SLA (Short-long arm) (figure 8)
et a été utilisé pour la Jaguar XJ6 (1988), différents modeéles de Honda et la
Mercédes 380 SE (1984). Une modélisation cinétique du SLA a été présenté par
Ellis [3]. Sa symbolisation mécanique est présentée en figure 9. Il est & noter

Fic. 8 - Le mécanisme SLA

qu’il existe une version plane du SLA obtenue en supprimant la barre A3B;
et en placant A; dans le plan Ay,y — z. Cette version a été utilisée comme
suspension arriére pour la Toyota Supra (1988). Dans ce cas le mécanisme de
suspension se réduit a un mécanisme a 4 barres plan. Apres avoir choisi le para-
meétre fixe (par exemple la hauteur de la roue) résoudre le modeéle géométrique
revient a trouver 'intersection de la trajectoire du coupleur du mécanisme a 4
barres avec le plan défini par le parametre. On sait que la courbe du coupleur

INRIA



Modéle géométrique de suspension 13

Fi1G. 9 - Notation pour le SLA

est une courbe de degré 6, il y aura donc au plus 6 solutions, qui sont aisées a
calculer car on connait 1’équation de la courbe du coupleur [8].

Dans le cas général la figure 8 présente le SLA avec les axes des articulations
rotoides paralleles: il est aussi possible de construire un SLA général ou les axes
sont en position quelconque.

2.2.2 Nombre maximal de solution

Pour déterminer le nombre maximal de solution on coupe le mécanisme en
B3. On obtient alors deux mécanismes distincts: le mécanisme sphérique A3 B3
et le mécanisme A;B;B3B3As. Ce dernier mécanisme est bien connu sous le
nom de RSSR. Il a été prouvé que lors du déplacement de ce mécanisme le
point B3 se trouve, dans le cas général, sur une surface algébrique de degré
16 [8].

Cependant nous avons affaire ici a un cas particulier car les axes des ar-
ticulations rotoides en A, A, sont paralleles. Dans ce cas particulier le degré
de la surface se réduit & 12 (voir par exemple [13]). Les solutions du modéle
géométrique seront obtenues lorsque les points B3 du mécanisme sphérique et
du RSSR coincident. On doit donc calculer I'intersection d’une sphere et de
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14 J-P. Merlet

la surface de degré 12, ce qui conduit a priori a un maximum de 24 points
d’intersection. Mais la circularité de la courbe du RSSR étant de 6 nous avons
parmi les 24 points d’intersection les deux points circulaires imaginaires avec
une multiplicité de 6, soit 12 points d’intersection complexes. Il y a donc un
maximum de 12 solutions réelles. Le méme raisonnement pour le SLA général
conduira a un maximum de 16 solutions.

2.2.3 Résolution du modele géométrique

On définit tout d’abord un repére de référence (A, z,y, 2), tel que z corres-
pond au vecteur unitaire de ’axe de I’articulation rotoide, et un repere mobile
By, (2., Y, 2,). Les longueurs des segments seront notées p;. La géométrie du
corps terminal peut étre définie par les vecteurs B1B;j, (un indice , définit un
vecteur dont les composantes sont exprimées dans le repére mobile).

La position du corps terminal est définie par les coordonnées du point By
(0,y, z) dans le repére de référence. On a:

|A1B1|]? = + 2% = p} (11)
et:
||A3Bs||* = p3 (12)

Le vecteur A3B3 peut s’écrire:
A3B3s = A3A, + A1B; + RB1B;3, (13)

ol R est la matrice de rotation permettant d’exprimer les composantes d’un
vecteur dans le repere de référence a partir de ces composantes dans le repere
mobile. On peut alors écrire:

pg = ||A3A1||2 + ||1\1B1||2 + ||B1B3T||2 + 2A3A1.A1B1
—|—2A3A1.(RB1B3T) + 2A1B1.(RB1B3T) (14)

Les inconnues y, z apparaissent dans cette équation sous la forme de la somme
de leurs carrés dans le terme ||[A1B1]|? et linéairement dans tous les autres
termes.

En conséquence si I'on soustrait I’équation (11) a (14) on obtiendra une
équation linéaire dans les deux inconnues vy, 2.
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Modéle géométrique de suspension 15

Pour le segment 2 on a les équations de contrainte:

A3B5.(1,0,0) =0 (15)
|A2Bz|]” = pj (16)

Si l'on soustrait ’équation (11) & (16) on obtiendra une équation linéaire
dans les deux inconnues y, 2. Combinée a la précédente équation linéaire on
obtient un systeme, qui, résolu, nous permet d’obtenir les inconnues y, z en
fonction des parametres d’orientation de la roue. En substituant leurs valeurs
dans les équations (11),(15) on obtient deux équations ou les inconnues sont
les trois angles définissant l'orientation de la roue. Un de ces angles est choisi
comme parametre fixe et les sinus et cosinus des deux inconnues restantes sont
transformés par un changement de variable similaire a celui présenté en (1,2).
On obtient alors deux équations algébriques dont on calcule le résultant pour
obtenir un polynéme mono-variable. La résolution numérique de ce polynéme
nous permettra d’obtenir ’ensemble des solutions du modele géométrique.

Il existe cependant une autre possibilité de modélisation conduisant a une
formulation plus simple. Le parametre fixe est choisi comme étant la coor-
donnée de Bj3 selon 'axe x. Pour une valeur fixe de ce parametre les points
Bi, By, B3 se déplace sur des cercles dans des plans paralleles. Le mécanisme
est donc équivalent a celui proposé en figure 10. La modélisation géométrique
de ce mécanisme a été étudiée dans [13]: on y montre que dans ce cas le poly-
nome de degré 12 conduisant aux solutions se factorise en deux polynomes de
degré 6.

3 Meécanismes a 4 chaines

3.1 Meécanismes 3SK — RS, 3KS - SR

Le mécanisme 3SK — RS a été utilisé comme suspension arriere pour la
Nissan 300ZX (figure 11). En raison de la symétrie la résolution du 3SK — RS
permettra de calculer le modele géométrique du 3K'S — SR en permutant le
role du chassis et du corps support de la roue.

RR n"° 2817



16 J-P. Merlet

Fi1c. 10 - Par un chowx approprié du paramétre fixe on peut ramener le SLA
a ce mécanisme.

chassis

Fi1c. 11 - La suspension 3SK — RS.
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Modéle géométrique de suspension 17

3.1.1 Résolution du modele géométrique, premiere méthode

On définit tout d’abord un repére de référence (A;,X,Y,Z) tel que X
correspond au vecteur unitaire de ’axe de I’articulation rotoide et un repere
mobile By, (z,, Y., 2,). Les longueurs des segments seront notées p;. La géomé-
trie du corps terminal peut étre définie par les vecteurs B1Bj, (un indice ,
définit un vecteur dont les composantes sont exprimées dans le repére mobile).

La position du corps terminal est définie par les coordonnées du point B;
(0,y, z) dans le repere de référence. On a alors:

[A1B]]” =y + 2° = p] (17)
et de maniére générale: ||A;B;||?> = p?. Le vecteur A;B; peut s’écrire:
A;B; = AjA; + A;B; + RB1B;, (18)

ol R est la matrice de rotation permettant d’exprimer les composantes d’un
vecteur dans le repere de référence a partir de ces composantes dans le repere
mobile. On peut alors écrire:

pi = [[AiA1|[® +[[A1B1|]® +||B1B;,|]* + 2A;A1.A1By
+2A;A1.(RB1B;,) + 2A1B1.(RB;B;,) (19)

Les inconnues y, z apparaissent dans ces équations sous la forme de la somme
de leurs carrés dans le terme ||A1B1]|* et linéairement dans tous les autres
termes.

En conséquence si I’on soustrait 1’équation (17) & deux des équations (19) on
obtiendra un systéme linéaire de deux équations dans les deux inconnues y, 2.

Aprés résolution on substitue le résultat dans I’équation (17) et dans la
derniére équation (19) pour obtenir deux équations dans les trois variables
€,0,a. Un de ces angles est choisi comme parameétre fixe et les sinus et cosinus
des deux inconnues restantes sont transformés par un changement de variable
similaire a celui présenté en (1,2). On obtient alors deux équations algébriques
dont on calcule le résultant pour obtenir un polynéme mono-variable. La ré-
solution numérique de ce polynome nous permettra d’obtenir I’ensemble des
solutions du modele géométrique.
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18 J-P. Merlet

3.1.2 Résolution du modele géométrique, deuxieme méthode

Dans cette deuxieme méthode on choisit comme parametre fixe I’angle 3
de rotation de l'articulation rotoide en A;, ce qui fixe la position de B;. On
définit un repére fixe R, = Ay, (Xy, ¥r, Zr) Ol Xy correspond au vecteur unitaire
de I'axe de 'articulation rotoide en A;. Dans ce repere le point B; a comme co-
ordonnées (0, p1 cos 3, py sin 3), Les points Az, A4 sont de coordonnées connues
dans le repere R,.

Le point B; se trouve alors sur un cercle dont le centre U, se trouve sur la
ligne passant par By, A (figure 12). On définit un repére de référence Rp, =
Bi(x,y,2), avec x défini comme le vecteur unitaire B1 Ay /dp, 4,, ot dp, 4, est
la distance de By a A (qui s’exprime comme fonction de () et y un vecteur
arbitraire choisi perpendiculaire a x. Si [;5 est la distance de By a B et ps la
longueur du segment A;B; on a:

12 d2 42
B,U, = 12t ap 4, sz -

2dp, a,

et le rayon r du cercle vaut:
r= l%z - 37%
Le vecteur U;B; peut s’exprimer en fonction d’un angle de rotation 8 par:
U3B2 = rcosfy + rsin 0z

Pour une valeur fixée de 6 la plate-forme peut tourner autour de la droite
passant par By, B;. On définit un nouveau repere By, (X1,y1,%1) avec:

To TcCosf rsinf

X = PR )

! b T )
y1 = (0,—sinf,cosf)
Z1 = X1 AYy1

Les points B3, By se trouvent alors sur des cercles de centre Us, Uy situés sur
la ligne passant par By, By et de rayon 73,74 . On a:

B1Us = I3xq
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Fi1c. 12 - Notation pour l’étude du modele géomeétrique d’une suspension

3SK-RS.

B1U4 = l4X1
UsB3s = rzcos(f3)y1 + r3sinfs3zy
UyBy = rycos(3 + ay)yr + rasin(bs + ay)zq

ol ay est ’angle constant entre le plan passant par Bj, B, B3 et la ligne
UyB,. Avec les relations précédentes il est facile d’exprimer les coordonnées
des vecteurs B1 B3, B1B4 dans le repere Rp,. Ces vecteurs sont fonctions des
trois parametres (3,6, 63.

Par une simple transformation de repére on peut exprimer les vecteurs
B1A3,B1A4 dans le repere Rp,. Ces vecteurs sont en effet connus dans le
repere R,. Il suffit alors de leur appliquer une rotation pour les exprimer dans
le repére Rp,, la matrice de rotation R étant:

Tas pisinf zas (yaz —p1 cos )
dB, A, d d dp, a,
R = yas—p1 cos B 0 p? sin? B—zal
- dp, a, d dp, 4,
—p1sinf Tas p? sin 8 cos B—yaz p1 sin B
dBl Ao d d dBl Agy
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en posant:

d= \/mag + p?sin® B
On exprime alors que les longueurs des segments 3, 4 sont constantes par les
équations de contraintes:

|AsBs||> = o3
|A4B4l|* = o}

Ces deux équations sont des équations en sinus, cosinus des angles 6,605 que
l’on rend algébrique par un changement de variable du type (1),(2) en posant
Ty = tan(0/2), Ty = tan(f3/2). On obtient alors deux équations algébriques
S1, Sy avec:
i=4,j=2
Sl = Z a”TfTQJ =0
4,j=0
i=4,j=2 ‘
Sy = > byTiTi =0

2,7=0

ou les a;j, b;; sont des coefficients qui dépendent des parametres géométriques

et de 3. Le résultant de ces deux équations est une équation algébrique en 77
seul, de degré 16. Un majorant du nombre de solution est donc 16.

3.1.3 Exemple
On choisit les valeurs numériques suivantes:

Ay = (0,0,0) Ay =(0,-20,0) A;=(10,-20,0)
Ay = (10,7,0) As = (5,—12,0)

By = (0,0,0) B, =(0,-6,0) B;=(2,-6,0) By=(2,0,0) Bs=(1,-2,0)

avec les longueurs des segments suivantes:

Ry =20 Ry=2393 R3=25.06 R4=2165 Rs=22.56

INRIA



Modeéle géométrique de suspension 21

Nous avons choisi d’utiliser les angles d’Euler v, 8, ¢ pour spécifier ’orientation
de la roue, le parametre fixe étant ¢. Dans cet exemple le polynome mono-
variable peut étre réduit & un polynéme de degré 24 en tan(vy/2), dont on
obtient les coefficients en fonction de ¢.

3.2 Meécanismes 3SK — PS, 3KS - SP

Il est possible de remplacer la chaine RS du mécanisme précédent par une
chaine PS (figure 13). En raison de la symétrie la résolution du 3SK — PS

chassis

Fi1c. 13 - La suspension 3SK — PS

permettra de calculer le modele géométrique du 3KS — SP en permutant le
role du chassis et du corps support de la roue.

3.2.1 Résolution du modele géométrique, premiere méthode

On peut représenter le probléme en introduisant les inconnues z (position
de B; selon ’axe de ’articulation prismatique et 3 angles définissant ’orien-
tation de l'organe terminal. On peut alors écrire trois équations pour les trois
chaines SK qui indiquent que la longueur p; des segments est fixe. Ces équa-
tions contiennent toutes le terme z2. En choisissant arbitrairement deux de ces
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équations et en les soustrayant on obtient une équation linéaire en z. Apres
report du résultat il reste deux équations ne contenant plus comme inconnues
que les angles de rotation. On choisit I'un de ces angles comme parameétre
fixe (par exemple ’angle d’Euler 6) et 'on transforme les deux équations en
équations algébriques en utilisant le changement de variable (2). On obtient
ainsi deux équations algébriques en Ty = tan(¢/2), T = tan($/2). Le résul-
tant de ces deux équations permet d’éliminer la variable 7 et d’obtenir une
équation dans la seule variable 75, dont les coefficients dépendent de la valeur
du parametre fixe. Cette équation permet d’obtenir I’ensemble des solutions
du modele géométrique.

3.2.2 Résolution du modele géométrique, deuxieme méthode

Dans cette méthode on choisit comme parametre fixe la hauteur Z de I’ar-
ticulation prismatique par rapport a un plan perpendiculaire a 1’axe de I’arti-
culation prismatique en A;, contenant le point A, (figure 14). Pour une valeur

Fic. 14 -  Notation pour l’étude du modele géomeétrique d’une suspension

3SK-PS.

donnée de Z la position du point B; est alors fixée. Pour une position fixée du
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point B; le point Bj se trouve sur un cercle dont le centre U, se trouve sur la
ligne passant par By, As. Si l15 est la distance de By a Bs et py la longueur du
segment A;Bs on a:

B+ dbya, — 3

B1U; = Sy s
B A

X = 92X

et le rayon r du cercle vaut:
r = /135 — 23
De plus dp, 4, peut s’exprimer en fonction de Z par:
dpoa, = 22+ 1

ol h est la distance de A; a A,. Le vecteur U3B2 peut s’exprimer en fonction
d’un angle de rotation 6 par:

U3B2 = rcosfy + rsin 0z

Pour une position fixée de B le seul mouvement possible de 'organe terminal
est une rotation autour de 1’axe passant par Bj, By. On définit un nouveau
repere Rp, = By, (X1,y1,%1) avec:

To TCOSH rsinG)
X1 = P} )
lio” 2 l12

y1 = (0,—siné,cos0)

z1 = X1 Ay1

Les points Bs, By se trouvent alors sur des cercles de centre Uz, Uy et de rayon
r3, T4 situés sur la ligne passant par By, B>. On a:

B1Us = I3xq

B1Us = lIxa

UsB3s = rjcos(f3)y1 + r3sinfszy

UyBy = rycos(03 + aq)yr + rasin(bs + ay)zq
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ol a4 est 'angle entre le plan passant par By, By, B3 et la ligne Uy By. Les points
As, Ay sont de coordonnées connues dans le repere R,. Leurs coordonnées dans
le repere Rp, sont alors obtenues par une translation de vecteur Zz, puis par
une rotation d’angle a autour de I’axe y avec:

I -7

sin o =
dBl Az dB1 Az

cos o =

On peut donc calculer les vecteurs A3Bgs, A4By4 dans le repere Rp,. Comme
pour le mécanisme 3SK — RS on écrit les équations qui indiquent que les
normes de ces vecteurs valent ps, ps, ce qui conduit a deux équations algé-
briques en 77,75. Leur résultant donnera un polynéme de degré 16. Le majo-
rant du nombre de solution est donc la aussi 16.

3.2.3 Exemple
On choisit les valeurs numériques suivantes:
A1 =(0,0,0) A, =1(0,2,0) A3=(2,3,0) Ay=(-3,-2,1)
B; =(0,0,0) By =(0,1,0) B3;=(3,4,0) By=(-1,-3,-1)
avec les longueurs des segments suivantes:
R,=10 R3=12 R4=10

Nous avons choisi d’utiliser les angles d’Euler 4,6, ¢ pour spécifier 'orien-
tation de la roue, le parametre fixe étant 6. Dans cet exemple le polynome
mono-variable est obtenu en éliminant T = tan(y/2) et peut étre réduit a un
polynome de degré 20 en tan(¢/2), dont on obtient les coefficients en fonc-
tion de €. On obtient alors les solutions en 1, ¢ en fonction de 6 présentées en
figure 15,16.
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25

10

tan(¢/2)

Fi1Gc. 15 - Solution pour ¢ en fonction de 6 pour un mécanisme 3SK — PS.
tan(t)/2)
9
8 |
6 |
4 1 ’ ]
2 f Wwaw***”ww
| W
-0 1 L
Y | Mﬂﬁtwﬁ#
W*xx**"ﬁ*#
4]
6 1 wa :
8| '
-10 — | |
2 10 20 30 40 50 60
Fic. 16 -

RR n° 2817

Solution pour ¢ en fonction de 6 pour un mécanisme 3SK — PS.



26 J-P. Merlet

3.3 Meécanisme 25K — RS -CS
3.3.1 Principe

Ce mécanisme décrit en figure 17 fait partie de la classification de Raghavan.

chassis

Fic. 17 - Le mécanisme 2SK — RS — CS.

3.3.2 Résolution du modele géométrique, premiere méthode

Le repere de référence est placé avec l'origine en A;, I'axe z étant ’axe
de l'articulation rotoide. On représente la position du corps terminal par les
coordonnées (0,y, z) du point B; et par trois angles représentatifs de son orien-
tation. La contrainte pour ’articulation rotoide en A; s’écrit:

|A1By|* = y* + 2° = pf (20)
Les contraintes sur les segments 2, 3 de type SK s’écrivent:

1AiB;||* = o} (21)

A;B; = A;A; + A1B;1 + RB1B;,

INRIA



Modéle géométrique de suspension 27

On conséquence les équations de contraintes (21) s’écrivent:

p? = ||A1B1|]* +2A1B1.(AjA; + RB1B;,) +
|AiA1” + [|B1B;,||” + 2A;A1.RB1 By,

On remarque que ces équation sont de degré 2 en v,z avec y> + z? comme
terme dans ce degré.
L’équation de contrainte pour I’articulation cylindrique du segment 4 s’écrit:

|A4By|]> — (AgBy4.v4)? = p} (22)

En soustrayant I’équation (20) aux deux équations (21) on obtient un systéme
linéaire en y, z. On résout ce systeme et l’on reporte le résultat dans les équa-
tions (20) et (22). On obtient alors deux équations dans les trois parametres
de rotation. En utilisant le changement de variable (1),(2) on obtient deux
équations algébriques. Le résultant de ces deux équations donne une équation
dans deux variables d’orientation. En choisissant comme parametre fixe 1’'un
de ces angles on a donc un polyndéme mono-variable qui permet de trouver
toutes les solutions du modele géométrique.

3.3.3 Résolution du modele géométrique, deuxieme méthode

Cette deuxieme méthode est directement inspirée de la deuxieme méthode
utilisée pour la suspension 35K — RS. On choisit comme parametre fixe I’angle
(3 définissant la rotation du point B; autour de ’articulation rotoide. Le point
B5 se trouve sur un cercle paramétré par un angle 6. Pour une position fixée de
B, la plate-forme tourne autour de la droite passant par By, Bs, rotation qui est
paramétrée par un angle f3. On peut alors exprimer les vecteurs A3Bg, A4By
en fonction de 3,0, 65. On écrit ensuite les contraintes sur ces vecteurs:

|AsBs||> = p3
[A4B4|]> — (A4B4yva)® = pj

Apres le changement de variable T = tan(0/2), Ty = tan(63/2) ces deux
équations peuvent s’écrire sous la forme:

1=4,5=2 o

2,7=0
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2,=4 o

1,j=0

ou les a;j, b;; sont des coefficients qui dépendent des parametres géométriques
et de 3. Apres élimination de 75 en prenant le résultant de ces deux équations
on obtient un polynéme mono-variable en 7} de degré 24. Un majorant du
nombre de solution est donc 24.

3.4 Meécanisme 2SK — PS -CS
3.4.1 Principe

Ce mécanisme décrit en figure 18 fait partie de la classification de Raghavan.

chassis

Fic. 18 - Le mécanisme 25K — PS — CS.

3.4.2 Résolution du modeéle géométrique, premiere méthode

Le repere de référence est placé avec l'origine en A;, 'axe z étant 1’axe
de I'articulation prismatique. On représente la position du corps terminal par
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les coordonnées (0,0, z) du point B; et par trois angles représentatif de son
orientation. La contrainte pour I'articulation rotoide en A; s’écrit:
Les contraintes sur les segments 2, 3 de type SK s’écrivent:

|AiB;])* = p? (23)

On a:
A;B; = A;A1 + A1B1 + RB1B;,

On conséquence les équations de contraintes (23) s’écrivent:

p,? = ||A1B1||2 + 2A1B1.(A1A1 + RBlBiT) +
|AjA1]]” +||B1B;,||* + 2A;A1.RB1B;,

s . s 2
On remarque que ces équation sont de degré 2 en z avec z° comme terme dans
ce degré.
L’équation de contrainte pour I’articulation cylindrique du segment 4 s’écrit:

|A4B4|> — (A4By.v4)? = p} (24)

En soustrayant les deux équations (23) on obtient une équation linéaire en z.
On résout cette équation et ’on reporte le résultat dans I'une des équations (23)
et dans (22). On obtient alors deux équations dans les trois parameétres de rota-
tion. En utilisant le changement de variable (1),(2) on obtient deux équations
algébriques. Le résultant de ces deux équations donne une équation dans deux
variables d’orientation. En choisissant comme parametre fixe I'un de ces angles
on a donc un polynéme mono-variable qui permet de trouver toutes les solu-
tions du modele géométrique.

3.4.3 Résolution du modele géométrique, deuxieme méthode

Cette deuxieme méthode est directement inspirée de la deuxieme méthode
utilisée pour la suspension 3SK — PS. On choisit comme parameétre fixe la
hauteur Z entre Ay, B;. Le point B; se trouve sur un cercle paramétré par un
angle 6. Pour une position fixée de B; la plate-forme tourne autour de la droite
passant par By, By, rotation qui est paramétrée par un angle 3. On peut alors
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exprimer les vecteurs A3Bg, A4B4 en fonction de Z, 8, 03. On écrit ensuite les
contraintes sur ces vecteurs:

|AsBs||> = p3
|A4By4||* — (A4Byvs)® = pi

Aprés le changement de variable Ty = tan(0/2), Ty = tan(f3/2) ces deux
équations peuvent s’écrire sous la forme:

1=4,5=2 )
51 = Z aZ]leTQJ =0
1,7=0
2,7=4 )
2,7=0

ou les a;j, b;; sont des coefficients qui dépendent des parametres géométriques

et de Z. Apres élimination de 75 en prenant le résultant de ces deux équations
on obtient un polynéme mono-variable en 7} de degré 24. Un majorant du
nombre de solution est donc 24.

3.5 Meécanisme 2CS — PS — SK
3.5.1 Principe

Ce mécanisme décrit en figure 19 fait partie de la classification de Raghavan.

3.5.2 Résolution du modele géométrique, premiere méthode

Le repere de référence est placé avec l'origine en A;, 'axe z étant 1’axe
de l'articulation prismatique. On représente la position du corps terminal par
les coordonnées (0,0, z) du point B; et par trois angles représentatif de son
orientation. La contrainte pour I’articulation rotoide en A; s’écrit:

La contrainte sur le segment 2 de type SK s’écrit:

|A2B2||* = 03 (25)
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chassis

Fi1c. 19 - Le mécanisme 2CS — PS — SK.

Cette équation est de degré 2 en z, ce terme apparaissant sous la forme 2z2.

Les équations de contrainte pour les articulations cylindriques des segments
3, 4 s’écrivent:

|AB;|)* — (A;B;.v;)? = pf (26)

Ces équations sont de degré 2 dans I’inconnue z, le terme 22 ayant l—v,i comme
coefficient. En soustrayant & une équation (26) 1’équation (25) multipliée par
1-— vi on obtient une équation linéaire en z. On résout cette équation et ’on
reporte le résultat dans la deuxiéme équation (25) et dans (26). On obtient
alors deux équations dans les trois parametres de rotation. En utilisant le chan-
gement de variable (1),(2) on obtient deux équations algébriques. Le résultant
de ces deux équations donne une équation dans deux variables d’orientation.
En choisissant comme parameétre fixe I’'un de ces angles on a donc un po-
lyné6me mono-variable qui permet de trouver toutes les solutions du modele
géométrique. Il est cependant a noter que I’établissement de ce polynome est
difficile: il sera souvent nécessaire de choisir une valeur du parametre fixe puis
de calculer le résultant des deux équations (qui sont maintenant en deux va-
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riables) pour obtenir le polynéme conduisant a toutes les solutions pour la
valeur donnée du parametre fixe.

3.5.3 Résolution du modele géométrique, deuxieme méthode

Cette deuxieme méthode est directement inspirée de la deuxieme méthode
utilisée pour résoudre la suspension 35K — PS. On définit tout d’abord un plan
de référence qui est le plan perpendiculaire a I’axe de ’articulation prismatique
qui contient le point A,. Dans cette méthode on choisit comme parametre fixe
la hauteur Z entre les points A; et B; (figure 20). Pour une position fixée du

Fi1c. 20 -  Notation pour l’étude du modele géométrique d’une suspension

2CS-PS-SK.

point B; le point Bj se trouve sur un cercle dont le centre U, se trouve sur la
ligne passant par Bj, As. la position de Bj est définit par I'angle de rotation
f. Pour une position fixée de B, la plate-forme décrit une rotation autour de
I’axe passant par By, By, paramétrée par un angle 3. On peut alors exprimer
les vecteurs A3B3, A4B4 en fonction de Z, 6,03, puis écrire que ces vecteurs
doivent satisfaire aux contraintes d’une articulation cylindrique:

|AsBs||* — (A3Bs.vs)* = p3
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[A4B4|]> — (A4Byve)® = p

Ces deux équations sont des équations en sinus, cosinus des angles 6,03 que
l’on rend algébrique par un changement de variable du type (1),(2) en posant
Ty = tan(0/2), Ty = tan(f3/2). On obtient alors deux équations algébriques
S1, Sy avec:

2,j=4

Sl = Z a”TllTQJ =0
2,j=0
2,j=4 )

2,7=0

ou les a,j, b;; sont des coefficients qui dépendent des parametres géométriques
et de Z. Le résultant de ces deux équations est une équation algébrique en 73
seul, de degré 32. Un majorant du nombre de solution est donc 32.

3.6 Meécanisme 2CS — RS — SK
3.6.1 Principe

Ce mécanisme décrit en figure 21 fait partie de la classification de Raghavan.

3.6.2 Résolution du modeéle géométrique

La résolution est dans le principe identique a celle du 2C'.S— PS— SK: pour
une position fixée de By on retrouve deux équations en 6, 60;. Les différences
sont que les coefficients des équations vont maintenant dépendre de (3, 'angle
qui décrit la rotation de By autour de l'articulation rotoide en A; (figure 22.
Si p1 est la longueur du segment A;B; et (zas,yas,0) sont les coordonnées de
Ay dans le repere Ay, (Xr, Yr, Zr) On aura:

Az, 12 = /23 + ya3 — 2waspy cos B + }

De plus la matrice de rotation R permettant d’exprimer les coordonnées des
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chassis

Fic. 21 - Le mécanisme 205 — RS — SK.

Fic. 22 - Notation pour l’étude du modele géométrique d’une suspension

2CS-RS-SK.
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points Aj, A4 dans le repeére By, (X,y,z) sera modifiée. On aura:

zas p1sin 3 zas(yaz—pi1 cosf)
dB, 4, d 2d. dzBlAz )
R= yas —p1 cos B 0 pi sin® f—zaj
- dB, A d dp, 4
1772 5 . 12 .
—p1sinf zas p7 sin B cos B—yas p1 sin B
dBl Ag d d dBl Ay

en posant:

d= \/:L'a% + p}sin® B

Un majorant du nombre de solution est donc 32.

4 Mécanisme a 5 chaines

4.1 Meécanisme 45SK — CS

Ce mécanisme est présenté en figure 23.

chassis

Fi1Gc. 23 - La suspension arriere 4SK — CS
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4.1.1 Résolution du modeéle géométrique

On définit tout d’abord un nouveau repére de référence R, = Ay, (X,y, z)
et un repere mobile By, (2., Y, 2,). Les longueurs des segments seront notées
p;i. La géométrie du corps terminal peut étre définie par les vecteurs B1Bj, (un
indice , définit un vecteur dont les composantes sont exprimées dans le repere
mobile).

La position du corps terminal est définie par les coordonnées du point By
(z,y, z) dans le repere de référence. On a:

2’ +y* = pi (27)
et de maniere générale: ||A;Bjl|*> = p?. Le vecteur A;B; peut s’écrire:
A;B; = AjA1 + A1B1 + RB1B;j, (28)

ol R est la matrice de rotation permettant d’exprimer les composantes d’un
vecteur dans le repere de référence a partir de ces composantes dans le repere
mobile. On peut alors écrire:

P = ||AiA1|* +[[A1B1|* + [[B1B;,[|* + 2A;A1.A1By
—|—2AiA1.(RB1BiT) + 2A1B1.(RB1BiT) (29)

Les inconnues z, y, z apparaissent dans ces équations sous la forme de la somme
de leurs carrés dans le terme ||[A1B1]|? et linéairement dans tous les autres
termes. En conséquence si 'on soustrait une des équations (29) aux trois
autres équations (29) on obtiendra un systéme linéaire de trois équations dans
les trois inconnues z, ¥, z.

Apres résolution on substitue le résultat dans I’équation (27) et dans une
des équations (29) pour obtenir deux équations dans les trois variables ¢, 6, a.
Un de ces angles est choisi comme parametre fixe et les sinus et cosinus des deux
inconnues restantes sont transformés par un changement de variable similaire
a celui présenté en (1,2). On obtient alors deux équations algébriques dont
on calcule le résultant pour obtenir un polyn6me mono-variable. La résolution
numérique de ce polynome nous permettra d’obtenir I’ensemble des solutions
du modele géométrique. Il ne nous a cependant pas été possible d’établir ce
résultant pour une valeur symbolique du parametre fixe: on est donc obligé de
calculer le résultant a chaque étape.
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4.2 Mécanisme 5K S simplifié

Une version simplifiée d’'un mécanisme 5K S de suspension arriere [2],[17]
est présenté en figure 24. 1l est constitué d’un corps (le triangle £ H F'), support
de la roue et de 5 segments qui le connecte au chassis. Chacun des segments
est relié au chassis par une rotule.

Définissons tout d’abord un repere de référence O(X,Y, Z). La posture de
la roue peut étre définie par les coordonnées du centre de la roue W (2, Yu, 24)
et par trois parametres définissant son orientation.

chassis

F1G. 24 - La suspension arriere 5 — K.S simplifiée et ses parametres géomeé-
triques

Pour résoudre le modele géométrique notons que si la posture de la roue
est connue alors la position des points E, H, F' I'est aussi. Les coordonnées
de ces points sont des fonctions de z,, Yy, 24, 0, €, . Comme les positions des
points A, B, C, D, L sont fixées dans le repere de référence il est alors possible
de calculer les cinq longueurs p; des segments. On obtient ainsi un systeme de
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5 équations
F("rw)y'wvzw357 & CK) = /02 (30)

En fixant 'un des parametres (par exemple z,) on obtient alors un systéme
de 5 équations dans les 5 inconnues z,,, Y, 0, €, &. La résolution de ce systeme
a intéressé beaucoup de chercheurs [7], [12],[4]. IIs ont remarqué que le sys-
téme (30) est non linéaire et ont proposé une résolution numérique reposant
sur le schéma itératif de Newton dans lequel on fournit une estimée de la so-
lution. Mais nous allons montrer que le modele géométrique admet plusieurs
solutions alors que la méthode de Newton n’en fournit qu’une (dans le meilleur
des cas).

4.2.1 Nombre maximal de solutions

Considérons le mécanisme qui joint la roue au chassis (figure 25). Dans ce
mécanisme les cotés du triangle AEB ont une longueur fixée et par conséquent
le point £ se trouve sur un cercle dont le centre P; se trouve sur la ligne passant
par A, B et dont le rayon peut étre calculé a partir des longueurs des cotés du
triangle. On peut donc remplacer ce triangle par un segment unique P F relié

au chassis par une articulation rotoide. Pour les mémes raisons le triangle C'F' D
peut étre remplacé par un segment P, F'. Les solutions du modele géométrique

F1G. 25 - La suspension arriére 5— K .S simplifiée et son mécanisme équivalent.

du mécanisme ainsi obtenu seront les mémes que celles du mécanisme original,
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on parlera donc d’'un mécanisme équivalent. Ce mécanisme équivalent a été
étudié dans un autre cadre et son modele géométrique est connu [1],[16],[5].

Nous allons maintenant couper le mécanisme au point H. On obtient alors
deux mécanismes: le segment LH; attaché par une rotule au point L et le
mécanisme P; K HyF Ps. En raison de la mobilité de chacun de ces mécanismes
les points H; vont décrire des surfaces et une solution du modele géométrique
sera obtenue lorsque les points Hy, Hy coincideront. Hy se trouve sur une sphere
alors que le mécanisme Py EHyF P; est bien connu sous le nom de RSSR. 1l a
été prouvé que H, se trouve sur une surface algébrique de degré 16 [8],[9]. En
utilisant le théoréeme de Bezout on peut donc déja affirmer que l'intersection
de ces deux surfaces a un degré au plus 32 (16x2). Si 'on fixe la valeur d’un
parametre on cherche alors 'intersection de cette courbe avec un plan et il
existera au plus 32 solutions. En fait cette analyse peut étre raffinée car il est
possible de prouver que parmi ces 32 points il en existe 16 qui sont complexes
et se trouve sur I’ombilic; en conséquence il existe au plus 16 solutions réelles
et ce nombre peut étre atteint [14].

4.2.2 Résolution du modeéle géométrique

On définit tout d’abord un nouveau repére de référence (L, X,Y,Z) et
I’on définit la posture du triangle par les coordonnées de ses trois sommets
H(z,y,z2), E(zc, Ye, 2¢), F(xf,ys, 2£). On note Uy, lie, lof les longueurs des trois
segments du mécanisme équivalent. On a:

ILH|? = 2® + > + 22 = [, (31)

Avec les notations de la figure on peut écrire:
LE = LPi+ l1(cos(01)vy + sin(6;)w1) (32)
LF = LP3+ lyf(cos(62)va + sin(f2)w2) (33)

ol vj, wj sont des vecteurs constants et 6; est ’angle des segments du RSSR
avec la base. Les longueurs des cotés du triangle seront notées 74¢, 7, 7cr,. On

a alors:
ILF — LH||? = r,%f (34)
|ILE — LF|* = r]%e (35)
ILE —LH|]® = 12, (36)
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Pour une valeur fixée d’un parametre (par exemple z) ces trois équations et
I’équation (31) forment un systéme de 4 équations dans les inconnues z, y, 61, 6.
On développe les équations (34),(36):

ILF —LH|* = |[LF|+|LH|]? - 2LF.LH = r}, (37)
|ILE — LH|]*> = ||[LE|?+|[LH||* - 2LE.LH =2, (38)

On soustrait ensuite (31) a ces deux équations pour obtenir:

ILF||> - 2LE.LH = ry; — I, (39)
|ILE|]* - 2LE.LH = r2, -1, (40)
Ces équations sont linéaires dans les inconnues z,y. On résout ce systeme li-
néaire et I’on reporte le résultant dans les équations (31),(35), ce qui ameéne a
un systeme de deux équations dans les inconnues 6, 6,. Ces inconnues appa-

raissent via leur sinus et cosinus et 1’on utilise le changement de variable 1,(2)
en posant 77,75 comme:

0 0
T, = tan(El) Ty = tan(g) (41)

Avec cette transformation les équations (39),(40) deviennent deux équations
algébriques en T3, T5, de degré 4. Le résultant de ces deux équations donne un
polynome de degré 16 en Tj. La substitution inverse permet alors d’obtenir
une et une seule valeur du triplet 75, z, y pour chaque valeur de 77. On obtient
donc bien un maximum de 16 solutions.

4.2.3 Exemple
Dans cette exemple on adopte les valeurs numériques suivantes:
L=(0,0,00) A=(7,15,00 B=(7,—-9,0) C=(-7,15,00) D=(-7,-9,0)

et
h=4 mTh=7Te, =5 T=8

Les longueurs des 4 segments de la suspension sont fixées a 13 et ’on recherche
les postures pour lesquelles z = 1. Le polynome de degré 16 donne alors 4
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solutions réelles:

1.037018262
Hy = | 3.731567109
1

—2.7838753
Hy = | 2.692589452
1

2.783875372
Hs; = | 2.692589450
1

—1.0370182
Hy = | 3.731567109
1

—3.3051272
E, =1 3.
3.368666699
—3.8425854
EQ = 3
—3.8769490
—2.1926028
E3 = 3
1.374384341
—4.6279205
E4 = 3
4.401504165

4.627920511
= 3.
4.401504164

2.192602819
F2 = 3
1.374384353

3.842585492

F3 = 3
—3.876949
3.305127245

F4 = 3
3.368666699

Ces quatre solutions définissent les postures présentées en figure 26. En faisant

F1G. 26 - Un exemple de résolution du modéle géométrique d’une suspension
5 — K S simplifiée avec J solutions.

varier la valeur de z entre 0.1 et 3.6 par incrément de 0.1 (figure 27) nous
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avons remarqué qu’il y avait 4 solutions pour z entre 0.1 et 1.1. A ce point
deux branches du modeéle géométrique vont se confondre et il n’y aura plus
que deux solutions de 1.2 & 3.6. Ce type d’analyse permet de prédire certains

36
T1
30 |
23 |
N
16 |
N
N
9 | +
s
N
4
+ t+
4 t 4+
. . 4y
2 e, R
. +++++++++++++++++++++
) + o+ 4
—+ +++++
N
N
N
ST ; : ‘ 1 e

0.39 0.80 120 1.60 2.00 2.40 2.80 3.20 3.60

FiG. 27 - Solutions du polynome mono-variable en fonction de z.

résultats intéressants. Ainsi le polynome peut s’écrire:

1=16

P=> aT;
=0

En utilisant le théoreme de Descartes nous savons que le nombre de racines
réelles positives est égal au nombre de changement de signe de la séquence
a;a;41,t € [0,15] ou inférieur & ce nombre d’un nombre pair. Aprés examen
de cette séquence sur notre exemple on peut affirmer qu’il y aura un nombre
impair de racines positives pour z dans l'intervalle [0.27,3.91] et un nombre
pair pour 2 entre 0 et 0.27.
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4.3 Meécanisme 5K S général

Une forme plus générale d’un mécanisme de suspension arriere est présen-
tée en figure 28. Les centres des rotules sont maintenant tous distincts. C’est
ce type de suspension qui est utilisé dans certaine voiture haut de gamme
comme par exemple dans la Mercédes 190E depuis 1984. Les caractéristiques
dynamiques de cette suspension ont été étudiées par Hiller [6].

chassis

FiG. 28 -  Mécanisme 5K S général.

4.3.1 Nombre maximal de solutions

Pour calculer le nombre maximal de solutions nous utilisons un résultat
de Mourrain qui établit que le point d’attache de la roue se trouve sur une
courbe algébrique de degré 40 [15]. Si 'on fixe la valeur d’un des paramétres
on recherche alors I'intersection d’un plan avec cette courbe et il existera donc
au plus 40 solutions. Il n’a pas éte toutefois possible d’établir si ce nombre
peut étre effectivement atteint.

4.3.2 Résolution du modeéle géométrique

On définit tout d’abord un repere de référence (A;, X,Y, Z) et un repere
mobile By, (z,, Y., z,). Les longueurs des segments seront notées p;. La géomé-
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trie du corps terminal peut étre définie par les vecteurs B1Bj, (un indice ,
définit un vecteur dont les composantes sont exprimées dans le repére mobile).

La position du corps terminal est définie par les coordonnées du point By

ir

(z,y, z) dans le repere de référence. On a alors:
A = o2 47 + 22 = g} (12)
et de maniere générale: ||A;B;||*> = p?. Le vecteur A;B; peut s’écrire:
A;B; = AjA; + A1B; + RB1B;j, (43)

ol R est la matrice de rotation permettant d’exprimer les composantes d’un
vecteur dans le repere de référence a partir de ces composantes dans le repere
mobile. On peut alors écrire:

p; = [|AiA1]]* +||A1B4|” + [|B1B;,[|* + 2A;A1.A1 By
—|—2AiA1.(RB1BiT) + 2A1B1.(RB1BiT) (44)

Les inconnues z, y, z apparaissent dans ces équations sous la forme de somme de
leurs carrés dans le terme ||A1B1]|? et linéairement dans tous les autres termes.
En conséquence si 1’on soustrait I’équation (42) & trois des équations (44) on
obtiendra un systeme linéaire de trois équations dans les trois inconnues z, y, 2.

Aprés résolution on substitue le résultat dans I’équation (42) et dans I’équa-
tion (44) pour obtenir deux équations dans les trois variables €, §, . Un de ces
angles est choisi comme parametre fixe et les sinus et cosinus des deux in-
connues restantes sont transformés par un changement de variable similaire a
celui présenté en (1,2). On obtient alors deux équations algébriques dont on
calcule le résultant pour obtenir un polynéme mono-variable. La résolution
numérique de ce polynome nous permettra d’obtenir I’ensemble des solutions
du modele géométrique. Il ne nous a cependant pas été possible d’établir ce
résultant pour une valeur symbolique du parametre fixe: on est donc obligé de
calculer le résultant a chaque étape.

4.3.3 Exemple
On choisit les valeurs numériques suivantes:

Ay =(0,0,0) Ay =(0,-20,0) A;=(10,-20,0)
Ay = (10,0,0) Az = (5,—12,0)
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By =(0,0,0) B, =(0,-6,0) B;=(2,-6,0) By=(2,0,0) Bs=(1,-2,0)

avec les longueurs des segments suivantes:
R =20 Ry=2393 R3=25.06 R4=21.65 R;=22.56

Nous avons choisi d’utiliser les angles d’Euler v, 8, ¢ pour spécifier 'orientation
de la roue, le parametre fixe étant ¢. Dans cet exemple le polynome mono-
variable peut étre réduit a un polynéme de degré 16 en tan(f/2) n’ayant que des
puissances paires (si 0; est solution alors —f; est aussi solution). On n’a donc a
résoudre en fait qu'un polynome de degré 8. Pour ¢ = 10° on obtient 8 solutions
qui sont présentées en figures 29,30. Les solutions du modeéle géométrique en

x=0.49
y=1.95
2=-19.89
$=-37.3

#=-52.13 z

yr

Q’-@ﬂ‘ﬁﬁ
I

oo
= =N
oo

Xr

F1G. 29 - Les quatre premieres solutions du modéle géométrique de l’exemple
de suspension 5 — K.S général.
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“ x=0.791
y=0.91 zr
2=19.96 yr

$=25.83 \ /

Fi1G. 30 - Les quatre derniéres solutions du modele géométrique de ’exemple
de suspension b5 — K.S générale.
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fonction de ¢ sont présentées dans les figures 31,32,33,34,35. On peut voir
que certaines branches sont effectivement tres proches ce qui constituerait un
probleme si I'on utilisait la méthode de Newton. Dans tous les cas on obtient
4 ou 8 solutions. Dans le cas de cet exemple on peut montrer que quelles que

5 | ®
.
: +
.
.
.
.
.
| .
.
.
.
.
.
.
N +
.
J’ +
3 | |
¥ |
+*+* +
¥ |
+*’+ :
.
| .
K |
++’+ ﬁ
| .
+++* +++
.
++n )
1 ++++ )
et )
ég ++++++H+++++++H+++++ ¢
. +++++++++++‘+++
-0 f++++*+++++f++++ 1 | | | } } }
4 14 24 ) » . . |
. | o on 5 — KS
Fic. 31 - =z comme fonction de ¢ pour l’exemple de suspension 5 —

générale.

soient les longueurs des segments on obtiendrait un polynéme mono-variable de
degré 16 dont on peut calculer sous forme analytique les coefficients en fonction
des longueurs des segments et du parametre fixe. On peut donc comparer tres

rapidement des géométries différentes.
On a pu trouver des géométries avec un total de 20 solutions par exemple

pour Rs; = 20 (figure 36).
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1.5 ]
1.2 ]
0.9 |

0.6 ]

0.3 ]

0.0 L, , 1 1 s R

Fic. 32 - y comme fonction de ¢ pour l’exemple de suspension 5 — KS
générale.

20

A e L T e

z
10 |
-0 |
-10 |

¢
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5 15 25 35 45 55 65 76

Fic. 33 - 2z comme fonction de ¢ pour l’exemple de suspension 5 — K S

génerale.
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36
30 e b
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Fi1c. 34 - ¢ comme fonction de ¢ pour l’exemple de suspension b — KS
générale.

15— e
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Fic. 35 - 6 comme fonction de ¢ pour l’exemple de suspension 5 — KJS
générale.
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F1Gc. 36 - Solutions du polynome
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mono-variable en fonction de ¢ pour Rs = 20
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4.4 Le 5-barres Nissan

Ce mécanisme a été utilisé comme suspension avant pour la Nissan 300ZX
(figure 37). Il est un peu a part car il ne rentre pas dans la classification
de Raghavan dans la mesure ou 'une des chaines a deux segments. Il est

chassis

Fi1G. 37 -  La suspension de la Nissan 300ZX

intéressant car paradoxal: si l'on applique la formule de Griibler on trouve que
sa mobilité est de 1. En fait 'intersection de ’axe de ’articulation rotoide en As
avec le centre de la rotule en A, fait que la mobilité est de 2. On peut tourner
autour de 'axe Az A3 (ce qui permet le guidage de la roue) et en méme temps
la roue peut pivoter autour de l'axe A; As. La modélisation géométrique de ce
type de mécanisme ne présente pas de difficultés. Le point A, appartenant au
mécanisme A5 A4A, décrit un tore, alors que considéré comme appartenant au
mécanisme A;A, il décrit un cercle. Les solutions se trouvent a l'intersection
du tore et du cercle, il existe donc 4 solutions au plus.

5 Conclusion

L’analyse présentée dans les sections précédentes a permis de montrer que
le modeéle géométrique de différents mécanismes de suspension automobile pou-
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vait étre résolu exactement sans faire appel a des méthodes purement numé-
riques. Les polyno6mes mono-variable obtenus sont de degré suffisamment faible
pour que leur résolution numérique ne présente pas de probleme.

Il faut noter que les mécanismes les plus difficiles a résoudre sont ceux qui
incluent des articulations de type cylindrique dans les chalnes: ainsi nous avons
buté sur la résolution des mécanismes de type 3C'S —2SK et 4CS — SK. Fort
heureusement ce type d’articulation n’est pas, a notre connaissance, employée
dans la pratique car les efforts de flexion sur ’axe de ce type d’articulation sont
importants, ce qui va a ’encontre du principe qui régit l’emploi des chaines
fermées dans les mécanismes de suspension, a savoir favoriser les structures o
les contraintes sur les segments sont plutot du type traction-compression.

Les méthodes proposées dans ce rapport constituent un premier pas pour
I’obtention d’algorithmes systématique de synthese.
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