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Résumé : Nous présentons ici un algorithme permettant de retrouver la permuta-
tion entre deux codes linéaires binaires équivalents. L’algorithme ne fonctionne que
lorsque le groupe d’automorphisme des codes considérés est trivial, c’est-a-dire ré-
duit a la seule identité. Pour deux codes binaires équivalents aléatoires de longueur
1000 et de dimension 500, le temps de calcul varie entre 7 et 80 secondes sur une
station de travail DEC 3000/900.
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An algorithm for finding the permutation between two
equivalent binary codes

Abstract: We present here an algorithm able to compute the permutation between
two given equivalent binary linear codes. The algorithm only works if the auto-
morphism group of the considered codes is trivial, that is reduced to the identity
permutation. For random codes of length 1000 and dimension 500, the computation
time varies between 7 and 80 seconds on a workstation DEC 3000/900.
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Notations

Soit F, le corps fini a ¢ éléments, n un entier strictement positif. Soient z =
(@1,...,2,) et y = (y1,-..,Yn) deux éléments de Fy.

— Pour tout ensemble fini £, nous noterons |F/| son cardinal.
— Pour tout entier n nous noterons I,, 'ensemble {1,...,n}.

— La distance de Hamming entre deux éléments z et y de F;' sera dy(z,y) =
I{i € I, | ; # y:}, le poids de Hamming de z sera wg(z) =|{i € I, | #; # 0}

— Pour tout sous-espace vectoriel ' de F', nous noterons Ct son orthogonal,

aussi appelé code dual de C, pour le produit scalaire usuel.

1 Introduction

Nous proposons ici un algorithme permettant de déterminer si deux codes li-
néaires sont équivalents, c’est-a-dire égaux a une permutation prés du support, et
dans ce cas de donner la permutation.

2 Définitions

2.1 Equivalence

Définition 1 Soient C' et C' deux codes de longueur n. Les codes C et C' seront
dits équivalents s’il existe une permutation o de I, telle que

(902')19'571 € (<= (xg(i))lgign e

Nous noterons C' ~ C ou C' = o(C).

2.2 Codes raccourcis et codes poingonnés

Définition 2 Soit C' un code linéaire de longueur n, et soit J un sous-ensemble de
I,.

— Le code C' poingonné en J est défini par

Cr=A{(@i)ier\v | (zi)1<i<n € C},

c’est-a-dire que les positions indexées par J sont supprimées.
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— Le code C' raccourci en .J est défini par
Cr=A{(@)ier\s | (@)i<icn € C et Vj € Joz; = 0},

c’est-a-dire que ne seront conservés que les mols du code C dont les coordon-
nées indexées par J sont nulles.

Dans les deux cas, le nouveau code est de longueur n — |.J|.

Notons que les deux opérations commutent. Pour tous sous-ensembles disjoints J et

J' de I,, nous noterons alors CfT = C5; 7 le code €' poingonné en J et raccourci en
J'.

Proposition 1 Soit C' un code linéaire de longueur n, soient J et J' deux sous-
ensembles disjoints de I, et soit o une permutation de I,,. On a

(Ci)* = (Y55
o(C57) = O Gz

2.3 Invariants

Soit L, 'ensemble des codes linéaires de longueur n sur Fy, soit £ = {J,,vqLn
I’ensemble des codes linéaires sur F,.

Définition 3 Un invariant sur F est une application L — F telle que deux codes
équivalents prennent la méme valeur.

Par exemple la longueur, la dimension sont des invariants sur les entiers. L’énumé-
rateur des poids est un invariant sur les polynomes a coefficients entiers.

Corollaire 1 Soit V un invariant, soit C' un code linéaire de longueur n, soient J
et J' deur sous-ensembles disjoints de I, et soil o une permutation de I,,. On a

V(Cs7) =V(0(O) 5577

T 5(),a (T

INRIA
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2.4 Signatures

Définition 4 — Une signature S sur un ensemble F est une applicalion qui a
tout code C' de longueur n et a tout élément v de I,, associe un élément S(C',1)
de F et telle que pour toute permutation o de I, et pour tout i dans I,,

S(a(C),0(i)) = 5(C,1).

— Une signature S est dite discriminante pour C' s’il existe © et j dans I, lels
que S(C,i) # S(C. ).

— Une signature S est dile totalement discriminante pour C' si pour toul © el toul

J distincts dans I,,, S(C,1) # S(C, 7).

Proposition 2 Soit C' un code de longueur n et soit S une signature totalement
discriminante pour C, alors

1. le groupe d’automorphisme de C' est lrivial,

2. la signature S est totalement discriminante pour tout code C' équivalent a C'.

En particulier, il n’existe aucune signature totalement discriminante pour un code
possédant un groupe d’automorphisme non trivial.

Produit de signature Soient S et S’ deux signatures sur F et E’ respective-
ment, la signature produit de S et S/, notée T = S x S’, définie par T(C,7) =
(S(C,1),5(C, 1)) est elle-méme une signature sur £ x £’

Signature associée & un invariant Soit V un invariant sur F, les applications
V et V sur E définie pour tout code C' de longueur n et tout ¢ dans I,, par

V(C,i)= V(Co) et V(C1i) = V(Cr),

sont des signatures sur F. La signature sur F? associée & V sera le produit de ces
deux signatures, noté V=V x V.

Partition associée a une signature et un code Soit S une signature sur F,

soit C' un code linéaire de longueur n. Nous munissons £ d’un ordre total noté <.
Nous définissons une relation d’équivalence sur I, par

i R j<= S(C,1)=5(C,j).

RR n° 2853
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Soit {e1,...,es} = S(C,I,) avec e; < ... < €5, 'ensemble des valeurs prises par
S(C,t) lorsque ¢ parcourt I,,. Pour tout ¢, 1 < ¢ < s, nous noterons J; la classe
d’équivalence dont les éléments ont pour image e;. La partition Jy,...,Js, dans cet
ordre, de I, induite par la relation d’équivalence R sera appelée (5, C, <)-partition
de I,,. Notons que cette partition est ordonnée, dans le sens ou 'ordre des parties
J1,...,Js n’est pas indifférent.

Proposition 3 Soit C' = o(C) un code équivalent a C, la (S,C’, <)-partition de
I, esto(Jy),...,0(Js).

Finesse d’une signature Soient S et S’ deux signatures sur F et F’, la signature
S sera dite plus fine que la signature S’ pour C' si la (S5, C, <g)-partition de I,, est
plus fine que la (S’,C, <pgs)-partition de I,, (les ordres respectifs <p et <g/ sur F
et F' ne jouent ici aucun role).

2.5 Hull d’un code linéaire

Définition 5 Le hull d’un code linéaire C' est défini comme son intersection avec
son dual. Nous noterons H(C) = CNC*L.

Proposition 4 Soit V un invariant et C un code linéaire. L’application Vy : C —

V(H(C)) est un invariant.

3 Un algorithme pour trouver la permutation entre des
codes équivalents

Soient C' et C’ deux codes de méme longueur. Nous voulons savoir s’il sont
équivalents et, dans 'affirmative, calculer une permutation o telle que C' = o(C).

Dans le cas ou C et C’ sont équivalents, et que de plus nous connaissons une
signature totalement discriminante pour C, I'utilisation de I’Algorithme 1 permet
d’obtenir la permutation o.

Algorithme 1 Soient C' et C’ deux codes équivalents de longueur n et soit S une
signature totalement discriminante pour C.

procédure permutation
entrées: code C',C'; signature S
pour ¢ dans [,

INRIA
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pour j dans I,
si S(C,j)=5(C"1)
oft] «j
retourner(o)

Si nous voulons le méme résultat sans & priori sur €', C' et S, il faut modifier

lalgorithme. Nous noterons S(C', I,,) 'ensemble {S(C,1%),i € I,,}.

Algorithme 2 Soient C' et C' deux codes de longueur n et soit S une signature.

procédure équivalent
entrées: code C',C’; signature S
si S(C,I,) =S(C" I,)
si|S(C,1,)|=n
o + permutation(C,C",S)
siC’' =o(C)
retourner(o)
sinon
retourner(NON EQUIVALENTS)
sinon
retourner(ECHEC)
sinon
retourner(NON EQUIVALENTS)

L’Algorithme 2 conclura toujours, sauf dans le cas ou S(C,I,)

S(C' 1) et

[S(C,I,)] < n. Cela signifiera généralement que C' et C’ sont équivalents, mais
que la signature n’est pas assez discrimante pour le calcul de la permutation.

3.1 Raffinement d’une signature discriminante

Soit C' un code linéaire, soit une signature S sur F discriminante pour C', et soit

V un invariant sur F. Nous munissons F d’un ordre total noté <pg.

Soit Jy,...,Js la (S,C, <g)-partition de I,. Puisque S est discriminante, nous
avons s > 1, d’autre part si s = n, alors S et totalement discriminante et il n’est pas
nécessaire de poursuivre le calcul. Pour toute partie L de {1, .., s}, nous noterons

Ky, = Uer, /1, et pour tout i € I,,,

S\% (C, Z) = (V(CBL/U\{Z})? V(CI\/\DE)’ V(CE,{/Z\})’ V(Cilxllu{z})) sie € In \ I(L

o0

RR n° 2853

sinon



8 Nicolas Sendrier

avec la convention J; = @ si [ € {1,...,s}, application S{;J définit une signature
sur F* U {oo} pour toute partie finie L de N*. L’élément co sera par convention
supérieur & tout élément de F* pour tout ordre.

Pour tout s positif, nous munissons I’ensemble des parties de {1, .., s} de 'ordre
suivant:

L] < [L|
L=<, L' °"
IL|=|Let > 1< > 1

leL lel’

Pour un code C' donné dont la (S,C, <g)-partition comporte s parties, nous
noterons L le plus petit élément pour <; tel que la signature T = S{} x S soit
strictement plus fine que S. La signature 7T ainsi définie permettra de définir une
(T,C, <)-partition, ot < est un ordre total sur F* x F, plus fine que la partition
J1, . Js.

Chaque fois que nous pourrons obtenir en itérant ce processus une signature
totalement discriminante pour C, il sera possible a I’aide des algorithmes décrits
plus haut de déterminer si un code donné C’ est équivalent & C', et si oui, de donner
la permutation entre ces deux codes.

3.2 Une bonne signature

Nous avons vu qu’une signature peut étre construite a partir de tout invariant.
Cet invariant doit permettre d’obtenir une signature discriminante, ce qui exclus
les invariants tels que la longueur ou la dimension. D’autre invariants, tels que la
distance minimale, ou mieux encore, la distribution des poids peuvent permettre la
construction de signatures discriminantes, toutefois, lorsque la taille du code aug-
mente, ces invariants peuvent s’avérer extrémement difficiles a calculer.

L’idée est alors de s’appuyer sur la Proposition 4 et d’utiliser un invariant du
hull, plus précisément la distribution des poids. Le résultat suivant peut aider a se
convaincre qu’un tel invariant pourra étre discriminant tout en restant relativement
aisé a calculer.

Proposition 5 [3] La dimension moyenne du hull d’un code linéaire de longueur n
sur F, tend vers une constante lorsque n tends vers l'infini, cette constante est égale

\

a
1

>0

INRIA



Un algorithme pour trouver la permutation entre deuzx codes binaires équivalents 9

De plus la proportion de codes linéaires de longueur n sur F, ayant un hull de
dimension donnée | est également une constante lorsque n tends vers l'infini égale a

Dans le cas binaire (¢ = 2), la dimension moyenne du hull est environ égale a
0.764, et Ry = Ry = 0.419, Ry = 0.140, R3 ~ 0.020 . ...

L’algorithme décrit dans la section 3 ne peut aboutir pour tout code. En effet, par
construction, il ne pourra étre appliqué a un code dont le groupe d’automorphisme
n’est pas réduit a la seule permutation identité, puisqu’aucune signature totalement
discriminante ne peut alors exister (cf. Proposition 2).

De plus, 'algorithme sera impraticable chaque fois que le hull des codes concernés
aura une dimension telle que sa distribution des poids ne peut étre obtenue par le
calcul (dimension supérieure a 40 dans le cas binaire).

Cependant, si nous ne considérons que des codes aléatoires, aucun de ces deux
inconvénients n’intervient en pratique. D’abord, dés que la dimension d’un code
aléatoire dépasse quelque dizaines d’unités, son groupe d’automorphisme est trivial
avec une tres grande probabilité. D’autre part, la Proposition 5 nous assure qu’un
code choisi aléatoirement n’a presque aucune chance de posseder un hull de grande
taille.

3.3 Temps de calcul

L’algorithme décrit plus haut a été programmé en langage C et exécuté sur une
station de travail DEC 3000/900. Les temps de calculs obtenus sont donnés pour
diverses tailles dans la Table 1.
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n k| nombre temps (en secondes)
d’essais | moyen | minimum | maximum
1000 | 500 120 13.2 7.1 79.9
1000 | 200 100 27.2 7.0 700.6
500 | 250 100 2.3 1.1 10.2
500 | 100 100 2.7 1.3 31.7
250 | 125 100 0.59 0.30 4.6
250 | 50 100 0.49 0.31 2.7
100 | 50 100 0.16 0.13 0.40

Table 1 - Temps de calcul pour des codes binaires

?deux des 100 essais on dépassé 10 minutes, le maximum des 98 autres est de 45.7 secondes, et
leur moyenne est de 13.2 secondes

[3] Sendrier (N.). — On the dimension of the hull. — Rapport de Recherche n° 2862,
INRIA, octobre 1995.
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