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Effective Approach of Algebraic Residues

Abstract: In this report, we are interested by the dual of the polynomials and
its connections with the theory of algebraic residues. We specially focus of the
Bezoutians and their role in the theory of residues and in polynomial systems solving.
We recall the main properties of the dual and of inverse systems of ideals. We show
in the local 0-dimensional case, how inverse systems can be computed by integration.
The next part is devoted to the work of G. Scheja and U. Storch [29], E. Kunz [19],
where the foundations of the algebraic theory of residues are settled. Then, we study
the properties of residues under polynomial transformations, and some connections
with Grobner Bases. Finally, we give some elementary proofs of classical results such
as Macaulay’s theorem, Bezout’s theorem, Weil’s formula, Euler-Jacobi’s formula,
and we proposed (in some cases) algorithms for the computations of residues.

Key-words: duality, residues, inverse systems, Gorentsein algebra, complete inter-
section, Bezoutians, polynomial systems
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Approche Effective des Résidus Algébrigues 1

Ces notes ont été rédigées a la suite d’exposés au séminaire « Formes & Formules»
1994-1995. Ce séminaire commun au laboratoire J-A. Dieudonné de Mathématiques
de 1"Université de Nice et au projet SAFIR, INRIA, Sophia-Antipolis, avait pour
théme, cette année-1a, « Polynomes et Résidus».

Dans une premiére partie, nous y avons présenté les travaux de Scheja, Storch
et Kunz sur les résidus algébriques; puis nous avons abordé les aspects analytiques
et leurs applications en géométrie algébrique effective. Ces approches avaient été
illustrées par quelques applications & la résolution de systéemes polynomiaux, & 1’étude
locale de points isolés, & I’étude locale de courbes et a leur traces réelles'. Nous
remercions tous les intervenants au séminaire « Formes & Formules», ainsi que tous
les participants.

1 Introduction

L’ingrédient principal de la construction algébrique des résidus est le Bézoutien
(que V’on appellera aussi « jacobien discret »). Nous allons rappeler rapidement sa
définition, ainsi que certains domaines ou il apparait. Considérons deux paquets
de variables x = (z1,...,%2),y = (¥1,...,Yn) et les points Xy = (@1,...,Tn),
X1y = (W1,22- -+, %n)y -y Xny = (Y1,---,Yn). Pour tout polynome P € Klx] (K

) o P(Xiy)—P(X(;_ )
est un corps commutatif unitaire), on note 6;(P) = ( (I)L,ﬁ(, d 1)), 1<i<mn,les

différences finies de P. Ce sont des polynémes en x1,...,Zn,Y1,---,Yn, de degrés
au plus deg(P) — 1. Construisons le polynéme de K[x,y],

Py( X)) 01(Po) -+ On(Po)
q)(P()aPl??Pn): ’
Pn(X(O)) Hl(Pn) Hn(Pn)
ol Py,...,P, € K[x|. Nous allons voir que cet objet apparait quand on s’intéresse &

I’étude des systémes polynomiaux.

E. Bézout a utilisé cet outil pour construire le résultant de deux polynoémes P et Q
en une variable, en calculant le déterminant d’une matrice de taille max(deg P, deg Q)
(voir [5]). Nous pouvons comparer la méthode de Bézout a celle proposée ultérieu-
rement par Sylvester qui consiste & calculer le déterminant d’une matrice de taille
deg P 4+ deg Q@ en considérant des multiples des polyndmes initiaux P et ). Cette
comparaison peut se faire aussi dans le cas d’un systéme de n + 1 polyndmes en n
variables. Les formulations du résultant par Macaulay (voir [21]| ou [30]), ou encore

1. pour plus de détails, voir http://www.inria.fr/safir/MEETING/seminaires.html

RR n° 2884



2 M. Elkadi € B. Mourrain

les résultants de « Newton» (voir [6]), peuvent étre vues comme une généralisation de
la méthode de Sylvester alors que les formulations obtenues & partir « des jacobiens
discrets » généralisent la méthode de Bézout.

Les Bézoutiens apparaissent aussi dans les travaux de A. Dixon [9], qui a construit
le résultant de trois polyndémes, en deux variables, du méme degré, en suivant la
méthode introduite par Bézout pour deux polyndémes en une variable.

Les polyndémes ® sont aussi a la base de méthodes numériques de localisation des
zéros d’un systeme polynomial, comme la méthode des sécantes en une et plusieurs
variables, que 'on présentera dans la section 4.2 (voir [17], [31], [25]).

La fonction ® apparait également dans les travaux de J.P. Jouanolou [18], ou
elle est appelée forme de Morley. Elle sert & construire le résultant de n polynémes
homogenes en n variables.

Les « jacobiens discrets » apparaissent inévitablement en théorie analytique des
résidus, par exemple dans la formule de Weil ou dans les lois de transformations (voir
[15], [4] ou [3]). Ils sont utilisés en particulier pour trouver des formules de représen-
tation dans des idéaux de polynomes et obtenir des versions effectives économiques
du Nullstellensatz ([3], [4], [11], [12]).

Depuis quelques temps, les aspects effectifs des Bézoutiens ont suscité un regain
d’intérét comme le montre les travaux [7], [28, 14], [27] ou encore [2] pour ce qui
concerne la géométrie algébrique réelle. Signalons également qu’une approche algo-
rithmique du calcul des résidus est proposée dans [8], dans le cas tres spécial ol
lapplication polynomiale (P, ..., P,) est une déformation plate de (x‘lil, ey,

Le but de ce rapport est de donner les principales propriétés des Bézoutiens et
surtout d’éclaircir le role qu’ils peuvent jouer dans la théorie algébrique des résidus
et dans la résolution de systémes polynomiaux. Dans une premiere partie, nous rap-
pellerons les propriétés du dual de l'algebre des polynémes et du systéeme inverse
d’un idéal. Nous montrerons dans le cas local (point isolé) comment ces systémes
inverses peuvent étre calculés par intégration. Nous utiliserons ces résultats pour cal-
culer le résidu local d’une application polynomiale. Dans un deuxiéme temps, nous
détaillerons les travaux de G. Scheja et U. Storch [29], et E. Kunz [19], ou les fon-
dements de la théorie algébrique des résidus sont établis. En suite, nous étudierons
le comportement du résidu sous I'action de certaines transformations polynomiales,
et le lien avec les bases de Grébner. Nous donnerons des preuves élémentaires de
résultats classiques tels que le théoréme de Macaulay, la formule d’Euler-Jacobi, le
théoreéme de Bézout, la formule de Weil, et des algorithmes pour le calcul du résidu,
dans certains cas, en utilisant les bases de Grobner ou en résolvant des systémes
linéaires de tailles raisonnables.

INRIA



Approche Effective des Résidus Algébrigues 3

Notations générales:
— K est un corps de caractéristique quelconque, sauf mention du contraire.

- R=K[z1,...,z,] = K[x] est 'anneau des polynomes en les variables x1, ...,z
et & coefficients dans K

— Si A C B sont deux anneaux et I un idéal de A, on notera I B l'idéal de B
engendré par les éléments de I.

— L’annulateur d’un idéal I dans un anneau A, noté Ann4(I), est par définition
{reA:29g=0,Vg € I}. Cest un idéal de A.

— Si M et N sont deux A-modules, I’ensemble des A-homomorphismes de M
dans N est noté Homy(M,N).

— Pour tout K-espace vectoriel B, 'ensemble Homxk (B, K) des formes linéaires
sur B sera noté B.

— Si A est une K-algebre, on peut munir Pespace A d’une structure naturelle de
A-module de la facon suivante: VA € A,Va € A,a - \ est 'élément de A défini
par

a-A:A — K
b — (a-N)(b)=Aab).
— Pour toute K-algebre A, on note p la multiplication interne

uw:ARA — A
a®b — ab.

Son noyau est noté D; c’est un idéal bilatere de A® A engendré par les éléments
dela formea®1—-1®a,a € A.

— Pour tout élément a de A, on note u, la multiplication par a

e tA — A
b — ab.
— Une suite fi,..., fn d’éléments d’un anneau A est dite réguliére si pour tout

i € {0,...,n — 1}, fix1 n’est pas un diviseur de zéro dans A/(f1,..., fi) (i.e.
Annayg,...p)(Firr) = {0}).

RR n-~ 2884



4 M. Elkadi € B. Mourrain

— La suite f1,..., f, est dite quasi-réguliere si elle est réguliere dans toute
localisation de A par un idéal maximal m contenant (f1,..., f,). Rappelons que
la notion de quasi-régularité est indépendante de 'ordre des éléments fi,..., fn,
tandis que la notion de régularité en dépend (voir [24]).

2 Dualité et Systémes Inverses

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux formes linéaires sur l’anneau
des polynomes. Les objets que nous étudierons seront donc des éléments du dual de
K[x]. Un théme de recherche connaissant depuis quelques temps des développements
intéressants consiste & représenter les polynémes comme des «algorithmes» calculant
une valeur en un point. On s’intéresse donc & ’évaluation des polyndémes en un point.
Cette évaluation est une forme linéaire particuliere. Nous voulons étendre ce point
de vue en nous intéressant systématiquement aux propriétés des formes linéaires sur
les polyndmes.

2.1 Le dual de R = K[x]

La forme linéaire non nulle la plus simple est I'évaluation en un point { € K*,

3? R — K
p — 9(p)=p()
Pour tout multi-indice a = (a1, ...,a,) € N*, on peut considérer la forme linéaire
o4:R — K

p = O¢(p) =dy - dg (p)(C),

oll d;; désigne la dérivation par rapport & la variable x;. Nous notons, 0; = 02, avec
a; =1 et a; =0,j # 1. Avec ces notations, 6? = 81“ 85" .

Via ce formalisme, algébre K[[O1 ¢, ..., 0n )] des séries formelles (ou opérateurs
différentiels « en ¢ » a coefficients dans K) s’identifie a R. Cette identification est
réalisée par le développement de Taylor en (. En effet, étant donné f € Kz, ..., 2],

f@) =" falO)(@ =) fa € Klz1, o0y T,

acN»

ot (z — ¢)® =[]iL;(z; — ¢;)™. Par conséquent, pour toute forme linéaire A sur R,

A(f) =D M= ONfa(Q) = D Allw = O)MdE(f).

acNr acN?

INRIA



Approche Effective des Résidus Algébrigues 5

Si la caractéristique de K est nulle, d? = ﬁ@? Lorsque ¢ = 0, d? sera noté d2.
On vérifie facilement que -

1si a=bh,
0 sinon.

(- o) = {

La base (d?)aeNn de R est donc la base duale de la base monomiale ((x = {)®*)aecnn

de R. Cette notation n’est pas multiplicative: d? d?l #+ d?+a’. Voir [13| pour plus de
détail.

Remarquons que l'on peut aussi choisir comme base de R, (8?)C673‘ olt P est un
ensemble infini de points convenablement choisis.

A partir de maintenant, nous allons identifier R avec K[[d1.¢, . .., n.c]]- Les formes
linéaires seront donc vue comme des opérateurs différentiels au point (. On notera
aussi leur espace K[[0,]]. Lorsque { = 0,K][[0y]] sera noté K[[01, ..., 0,]] ou K[[0]].

L’espace vectoriel R est muni d’une structure de R-module de la facon suivante :
Vp e R, VA € R, on définit p - A par

p-A:R — K
q — Alpg).

Cette opération correspond dans K[[0;]] & des dérivations. En effet, on montre par
récurrence sur a € N*,

dg, (i = G)p) = adg 7 (p) + (zi — Gi) dg (p)-

Ce qui montre que

(zi—G)-0¢(p) = ¢ ((zi—Gi)p)
@il - O\ Ohg O O ()
= da, (%) (p)-
Donc la multiplication par z; — ¢; dans R agit sur les éléments de K[[9;]] comme une
dérivation par rapport & la variable 0; ..

Décrivons ici, comment on peut passer des opérateurs différentiels en { aux opé-
rateurs différentiels en un autre point. Pour cela, nous notons

el&?) = Y " ¢2am

acN»

RR n° 2884



6 M. Elkadi € B. Mourrain

Nous allons définir I'isomorphisme entre K[[0¢]] et K[[0]]. Tout autre changement de
points induit le méme type d’isomorphisme (3 translation pres).

Théoreme 2.1.1 — L’isomorphisme de passage de K[[0;]] a K[[0]] induit par liso-
morphisme entre R et K[[9;]] et celui entre R et K|[J]] est donné par

Kol — Klo]]
3? — 92 ell9),

Preuve. Pour tout p = ),y PaXx® € Ret tout b = (by,...,b,) € N”, notons p®) =
dedlr (p) =3 e pgb)xa. Comme (d®)aene est la base duale de (x?)aenn,

R = Y W= a Y px

acN» acN» acN»
= (Y ¢ane®) = (87 ().
aENn

Ce qui montre que 8? = 9P e($9) dans K[[9]].

2.2 L’orthogonal d’un idéal et I'orthogonal d’un espace vectoriel

Définition 2.2.1 — Pour tout idéal I de R, on définit le sous-espace vectoriel de R
I*={AeR; Vpel Alp)=0}
Pour tout sous-espace vectoriel D de R, on définit le sous-espace vectoriel de R

Dt ={peR; YA€ D, A(p) =0}.

L’espace vectoriel I+ est appelé dans la littérature le systeme inverse de I (voir [22]).
Remarque: L’orthogonal d’un idéal I de R n’est pas un idéal de KJ[[]].

Ses éléments peuvent se voir comme des formes linéaires sur B = R/I. La pro-
jection 7 : R — B induit une application

A~

T : B — I+

A — Jdormw

INRIA



Approche Effective des Résidus Algébrigues 7

Il est clair que

Proposition 2.2.2 — L’application w, est un isomorphisme entre I et B.
Dans la suite on identifie I+ avec B.

2.2.1 Equation différentielle et systéme inverse

Proposition 2.2.3 — Soit I = (p1,...,ps) un idéal de R; alors son systéme inverse

I = {A € K[[ad]’ pi(cl + dal,ga"' »Cn +d3n,()(A) =0,1<:< 3}'

Preuve. On a vu que si A € K[[0]], (z: — (;)-A = dp, .(A). Donc, pour tout P €
R,PA = P((1 +dp, ;- GCn + da, )(A). Ceci montre que A € I+ ssi Vg € R,
Vi=1,...,s,

Alpiq) =pi- Mq) = pi(¢1 +da, (-, Cn +da, )(A)(g) = 0.

a
La proposition permet de voir la résolution de systémes d’équations différentielles a
coefficients constants et la réduction modulo un idéal de R comme le méme probleme.
Voir [26] & propos de cette remarque.
Le systeme inverse I est stable par dérivation. En fait, il y a une correspon-
dance entre les idéaux de R et certains sous-espaces vectoriels de K[[0¢]] stables par
dérivation.

Théoréme 2.2.4 — Les idéauzr de R sont en bijection avec les sous-espaces vecto-
riels de K[[0¢]] stables par dérivation et fermés pour la topologie (01 ¢, . .., On ¢ )-adique.

Voir [13]. Cette bijection consiste & prendre l'orthogonal dans le dual et dans le
bidual, c’est-a-dire ’espace lui-méme. Pour tout idéal I de R et pour tout sous-espace
vectoriel fermé D de R, on a en effet les propriétés

It =1 D+ =D
Nous donnons quelques propriétés des systémes inverses.
Définition 2.2.5 — Soient Aq,...,A; € K[[0¢]], on note

(A1,...,As)

RR n~ 2884



8 M. Elkadi € B. Mourrain

le sous-espace vectoriel de K[[O;]] engendré par les éléments A; et leurs dérivées.

Proposition 2.2.6 — Soient I et J deux idéauz de R, alors
~IcJeJtcrt
~(InnDt=1+t+Jt

~([I+NH)t=1tnJt.

2.2.2 Division d’idéaux

Certaines propriétés des idéaux, difficiles & décrire ou & calculer dans R, se tra-
duisent particulierement bien sur les systémes inverses. La division en est un exemple.

Proposition 2.2.7 — Pour tout Ay,...,As € K[[O¢]], et p1,...,pt € R,

(A, ... aAs»L 2(p1y s pe) = «Pj ) Ai»ngigngjgt

Preuve. Comme {{Aq,...,A,)" est un idéal de R,

P e <<Alv"'aAS>>J_ : (pla'--vpt) A V], ij € <<A17-'-3As>>J_
= Vi,j,VQER,pj-Ai(PQ):O
& Pep AN

2.2.3 Elimination de variables

La projection ou ’élimination de variables est un deuxieme exemple de propriétés
qui se traduisent bien sur les systémes inverses. Soit r € {1,...,n}; pour tout idéal
Ide R, o,(I*) = {0.(A) = A(O4,...,0r,0,...,0); A € T*+}. Pour tout idéal T C R,,
It = I*NK[y,...,8,]], ot I+ C K[[01,...,d,]].

INRIA



Approche Effective des Résidus Algébrigues

Proposition 2.2.8 — Pour tout idéal I de R,
(INR)Y =0, (I1).

Preuve. Comme R;- = ((Op41,...,0,)),
INR) NR, =T +RHNR,

(INR)Y =
= (IJ_ + (Or41,---,0)) N Rr = UT(IJ—)-
O
2.2.4 Passage de ’homogeéne a ’affine
Soit Ry = Klzy,...,z,] 'anneau des polyndmes en n + 1 variables, & coefficients
dans K, et ¢ 'application
c:Ry — R
p(xOJ s an) = p(laxla s 737%)'

Cette derniere permet de passer d’un idéal homogene & 1’idéal affine correspondant.
Elle est surjective mais non injective, et définit une application injective

Proposition 2.2.9 — Pour tout idéal J C Ry,
o H(JF) = (a()),

o o, ! est I'image réciproque par o.
Preuve. Pour tout A € R,
A€ (o))"
& Vped, Alo(p)) =0
& Vped o.(A)(p)=0
& Aeo]H(Jh).
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a
Posons e = 3 d&, avec di(p) = d2, (p)(0). Alors 'image par l'application
0s d’un élément d™, m € N, de la base duale des mondémes est

oo (d™) = d™e,

En effet, 0, (d™) est de la forme Y, na+1 Aa d?; pour tout a = (ag, ..., a,) € N1,

)‘a = 0*(dm)(xa) = dm(;(;clbl w'(rlzn) — { 0 si (0’17' .- 7a’n) ?é m,

1 sinon.

Ceci montre que
o, (d™) = " dfd™ = d™e®.
a>0

L’application o, est donc juste la multiplication par e%. Pour tout idéal homogene
J tel que o(J) = I, 'image par o, de I+ est I*e% C Jt (car,si A € It et p € J,
(e®A)(p) = 0x(A)(p) = Ao (p)) = 0).

En général, cette inclusion est stricte car J+ est homogene (i.e. si A € J+ alors
toutes les composantes homogenes de A sont dans J+). Pour tout A € Ro, notons
[Ala la composante homogene de degré d de cette série et [0 (] 1)« le sous-espace

vectoriel de Ry engendré par toutes les composantes homogenes des éléments de
o (I1).

Proposition 2.2.10 — Pour tout idéal homogéne J tel que o(J) = I, on a [o,(I1)].
(J :x3)* avec (J:x8) ={p € R;AN €N, z\p e J}.
Preuve. 1’espace vectoriel [o,(I'1)], est stable par dérivation car pour A € Rg,i €
{0,...,n},d €N,

da; ([Ala) = [do, (M)]a—1-

Comme o, (I+) = I'*e® on a en particulier si A € I+,
day ([e% Aa) = [do (e M)]a—1 = [P A]g-

et
doo([e®T].) = [¢™ ],

Notons J I'idéal homogene de Ry tel que J- = [eaOI 1., qui vérifie donc la propriété
Jtoehrt,

INRIA
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L’égalité précédente montre que (J : ®p) = J. Par construction, o,(I+) =
eIt ¢ Jt et J- c Jt car eIt C Jt et JL est homogene donc engendré
par les composantes homogenes de ses éléments. Par conséquent,

JC Jeto(J)Cl,
donc o(J) = I (car

o(J
xo et tel que o(J) = I.

) =1I). Alors J est le plus petit idéal stable par division par
Donc J = (J : x). O

2.3 Points isolés

Nous nous plagons dans le cas o 1'idéal I définit un seul point { € K", et nous
notons m¢ I'idéal maximal définissant .

2.3.1 Un idéal m -primaire

Proposition 2.3.1 — Supposons que I soit m¢-primaire; alors I+ C K[9].
Preuve. Puisqu’il existe un entier N tel que mév CICme,(x—()* el des que

la| = a3 +---+a, > N. Soit A € I+, alors

A= Y A(x - QM
a€EN":ja|<N

a
Dans ce cas, les éléments du systeéme inverse de I sont des polynémes en 9. De plus,
B = R/I est de dimension finie x sur K (ou p est la multiplicité de la racine (), par

suite I+ est un espace vectoriel de dimension p.
Ceci établit une bijection entre les idéaur m¢-primaires et les sous-espaces vec-
toriels de K[O¢], stables par dérivation et de dimension finie (voir [13], [22][p. 65],

[16]).

2.3.2 La composante m¢-primaire

Dans la pratique, il est rare de traiter directement un idéal mg-primaire; on a
souvent affaire & des idéaux dont une composante est m¢-primaire. Nous allons voir
comment on peut isoler cette composante, c’est-a-dire oublier le reste de la variété.

Théoréme 2.3.2 — Soit I un idéal de R et Q¢ sa composante m¢-primaire que
lon suppose isolée. Alors
(I NKO* = Q.
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Preuve. Notons D = I+ NK[9,]; nous allons montrer que D = Qé‘. On a Qé‘ cI+
(car I C Q¢) et QCL C K[0¢] (d’apres la proposition (2.3.1)), par suite, QCL cItn
K[O]. Pour montrer I'inclusion inverse, nous utiliserons les deux propriétés suivantes

— La composante m¢-primaire ()¢ de I est I'ensemble des polynémes f de R tels
qu’il existe g € R avec fg € I et g(¢) # 0 (voir [1]).

— Pour tout A € K[J¢] et tout g € R,

(g-M(f) = g(CG+do - 6+ do, J(A)(S) (1)
= g(QOAf) + (9 —9(O))(C +doy o5 Gn + da, )A)(S)

Montrons par récurrence sur le degré de A (en Or = (d1,¢,---,0n,)) que D¢ C Qé‘.
Si A € D¢, est de degré 0, alors A est, & un scalaire pres, I’évaluation en (. Pour
tout f € Q¢,g € R tels que g(¢) #0et fg € I, A(fg) = 0 = f({)g(¢), donc
A(f) = F(Q =0, et A @t
Supposons maintenant que tous les éléments de D, de degré < d sont dans QCL.
Soit A € D¢ de degré d; d’apres la formule (1), pour tout f € Q¢, g € R tels que

g(¢) #0et fgel,

A(fg)= 0= g(QOA(f)+ (9 —9(O))(C +do,(s---Cn+do, )(A)(S)
= g(OA(f) + p(f),

p=1(9-9())(C1+ds 5 Cntda, )(A) est de degré < d en J; et p € D¢ (car D¢
est stable par dérivation). Par hypothese de récurrence, p(f) = 0. Il en découle que
A(f)=0, etAeQCL. O
Soit N € N tel que mév C Q¢; alors le degré des éléments de D¢ est au plus V.

Définition 2.3.3 — On appelle l'indice de nil-potence de Q¢ l’entier N; égal au
mazimum des degrés des éléments de D.
On vérifie facilement que N, est le plus grand entier IV tel que

En effet, pour tout A € D, de degré N¢, il existe un monéme m = (x — ¢)* de degré

a

N¢ tel que A(m) # 0, donc mévc Z Q. Par contre, pour tout monéme m = (x — ()

tel que |a| > N¢ et tout A € D¢, A(m) =0, donc (x —{)® € Q¢, ce qui implique que
mé\lc—i—l C Qc.

INRIA
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Théoreme 2.3.4 — Soient I = (p1,...,ps) un idéal de R ayant une composante
isolée Qy en 0, et q1,...,qs des polyndmes homogénes de degrés > Ng + 1. Alors
l’idéal .

I= (p1+q17-"7ps+qs)

a pour composante my-primaire isolée Q.
Preuve. Notons p; = p; + ¢;,1 < i < 5. Un élément A € K[9y] est dans I (resp. I~J-)
ssi pour tout a € N*, A(x®p;) = 0 (resp. A(x?p;) =0),1 <i < s. Or sile degré de
A est < Ny +1,
Ax®p;) = Ax® pi)-
Donc I+ et I+ coincident jusqu’au degré Ny + 1. Par conséquent, il n’existe pas
d’éléments de degré exactement Ny + 1 dans It (car Ny est l'indice de nil-potence
de Qp), et a fortiori pas d’éléments de degré > Ny (car I+ est stable par dérivation).
Il en résulte que
I NK[d] = I NK[dy]-
O

La composante primaire Qg en 0 reste inchangée par déformation en degré suffisam-
ment élevé. Ceci est vrai par translation en tout autre point ¢ de K".

Théoréme 2.3.5 — Soit I un idéal de R définissant des points isolés (q,...,(s;
alors

I"=Qfe - ®Qr,

ot Q; est la composante m¢,-primaire. De plus, pour tout élément A de I+, il existe

des polynomes en O, ...,0, uniques Aq,...,A,, tels que
A=37 Ai(9) e, )
i=1

Preuve. Comme [ = Q1 N---NQs, I+ = Q7 + -+ + Q+. De plus, pour ji,...,Jp €
{1,...,n}eti#j1, s dp, Qi+ (QiN...NQ5,) = R, done QFN(QF, +...+ Q) =
R* = {0} et la somme ci-dessus est directe. Un élément de I est donc une somme
de polynémes de dérivations aux points (;,1 < ¢ < s. En utilisant 1’isomorphisme
(2.1.1), on obtient la décomposition (2). O
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2.4 Passage du systéme inverse au quotient

La construction d’une base de It peut se faire facilement si on sait réduire tout
polynoéme en une forme normale modulo I. Le systéme inverse de I capture, d’'une
certaine maniere, tous les éléments qui se réduisent & un méme terme. Soient I un
idéal de R et (b;) une base de B = R/I. Alors pour tout monoéme x?, il existe des
scalaires uniques (\a,;); presque tous nuls, tels que

Xa——jE:AaniE.L

Proposition 2.4.1 — La famille (3 oy Aaid?); forme une base du systeme in-

verse de I.
Preuve. Soit (A;) C B (que Ion identifie avec I+) la base duale de (b;) C B. Les
éléments A; s’écrivent sous la forme

A; = Z Paid?, pa; € K
acNr

D’apres les relations ci-dessus,

Pai = Ni(x*) = Z Aa,j Ai(bj) = Aaji-
J

Cette construction peut se reformuler de la fagon suivante. Soit

A= Z x2 @ d?
aeN"?

I'élément diagonale de K[[x,d]]. Pour p € R, on définit A(p) = > x*d?(p), et
pour A € R, A(A) = Y ache A(x?*)d?. On vérifie que

A(p) =p, A(A) = A.
Nous nous plagons dans le cas ott B est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Proposition 2.4.2 — Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. 1l existe une décomposition de A sous la forme
oo

A= Z a; @ B
=1

ot les familles (a;) et (B3;) sont linéairement indépendantes sur K avec

—a; € I pour j > p,
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- BiEILpourlgigu.
2. (a;)1<i<p est une base de B .
3. (Bi)i<i<u est une base de It

Si ces points sont satisfaits, alors (a;)1<i<u et (Bi)1<i<u sont des bases duales .
Preuve. Supposons que A se décompose suivant 1. Puisque (a;) engendre K[x] (comme
K-espace vectoriel), (a;)1<i<, engendre B.

Nous avons de plus §;(A) = §; = 2521 Bi(a;) Bj; ceci implique

ﬁl(a‘J) = 61,] pour 1 S Za.] S H, (3)

ol é; ; est le symbole de Kronecker. Par conséquent, (a;)1<i<, est libre dans B. En
effet, si >1-  Niay € I, alors 3;(3°, M) = 0 et Ay = 0 pour 1 < [ < p. Ainsi
(@;)1<i<p est une base de B. La relation (3) montre que (8;)1<i<u est la base duale
de (a;)1<i<p et les points 2 et 3 sont vérifiés.

Supposons maintenant que 2 soit vérifié. Alors il existe une famille libre (a;);>, C
I telle que I’espace vectoriel engendré par (a1, ..., au, @u+1, .. .) soit une base de K[x].
Ceci permet de réécrire A sous la forme

u
AZZCL,’@,@ZI’—I‘Zaj@ﬂ;’,

=1 i>p

avec les (ﬁ;) linéairement indépendants. Soit (8;)i1<i<y C 7L 12 base duale de
(@i)1<i<u- On a alors

"
Bi(A)=8=> Bi(a))B; =8, 1<i<p

i=1

ce qui montre 1.

Si 3 est vérifié, alors on choisit pour (a;) la base duale de (5;) et on utilise le 2.
O
Cette propriété peut étre utilisée dans les deux sens. Si nous savons réduire & une
forme normale tout monome (par exemple, en utilisant une base de Grébner) alors
nous pouvons calculer une base du systéme inverse (au moins en tronquant & un
certain degré). Inversement, si nous connaissons le systéme inverse alors nous pouvons
construire les générateurs de 1’idéal. Nous illustrons ceci sur deux exemples trés
simples, ol les éléments du systéme inverse sont des polynomes.
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Exemple 1:
Nous considérons 1'idéal I engendré par

pri=y =, ppi=yt -2, pyi=at
Pour construire I, nous utilisons les relations zy = 2% = y? = 2* = 0 modulo I et
2% = y — p1. On réécrit A sous la forme
A = d’+a2d; +ydy +2°di +---
= d’+ady+ydo+ (y—p)di+ -
= d°+a2d; +y(ds+d)+---

les points ... désignant des éléments de T R = I @ R. Les produits tensoriels sont
implicites dans cette notation. Donc I+ = (dy + d?,d;,d%) = {(dy + d?)).

Exemple 2:
Nous considérons le systéme inverse

(d} + d3 + d1dy)

qui est engendré (comme K-espace vectoriel) par les éléments Ay = d? + d3 +
didy, A1 = di +dy,Ag = d°, et nous voulons construire 1'idéal I. On réécrit A
sous la forme

A

dO—l—mdl—i—ydg—i—:l:?d%—i-xydldg—#yzdg-l----
A0+:c(A1—d2)+yd2+m2(A2—d%—d1d2)+$yd1d2+y2d%+‘“
= A0+;cA1-|—a:2A2-|—(y—x)d2-|—(:cy—:v2)d1d2+(y2—$2)d%+---

On voit que
<<d% + dg + d1d2>>J_ = ('T - y) + (xay)sa

et que (1,z,7?) est une base du quotient B.

Dans le cas oli B est un espace vectoriel de dimension finie, la structure multi-
plicative du quotient peut se retrouver directement, comme le montre la proposition
suivante. Soit (81, ..., 8,) une base de 'espace vectoriel I'*. Pour tout k € {1,...,n},

)7
do,(Bi) =D A8 A eK
j=1
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Notons M}, la matrice ()\ﬁj)lg’jgﬁt .

Proposition 2.4.3 — Les matrices My,1 < k < n, sont les matrices de multiplica-
tion par xy, dans B dans la base duale de (3;)i1<i<p-

Preuve. Soit (b1, ...,b,) la base duale de (f1,...,3,) dans B. Le coefficient d’indices
i,j de la matrice de multiplication par x; dans B dans la base (b;) est donné par

Bi(zr bj) = (xk - Bi)(bj)
= d, (Bi)(bj) = Z A5 1Bi(b) = Af .
=1

=

2.5 Construction du systéeme inverse dans le cas local

Soit I un idéal de R et D = I+ NK[J] le systeme inverse de la composante
primaire isolée au point ¢ = 0. Notons K[d]4 I’ensemble des polynomes en 9 de degré
au plus d et Dy = D NKJ[9]g. Nous allons voir comment on peut construire Dy &
partir de Dy_1. Ainsi si les éléments de I s’annulent en 0, Dy est engendré par 9°
(0° est la forme linéaire telle que 8°(p) = p(0)) et il sera alors possible de construire
tous les D; par récurrence.

Notons pour p € K9], pg,—0 = p(01,---,0i1,0,0i11,-..,0).

Définition 2.5.1 — On appelle i-primitive de p € K[J] (sans terme constant), le
polyndéme q, noté fip, tel que do,q = p et g5, = 0.

2.5.1 Passage de Dy 1 & Dy

Les éléments de Dy_1 sont les dérivées des éléments de Dgy; donc pour obtenir les
éléments de Dy, I'idée est d’intégrer les éléments de Dy 1. La construction de Dy a
partir de Dy_1 est basée sur le théoreme suivant.

Théoreme 2.5.2 — Supposons que l’idéal I soit engendré par p1,...,pm et d > 1.
Soit (B1,...,0Bs) une base de Dg_1. Les éléments de D, sans terme constant sont les
A de la forme

A = Z/\Jl/lﬁj|32=0,...,8n:0 (4)
=1
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5=1 2 7=1 n

tels que

1. 25:1 )‘;?dazﬁj - 2221 )\;dakﬂj =0pourl <k<l<n,

2. A(p;) =0 pour 1 <i < m.

Preuve. Soit A € Dy sans terme constant. Il se décompose de maniére unique en
A= Al(Bl, ce ,Bn) + AQ(BQ, .. ,an) + 4+ An(an),
avec tous les monomes de A; € K[0;, ..., 0,\K[Oit1,-.-,0,]. On a alors fz da, (Ai) =

A1<i<n,
Comme d, (A) = da, (A1) € Da—1 = (b1, .., Bs), il existe des scalaires A} € K

tels que
M= [do,a) =300 [ 6
1 ] 1

Considérons maintenant dg,(A) = dg, (A1) + dg,(A2) qui est dans Dy_;. Il existe
alors )‘? eK1<j<s, tels que

Ay =/d82(A2) i/\g/ﬁj —/daQ(Al)
2 = ) 2

= ZAﬁ/ﬂj — (A1 = Af,=0),
j=1 7’2

car [, da,(A1) est la partie de Ay qui dépend de 0,. Par suite

Mt da = 3N [ Blao+ 34 [ 8
7=1 7=1

Posons 09 = A; + Ay. Le méme calcul appliqué a dy,(A) donne

Az = Z)\?/ﬁj — (02 — 02]85=0)
j=1 73
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et
S
A1 + A2 + A3 = Z)\; /ﬁj|62:07a3:0
=1 7!
DR LTRSSy 2
j=1 2 j=1 3
Par récurrence, on obtient la formule (4) et pour tout k,1 € {1,...,n}, les relations
o = Al + .o+ Ak: = Z/\; /ﬂj|32:0,...,8k:0
=1 !
S S
430 [ Bloco.aimot o+ 3N [ 5 (5)
j=1 72 =1 7k
et

A=) N /ﬁj — (0121 — 01-1f=0)- (6)
=1 7

Le point 2 est une conséquence directe de A € I'. Montrons maintenant que 1
est vérifié. Nous utilisons, ds, A; = 0 pour k < [. D’apres (6), ds, A; = 0 entraine

Z Al /ldakﬁj = da, (011 = 01-1]9,=0)-
j:l

En dérivant ’égalité précédente par rapport a 0, et en utilisant dp, (6;-1) = dg, (0%)
(pour k < 1),dg, (or) = D27, )\? B; (d’apres (5)), on obtient

> Nido, B; = > Nedg, 8 = 0.
j=1 j=1

Réciproquement, supposons que A soit de la forme (4), que les conditions 1, 2
soient satisfaites et montrons que A € Dy. Cet élément se décompose en A = A; +
-+ A, avec A, = Z;:I )\? fk ﬁj_(Uk—l_Uk:—l 3k:0) etop =A1++A,,1<Ek<n
(avec o¢g = 0). Nous avons la relation (5) par récurrence. Puisque A vérifie 1, d’apres
ce qui précéde, dy, (A;) = 0 pour k <l et A; € K[, ..., 0,]. Par construction, A; n’a
pas de terme constant et appartient donc a K[y, ..., 0, \K[0;+1,--., O]
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La formule (5) implique

do, A= NiBj € Dgoy, 1<k <. (7)
j=1

Comme Dy_; est stable par dérivation, toutes les dérivées de A sont dans Dy_q. La
dérivation correspond & la multiplication sur les polynémes, donc si A(p;) = 0,1 <
i < n, alors A(p;q) = 0, pour tout ¢ € R, et A € I*+. O
La condition 1 traduit seulement le fait que les dérivations dg,,1 < ¢ < n, commutent
ou de maniére équivalente que la multiplication dans B est commutative.

2.5.2 Exemple

On considere le point isolé 0 € K? du systeme
p1=2x125 + 527, po = 2x1% x9 + 523,

Pour tout 7,5 € N, on note dg = %83 . On vérifie facilement que I contient 1, d;,ds,

d?,d;dy,d3,d$, d3. Pour trouver les autres éléments de D, on intégre ceux-ci suivant
la formule (4) en ne gardant que les éléments qui apportent de nouveaux termes

A =X d} + Xy d3dy + A3did3 + Mg df + Asdidy + Aedidd, N €K
Les conditions A(p1) = A(p2) = 0, entrainent que
A =X (2d] — 5d;d3) + M\p(2d; — 5d%d,)

Un nouvel élément de I+ sera (d’apres le théoreme précédent) de la forme A =
A1d? + Ap(2djds — 5d1d3) + A3(2d3 — 5d?d3) et ses dérivées doivent étre dans
I’espace vectoriel engendré par les éléments précédents, ce qui impose que

A=X(5d2d3 —2d% —2d)), e K

Une nouvelle intégration ne fournit pas d’autre élément dans D qui est alors engendré
par
1,dy,ds,d?,d1d»,d3,d3, d3,
2df — 5d;d3,2d} — 5d?d,,5d?d} — 2d3 — 2d3.

Le point 0 est de multiplicité 11.
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2.5.3 Un peu d’algebre linéaire

Ceci nous conduit naturellement & un algorithme qui construit étape par étape, les
générateurs de D. Nous obtiendrons par la méme occasion la structure du quotient,
c’est-a-dire les matrices de multiplications par les variables z; ou les matrices de
dérivations par dg,,1 <1 < n.

Entrée  : (p1,...,pm) € R™ et ( € K" tels que
I=(pi,...,pm) a une composante m¢-primaire
isolée Q.

Sortie : Une base de Qé‘ dans K[0;] et les matrices de

multiplication par zp — (x dans B.

> Dg:=1; d:= 0; sp:= 1; test:= vrai;
Pour k de 1 a n faire UF[1]:= [0];
> Tant que teste faire
1) S:= systeme d’équations 1,2 en \¢;
2) résoudre le systéme S;
3) S’il n’y a pas de nouvelle solution alors teste := faux
sinon
soit (é1,...,0s) une base des nouvelles solutions
telle que dak ((Sz) = Z;il )‘j,Sd-l-i ,8]';
Sd4+1 =84+ S;
Dd+1 = Dd,51,...,5s :ﬂl,...,ﬁsd_H;
Pour k de 1 & n faire
Pour i de sq4+1 a sqq1 faire
U] == Ay -+ Asyils
d:=d+1;
> Dy et UF pour 1 <k < n;

Une étape importante de cet algorithme est le point (2) que nous allons détailler.

Supposons que nous soyons au rang d et que nous avons calculé une base 31, ..., s,
— (k
de D,. Posons U, = (Ui,j)lgi,jgsd tel que

s5d
i=1

Soient v; = (A}, ... ,/\éd), 1 <1 < n, des vecteurs tels que V = [vy,...,v,] soit une
solution du systeme 1, 2 du théoreme (2.5.2). Les équations I se réécrivent sous la
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forme
Ukvl—UlkaO, 1<k<l<n.

Les équations 2 correspondent a

[A1,..., AV =0,

ol les matrices A1,..., A, sont de taille m X s4 et font intervenir les coefficients des
P1y- -« Pm- L€ systeme générale est donc de la forme

[ Un -U; ]

U, =U
Un —Un-1
Un—l _Ul
V=0,
Un—l —Un-2
U, -U;
A e et e A,

ol les blancs désignent des 0. C’est un systeme linéaire de taille (31 (n — 1) sq +
m) X n sq. Pour résoudre ce systéme, nous supposons de plus que ’espace vectoriel
engendré par les lignes des U; est inclus dans celui engendré par les lignes de U,. On
peut toujours s’y ramener en prenant pour U, une combinaison linéaire générigue des
matrices Uy, ..., U, (i.e. on remplace x,, par une combinaison linéaire de x1,...,Z,).

Par élimination de Gauss entre les lignes ou intervient U, et les autres, on rem-
place les lignes U,,_1 vi — Uy v,—1 = 0 par un systeme de la forme Wy ,_1v, = 0,
ot Wi ,—1 est une matrice de taille s4 X sq. Le méme type de calcul sur les autres
+(n—1) (n—2) +m blocs non-nuls permet de transformer le systéme en un systeme
de taille (3 (n —1)s4+m) x s4 de la forme W .v, = 0.

Comme cette matrice est élargie de sq — sq 1 & chaque étape de l’algorithme,
on peut supposer que la triangulation des matrices U, et la réduction ci-dessus
sont faites jusqu’au rang s; 1. Le nombre d’étapes nécessaires pour les réductions
supplémentaires est donc majoré par k(3 n(n — 1) +m) x s2 x (sq — s4-1) (k est
une constante). Pour obtenir les nouvelles solutions du systeme W . v, = 0, il faut au
plus k' (5 n(n—1) 84+ m) X sq (84— 84—1) opérations arithmétiques supplémentaires
(k' est une constante).
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Le nombre total d’opérations pour I’étape (2) est donc majoré par O(n?u+m p?)
ot p—1=s,—50=(s1—580)+ -+ (s, — sp_1)-
Voir aussi [23| pour une autre approche.

3 Anneaux de Gorenstein

On suppose dans cette section que B est une K-algebre de dimension finie.

3.1 Isomorphisme entre Anngyp(D) et Homp(B, B)

Il existe un isomorphisme canonique > de K-espace vectoriel entre B @k B et
HomK(B, B),

A~

> :B®xB — Homg(B,B)

x +— a5

tel quesizc=a®betl e Balors (a®b)”(1) = (1@ (a®b) =I(b)a.
En effet, supposons que I"application > n’est pas injective, et soit x(# 0) € ker(>);
x s’écrit sous la forme
T = Z a; b;

ol les familles (a;) et (b;) sont indépendantes sur K. Il existe alors A € B tel que
A(b1) =1et A(b;) =0sii#1.0nax”(\) =a; =0, d ot une contradiction. Ainsi, >
est injective, et donc bijective (car B est un K-espace vectoriel de dimension finie).

Pour tout z € Bog B, A € B, on notera aussi 2 (\) = z>\. On pourra considérer,
de la méme facon, I’action de la forme linéaire & gauche: z9(\) =z <A = (A ® 1)(x).
Si rien n’est précisé, z(\) = x> A.

Nous considérons maintenant les éléments de H omK(B , B) qui sont compatibles
avec la multiplication dans B, c’est-a-dire les éléments de Hompg(B, B).

Théoréme 3.1.1 — L’application > définit ci-dessus induit un isomorphisme de
B-module entre Annpgp(D) et Homp(B, B).

Preuve. En effet,
x:Zak@)bkeAnnB@B(D) & VseB,x(s®1-1®s)=0

k
54
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VSEB,Zsak®bk = Zak@)sbk

k k
<~
Vs € B,YAE€B,Y Mbp)sar = Y AMsbar = > (s-Mbi)) a
k k k
<~
Vse BYAe B, s(z"(\) = 2°(s-)\) < 2 € Homp(B,B).

Ceci montre, d’une part, que tout élément de Annpgp(D) a pour image par >, un
élément de Homp(B, B); et d’autre part, que pour tout élément X de Homp(B, B),
il existe un unique = € Annpgp(D) tel que X = z”. O

3.2 Caractérisation des algebres Gorenstein

Cette section regroupe des résultats que 1’on peut trouver dans [19] et [29]. Nous
en donnons ici des preuves simplifiées dans le cas ou l'algebre B est de dimension
finie d sur K.

Théoréme 3.2.1 — Les assertions suivantes sont équivalentes
1. Homp(B, B) est un B-module libre de rang 1.
1l existe un B-isomorphisme de B sur B.

B est un B-module libre de rang 1.

e e

Il existe une forme linéaire 7 sur B telle que la forme bilinéaire (a,b) — 7(ab)
soit non-dégénérée.

5. Il existe un élément A € Annpgp(D) tel que A = Zle a; @ b;, ou les familles
(a;) et (b;) sont des bases de B.

Dans ce cas, on dit gue B est une algébre Gorenstein. La forme linéaire T est appelée
résidu de B.

(1) = (2): Soit (A) une base du B-module Homg(B, B) libre de rang 1; montrons
que A est un B-isomorphisme entre B et B.

Preuve. L’algebre B est engendrée par un nombre fini d’éléments 61, ...,60,;. Comme
A est B-linéaire, L = I'm(A) est un idéal de B; donc L en tant que sous espace vec-
toriel de B est stable par multiplication par les 6;. Il admet alors un supplémentaire
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L', lui aussi stable par multiplication par les 6; (ces opérateurs de multiplication
commutent). Soit p un élément quelconque de L'; pour tout élément | € L, on a
pl € LNL = {0}. Ceci montre que pA = 0, donc p = 0 (car (A) est libre). Ainsi
L' = {0} et L = Im(A) = B. L’application B-linéaire A est surjective, et c’est aussi
un élément de Homx (B, B), donc elle est bijective. O

(2) = (3): Soit A un B-isomorphisme entre B et B; montrons que B est un
B-module libre de rang 1 et de base 7 = A™1(1).

Preuve. Soient 7 'élément de B tel que A(7) = 1 et A € B. Posons b = A()); puisque
A(A—b-7) =0 et A est B-isomorphisme, A = b- 7, donc 7 engendre le B-module B.

D’autre part, soit b € B tel que b -7 = 0. L’application A est B-linéaire, donc
b= A(b-7) = 0; alors le B-module B = 7 B est libre. m

(3) = (4): Soit (1) une base du B-module B; alors la forme bilinéaire définie par
(a,b) = 7(ab) est non-dégénérée.
Preuve. Supposons qu'il existe b € B tel que 0 = (z,b) = 7(xb) = (b- 7)(z), pour

tout x € Bj; alors b =0 car (1) est libre. O

(4) = (5): Soit T € B tel que la forme bilinéaire qui lui est associée soit
non-dégénérée. Construisons A = Zle a; ® b; € Annpgp(D), ou (a;) et (b;) sont
des bases de B.

Preuve. Soit (a;) une base de B et (b;) sa base duale pour le produit scalaire
non-dégénéré défini par 7. Alors (a;,b;) = 7(a;bj) = 6;;5, et b = Zle 7(a;b)b; =
4 7(b; b) a;, Vb € B. Posons

d
A= Zai ® b;.
=1

Sibe B, ba;=Y1_ 7(ba;bj)aj,

d d d
bel)A = Zbai®bi:ZZ7‘(baibj)aj®bi
=1

i=1 j=1
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d d
= Zaj ® ZT(bbj ai) b;
j=1 =1

d
= > a;®bbj=A(1®D),
7=1

alors A € Annpgp(D). O

(5) = (2): On vérifie immédiatement que A définit un B-isomorphisme entre B
et B.

Preuve. D’apres le théoreme (3.1.1), A” € HomB(B,B). I est clair que 'image de
A" est engendrée par la famille (a;). Par conséquent, 'application K-linéaire A” est
surjective et donc bijective pour des raisons de dimension. O

(2) = (1): Soit A un B-isomorphisme entre B et B. Alors (A) est une base du
B-module Homp(B, B).

Preuve. Soient 7 € B tel que A(7) = 1 et T un élément de Homp(B, B). Posons
t =T(7); comme B = B-7 (d’apres (2) = (3)), T =t A. Alors le B-isomorphisme
A engendre HomB(B, B). Par ailleurs, s’il existe un élément b € B tel que bA = 0,
alors A(b-7) = bA(7) = b= 0; ainsi (A) est libre. O

3.2.1 Exemple d’algebre Gorenstein

Plagons-nous dans R = K[z, z2, z3]; notons 09 la forme linéaire sur R telle que
3%(p) = p(0) et 8;,1 < i < 3, I'élément de R défini par 9;(p) = du, (p)(0), out dy,
désigne la dérivée partielle par rapport & x;. Soit

=0+ +d2ckh
On vérifie que
_ _ _ 2. _ .2 __ .2 __ a0
$1~T—281 s x2~7—282 s 5!33-7'—283 y $1-T—$2~T—$3-T—28.
Les polynémes orthogonaux & ces formes linéaires sont dans ’idéal I engendré par

2 2 2 2
T] — Xy, Tl — T3, T1T2,T1T3, T2T3-
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L’algebre B = R/I est Gorenstein, car la forme bilinéaire associée a 7 (vu comme
élément de B) est non-dégénérée. C’est un exemple d’algebre Gorenstein non inter-
section complete. Nous verrons plus loin que toute algebre intersection complete est
Gorenstein. Cet exemple se trouve dans [22].

On peut construire autant d’exemples d’algebres Gorenstein que ’on veut par
cette méthode. Il suffit de partir d’'un polynoéme 7 en 0i,...,0,, de calculer toutes
ses dérivées et de construire l'idéal orthogonal a ces éléments. L’algebre quotient
ainsi obtenue est Gorenstein.

3.2.2 Exemple d’algébre non Gorenstein

Soient I I'idéal de K[z1,x2| engendré par x%, T1 Ta, x%, et B la K-algébre quotient
K[z1,z2]/I. La famille (1,21, x2) forme une base de B et (9°, 1, 02) (la base duale de
(1,21, x9)) une base de B. Soit 7 un élément quelconque de B; le sous espace vectoriel
B-7 de B est engendré par la famille (7, 8°) (car ;-7 = zy-7 = 8°). Comme B-1 # B,
I’algebre B n’est pas Gorenstein. Par contre, elle est Cohen-Macaulay.

3.3 Formule de représentation dans B

Le produit scalaire défini dans le théoréme 3.2.1 par (a|b) = 7(a b), vérifie

- (alt) = (ar)(B) = ((A%)7 (@) (b),
~ (albe) = {able)

Proposition 3.3.1 — Soit Z?;l a; ® b; une décomposition de A dans B R B, avec
la famille (a;) libre sur K. Alors d' = d, (a;) et (b;) sont deuz bases de B duales pour
le produit scalaire défini par 7.

Preuve. Soit (b;)1<i<q (apres avoir réordonner les b;) la plus grande famille libre que
I'on peut extraire de (b;)1<;<a- Il existe alors pour tout 7,d” < i < d’, des scalaires

2]

non tous nuls o;; € K tels que b; = Z?Zl a;;b5. On a

dn dl da)
A=) (a+ D aia)®bj=) dj@b;
j=1 i=d’+1 j=1

La famille (a;)lgjgdn est libre. Il est clair qu’elle engendre ’espace vectoriel B, donc
c’est une base. Par conséquent, d” = d = d’ et (b;) est une base de B.
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Notons (b;) la base duale de (b;) dans B. On a donc AD(Bj) =) Bj(bi)ai = a;.
Par conséquent, (b;|a;) = ((A%)~!(
duale de (a;) pour (|) est bien (b;)

a;))(b;) = Bj(bi) = 0,5, ce qui montre que la base

. O
Ceci conduit naturellement & des formules d’interpolation ou formules de traces

ou encore

Formule de Cauchy:

d d
VbeB,b=> (blbi)a; =Y (blai)bs. (®)
=1 =1
On en déduit immédiatement le résultat suivant, qui dit que la forme bilinéaire
associée au résidu 7 de B est non-dégénérée.
Formule de Dualité:

Vbe B,b=0dans B < Va € B,7(ab) = (bla) = 0. (9)

Forme quadratique associée & 7:

De la représentation b; = Zf:1<bj|b,~) a;, on déduit
A= Z <bz|bJ>CLz & a;.
1<i,j<d

En choisissant la méme base e pour chaque facteur de B ® B, on obtient une matrice
symétrique conjuguée de ({b;|b;)); ; dont la signature est un invariant de B si le corps
K est ordonné. Voir par exemple [2].

3.4 Annulateur et orthogonal

Proposition 3.4.1 — Soit J un idéal de B. Alors l’orthogonal de J pour le produit
scalaire (|) défini par T est Annp(J).

Preuve. Soit a un élément de Annp(J). Comme (|) est non-dégénéré, Vh € J,
ah = 0, si et seulement si, Vh € J, Vb € B, (ahlb) = (a|hb) = 0. Ce qui est
équivalent a Vh' € J, (a|h') =0, c.a.d. a est orthogonal & .J pour (). m]
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3.5 Le théoréme de Wiebe

Cette section s’inspire de l'article [29]. Il relie un idéal engendré par une suite
quasi-réguliere et son image par une matrice & 'annulateur du déterminant de celle-ci.
Soient A un anneau integre, f1,..., fn €t g1,--.,gn des éléments de A tels que

n
Vi=1,...,n, ¢;i= Zaz‘,jfj ; @i € A
j=1

Supposons que (f1,..., fn) €t (g1,-..,9n) soient des suites quasi-régulieres de A. No-
tons A = det(a; ;),G (resp. F) I'idéal de A engendré par g1,...,gn (resp. fi,..., fn)
et B=A4/G.

Théoréme 3.5.1 (Wiebe)
1. La classe de A dans B est indépendante du choiz des coefficients a; ;.
2. Annp(AB) = F B.
3. Anng(F B) = AB.

Preuve. On peut supposer que I’anneau A est local, sinon on localise A par un idéal
maximal contenant G.

1. Soit g; = Zj bi;fj,1 <4 < n, une autre décomposition. On va montrer que
det(a; ;) = det(b; ;) dans B. Pour cela, on va le montrer pour la décomposition
intermédiaire

n n
9= aijfi, i#i0, Gio =Y bigfs :
7j=1 j=1
oll g est un entier quelconque compris entre 1 et n. Le cas général suivra de proche
en proche en changeant & chaque fois la forme d’un g;. Comme

n

Saifi=gi, iFi0, > (i —bis)fi =0,

la regle de Cramer fournit f;(det(a; ;) —det(bi;)) € (g1,- .., Gig—1+Gig+1s--->9n), 1 <
j < n (Signalons que la matrice (b;;) a les mémes lignes que (a; ;) sauf la il™e).
En particulier g;,(det(a; ;) —det(bi;)) € (91,---,Gio—1, Gig+1s - - - » gn)- Puisque g;, est

non-diviseur de zéro dans A/(g1,. .., Gig—1, Jio+1s-- -+ 9n),

det(a; ;) — det(b; ;) € (91, Gio—1>Gio+1>--->Gn)-
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Pour les points 2 et & la démonstration se fera par récurrence sur n. Pour n =1,
les deux propriétés sont immédiates. Soit » un entier > 2.

Posons A" = A/(f1), F' = (fay---sfn), G = (92,---y9n), C = AJG et B' =
A )G A =C/f1C=A/(f1,92,---,9n)- Onadonc g; = 37,5, a;; f; dans A’; posons
A" = det(a; j)2<i j<n- Par hypothese, il existe un élément de la forme fi + > ;55 Aifi
qui est non-diviseur de zéro dans C. Sinon , tous les f; sont des diviseurs de zéro dans
C et gy aussi. Ce qui contredit ’hypothese. Quitte & remplacer fi par fi+Y ;~9 Aifis

on peut supposer que fi est non-diviseur de zéro dans A/(g2,. .., gn). Comme l’ordre
n’a pas d’importance dans un anneau local, (f1,¢2,.--,9s) est une suite réguliere de
A.

D’apres la régle de Cramer,
Afi=A1101++An10n
ol A;1 est le cofacteur de a; 1. Alors
Afi=A"g , dans C,

avec A’ = Ay 1, et par conséquent, le diagramme suivant est commutatif,

? 0
l ! S>Annc)(f)(F)
0— A/F £a, A/(f1,92,---,9n)
l,UA . lll.«n
0— A/G — A/(fr91,92,---19n)
DATLnC/(gl) (f)

g désigne la multiplication par a.

2. L’inclusion FB C Annp(AB) est évidente et provient de f;A C G,1 < i < n.
Montrons I’inclusion inverse.

D’apres I’hypothese de récurrence, Anng (A'B') = F' B'; donc application pua:
est injective. Les morphismes py, et pg, sont injectifs car fi et g1 sont non-diviseurs
de zéro dans C. S’il existe un élément m de A/F tel que ua(m) = 0, alors m = 0
(chasse au diagramme). Ce qui montre que ua est injective. Soit f € A, tel que
Af =0 dans B; d’apres ce qui précéde f € F et Annp(AB) C FB.

3. L’inclusion AB C Anng(FB) provient aussi de f;A C G,1 < ¢ < n. D’apres
'hypothese de récurrence I'image de puar est Anngy(g,)(F). Montrons que

K (AnnC/(yl)(j:)) = K¢y (AnnC/(fl)(F))-
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Soit m € Anngyg,)(F); pour tout f dans F, il existe m' dans C' tel que m f =
gim'. En particulier, m f; = g1m”, avec m” € C. Donc

g fim' =mf1 f=gm"f.

Comme g; est non-diviseur de zéro dans C, m" f = fim/, et m" est dans Annc (s, )(F),
alors m f1 est dans pg, (Anng ) (F)). Réciproquement, soit m € Anngs)(F).
Pour tout f dans F, il existe m’ dans C tel que m f = fim'. En particulier,
mg1 = fim”,m"” € C. De la méme fagon, comme f; n’est pas un diviseur de zéro
dans C, m" est dans Anng,(4,)(F) et m gy est dans puy, (Anngyg,)(F))-

D’apres 'hypothese de récurrence, Im(uar) = Anngy(s,)(F), donc 'image de pa
(qui n’est autre que AB) est bien Annc4,)(F) = Annp(F). O

4 Intersection compléte de dimension 0

4.1 Notations

Nous notons (P) l'idéal de R engendré par les n polynémes Pi,...,P,,d; =
deg P;,1 < i < n,d le n-uplet (di,...,d,), B l'algebre quotient R/(P), R® R =
Klx,y] et B&® B=R® R/(P(x),P(y)).

A chaque forme linéaire sur B correspond de facon naturelle une seule forme
linéaire sur R s’annulant sur (P), donc B s'injecte dans R.

Etant donnés x = (z1,...,2,) et y = (y1,-..,Yn), O0 n0te

Xy = (@1, 2n), X1y = (Y1, 22, -, @n), -+, Xn)y = (Y1, -+ Yn)-
Pour tout polynéme f € R,

o;05) = LED I EG0) s g ) - 0.

Yji — T

On désigne par A (ou encore) Ap 1’élément de R ® R défini par,
Ap = det(0;(F;))1<i,j<n-
On remarque que Ap(x,x) = Jp(x), ol Jp(x) désigne le jacobien de I’application

P. On notera également dx; = y; — x;,1 < i < n, dx = (dzy,...,dx,) et dP =
(dPy,...,dP,).
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4.2 Les Bézoutiens
4.2.1 TUne construction des Bézoutiens
Considérons I'application polynomiale

P:K* —» K"
X P(x):(Pl(X),---,Pn(X)),

et solent X(g),..., X(n), n + 1 points de K" (par exemple ceux définis dans 4.1 a
partir de x et y). Nous allons construire un nouveau point x de la fagon suivante: on
exprime le point origine O de K" comme barycentre des points P(Xg)), ... P(X()),

t(]Pl(X(O)) +---+ tnpl(X(n)) =0

: (10)
to+ o+t =1

En utilisant la regle de Cramer, on voit que

[P(X(1)),P(X(2))--, P(X(n))]

to = )

b= [P(X(0)),P(X(2)),--,P(X(n))]
1= D

ta= (—1) |P(X(0))’P(X(l.%)"'aP(X(nf1))‘

ou,

i=1
Le nouveau point est
X = toX(o) +"'+tnX(n).

En itérant cette construction (i.e. associer & x et x un autre point de la méme fagon,
et ainsi de suite), on obtient une méthode des sécantes & plusieurs variables (voir
[31] ou [25][p. 189, 193, 200]). Ce procédé converge quand les points x et y sont
suffisamment proches d’une racine.

Nous pouvons étendre cette construction. En effet, au lieu de reporter le bary-
centre sur les points Xy, ..., X(y), nous allons le faire sur les valeurs d’un polynoéme
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Q(X), ce qui conduit & des fractions rationnelles en 2n variables de la forme

QX@) - QX))
to QX)) + -+t QX)) = (X) - (X(n))

Cette égalité s’obtient en développant le déterminant par rapport & la premiere ligne.

Définition 4.2.1 — Le Bézoutien de n + 1 polynéomes Q, P1,..., P, de R est le
polynéme ®(Q, Py, ..., P,) de R® R défini par,

RXw) - QXw))
Pi(Xg)) -+ Pi(X@))
Pu(X) + PulX(w)

q)(valv"'vpn):

ITis: (v — =)

On voit facilement que le Bézoutien est un polynome de K[x, y] (car siz; = yi, X(;_1) =

X(),1 <4 < n, et le déterminant est nul). Si les polynomes P, ..., P, sont donnés

implicitement, nous noterons ®(Q, Py, ..., P,) par (Q). Remarquons que A = ®(1).
La méthode des sécantes consiste donc & prendre comme nouveau point le ba-

rycentre des points X(q),..., X(,) affectés des coefficients 2o, ...,1,, c'est-a-dire le
point
() ()
X @(1) 70 @(1) 7
ou de maniere projective (®(1) : (1) : -+ : D(zy))-

4.2.2 Une autre formulation des Bézoutiens
On vérifie facilement que pour tout polynéme f,
f( X)) = f(X@y) +01(f)dzy +--- + 0i(f)dzi , 1 <i<n.

Il en résulte que,

(P, ...,P,) (11)
|]T)(X(0)), IS(X(O)) + 61(]5) d:l?l, e ,IN)(X(O)) + 91(13) d.%‘1 + -+ 0n(15) d.%‘n|
B H?:l du;
= |P(X(0)),01(P), .-, 0 (P)| (12)
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ol f’(X(O)) = (P()(X(O)), ‘e ,Pn(X(O)), et ez(f)) dl‘i = (ez(Po)dl‘z, ceey 91(Pn)d:vz), 1 <
i < n. En utilisant cette fois-ci la formule,

f(X@) =01 (f)(—dzizr) + ... + 0 (f)(—dzn) + f(X(n) , 0<i<n—1,
on obtient

O(Py, ..., Pn) = |P(X(m),01(P),...,0,(P)]. (13)

4.2.3 Quelques propriétés de ¢
% Calcul de ® par linéarité

L’application & étant linéaire sur K il suffit de la définir sur les mondmes.
Proposition 4.2.2 — Soit x" = z{* - - - 2% un mondme de K[x], alors
_ |2V P(X (1)) — 91 P(X(g)), -+ 72 P(X()) — Y5 P(X (1))

26c%) o)

Preuve. Notons m(X(;y) = yi* -y w4 -~ 2,0 < i < n. Nous avons
200 10 | | g B T e
— X, :
P(X@) - P(Xw) [[m(Xw) P(X(0))/m(X)) -+ P(Xgm))/m(Xn))

=0

En soustrayant la i™¢ colonne de la (i+1)®™¢, 0 <4 < n — 1, on obtient

m(X(0)) m(X(1)) m(X(n))
“up Un © UL UD Un “uy Un
‘/L‘l e ‘/En yl ‘/L‘Q . e . ‘/En . s . yl e yn

IP(X1))/m(X(1)) — P(X(0))/m(X(0))s- - s P(X(n))/mU X (n)) = P(X(no1)) /1 X (1)) -
En réduisant au méme dénominateur la premiere colonne, on trouve
xgz...xg"...y?l ...y;"’:"
| 2'P(X(1)) — 91" P(X(0)), - - -, P(X(n)) /U X)) = P(X (1)) /(X (o) |
et en itérant,

|2V P(X(1)) — 91 P(X(g)), -+ 2 P(X () — ynm P(X (o)) | -

* Calcul de & modulo ’idéal (P)
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Proposition 4.2.3 — Pour toute application polynomiale P = (P, ..., Py,),
(I)(P(), ceey Pn) = P()(I>(1, P, ... ,Pn)-l-Pl(I)(P(), 1, Ps,... ,Pn)-l- . +Pn(I)(P0, ey, Ppq, 1)

Preuve. En développant le déterminant (11) par rapport a la premiere colonne, on
obtient

B(Py,...,P,) = Py(x)My(01(P),...,0,(P))—- - 4(—=1)" Po(x) M, (01(P),...,0,(P))

ott 6;(P) = (6:(P), .., 0i(Pn)) et M; est le mineur de la matrice (61(P),...,60.(P))
sans la (i+1)*™¢ ligne. Ce mineur s’obtient en prenant P, = 1 dans la formule
précédente. Par suite,

@(P(), ceey Pn) = P()@(l, P, .. ,Pn)—I-Pl(b(Po, 1,P,... ,Pn)—l- . +an)(P0, ceey Po, 1)

Od
On en déduit immédiatement le résultat suivant

Corollaire 4.2.4 — Pour tout Q € K[x], ®(Q) = Q(x) ®(1) dans K[x,y]/(P(x)).

Ceci était prévisible; en effet, en faisant des calculs modulo I'idéal (P(x)), on voit que
la solution (tg,...,t,) du systeme (10) est (1,0,...,0), et donc ®(Q) = Q(x)P(1).
Ceci revient encore & dire que si le point x est une solution du systeme P;(x) = 0,1 <
1 < n, alors le point y calculé par la méthode des sécantes est le point de départ x.

Corollaire 4.2.5 — Pour tout Q € K[x],®(Q) = Q(y)®(1) dans K[x,y]/ (P(y)).

Preuve. On calcule ®(Q) modulo (P(y)), apres le développement du déterminant
(13) par rapport a la dernigre colonne. O

4.3 Caractérisation du résidu

Nous supposons que B = R/(P) est un K-espace vectoriel de dimension finie,
donc que P = (Py,..., P,) est une suite quasi-réguliere.

Posons A = R® B, f; = x;—y;, F 'idéal de R® R engendré par x; —y;,1 < i < n,
9i = Pi(x) — P(y) = >2;0;(P)fj dans R® R, et A = det(0;(F;)). On vérifie
facilement que les images des suites (f1,..., fa) et (91,---,9n) dans A = R® B sont
quasi-régulieres, et que l'idéal G de A engendré par (g1,...,9n) est égal a (P(x));
donc B=.A/G = B ® B. En appliquant le théoreme de Wiebe (3.5.1), on obtient,

- Anng(FB) = AB.
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~ Annp(AB) = FB.
Ces deux résultats se traduisent de la facon suivante

Corollaire 4.3.1 — SoitT € R® R = K|[x,y],

— Si pour tout élément Q(x) € R, Q(x)T(x,y) = Q(y)T(x,y) dans B, alors il
existe S € R® R tel que T(x,y) = A S(x,y) dans B.

- SiTA =0 dans B, alors T(x,x) =0 dans B.

Preuve. Le premier point provient de, Anng(F B) = {T'(x,y) € B : T Q(x,y) =
0,VQ € FB} = AB, et FB est engendré par les polynomes de la forme Q(x) — Q(y),
ol @ € B. Le deuxiéme point découle de Anng(AB) = FB ou encore, si AT =0
dans B, alors T' € FB. O
Voir aussi [7] pour une autre approche.

En utilisant les résultats de la section 3.2, on voit que si (P) est une suite
quasi-réguliere, alors B est Gorenstein, et on a la caractérisation suivante

Théoréme et définition 4.3.1 — Soit © une matrice vérifiant dP = © dx et Ap
son déterminant. Le résidu de ’application polynomiale P est l'unique forme linéaire
TP € R telle que

— 7p =0 sur (P)
- Aprp—le(P).

Le résidu 7p est un générateur de B en tant que B-module libre de rang 1. L’existence
et I'unicité de 7p découlent du fait que A} est un B-isomorphisme entre B et B.

Nous avons le théoreme de dualité qui complete le premier point de la définition
précédente.

Théoréme 4.3.1 (Théoreme de dualité) — Soit P = (P, ..., P,,) une application
définissant une suite quasi-réguliére et f un élément de K[x|. Si f - mp = 0, alors f
est dans l'idéal de K[x] engendré par P, ..., P,.

Preuve. Ce théoreme découle de la formule de dualité (9). O
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4.3.1 Le résidudanslecasn=1

Soit P = agz? + a1z% ' + ... + a4 un polynéme d’une variable a coefficients dans

K. Son Bézoutien 4

A= P(Jiz : 5(3/) _ inilHd—i(y)a
=1

ott Hj(y) = aoy’ + a1y’ ' +...+a;,0 < j < d—1, sont les polynémes de Hérner. La
famille (H4—1,...,Hy) forme une base du quotient B = K|z]/(P), duale de la base
de monoémes (1,x, ..., z%~!) pour le produit scalaire défini par 7p (proposition 3.3.1).
D’apres la caractérisation du résidu 7p, pour tout f € R, 7p(f) = 7p(r), out r est le
reste de la division euclidienne de f par P, et le polynoéme

d
ADTP—IZZI‘i_lTP(Hd_Z’)—IZO,
=1

car deg(Ap7p—1) <d—1et Ab7p—1€ (P). Donc
rp(Hoo) =1, mp(H;) =0, 0<i<d-2.
Par conséquent, 7p(f) = 7p(r) = ag_1, avecr = ag_1Hg 1+...+ agHp,; € K0 <

1 < d— 1. Il en résulte que

1
e(f) = " coefficient de 291 dans le reste de la division euclidienne de f par P.
(14)

4.3.2 Le résidu dans le cas ot P, =z, 1<i<n

Dans ce cas, une base e du quotient B est formée des monomes

n
H:vza, 0< oy <d;.
i=1

Donc B est un espace vectoriel sur K de dimension []?; d;. Le Bézoutien de P est
n

n d;
L L L di—7i ) - .
o(1) =[] (”U? T R 1) =YY A Ty
=1 =1 7,=1
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La matrice associée & (1) est

1 . . yd-1
1 0 0 1
T : 0
d:—1 0 . . :
X 1 0 --- 0

C’est la matrice de ®(1)> : B — B dans les bases e de B et & (la base duale de

e) de B. Donc Tea = x9~1 et par suite le résidu, associé & P = (33(1117 ..,z d'un
polyndéme f est
7ea(f) = coefficient de x9 'dans f . (15)

C’est la formule habituelle de Cauchy que l'on rencontre en analyse complexe (voir

[15]).

d;—1

4.3.3 Le résidu dans le cas ou P, = ai,oxfi +air;t 4. taiq,1<i<n

Dans ce cas, le Bézoutien A = Aq...A,, ou A; = Zj:l :cg_lHiydi,j(yi),l <
i < n,avec H;g4, ;,0 <j <d; —1, sont les polynémes de Horner correspondant au
polynéme P; € K[z;]|. On vérifie facilement que pour tout monoéme f = x* de K[x],

e(f) = [] e (0. (16)

4.3.4 Le résidu dans le cas ou1 tous les zéros de P sont simples

Nous nous plagons dans le cas oll toutes les racines (I’ensemble de ces racines
est noté V(P)) du systeme {P = 0} sont simples (i.e. Jp(a) # 0, si a € V(P)).
Pour tout point ¢ € K", on note d; la forme linéaire sur R, consistant & évaluer un
polynoéme au point (.

Proposition 4.3.1 — Dans le cas ou tous les zéros de P sont simples, le résidu de
P est 5
™= Z Jp (CC )
CeV(P)
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Preuve. Soient « et § deux éléments distincts de V(P). Par construction, P(x) —
P(y) = A(x,y)dx, avec det(A) = Ap. Par conséquent, A(a, 3)da = 0, avec da =
(a1 — B1y.--yam — Bn) # 0. Donc, det (A(a, 8)) = Ap(a, ) = 0. D’autre part, si

aeV(P),Ap(a,a) = Jp(a) #0. )
La famille (9p)scy(p) forme une base de B, il existe alors des scalaires (as)gev (p)

tels que
™ — Z aﬁ8ﬁ.
BEV(P)

D’apres la caractérisation (4.3.1) du résidu, on sait que le polynéme en x

Apprp—1= >  apA(x,f)—1¢€(P).
BeV(P)

SiaeV(P),(App>1p — 1)(a) = aqJp(a) —1 =0, donc a, = O

1
Jp(a)”
On remarque en particulier que les polynomes (%ﬁ)))aev(p) sont des polynomes
d’interpolation aux points a. Pour construire, un po&ynéme de petit degré qui vaut

aq au point «, il suffit par exemple de prendre

acV(P)

Cette formule généralise la formule d’interpolation de Lagrange, & plusieurs variables.

Exercice 1:

Etant donné N points aq,...,ay € K*, peut-on (et comment) trouver Py, ..., P, €
R tels que les points a; soient les zéros simples des polynémes P;?

Corollaire 4.3.1 — Si les polynomes P; sont des formes affines P; = a; 101 + ... +
inTn + @iny1,1 <0 < n, alors

1
— o
det aiyj ¢

™

ot ¢ est la racine commune 4 Py, ..., P,.

RR n° 2884



40 M. Elkadi € B. Mourrain

4.4 Action du groupe affine sur le résidu

Considérons une transformation affine A de K,
x— Ax)=U-x+T

olt U est une matrice du groupe linéaire GL(n,K) et T un vecteur translation de K".
Nous voulons décrire la variation du résidu de P = (Py,..., P,) par ce changement
de variables. Pour cela, nous notons pour tout f € Kx|, f4(x) = f(U-x+7T) et
pour tout polynéme D(x,y) € K[x,y], DA(x,y) = D(U-x+T,U -y + T). Comme

dP =P(x) — P(y) =6(P)dx ,
o dP* = PA(x) - PA(y) = (P)* U dx.

Donc on peut prendre
Apa = (Ap)* det(U).

Définissons 7 € R par

1

= det(U)TP(QA_l) , pour Qe R.

7(Q)

P) et 7(Q) = 0.

- Pour tout Q € (P4), Q47" € (
) € (P4). Pour cela, on remarque que

- Montrons que (Apab>7—1
Apab7—1=det(U)(Ap)A>7—-1=(Ap>7p — 1)* € (P)* = (P4).
Ces deux propriétés caractérisent le résidu 7pa de P4 et donc 7 = 7pa.

Théoréme 4.4.1 — Soitx — A(x) = U-x+T une transformation affine inversible;

alors pour tout Q € R
1

TPA(QA) = det(T)

™ (Q)-

Exercice 2:

Généraliser cette formule au cas d’une transformation polynomiale quelconque.
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4.5 Trace et résidu

A tout élément b € B = K[x]/(P) correspond un opérateur de multiplication pup;
la trace de cet opérateur K-linéaire est notée T (b). L’application
r:B — K
b — Tr(b)
est un élément de B. Comme B est Gorenstein, il existe un unique b € B tel que

Tr = b.r. Nous allons déterminer b. Pour cela désignons par Jp le jacobien de
I'application P.

Théoreme 4.5.1 —Tr=Jp-T

Preuve. Soit A = Z?:l a; @ b;, ol (a;) et (b;) sont deux bases duales pour le produit
scalaire défini par 7 (proposition 3.3.1). Dans B, Jp = ) a;b; (car A(x,x) = Jp(x)).
Soit b € B; d’apres la formule (8), on a bb; = >, (a;|bbj)b; = D, (b|a;b;)b;. Donc la
trace de pp (calculée dans la base (b;)) est

Tr(b) = Z blab;) =T bZaz D) =71(bJp) = (Jp.7)(b).

O
Nous en déduisons, lorsque la caractéristique du corps de base K est nulle ou supé-
rieure & la dimension de 1’espace vectoriel B, le corollaire suivant.

Corollaire 4.5.2 — La dimension de ’espace vectoriel B sur K est égale a mp(Jp).

Preuve. 1l suffit de remarquer que dimg B =T17r(1) = (Jp - 7p)(1) = 7p(Jp). O

4.6 Loi de transformation

La loi de transformation décrit la variation du résidu lorsque 1’on passe d’une
application polynomiale a 'autre (voir [19]). Pour une preuve analytique (voir [15],

[4])-
Soient P = (Py,...,P,) et Q = (Q1,...,Qn) deux applications polynomiales
définissant des suites quasi-régulieres de R telles que

= Ai;Pj, Ai;€R, 1<ij<n.
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Notons A la matrice (A; ;) j, A son déterminant et 7p (resp. 7q) le résidu associé a
P (resp. Q).

Théoreme 4.6.1 (Loi de transformation) — 7p = A - 7q

Preuve. 11 suffit de vérifier, d’apres la caractérisation (4.3.1), que A - 7q = 0 sur (P)
et Apb(A-1q)—1€ (P).

Soit h € (P); d’apres l'identité de Cramer, AP; € (Q),1 <i < n,donc Ah € (Q),
et (A-7qQ)(h) = 1qQ(Ah) =0.

Vérifions que Ap > (A-7q) —1 € (P) ou encore (Ap(x,y) A(y))>p1q —1 € (P).
Par construction

Pi(x) = Pi(y) = Y _60;(P)(x,y)dz; , 1<i<n ,
j=1
P(x) - P(y) = (6;(P))dx = ©(P)dx ,
avec det(©(P)) = det(0;(F;)) = Ap. Il en résulte que
Qx)-Qy) = AX)P(x)-A(y)P(y)
= A(y)(P(x) -P(y)) + (A(x) — A(y)) P(x)
= (A e
= 0(Q)dx ,
avec R = (R; ), Rij € (P(x))K[x,¥] et ©(Q) = A(y) O(P) + R. D’aprs (3.5.1),
Aq—Aq € (QX) - Qy) . A=detO(Q).

Par suite, Aq>7q —AqPr7q € (Q(x)). Comme Agbrq—1 € (Q), Aqrmq—1 € (Q).
Or
H(x,y) = Aq — det(A(y) ©(P)) € (P(x)).

Ainsi
Apr(A-1q)—1 = (A(y)Ap(x,y))>71q—1
= Aqvrq—1-H(x,y)>7q € (P).

O
Les corollaires suivants sont des conséquences immédiates de la loi de transformation

Corollaire 4.6.2 — L’application P +— 7p est alternée.
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Preuve. Pour toute permutation o de {1,...,n}, on applique la loi de transforma-
tion, avec la matrice associée & o dans une base canonique, son déterminant étant la
signature de o. O

Corollaire 4.6.3 — SoientP = (Py,...,P,) et Q = (Q1,-..,Qn) deux applications
polynomiales. Supposons que P et PxQ = (P, Q1, ..., P,Qy) définissent des suites
quasi-réguliéres. Alors

P = Q1 Qn - TP+Q-
On peut voir cette formule comme une simplification dans une fraction rationnelle
de dénominateur [[;" ; P; Q; et de numérateur [] ; Q;.
4.7 Transformation polynomiale

Supposons que Pi,...,P,_1 € R = Kzy,...,2,_1] et P, = z, — Q, avec
Q € R. Supposons que P = (Py,...,P,) forme une suite quasi-réguliere de R.
Notons P = (P, ..., Py_1) 'application polynomiale de R, et pour tout f € R, f =
flxy, o 21, Q(x1,.-.,Tn—1)) € R.

Théoréme 4.7.1 — Pour tout f € R, 7p(f) = Tls(f).

Preuve. Vérifions que 7p restreint & R (noté 7p| #) coincide avec 7. Remarquons
d’abord que Ap = Ap. Alors

Appmp—1€ (P)NR=(P).

De plus, 7p|; s’annule sur (P) N R = (P). Donc d’apres la caractérisation du résidu
(4.3.1), | = Tp- )
Par ailleurs Vf € R, f — f € (P); il en résulte que

(f) = me(f) = m(f).

O
Plagons nous maintenant dans le cas ou Pi,...,P,—1 € Ret P, = =, — Q,
avec (Q € R. Supposons que P = (Py,...,P,) forme une suite quasi-réguliere de

R. Notons pour tout polynéme f de R, f@ = f(x1,...,Tn_1,Q(x1,...,2,_1)), et
PQ = (P?,...,PY ).

Corollaire 4.7.1 — Pour tout f € R,7p(f) = po (f?).
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Preuve. On peut écrire PiQ sous la forme PiQ =P+ Ai(xn,—Q)=P+ A; P,,1<
i <n—1, avec A; € R. En appliquant la loi de transformation
™ =TpR,...P2 2.—Q)"

et le corollaire provient du théoréme précédent. O

Exercice 3:

Retrouver le méme type de résultats avec P, = 2 — Q(z1,...,2,) et deg, (Q) <
d.

4.8 Résidu et produit

Etant donnés n+1 polynomes P, ..., P,_1, F, G de K[x] tels que (Pi,..., Pp_1, F)
et (Py,...,P,_1,G) soient quasi-regulieres, et posons P,, = F'G. L’application P =
(P, ..., P,) définit aussi une suite quasi-reguliere. Supposons que Pi,...,P,_1,F,G
n’ont pas de racine commune; d’apres le théoreme des zéros de Hilbert, il existe deux
polynomes U,V € R telsque VF+UG —-1¢€ (Py,..., P, 1).

Proposition 4.8.1 —1p =U -7(p, ..p,_1,F) tV  T(P,. P._1,G)-

Preuve. Pour tout f € R, f—(VFf+UGf) € (P,...,P, 1), donc en appliquant
le corollaire (4.6.3),
(f) = EVf)+(GUS)
TPy, Par,)(V ) + T(P1,po 1, ) (U f)
= U N T(Pl,...,Pn_l,F)(f) + V . T(Pl,...,Pn_l,G)(f)‘

4.9 Formule de Weil

La formule de Weil est une généralisation de la formule de Cauchy (15). Le corps
de base K est le corps des fractions K(z1,..., 2,). Nous considérons l'idéal de K|[x]
engendré par lapplication dP = (P(x) — P1(2),. .., P.(x) — P,(2)).

Théoreme 4.9.1 — Soit 7qp le résidu associé 4 dP dans K[z1,...,x,]. Alors pour
tout f € K[z1,...,zn]
f(z) = 1gp > f(X)A(x,2).
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Preuve. Par construction
dP = (6:(P;(x,2)) dx ,

avec dx = (x1 — 21,...,%n — 2n). D’apres la loi de transformation (4.3.1),
Tdx = A(X,2) - Tap -
D’apres la formule de Cauchy (15),

Tax(f (%)) = f(2).

Par conséquent

f(z) = 1ax(f (%)) = 7ap(A(x,2) - f(x)) -

4.10 Une base du quotient B

D’apres le théoreme (3.2.1), une partie génératrice de B est formée des éléments
qui apparaissent dans une décomposition de A. Notons v = ) "' ;d; —n ol d; =
deg(P;); c’est une borne pour les degrés des polyndomes qui apparaissent dans A.
Ainsi, les monomes de degré au plus v forment une partie génératrice de l'espace
vectoriel B.

Théoréme 4.10.1 — 1[I existe une base de B formée de mondmes de degré au plus
v.

Pour I’exemple pathologique classique

d d d d
P1 = —.TQ,PQ =Ty —:Cg,...,Pn_l =Tp-1 —xn,Pn =Z,,

une base de R/(P) est formée des monomes de la forme [[; z{*, avec a; < d. Le
degré total de ces mondmes est au plus nd — n. On remarque que (Py,...,P,) est
une base de Grébner de I'idéal (P). On rajoute souvent a ce systeme Py = 1— mg_lxl
pour qu'il n’y ait aucun point dans la partie affine.

Le théoréme précédent entraine le résultat suivant

Théoréme 4.10.2 — 1[I existe une base standard de (P) dont le degré de ses élé-
ments est au plus ) ; deg P, —n + 1.
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Preuve. D’apres le théoreme (4.10.1), on choisit une base € = (mq,...,mg) de B =
R/(P) formée de monoémes de degré < v. On les prend le plus proche de 'origine,
suivannt un ordre monomial. On peut supposer qu’elle est stable par dérivation (i.e.
elle est au dessous d’un escalier). Soit B le sous espace vectoriel de R engendré par
mi,...,mg. Pour tout x;,1 <[ < n, il existe des polynémes uniques af- € (P) et
pﬁ € B tels que

xlmizaf+p§ , 1<1<n.

Si x;m; € B,o! = 0. Donc, I’élément ¢! non nul provient de la multiplication de
x; par le mondme m;, qui se trouve au bord de la base e; le degré d’un tel x;m; est
au plus v + 1. En utilisant les relations x;m; = pf;, dans B, on peut réécrire tout
élément du sous espace vectoriel By = ) . x; B dans B. On définit By, = ). z; B,
pour tout k € N*.

Pour tout h € R, il existe k € N* tel que h € By + ...+ By. Par récurrence, h se
réécrit dans B modulo ¢ = (0’%)171’. Ceci montre que e est une partie génératrice de
R/(0). Comme (o) C (P) et B® (P) = R,(0) = (P), et la réécriture ci-dessus est
canonique. Les polynomes o!,1 < i,1 < n, de degré < v + 1, forment donc une base
standard de (P). O

4.11 Résidu et application polynomiale

On s’intéresse & ’application polynomiale

K* —» K
(1, ymy) —  (PU(X),...,Py(x)).

Pour cela nous considérons son graphe et nous le définissons en rajoutant de nouvelles
variables u = (u1,...,u,) par les équations de K|x, u]:

Pl(x)—ulz---:Pn(X)—un:0

Notons Py, la liste de ces polynomes. Nous allons en fait considérer les u; comme des
parametres et prendre comme nouveau corps de coefficients K = K(uq,...,un).

Definition 4.11.1 — Une application polynomiale P = (Py, ..., P,) est dite propre,

st UVanneaw Klxy,...,z,] est entier sur le sous anneau K[P] (i.e. les coordonnées
T1,..., Ty véTifient des relations de dépendance intégrale o coefficients dans K[P]).
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Remarquons qu’une application polynomiale propre définit une suite quasi-réguliére:
en effet, si « est une racine du systeme {P = 0}, les coordonnées aj,...,q, de «
sont solutions de polyndémes d’une variable, donc leur nombre est fini.

Théoréme 4.11.2 — L’application polynomiale P est propre, si et seulement si,
pour tout f € Kx|, mp,(f) € Klu].

Preuve. Supposons que pour tout f € R, 7p,(f) € Klu], et soit b = (by,...,bq)
une base du K(P)-espace vectoriel K(x). La famille b est aussi une base de By =
K[x]/(Pu). La formule de représentation (8) appliquée dans l’algebre B, fournit,

d d
Xy bj = Z Tpu(xl bj ai) b, = Z mé,j(u) b;.
i=1 i=1

Par conséquent la matrice M; = (mé’j)m est la matrice de la multiplication par x;
dans B, dans la base (b;).

Par hypothese, mﬁ ;(u) =7p, (71 b; a;) € Ku]. En considérant le polynome carac-
téristique A de la matrice Mj, on obtient en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton

Azy) =z + ¢1(u) :1:7*1 +---+eg(u) €(PL—uy,...,Py—uy), ¢ € Kul. (17)
En substituant, dans A, u par P, on trouve une relation de dépendance intégrale de
x; A coefficients dans K[P]. Donc I'application polynomiale P est propre.

Supposons P propre, et soit f € R. Comme pour tout ¢ = 1,...,n, il existe des
entiers positifs d; et des polynomes a; ; € K[x] tels que

x;ll + ai}l(P)w{ii_l + ...+ a’i,di(P) = 0’

(2
on a
n
o apn(waf T 4 ag(0) =) Ay (P — ),
=1
avec A;; € K[x,u]. Posons Q;(z) = :cf + aijl(u)xfi_l + -+ ajq(u) et Q =
(Q1,-..,Qxn). En appliquant la loi de transformation, (16) et (14), on a

n

e, (f) = 1q(det(4iz) /) = ) aa(w)rq(x*) = Y aa(u) [ ] rq.(2F%) € Ku].

i=1

Théoreme 4.11.1 — Soit A(u) Uapplication de Homx (K[x]/(Pu), K) dans K[x]/(Py)

associée & A. Si P est propre alors le déterminant de Ay est dans K — {0}.
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Preuve. Comme P est propre, R = K[x| est un K[P]-module libre de base, toute base
mi,...,mq de B (voir [24], [20]). On a donc une décomposition de R de la forme

R=aol m;KP,...,P,]. (18)
Notons Rg = R ® K = K]x|. De méme Rk se décompose sous la forme
Rg = &L, miK[P,...,P,)] (19)

par extension des scalaires et (m;) est aussi une base de Rk /(Py). Comme les fibres
de 'application P sont de méme cardinal, on en déduit également que pour toutes
valeurs de u dans K", (m;) est une base du K[P — u]-module libre R.

Considérons une décomposition de Ap = Ap, de la forme

Ap = Es:ai ® b
i1

ol (ay,...,aq) (resp. (b1,...,bq)) est une base de B et agi1, ..., as (resp. bgi1,...,bs)
dans (P). En utilisant la décomposition (18) avec la base (a;)i1<i<q et les relations
P; = (P; — u;) + u; on obtient pour j > d,

aj — Zgzl hij(u) a; € (Py)
bj — > i1 lij(0) b; € (Pu)

avec l; j, hi j € Klug, ..., up]. On déduit de ces décompositions que

A — Z 51"]'(11) a; @bj € (Pu(x), Pu(y))
1<4,5<d

avec 6; ; € Klu]. Notons A(u) la matrice (; j(u)) des coefficients ci-dessus. Cest la
matrice de l'application de Homgk (K[x]/(Pu),K) dans K[x]/(P,) associée & A ou
encore la matrice de l'application de Homg (K[x|/(Py),K) dans K[x|/(Py) quand
on spécifie les valeurs de uq,...,u, dans K

Pour toute valeur de u, le systeme P, est une intersection complete, car on a
des relations de dépendance intégrale modulo (Py) du type (17). On en déduit que
A(u) est un isomorphisme donc son déterminant est non nul, pour toute valeur de
u. Par conséquent, c’est une constante non-nulle. O
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Pour construire le résidu de 7p, (P étant quasi-réguliere), on peut procéder de
la fagon suivante. La décomposition (18) montre que

d
1) ti(u)a; € (Py),t; € Ky
=1
avec en particulier 1 — 2% | #;(0) a; € (P).
Soit s = [s1,...,54] € K% tel que Z_l[tl, ooy ta]t = [51,---,54) (A est inversible
car A(0) = Id). Les s; sont donc des fractions rationnelles en u dont le dénominateur
est le déterminant de A. En particulier s;(0) = #;(0). Définissons maintenant 7, par

1. 74 = 0 sur (Py),
2. Tu(bi) = si(u)
On vérifie que

d

d d
Al>7'u = Z 5,"]'(11) Tu(bj) ai—i—f = Z (Z 51'7]'(11) 8]'(11)) ai—i—f = Z t; ai—i—f = 1—|—g

2,5=1 =1 j=1 =1

avec f,g € (Py). Donc d’apres (4.3.1), 1y est le résidu associé a Py. Remarquons
que le résidu 7p est tel que p(b;) = t;(0) = s;(0).
Pour tout élément h € R, il existe hq,...,hq € K[u] tels que

d
h=> hi(u)bi+ (Py).
=1
Il en résulte que
Ta(h) = zd:hi(u) si(u) = n(lg
i=1 det(A)

avec n(u) € Klu).

4.11.1 Exemples d’applications polynomiales propres

— Exemple d’application propre ayant des points & I'infini. Nous allons voir dans
la section suivante qu’une application sans zéro & l'infini est propre.

o=
pri=zy—1
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La variable z vérifie la relation
3 _
0 —prx—ps—1=0.
La variable y vérifie la relation
yP+yPpr—1—2ps — po® =0.

C’est un exemple ol I'intersection est « propre» en projectif.

— Si on remplace p; par 2 — z, ’application n’est plus propre car en remplacant
x par 0, on voit qu’il n’existe pas de relation de dépendance intégrale en y.

— Exemple d’application polynomiale propre oli la partie & I'infini est une courbe

pi=a2+y’+z22-z
P2 ::m2+y2+z2—y
pyi=ax? 4y +22 -z

La variable x vérifie la relation

32° 4+ (4p1 —2p2 — 2ps — D@+ 2p1”> — 2pips + po” + p3” — 2pipa — p1 = 0.
Par symétrie les variables y,z vérifient des relations de dépendance intégrale du
méme type.
4.12 Le résidu dans le cas o1 P n’a pas de zéro a l’infini

4.12.1 Cas de polynémes homogenes

Nous nous plagons maintenant, dans le cas ou les polynoémes Pi,..., P, sont
homogenes et ayant ’origine comme seul zéro commun dans K”.

Théoréme 4.12.1 (Macaulay) — Tout mondme de degré au moinsv+1 = > | d;—
n+ 1 est dans lidéal de K[x| engendré par Py,...,P,.

Preuve. D’apres (4.10.1), tout monéme m de degré au moins v + 1 est égal, modulo
(P), & une combinaison linéaire de monoémes de B, de degrés au plus v. Comme
’idéal (P) est homogene, on déduit que m est dans (P). O

Ceci implique que la fonction de Hilbert du quotient est nulle & partir du degré

v. Cest le plus petit degré, a partir duquel la fonction de Hilbert est constante et
qui coincide ici avec la régularité de Castelnuovo.
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D’apres (4.12.1), on peut trouver des polynomes homogenes A; j,1 <1i,j < n, de
degré v +1 — d; tels que

n
ot =Y "A;; P, 1<i<n (20)
j=1
L’identité précédente s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire dans lequel les in-
connues sont les coefficients des polynomes A;;,1 < ¢,7 < n. En utilisant la loi de
transformation (4.6.1) et la formule (15), on a pour tout polynéme f

Tp(f) = Tyw+1 (det(A4; ;) f) = coeflicient de = ...z} dans det(4,;;)f.

Donc le calcul du résidu associé & une application homogene P, d’'un polynéme f, se
ramene & la résolution du systéme linéaire (20).

Proposition 4.12.2 — Pour tout monéme f de degré # v, 7p(f) = 0.
Preuve. Le degré du polynéme homogene det(A; ;)f est différent de nv, donc
Tp(f) = Tyw+1 (det(A4; ;) f) = coefficient de = ... z; dans det(A4;;)f = 0.
a

Corollaire 4.12.3 — Soit K un corps de caractéristique zéro et P = (Py,..., Py,)
une application polynomiale homogéne définissant une suite quasi-réguliére de K[x].
Alors, le résidu de P est un opérateur differentiel de degré v a coefficients constants

(Ca)a -
™ = Z cady

|a|=v

avec 95 (f) = da! ...dg™(f)(0), pour tout f € K[x|, ot dy,; désigne la dérivée partielle
par rapport 4 ;.

Preuve. Soient o = (aq,...,a,) et 3 = (B1,...,0n) € N*, on note a < (3 si pour
tout ¢ € {1,...,n},a; < (. D’apres ce qui précede, (15) et la formule de Leibniz,

p(f) = Txvtr (det(4i;) f)
= (Ij)” a(()u,...,u) (det(Ai,j) f)
= Y o (det(Aiy) ()

!
(vhn =

= > cadf(f)-

alv
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En utilisant (4.12.2) avec f = x%,|a| < v et a # v, on voit que ¢, =0si |a| #v. O
Dans le cas homogene, la situation est particulierement simple pour la construc-
tion du résidu.
Proposition 4.12.4 — Si les polyndmes Pi, ..., P, sont homogénes, alors
APDTP:L dans R .

Preuve. Comme Ap(x,y) est un polynéme homogene de degré v,

Ap(x,y) = Y Aa(x)y®, Aa € K[x].
laf<v
D’apres la proposition (4.12.2) et la caractérisation (4.3.1) du résidu 7p,
Ap>mp—1= Z Aan(yo‘) —1e€ (P),
lal=v

alors Apr7p —1=0. O
Ceci permet de calculer le résidu en résolvant un systeme linéaire associé a A.

4.12.2 Déformation du cas P, = :1:?1', 1<i<n.
Plagons-nous maintenant dans le cas oul
Po=af - Q;, degQi<d;, 1<i<n. (21)
Une base du K-espace vectoriel quotient B = R/(P) est formée des mondmes de la

forme
n

[z, 0<wi<di, 1<i<n

i=1
On note Bg le sous espace vectoriel de R engendré par ces mondmes. On remarque
que l'on a la méme base pour l'algebre quotient que dans le cas P; = a:;-ii, 1<i<n.
En homogénéisant P;, on obtient

d; .
Pl=zl—tQ! ,1<i<n.
Pour t =0, P? = m?i et pour t = 1, P! = P; . On vérifie facilement que

®(1,P,...,PYy=3(1,2%,. .. 2% +tR, + -+ t°R, ,
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ol les polynémes R; € K[x,y] sont de degrés au plus y ;- (d; — 1) -1 =v —1.
D’apres (15), R;<47ea = 0,1 < i < s.

Proposition 4.12.5 — Le résidu mp de l'application (21) est défini par
~ 1p =0 sur (P),
— TP = Tyd SUr Bg.

Preuve. Cette définition définit 7p sur R, car Bg @ (P) = R. En utilisant (4.3.1), il
suffit de vérifier que ®(1, Py,...,P,)>71p — 1 € (P). En effet,

O(1,Py,..., Po)o7p = ®(Lafl,... zl") o e+ Y Riv7p.
=1

En écrivant R; sous la forme R; = f; +¢;,1 <i<n, ol f; =), a;a(X)bio(y), avec

bia(y) € (P(y)) et gi = > 5¢i,p(x)dip(y), di,p(y) € Ba; il découle de (15) et de la
proposition (4.12.4) que

O(LPy,...,P)erp=0(Laf,... 2l e ra+ Y gi>Ta =L
=1

4.12.3 Le cas général

Nous considérons maintenant le cas général de la configuration ot P = (P, ..., P,)
n’a pas de zéro a l'infini. Ce cas est important car on peut s’y ramener par l’élimina-
tion et la loi de transformation.

Théoréme 4.12.6 (Euler-Jacobi) — Soit P = (P,..., P,) une application polyno-
miale sans zéro a Uinfini. Alors, pour tout polynome f de degré au plus v — 1

TP(f):O-

Preuve. Comme les polynomes Pi,..., P, n'ont pas de zéro & l'infini, il existe alors
des polynoémes R;, S;,1 < i < n, vérifiant

P=R,—S5; , degR;=d; , deg$;<d;, 1<:i<n.
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Par hypothese, les polynémes homogenes Ry, ..., R, définissent 1’origine; donc d’apres
le théoreme (4.12.1), il existe des polynémes homogenes A; ; de degré v +1 —d; tels
que

n
1 .
.’1,‘;-/+ = E Ai,jRj y ISZSR
j=1

Posons

n n
Qi = ZA%]E)] = .T;/—H — ZAi’ij s 1 S 1 S n.

Les polynémes @; sont de la forme (21). La loi de transformation et la décomposition
R = (Q) @ B,41 de la section précédente (la notation v + 1 désigne le n-uplet
(v+1,...,v+ 1)) impliquent que

p(f) = 7q(f det(Ai;)) = mq(f1) + 7Q(f2) ,

ol fdet(A;;) = fi + f2, avec f1 (resp. f2) appartient au sous espace vectoriel (Q)
(resp. B,+1) de R. Par suite

p(f) = 1 (f2) = 0,

car deg fo < nv —1. O

Nous allons maintenant voir le lien entre les résidus de P et R. Dans un premier
temps, nous montrons que les K-espaces vectoriels R/(P)et R/(R) ont une méme
base.

Pour tout polynéme h € R, notons In(k) la composante homogene de plus haut
degré de h, et pour tout idéal I de R, In(I) l'idéal engendré par In(h) pour tout
hel.

Lemme 4.12.7 — Si les polynémes Py,..., P, n’ont pas de zéro a l’infini, alors
lidéal In((P)) = (In(Py), ..., In(R,)).

Preuve. Les polynémes R;,1 < i < n, définissent comme seul point lorigine; ils
forment donc une suite quasi-réguliere. Supposons qu'’il existe un polynéme h € (P)
tel que In(h) & (R1,...,Ry,). Nous avons une écriture de la forme

h=Y H;P,=) HR-Y HS; , H cKx|
1=1 =1 =1
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Notons p le plus petit indice tel que H), P, soit de degré maximum. Supposons que
parmi tous les h € (P) tels que In(h) & (R1,...,R,), ce degré soit minimal; et une
fois ce degré fixé, p soit maximal.

Comme In(h) & (Ri, ..., Rn), >0, H;R; =0, avec H; = In(H;), si deg H;P; =
deg H,P,, et H; = 0 si deg H;P; # deg H,P,. Puisque (Ry,...,R,) est une suite
quasi-réguliere ﬁIp € (Rp+1,- .., Ry). Donc, il existe des polynomes homogenes K, p+

1 <i <, vérifiant H, =377 . K; R;. Par suite,

h= En:HP - i: P,K;P + En: P,K;P;
=1

i=p+1 i=p+1
p—1 n n
= Y HiP+(Hy,— ) KiP)P+ ) (Hi+KP)P.
i=1 i=p+1 1=p+1

Nous avons h = Y., H! P;, avec soit max; deg(H;P;) plus petit, soit le premier
indice oll ce maximum est atteint plus grand. Ceci contredit les hypothéses faites sur
h; donc pour tout h € R, In(h) € (Ry,...,Ry). O
Comme R/(P) et R/(In(P)) sont isomorphes comme K-espaces vectoriels, ils ont les
mémes bases. Notons B le sous espace vectoriel de R engendré par les éléments d’une
base commune & R/(P) et R/(In(P)). On a la décomposition R = B @ (P). Nous
pouvons donc réduire tout polynéme de R par les relations R; — .S; en une forme
normale € B. Voir [10] pour plus d’information.

De la méme fagon que précédemment (cette fois-ci la base n’est pas forcément
monomiale, mais la propriété sur les degrés est conservée), on montre

Théoréme 4.12.8 — Le résidu tp de 'application polynomiale P sans zéro 4 'infini
est défini par

-~ mp=0sur (P),
- 7p = TR sur B.

Le résultat suivant décrit le résidu de 'application P en fonction des résidus itérés
de R.. Cette formule a un équivalent analytique qui consiste & faire un développement
en séries sous l'intégrale et a échanger les signes «somme» (voir [4]). Des connexions
ont été établies dans [8], entre ce développement en séries et la mise sous forme
normale d’un polynéme par une base de Grobner. Nous explicitons ici ces connections
en montrant (simplement et sans utiliser d’analyse) comment ce développement en

RR n° 2884



56 M. Elkadi € B. Mourrain

série, n’est qu’une réécriture d’un procédé de réduction par rapport aux polyndmes
initiaux.

Théoréme 4.12.9 — Le résidu Tp est aussi donné par la formule
™ — Z S’B * TRB+1 (22)
BeNn

o 1=(1,...,1) et pour tout multi-indice B = (B1,...,3.),SP = Sfl oGP
Remarquons que si f € R, d’apres (4.12.6)
e (f) = > TR+ (fS7).
BEN:Y". B;(deg P;—deg S;)<deg f—v

Preuve. Soit p € R de la forme p = pR®, on a d’apres le corollaire (4.6.3) et avec
TRA-o+1 = 0 81 B — « n’est pas dans N?,

Sﬁ * TRB+1 (p) = Sﬁ * TRB—a+1 (]5)

= TRe-ar1(S75)
877 tRp—arr (FS?)

ol 7 = pS® est la réduction de p par rapport aux polynémes P, ..., P,. Ceci montre
que

Z Sﬁ . TR5+1(p) = Z Sﬂia . TRﬁ—a+1(7') = Z Sﬁ . TR5+1(’/').

BeNr [B—aeN" BeN

En particulier ) 5c . SP . tge+1 = 0 sur (P). En utilisant la décomposition R =
B @ (P), nous avons pour tout polynoéme p

Z sP. TRe+1(p) = Z sP. TRA+1(Pred) = TR(Pred) + Z TR,3+1(Sﬁpred) ,
BENR BENR BE(N* )™

ol p = pPred + ¢, avec preqa € B et ¢ € (P). Nous savons, d’apres (4.12.8), que
P (P) = TR(Prea)-

D’apres le théoreme (4.12.1), tout monéme m de degré plus grand que v + 1
est dans l'idéal homogene engendré par Ry,..., Ry,; m peut donc étre réduit par les
polyndémes P, ..., P,. Par conséquent, le degré de preq est au plus v. Par suite, pour
B € (N*)", le degré de SPp,eq est inférieur ou égal & Yor,di B +v —1. Comme le
résidu Tge est nul sur tout polynome de degré < 37 | d; 3i+v—1, nous en déduisons

Z S,B * TRB+1 (p) = 7-R,(pred)-
BEN?
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Or, d’apres le théoreme (4.12.8)

> 8% 7Ret1(p) = TR(Prea) = 7P (Prea) = 70 (p)-
BeNm
O

Dans le cas R; = :1:?", 1 <i <, la formule (22) montre que le résidu d’un polynéme
p est un coefficient de la forme normale de p apres réduction par les polyndémes
Py, ..., P,. Pour plus de détail sur ce point, voir [8]. Dans ce cas Trs+1(f) est le
coefficient de x4(B3+1~1 dans f. C'est aussi le coefficient de x9-1 dans de;; et la
formule précédente se simplifie (d 8 = (dy B1,---,dn Bn))-

Corollaire 4.12.10 — Dans le cas ou R; = x;ji,l < i< n, le résidu de f € R est

le coefficient de z 1. 281 dans

s(3)

BEND

X

Ceci revient & faire le développement en séries de la fraction rationnelle

T T f
d; Siy?

%

et & prendre le coefficient constant comme résidu de f. Nous en déduisons le corollaire
suivant.

Corollaire 4.12.11 — La fraction

‘/L‘].““/’-Cn

H?:1 fE?i (1- b:z)

i

8

8

admet un développement en série de la forme

acNr

avec pgK[mfl,...,x
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4.12.4 Passage du cas sans zéro a ’infini au cas homogene

Nous allons montrer que le résidu d’une application polynomiale sans zéro a
I'infini se ramene, quitte & ajouter une variable, au calcul du résidu d’une application
polynomiale homogene, qui peut étre calculer, comme nous ’avons vu dans la sous
section (4.12.1), en résolvant un systéme linéaire de taille raisonnable.

Théoréme 4.12.12 — Soient P, ..., P, des polynémes de K[x] sans zéro a Uinfini;
alors pour tout multi-indice o € N tel que |a| > v,

ay @
TP(X ) - T(hP17...,th’mLa‘_V+1)(X ) ’

0w "P; désigne I’homogénéisé de P;,1 < i < n.

Preuve. En utilisant la méme idée que dans la preuve du corollaire (4.7.1), on

peut écrire tout polynéme f de K[x] sous la forme "f = f + (zo — 1)g, avec
g € Klzy,...,zy,,zg]. Donc
hPy 1o - g Py
hp, o ...1 In P,
T9—1 0 --- 0 1 x9—1

D’apres la preuve du théoreme (4.7.1), la loi de transformation et la formule (22),

p(x%) = T(P,a:g—l)(xa)
= T(hpl,...,th,zo—n(Xa)

o
= E T X
(hPl,...,th,mg+1)( )

vEN
o
T(hPh“.’th,x\Oa|—u+l)(X )
O
Voir aussi [27], pour une autre démonstration, consistant & homogénéiser, puis a faire
tendre le parametre vers 0, et ([32]) pour une preuve analytique.

4.12.5 Théoreme de Bézout

Le lemme (4.12.3) nous permet de déduire le théoreme de Bézout (pour car(K) =
0 ou car(K) > dimg(R/(P)).
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Théoréme 4.12.13 — Soient Py,..., P, des polyndmes sans zéro a linfini; alors

n

dimg(R/(P)) = [] di-

=1

Preuve. D’apres le lemme (4.12.3), In(P) = (Ry,...,Ry), ot R; = In(F;),1 <i <
n, on a donc dimg(R/(P)) = dimg(R/In(P)) = dimg(R/(R)). D’apres l'identité
d’Euler

d1R1 = dml(Rl)xl +--- 4+ dJ;n(Rl)xn

dn Ry = dyy (Rn) 21+~ + dy, (Rn)
D’apres la loi de transformation
S N
H?:l d;

olt Jg désigne le jacobien de R. En utilisant (4.5.2)

n

Hdi = (H dz-) (1) = TR(Jr) = dimg(R/(R)) = dimg(R/(P)).

=1

Corollaire 4.12.14 — Soient P, ..., P, des polynémes homogénes définissant une
variété discrete de P (K); alors le nombre de racines communes (en comptant les
multiplicités) a Py, ..., P, est deg P ---deg P,.

Preuve. On peut choisir les coordonnées homogenes (xo, ..., x,) de P*(K) pour que
I’hyperplan & l'infini ne contienne pas de zéro de P. Posons

P’L(X) :B(laxla"'vwn) ) 1<i<n.

Les polynémes Py,..., P, n’ont pas de zéro a l'infini, et sont de degrésdeg Py, ...,deg P,.
D’apres le théoreme (4.12.13)

card{[zo, ...,y € P*(K) : Pj(zo,...,2,) =0,1 <i<n}
= dimg R/(P) = deg P, ...deg P,.
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a

Corollaire 4.12.15 — Soient Pi,..., P, des polynomes de K[x| définissant une
variété V discréte; alors le cardinal de V' (en comptant les multiplicités) est au plus
deg P; ...deg P,.

Preuwve. (Voir [4]). Posons P, ; = c:cfd"+1 +Pf,1 <i<n,olcé€Keteun entier.
D’apres le théoreéme (4.12.13), le nombre de zéros de P, = (P, 1,..., P.,) est (ed; +
1)...(edn + 1). Lorsque c tend vers zéro, certaines racines de P, tendent vers les
racines de (Pf,..., P¢), et les autres partent a l'infini, donc

e"card{z € K" : Pi(2) = 0,1 <i<n} <(edi +1)...(edn + 1).
En choisissant ’entier e suffisament grand, il s’ensuit

cardV < deg P; ...deg P,.

5 Le cas local

Nous nous plagons dans le cas d’un systeme de polynoémes P, ..., P, définissant
un point isolé ¢. On suppose que ¢ est l'origine de K (i.e. dans ’anneau local

Ry = {g, f.9 € R, g(0) # 0},

la suite Py,..., P, est réguliere). Notons (P) 'idéal engendré par Py, ..., P, dans R,
Qo la composante primaire de (P) associée & I'idéal maximal m définissant l'origine,
B() = R/Qo et B() == R()/(P)R() = R()/Q()Ro.
5.1 Caractérisation du résidu local

En appliquant les résultats des sections 3.2, 3.5 et 4.3 au cas ou Py,..., P, est
une suite réguliere dans I’anneau Ry, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 5.1.1 — Sous les hypothéses précédentes, Uapplication A = &(1, Py,..., P,)
définit un isomorphisme entre By et By.

Définition 5.1.1 — On appelle résidu local de 'application polynomiale P au point
0 l'unique forme linéaire Tp définie sur By telle que A(tp) = 1.
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Dans le cas ol K = C, en utilisant la formule de Weil, on voit que ce résidu local coin-
cide avec le résidu local analytique défini par 'intégrale d’une n-forme méromorphe
sur un cycle autour de 0 (voir [15], [4]).

Le systéme inverse de Qg est donc engendré par le résidu local et ses dérivations

Qo = {(rp)-

5.2 Construction du résidu local

Connaissant le systéme inverse donné par la méthode proposée dans la section
2.5.3, il est facile de construire le résidu local.

Entrée : P=(Py,...,P,) € R"* définissant une suite
quasi-réguliére et ¢ tel que (P) C m¢.
Sortie : Le résidu 7p de P en (.

> Construire une base fi,...,08, de (P)X NK[9,] avec
1’algorithme (2.5.3).
> Résoudre le systéme
B (St MAB) ~1) =0, 1<) <.
> Le résidu 7p est y i, NG ou (N); est solution du
systéme précédent.

Comme nous I'avons vu en (2.3.3), il existe N tel que m¥ ™! C Q; et m"™ ¢ Q..
Cet entier N est aussi le maximum des degrés des éléments de D, = (P)+ N K9]
Comme D, est engendré par un polynoéme (le résidu local en () et ses dérivées, N
est le degré du résidu.

1l est facile de construire une base monomiale du quotient, & partir du résidu. Il
suffit de le dériver et puis d’en extraire une base (§; = m; - 7) ou les m; sont des
monoémes. On vérifie alors que (m;) est une base monomiale de By.

5.3 Exemple de construction d’une base du quotient

On considere les polynomes de ’exemple (2.5.2). Le polynome A € K[x,y]| est

1022® + 25 21% 223 + (1022® + 25 21% x2) 422

+ (10z2* + 259:139:22) y2 + (251‘129323 -4z 9322) Y1
—4xo + 2571 1’22) y12y2 + (25 212292 — 42 T2) y1y2
1021 + 2521 223) 912 + (10227 + 2521%) 3o

+
+
+ (2522° +10212) y1® + 2521 y1 2® + 2571 0 % ?

—~ o~~~
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+ 25212 zoy1 y22 + 25222 y12 yo + 25 y22 o yr®
+ 251 22 y22y12 + 10z y14 + 25y13y23 + 10y15.

Le résidu local 7p est de la forme

uy +uzdy +uzds +ugdi? + usda? +ugdy do +urde® +ugdy®
—+ ug (5(11 d22 — 2d14) —+ u10 (5d12d2 —2d24)
+u11 (5 di12dy? —2d;° — 2d25) )

et satisfait

—20u11 —1= _20U9 = —20u10 = 10u8 = 1011,7
125u11 —4ug = 10us + 25 ug = 10 ug + 25 uy
= —20uz +625u1p = 625ug —20u3 = —20u; + 125ug = 0,

ce qui donne

625 25 1 1 1
=—— —Zdidy— >d;2do? + —=di° + —dy°.
P 64 T 2+10 1+1O 2

En calculant la valeur de 7p en le Jacobien de pi,p2, qui est égal a: —12 212 9% +
40 29° + 4021 + 400213 253, on obtient (—12) x (=) +40 x {5 + 40 x & = 11.
Donc la multiplicité de 0 (ou la dimension de By = R/Qo) est bien 11, comme nous
I’avons vu dans ’exemple 2.5.2.

Une base du quotient est donc d’apres ci-dessus,

5 4 .3 2 2 3 4
L1 X1, X1, X1, X1, 1,29, X2, X9, Ty, Ty

5.4 Socle et résidu
Définition 5.4.1 — On appelle socle de By l’idéal
Anngy(m) ={f € By; Vi=1...n, z;f =0}.

Le socle de By est aussi (Qo : m)/Qo. Si Qg est engendré par le résidu 7, c’est aussi
d’apres la section 3.4

{f € Bo; Vp € m, 7(fp) =0}
D’apres la proposition (2.2.7),

(Qo:m)t = (z1-7y..., 20 -T)
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est un espace vectoriel de dimension y—1, avec u = dimg(Qg ). Par suite, R/(Qo : m)
est un K-espace vectoriel de dimension p — 1. De la suite exacte

0— (Qo:m)/Qo — R/Qo— R/(Qo:m) — 0,
on déduit que Annpg,(m) = (Qp : m)/Qp est un espace vectoriel de dimension 1.

Proposition 5.4.1 — Soit K un corps de caractéristigue nulle ou supérieure a la
dimension de By; alors le socle de By est engendré par le jacobien J de P.

Preuve. 11 suffit de vérifier que le jacobien est un élément non nul de Annpg,(m).
D’apres le théoreme (4.5.1), pour tout p € R

(Jp)=J-7(p) = Tr(p).

Si le polynome p est de la forme x;q, les valeurs propres de 'opérateur de multipli-
cation par p dans By sont nulles et sa trace aussi. Donc

VgeR, Vi=1...n, 7(x;Jq) =0.

Comme la forme bilinéaire définie par 7 est non dégénérée, x;J = 0 dans By, et
J € Annp,(m). D’apres le corollaire (4.5.2), 7(J) = dimg(By) # 0, et J # 0 dans
By. a

Il est assez facile de construire d’autres générateurs de Annp,(m) de la fagon
suivante: notons IV le degré du résidu en 0 et prenons un mondéme M de 7 de degré
N. Notons m le monéme de K[x] obtenu en remplagant 9 par x dans M.

On voit que 7(m) # 0, donc m # 0 dans By. De plus, pour tout élément p
non-nul de m, le polynéme mp est de valuation strictement plus grande que N,
donc 7(mp) = 0 et m € Annp,(m). Nous avons la proposition suivante vraie en
caractéristique quelconque.

Proposition 5.4.2 — Le socle de By est engendré par tout mondme de degré maxi-
mal, qui apparait dans le polynéme obtenu en substituant O par x dans l’expression
du résidu local T.

Dans ’exemple 5.3, le socle est donc engendré par 3 ou zj ou méme x5 + A x3,
avec A # —1.
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