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Résumé : Ce papier présente la partie 1II d’une étude concernant le maillage
des surfaces paramétriques. Dans la partie I, on a décrit un algorithme de
génération de maillage triangulaire surfacique gouverné par une carte de mé-
triques. Dans cette partie, on introduit un schéma indirect de construction
d’un maillage quadrangulaire a partir d’'un maillage triangulaire. La méthode
consiste a regrouper deux a deux les triangles pour former les quadrangles.
L’appariement des triangles est dirigé par une mesure de qualité de quadrangle
généralisée au cas des surfaces paramétriques. Une procédure d’optimisation du
maillage résultant est proposée qui est basé sur le bougé des points. Quelques
exemples de maillages quadrangulaires surfaciques montrent la pertinence de
la méthode proposée.

Mots-clé : Maillages quadrangulaires, maillages surfaciques, maillages géo-
métriques, Surfaces paramétriques, Approximation de surfaces.
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Parametric Surfaces Meshing. Part III:
Quadrilateral Elements

Abstract: This paper is the third part of a study devoted to meshing of para-
metric surfaces. In part I, we have described an algorithm suitable for the
generation of parametric surface triangular meshes governed by a metric map.
In this report, we introduce an indirect scheme for combining pairs of triangles
into quadrilaterals with attention to quadrilateral quality extended to the para-
metric surfaces case. A mesh optimization procedure is then proposed based on
a point smoothing process. Several quadrilateral surface mesh examples show
the efficiency of the proposed method.

Key-words: Quadrilateral meshes, Surface meshes, Geometric meshes, Para-
metric surfaces, Surface approzimation.
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4 H. Borouchaki, P. J. Frey et P. L. George

1 Introduction

Dans la partie I de ce rapport {4}, on a proposé un algorithme de géné-
ration de maillage triangulaire de surfaces paramétriques, gouverné par une
carte de métriques. A la base, on montre qu’il sufht de construire un maillage
triangulaire de I'espace des parametres, gouverné par une carte de métriques
déduite de la carte initialement spécifiée en prenant en compte des proprié-
tés intrinseques de la surface. Le maillage résultant est alors reporté sur la
surface. Le probléme est ainsi ramené a la construction d’un maillage triangu-
laire anisotrope en deux dimensions, pour laquelle un algorithme a été proposé
dans {3].

Dans le prolongement naturel de cette étude, on s’intéresse maintenant
au probléeme de construction de maillage quadrangulaire de surfaces paramé-
triques. Comme précédemment, 'idée de base consiste a générer le maillage
dans I'espace des parametres, et de le reporter ensuite sur la surface, le pro-
bléeme étant ainsi ramené au cas d’un domaine de R%. Avant de présenter la
méthode, on rappelle quelques autres méthodes classiques.

Il existe principalement deux approches, directes et indirectes, pour la gé-
nération d’un maillage quadrangulaire d’un domaine quelconque de R? et sa
généralisation au cas d’une surface paramétrique.

Approches directes. Parmi les approches directes, essentiellement deux
méthodes ont été suggérées, qui sont basées sur

- la décomposition de domaine couplée avec une méthode algébrique de
génération de quadrangles par sous-domaines [1, 12] et

- les techniques de pavages du domaine en quadrangles [2].

La premiere méthode est sensible a la décomposition du domaine et utilise
le fait que les sous-domaines résultants sont quasi-convexes. Les algorithmes de
décomposition de domaine requiérent généralement la connaissance ou locale
ou globale du domaine. En particulier, dans ce dernier cas, le squelette du
domaine définit celui-ci entierement et permet de le décomposer fidelement. La
détermination du squelette pour un domaine de R? est plus ou moins résolue,
mais reste un probleme ouvert dans le cas des surfaces paramétriques.

INRIA
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La deuxieme méthode consiste a générer le pavage de la frontiere vers 1'in-
térieur du domaine et a gérer les collisions quand deux fronts s’intersectent.
Récemment Cass et al. [6] ont généralisé cette méthode au cas des surfaces pa-
ramétriques, en prenant en compte les plans tangents a la surface, ainsi que les
rayons de courbures. Par nature, cette méthode est sensible a la discrétisation
de la frontiere du domaine ou de la surface.

Dans le cas ou un champ constant de métriques isotrope est spécifié, ces
deux méthodes sont plus ou moins équivalentes. En effet, en appliquant la
deuxieme méthode, le choc des fronts approche le squelette du domaine. Par
contre, dans le cas ou un champ quelconque est spécifié, la deuxiéme méthode
peut eventuellement suivre le champ a la différence de la premiere. Une amé-
lioration potentielle de la premiére méthode consiste & redéfinir le squelette
par rapport au champ spécifié, ce qui revient a munir le domaine ou la sur-
face d’une structure riemannienne. Il s’agit 1a d’un probléme théoriquement

difficile.

Approches indirectes. A partir d’'un maillage triangulaire du domaine ou
de la surface, ce type d’approche consiste a générer des quadrangles, en re-
groupant deux a deux les triangles [7, 8, 9, 10, 11, 13] et donne lieu & deux
classes de méthodes.

Dans la premiere, le regroupement des triangles, dirigé par un critére sur
la qualité des quandrangles du domaine ou de la surface, peut conduire a un
maillage mixte, composé de quadrangles et de triangles.

Dans la deuxieme, le maillage résultant comprend uniquement des qua-
drangles, dans la mesure du possible (par exemple pour le cas d’un domaine
dont la discrétisation de la frontiére comprend un nombre pair de sommets).
Cette méthode comprend éventuellement ’ajout de sommets au maillage ini-
tial. En effet, dans ce cas, le regroupement se fait a partir de la frontiere en
progressant vers l'intérieur du domaine, en s’assurant qu’a chaque intersection
de fronts, les fronts résultants possédent un nombre pair de sommets. Cette
approche demande une classification topologique des cas relatifs aux chocs de
fronts.

Dans ce rapport, on propose une méthode basée sur une approche indirecte,
appartenant a la premiere catégorie, qui généralise le procédé d’appariement
des triangles au cas ou un champ de métriques est spécifié. Ainsi d’'une maniere

RR n~° 2954



6 H. Borouchak:, P. J. Frey et P. L. George

naturelle ([4, 5]), on peut générer le maillage quadrangulaire d’une surface
paramétrique via son domaine des parametres. Par ailleurs, on introduit une
nouvelle procédure d’optimisation du maillage résultant basée sur le bougé de
points.

Dans la section 2, on rappelle la notion de maillage triangulaire unité d’un
domaine par rapport a un champ de métriques. Section 3, apres avoir intro-
duit la notion de qualité d’un quadrangle par rapport a une métrique, on décrit
I’algorithme de regroupement des triangles, tandis que la procédure d’optimi-
sation fait I'objet de la section 4. En section 5, on montre quelques exemples
de maillage quadrangulaires d’une surface. Enfin dans la derniére section, on
conclut sur quelques problemes ouverts qui font suite a ce travail.

2 Maillage triangulaire unité

Soit © un domaine de R*, muni d’une structure riemannienne. Un maillage
unité de ) est un maillage dont les arétes ont une longueur unité via cette
structure. En d’autres termes, la structure riemannienne permet de gouverner
le maillage de ). En pratique, elle est définie par interpolation, a partir d’un
champ discret de métriques associé aux sommets d’un maillage donné de 2
(appelé maillage de fond). La métrique en un sommet P du maillage de fond
est définie par une matrice symétrique définie positive d’ordre deux, désignée
par My(P) et donnée par

a(P) b(P)
Ma(P) = ( b(P) oP) ) (W

avec a(P) > 0 et a( P)c(P)—b*(P) > 0. Le but de la construction est de générer

un maillage (unité par rapport au champ de métrique M) dont chaque aréte
PX issue d’un sommet P, doit (au mieux) satisfaire la relation (figure 1)

‘PX My(P)PX = 1. (2)

Un algorithme a été proposé dans [3] pour construire le maillage unité du
domaine 2 muni d’une structure riemannienne.

INRIA



Maillage de surfaces paramétriques 7

FI1G. 1 - Cercle unité via une métrique.

3 Conversion en maillage quadrangulaire unité

L’idée principale consiste a apparier les triangles sous contrdle de qualité
pour construire les quadrangles. Evidemment, cette stratégie bien connue peut
ne pas conduire a un maillage composé uniquement de quadrangles, mais a
un maillage mixte (triangles et quadrangles). La méthode proposée généralise
la procédure d’appariement des triangles au cas d’un domaine muni d’une
structure riemannienne, et tend a créer des quadrangles de qualité optimale
via la structure spécifiée. Un second objectif peut également étre visé pour
minimiser le nombre de triangles isolés.

Dans ce but, on introduit quelques définitions préliminaires avant de dé-
finir la qualité des quadrangles et on propose un algorithme de maillage en
quadrangles respectant les objectifs fixés.

3.1 Définitions préliminaires

Avant de définir la qualité “généralisée” d’un quadrangle, on rappelle les
notions de produit scalaire et de mesure d’angles dans un espace euclidien
muni d'une métrique quelconque.

RR n~° 2954



8 H. Borouchaki, P. J. Frey et P. L. George

3.1.1 Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs donnés o et o

muni d’une métrique M,(X) est défini par

dans ’espace euclidien

(@@ =T My (X) T, (3)

>]M2(X)

et la norme d’un vecteur W par
1] 4y, ) = VB M(X)T . (4)

3.1.2 Mesure d’un angle

Soient A BC trois points vérifiant BC x BA > 0, ou x représente le produit
vectoriel dans la métrique euclidienne usuelle. La mesure de I’angle en radians
entre les deux vecteurs BC' et BA, dans la métrique M,(X), est donnée par

= arccos KW ' EZ>]M2(X) - (3)
Ma(X) [IIWII] ||§2”]M2(X)

Mz(,\’)[

98] pmycx) = [(BC, BA)]

Remarque. Dans le cas ou BC x BA < 0 alors I’angle est donné par

[08) payx) = 27 — [(BA, BO)] (6)

Ma(X)

3.2 Qualité d’un quadrangle

Soit @ = [ABC D) un quadrangle ou A, B,C, D sont donnés dans le sens
direct. La qualité de Q peut étre définie a partir de la mesure de la qualité de
ses angles dans [0, 27]. Cette derniere est optimale pour un angle de g mesuré
en radians et diminue a mesure que ’écart avec cette valeur augmente. Par
ailleurs, la qulité de ’angle est nulle dans |7, 27]. En normalisant a 1 la valeur
optimale et en considérant par exemple une variation linéaire pour la qualité,
on obtient alors la fonction ¢ de qualité d’angle suivante, calculée dans une

INRIA
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métrique M2(X) quelconque (figure 2)

([ 200] vty () . ] x
™

¢([9]M2(x)) = 4 9 _ 2[0]/‘42(1’()

| O si < [Q]MZ(X)

ou [B]Mz(X)’ 0< [Q]Mz(x) < 2, représente la mesure (en radians) d’un angle
dans la métrique My(X).

La qualité ¢(Q) de Q est alors définie comme le minimum de la qualité de
ses angles mesurée dans les métriques associées a ses sommets. On a donc

q(Q) = (X'},)é?jtle,C,D} ¢([0Y]M2(X))- (8)

Remarque. Le calcul de la qualité d’un quadrangle dans le cadre euclidien
est remplacé par le calcul de 16 mesures de qualité équivalentes.

3.3 Schéma de la méthode

A partir des mesures de qualités introduites, on peut gouverner 'apparie-
ment des triangles en utilisant une approche classique que ’on va décrire. Des
triangles peuvent éventuellement étre présents dans le maillage résultant. Pour
obtenir un maillage composé uniquement de quadrangle on va aussi rappeler
un procédé standard d’élimination de ces triangles isolés.

3.3.1 Procédé d’appariement de triangles

Soit T le maillage triangulaire unité initial. Chaque couple de triangles
adjacents de 7 est susceptible de former un quadrangle et est repéré par 'aréte
commune. Par suite, on associe a chaque aréte une mesure simplifiée de la
qualité du quadrangle correspondant (figure 3). Soient [ABC] et [AC D] deux

triangles adjacents, partageant 'aréte a = [AC]. En posant 84 = (A -B;, ;4_3) et

RR n° 2954
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2 C

o
[SIEN S
5

FiGg. 2 - Qualiteé angulaire. FiG. 3 -  Qualité d’une aréte.

bc = (CD;, C_'ﬁ), la qualité de a peut étre définie comme

q(a) = min<[aA]Mz(A) ) [0A1M2(C) ) [GC]MQ(A) ’ [9(;],\42((;)) : (g)

La liste des arétes de T est triée par ordre décroissant de qualité, les qua-
drangles correspondants sont construits et leurs arétes supprimées de cette
liste. De cette facon, ’appariement des triangles est gouverné par la mesure
de qualité, bien que le nombre de triangles isolés ne soit pas minimisé. Si I’on
souhaite minimiser ce nombre, il est possible de gouverner ’appariement des
triangles par adjacence, a partir des quadrangles déja formés. Pour cela, il
suffit de redéfinir la qualité d’une aréte ¢*(a) comme

q"(a) = gq(a) = q([AB]) — ¢([BC]) — q([C'D]) - q([DA]). (10)

Remarques. Avec cette nouvelle définition, la liste des arétes doit étre mise
a jour apres chaque création d’un quadrangle. Une maniere efficace d’implé-
menter cette opération est d’utiliser un tas (heap) pour la liste des arétes.

Par ailleurs, deux parametres, g:(= 0.1) et g4(= —0.5), sont introduits pour
controdler la qualité du maillage

— si g(a) < q, alors ’aréte a n’est pas prise en compte,

INRIA
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- si I'aréte a est une aréte frontiere ou si elle appartient a un nouveau
quadrangle, alors on impose ¢*(a) = qq.

Un effet pervers de ce dernier type de procédé est qu’il conduit a dégrader
globalement la qualité du maillage résultant.

3.3.2 Elimination des triangles isolés

Chaque triangle isolé est subdivisé en trois quadrangles selon le principe
habituel, en ajoutant trois sommets au milieu des arétes et un sommet au
barycentre de 1'élément. Pour préserver la conformité du maillage, un pro-
cédé similaire est appliqué aux autres quadrangles (figure 4), qui conduit par
propagation a raffiner uniformément le maillage.

Remarque. Le fait de raffiner les éléments présente un autre inconvénient,
le maillage résultant n’est plus conforme a la carte de métriques spécifiée. Il
est possible de retrouver la conformité en gouvernant la création du maillage

Ma(F) }, 00 {M3(P)} représente

le champ initial. Dans le cas isotrope, cela est équivalent a multiplier la taille
spécifiée aux sommets par un facteur deux.

triangulaire initial par la carte de métriques {

FIG. 4 - Raffinement.

4 Optimisation par bougé de points

Cette phase est rendue nécessaire d’une part parce que le maillage initial
T est optimal au regard de la qualité des triangles et non de la qualité des

RR n° 2954



12 H. Borouchaki, P. J. Frey et P. L. George

quadrangles et d’autre part a cause de I'introduction des sommets lors de 1’éli-
mination éventuelle des triangles. Habituellement cette étape consiste a bouger
les sommets du maillage pour optimiser les longueurs de ses arétes. Dans le
cas d’'un maillage triangulaire ce procédé conduit a un résultat satisfaisant.
En revanche, il ne s’applique pas a des quadrangles. En effet, pour ce procédé,
un losange est un motif optimal au regard de la longueur de ses arétes. C’est
pourquoi on propose une variante de cette technique qui consiste a prendre en
compte les diagonales dans le cas des quadrangles.

Soient P un sommet du maillage et n (resp. m) le nombre de quadrangles
{[PP:Q;P.11]} (resp. triangles {[PP;P,;,]}) partageant P, ou [P P;] représente
une aréte et [PQ);] une diagonale. On définit sur la droite support de chaque
aréte

~ [P;P] le point P~ de telle sorte que la longueur du segment [P:P7] soit
égale a I'unité (de ’espace muni de la structure spécifiée),

~ [Q:P] le point @QF de telle sorte que la longueur du segment [Q.Q7] soit
égale a V2.

Py

P
Ps
A )
Ps
Py

FiG. 5 - Position optimale du point P.

Qs

La procédure de bougé consiste alors a bouger le point P pas a pas vers
le barycentre P~ des points P~ et QF si la qualité du plus mauvais élément

INRIA
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de I’ensemble des quadrangles {{PP,Q;P.+1]} et des triangles {[PP;P;;,]} est
améliorée (figure 5, dans le cas idéal).

Remarques. La longueur d’un segment [PQ] = (P + t@)ogzgl de Q est
donnée par la relation

UP,Q) = [V POM(P +1PQ)PQ di

ou M(P + tITQ) est la métrique au point P + t@ définie par interpolation
sur le segment a partir des métriques associées aux extrémités. Pour évaluer
cette intégrale, on peut appliquer une formule de Simpson.

5 Exemples

On considere une surface paramétrique discréte de la forme

(a:,y,z:f(z,y)) . (11)

avec (z,y) les parametres définis dans un rectangle. La grille support corres-
pondante est réguliere et constituée de (122 x 115) échantillons. Le maillage
régulier de cette surface comprend 13794 quadrangles (figure 6, en bas). Ce
méme maillage en triangles (figure 6, en haut) comporte deux fois plus d’élé-
ments.

Le maillage triangulaire gouverné d’une telle surface demande de connaitre
en chaque sommet de la grille les quantités f;(z,y), f,(z,y), fr2(z,v), fi2(z,v)
et f,,(x,y) que l'on peut évaluer par une méthode de différences finies. On
construit différents types de maillages de cette surface gouvernés par des
champs de métriques. Pour chaque exemple de maillage, on montre respec-
tivement

1. le maillage triangulaire gouverné par le champ spécifié,

2. le maillage en quadrangles obtenu par appariement des triangles (maillage
mixte),

RR n° 2954
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FiG. 6 - Maillage régulier.
INRIA
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3. le maillage en quadrangles apres raffinement et
4. le maillage final en quadrangles apres bougé de points,

dans ’espace des parametres. De plus, on montre les maillages surfaciques
souhaités (triangulaire et quadrangulaire) obtenus en reportant le premier et
le dernier de ces maillages sur la surface. Les caractéristiques des différents
maillages sont reportées dans le tableau 1, ou nt, ng, tcpu, Gmin €t Gmoy dé-
signent respectivement les nombres de triangles et de quadrangles, le temps
CPU en secondes de génération des quadrangles (HP735/99Mhz) et les qualités
minimale et moyenne du maillage final. Par ailleurs on indique également les
pourcentages %t de triangles et %q de quadrangles aprés appariement. Chaque
ligne de ce tableau correspond a un champ spécifique, dans ’ordre

1. champ uniforme h, M(h) (figures 7 et 8),

h
2. champ uniforme 5 M(%) (figures 9 et 10),

3. champ isotrope des rayons de courbure minimaux, M(p) (figures 11 et
12),

4. champ isotrope des rayons de courbure minimaux avec controle des va-
riations de tailles, M(p) (figures 13 et 14),

5. champ anisotrope des rayons de courbure principaux, M(p, p2) (figures
15 et 16).

Remarque. Le détail de définition de ces différents champs est donné dans
les parties I et II de ce papier.

La qualité moyenne des maillages obtenus semble satisfaisante. Dans le
cas du champs anisotrope des rayons de courbure principaux, a cause des
discontinuités apparentes de métriques, le pourcentage des triangles isolés est
plus important que dans les autre cas (limite de la méthode d’appariement).
Les maillages géométriques (gouvernés par les rayons de courbure) isotrope et
anisotrope approche fidélement la surface.

RR n° 2954
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FiG. 10 - Matllages uniformes
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F1G. 11 - Maillages isotropes des rayons de courbure minimauzr dans espace
des paramétres.
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FiGg. 12 - Maillages isotropes des rayons de courbure minimauzx de la surface.
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Fic. 13 - Maillages tsotropes des rayons de courbure minimauz avec controle
des variations de tailles dans ’espace des parametres.
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Champ nt ng | tcpu | Gmin | Gmoy Nt %q
M(h) 618 | 1142 1.10.13 1062 | 7.56 | 92.44
M(2) 13324 [ 26219 | 20. | 0.13 [ 0.72 | 1.66 | 98.34
M(p) 6482 | 12999 | 11.[0.11 [0.65 | 6.33 ] 93.67
M(p) 15770 | 31561 | 25.[0.16 [ 0.69 | 3.46 | 96.54
M(pi,p2) [ 2110 | 4175 4.10.1 [05 |[11.27[88.73

TAB. 1 - Statistiques relatives auz maillages.

6 Conclusions

Dans ce papier, on a généralisé la méthode d’appariement des triangles au
cas ol un champ de métriques est spécifié. Par conséquent, le probleme du
maillage en quadrangles des surfaces est traité de maniere naturelle. En outre,
on a introduit une procédure d’optimisation de maillage par bougé de points.

Ce travail peut s’étendre au cas des méthodes d’appariement pour lesquelles
le but visé est d’obtenir un maillage en quadrangles uniquement. Une des
difficultés & adresser est le traitement lié a ’ajout des points supplémentaires
qui perturbe localement le champ spécifié.
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