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Résumé : Nous nous intéressons ici a ’estimation de parameétres dans des modeéles li-
néaires généralisés mixtes (GL2M). Gilmour, Anderson et Rae en 1985 ont proposé une
méthode d’estimation dans un modeéle avec lien probit pour des données binomiales. En
1993, Foulley et Im ont adapté la méthode GAR au cas de données poissoniennes. Pour
ces deux modélisations, nous proposons une nouvelle lecture de la méthode en levant 1’hy-
pothése d’homogénéité des variances des variables sous-jacentes. Ensuite, nous présentons
une adaptation a des données exponentielles et donnons, pour finir, une formalisation qui
permet d’envisager le cas de données binomiales dans un modéele avec lien logit.
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GAR’s method extended in GL2M

Abstract: In this work we focus on parameter estimation in generalized linear mixed models
(GL2M). Gilmour, Anderson and Rae proposed in 1985 an estimation method (GAR) in a
probit link model for binomial data. In 1993, Foulley and Im adapted this method to Poisson
data. In these two cases we present the GAR’s method, relaxing the hypothesis of variance
homogeneity of underlying variables. We then propose an adaptation to exponential data
and eventually, we give a formal description which enables us to propose a method for
binomial data in a model with logit link.

Key-words: Random effects, variance components, generalized linear mixed model, link
function, marginal model, GAR’s method.
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1 Introduction

Développée par Gilmour, Anderson et Rae [10], cette méthode (désignée par GAR dans
toute la suite) a été congue pour permettre I'estimation des effets fixes dans un modeéle mixte
adapté a des données binomiales. En fait, elle rend aussi possible une prédiction des effets
aléatoires ainsi qu’une estimation de leur variance.

Les données binomiales, pour lesquelles la méthode a été initialement mise en place, ré-

sultent d’une classification en deux catégories. Cette classification suppose |’existence sous-
jacente d’une variable aléatoire de loi normale dont on ne peut observer aucune réalisation
mais pour laquelle on sait dire si un seuil a été atteint.
Pour ce type de données discrétes, ou pour leur extension a des données polytomiques résul-
tant d’une classification en plusieurs catégories ordonnées, Gianola [8] constate I'inadapta-
tion des méthodes d’analyse développées pour des données continues distribuées selon une
loi normale.

Pour pallier cela, divers auteurs (Gianola & Foulley [9], Harville & Mee [12], Stiratelli
et al. [16]) développent des méthodes d’estimation dans des modeéles adaptés a ces données.
Ces méthodes utilisent des arguments différents (bayésiens notamment) mais sont en fina-
lité équivalentes. La méthode GAR, quant a elle, apparait comme originale. Elle se base
sur ’utilisation de la fonction de quasi-vraisemblance marginale dans le cadre des modeéles
linéaires généralisés (GLM) (McCullagh & Nelder [13]). L’article fondateur fera l’objet de
diverses relectures : Foulley, Gianola & Im [4], Foulley & Manfredi [6]. Une extension aux
données multicatégories en sera proposée par les auteurs eux-mémes: Gilmour, Anderson
& Rae [11]. De plus, Foulley & Im [5] en suggérent une adaptation dans le cas de données
poissonniennes.

Nous allons ici, dans un premier temps, présenter une relecture de cette méthode pour
des données binomiales en relachant ’hypothése d’origine selon laquelle les variances des
variables sous-jacentes sont homogeénes.

La deuxiéme section montre comment une démarche similaire a pu étre adoptée pour traiter
le cas de données poissonniennes.

Puis, nous proposons une adaptation pour des données exponentielles dans un modele avec
lien logarithmique (lien non canonique cf [13]).

Ces trois cas ayant été étudiés, nous proposons une formalisation permettant de les unifier.
En effet, grace & une méme écriture, il s’avere possible de prendre en compte des arguments
d’approximation différents pour chacun des trois cas.

Ceci permet d’envisager d’autres cas et notamment celui, trés usité, de données binomiales
dans un modeéle avec lien (canonique) logistique : ¢’est ce qui est fait dans la derniére section.

RR n° 3029



4 Catherine Trottier

2 GAR - Données binomiales - Lien probit

2.1 Le modeéle et les notations

Vu le type de données auquel on s’intéresse (cf introduction) et étant donnée la distribu-
tion normale sous-jacente, le modeéle adopté est un modeéle mixte binomial avec lien probit.
Rappelons que dans les GLM, la fonction de lien canonique associée a la loi binomiale est
la fonction de lien logit. Ce n’est donc pas ce cas qui est envisagé ici.

On note y le vecteur (IV x 1) des observations, réalisation du vecteur aléatoire Y.
Conditionnellement au vecteur d’effets aléatoires: U (vecteur aléatoire non observable de
dimension ¢), on suppose que les composantes Y; sont indépendantes et que:

Vie{l,..,N} Yi|U=u ~ Bin(n;,pu;),!

n;

ou encore de facon équivalente: Y; = ZY” ouY;, |U=u ~ Bin(l,p, ;) indépendantes.
r=1

On s’intéresse au vecteur (N x 1) des fréquences f; = Y ot on note F; les variables aléatoires

2
associées, composantes du vecteur F'(yx1).

Le prédicteur linéaire intervenant dans le modéle comporte une partie effet fixe et une
partie effet aléatoire: ny = X3 + ZU ou X (nxp) et Z (nxq) sont des matrices connues,
B (px1) est un vecteur d’effets fixes et U = (Uf, ..., Ug)" un vecteur de K effets aléatoires.
La j*™¢ composante U; est le vecteur aléatoire de dimension ¢; correspondant au geme effet
aléatoire. On suppose de plus que U de dimension ¢ (avec ¢ = Z]K:l g;) est distribué de la
facon suivante: U ~ N(0,G) ol G prendra la forme d’une matrice diagonale? par blocs:
G = diag{a?Aj}jzlwa . Les matrices Aj (4,xq,) sont supposées connues et on appelle

a?, ... a% les composantes de la variance.

Le lien entre le prédicteur linéaire et ’espérance conditionnelle des F; se fait alors par
I'intermédiaire de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :

E(LU) = pui = @ua)

= ®((XB+ 2U);)
® (21 + 2{U)

ol z} et z] sont les i*™ lignes de X et Z respectivement.

1. On indice par U ou u tous les objets dépendants respectivement du vecteur d’effets aléatoires U ou de
sa réalisation u.
2. On note: diag{m;} la matrice diagonale M dont les éléments diagonaux sont M;; = m;.

INRIA



Les GL2M : extension de la méthode GAR 5

Comme nous "avons déja mentionné, ce lien est inhérent & ’hypothése d’existence de va-
riables normales sous-jacentes. En effet, pour chacune des variables Y;,., notons L;, la variable
latente associée: Y, = 1 < L;» > 0. Supposons ensuite que L;, = i + zjU + &, ou
gir ~ N(0,1) indépendantes, on obtient alors :

pui = B(RIU) = B(Yi|U) = P(Yir = 11U) = P(Lir > O]U)
= 1-9(—z;f—2U)
= (i + D)
De plus, on peut calculer les covariances et corrélations entre ces variables sous-jacentes.
On a:
Vie{l,..,N}Vr,r' € {1,...,ni} cov(Lir, Lip') = z/Gz; |
et
Vi,je{l,.. ,N}Wre{l,..,n},Vr' € {1,...,n;} cov(Liy, Ljy) = 2Gz; .

Ce qui, en notant o? = z/(Gz;, nous permet d’obtenir :

corr(Lsy, Lipr) = 3 = i

2
7
21Gz;
i J
cort(Lsy, Ljy) tij .

\/1—1—0'2-21/1—1—0']2»

On désignera par 1"y ) la matrice de corrélations des variables sous-jacentes.

Remarquons ici que le paramétre introduit o7 = 2/Gz; coincide bien souvent avec la compo-
sante de la variance . En effet, dans de nombreux cas comme par exemple dans des modeles
liés & la sélection animale (cf. Gianola et Foulley [9]), le vecteur ligne z/ n’est composé que
d’un seul 1 et de 0.

2.2 La méthode

La méthode se découpe principalement en deux étapes. Les effets aléatoires n’étant pas
directement observés, on se libére dans un premier temps du conditionnement pour pouvoir
travailler dans un modéele marginal ou Y vecteur a expliquer est observé. Ensuite, apres
approximation de la matrice de variance de Y, on pourra par 'intermédiaire des équations
de Henderson procéder a l’estimation des composantes de la variance.

2.2.1 Etape de “marginalisation” et estimation de [

Cette étape repose sur le calcul des espérances et matrice de variance marginales. On “in-
tegre” donc les effets aléatoires dont la présence introduit une dépendance entre les données.
Ensuite, les expressions obtenues permettent de construire la fonction de quasi-vraisemblance
marginale (& défaut de pouvoir obtenir la vraisemblance marginale, la densité n’ayant pas
d’expression explicite) ; on proceéde alors & 'estimation du vecteur des paramétres inconnus

3.

RR n~® 3029



6 Catherine Trottier

Calcul de I’espérance marginale: 11

E(F) = I, = E(E(F|U))
= Elpv)
= E(®(2iB + #U))
on obtient (cf. annexe A): II; = @(#76)

V1+o?
, que nous désignerons par prédicteur linéaire dans le

\/1—}—0?

On notera par la suite nf =

modéle marginalisé.

Ainsi, dans ce modéle marginalisé, le lien entre ’espérance et le prédicteur linéaire se
fait par l'intermédiaire de la fonction de lien probit. Cette conservation du lien lors du
passage de D’espérance conditionnelle & I’espérance marginale est une propriété inhérente a
la fonction de lien inverse ®. Nous verrons cependant qu’elle s’applique a d’autres cas. Elle
s’avere essentielle pour la mise en place de cette méthode.

i

1+0?
modeéle marginal comme défini par Breslow et Clayton [1] par IT; = ®(z}3) ne coincident pas.
La présence de ’effet multiplicatif ﬁ, indique que le modeéle marginalisé a su prendre en

Nous nous apercevons ici que le modele marginalisé ainsi considéré ou Il; = ®( )etle

compte des perturbations introduites par les effets aléatoires tandis que le modele marginal
dans sa définition oublie leur présence.

D’autre part, il est important de noter que la méthode GAR a été introduite dans le cas
o Vi € {1,..., N} 02 = 0?. Avec cette hypothése, il est possible d’envisager le changement
d’échelle suivant: g = —— et de poursuivre les calculs sur cette nouvelle échelle. C’est
+ o
ce qu’ont fait Foulley et Manfredi [6].
Cependant, ici on abandonne cette interprétation puisqu’on supprime I” hypothése d"homogé-
néité des variances pour considérer le cas plus général de variances hétérogenes.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale: V
Intéressons nous tout d’abord au calcul des éléments diagonaux de V : variances des
variables Fj.

I
Ona var(fi) =— Zvar(Yir) + Zcov(Yi,«,Yi,/)
n:
4 r=1 r#£r!

La formule classique var(Y;,) = E(var(Y;,|U)) + var(E(Y;|U)) nous permet d’obtenir :

INRIA



Les GL2M : extension de la méthode GAR 7

var(Ys,) = (1 = 11;) .
Et, a ’aide des variables normales sous-jacentes L;,., on a:
cov(Yir, Yirr) = @a(nf, 0 tis) — (7))

ou @, : fonction de répartition de la loi normale bivariée3.

Ainsi,

1L (1 —11;) + (s — D)[®@a(nf, 0} ta) — ()]

var(F;) =

ng
1L (1 = I0;) — [®a(n; , 0f, tas) — (0} * o “(n?
(1 IL) — [ V= VDL oot o 1i0) — @20

ng

D’autre part, les covariances des variables Fj, F; pour 1 # j (éléments non diagonaux de
V) s’expriment de la facon suivante :

cov(Fi, Fy) = cov(Yir, Yjr) (i # J)
= Qo(n,n;,tij) — (7))@ (n})

On peut ainsi décomposer V en somme de deux matrices (dont 'une est diagonale):

V=zA+B
I (1 — 10;) — [®o(nF, 07, t53) — ®2(17
ol A = dlag{ ( ) [ 2(771,7771: ) (772 )]}
ni i=1,..,N
et B = {®a00,mj i) — @) @(m))}, L,y -

Estimation & ’aide de la fonction de quasi-vraisemblance

Ayant ainsi obtenu ’expression des deux premiers moments des variables Fi, ..., Fiy, on
est en mesure de définir la fonction de quasi-vraisemblance associée. Et c’est ’estimation
par maximisation de cette fonction que 'on va considérer. En effet, comme nous ’avons
déja signalé, il apparait impossible d’obtenir une expression analytique de la fonction de
vraisemblance, 1'utilisation de la notion de quasi-vraisemblance nous permet dans ce cas

3. On note @2 (y1,92,p) = P([Y1 < y1] N [Y2 < y2]) o Y7,Y> identiquement distribuées de loi A(0,1)
avec corr(Y1,Y2) = p.

RR n~® 3029



8 Catherine Trottier

de prendre en compte l'information contenue dans le calcul des deux premiers moments
marginaux.

Pour cela, au vu de I'expression de ’espérance marginale, nous allons plonger le modéle
marginal dans la structure d’'un GLM. Ainsi, dans un premier temps en supposant les com-
posantes de la variance connues (V dépend alors uniquement du parametre ), on utilise les
équations du maximum de quasi-vraisemblance dans les GLM (méthode rappelée en annexe
B). On obtient le systéme itératif suivant, s désignant I'indice d’itération :

(D'VTID)ABY = D'V (f — )

1 .
ou f est le vecteur des fréquences observées, et D = 3_ﬁ’ D’apres ’expression de II obtenue

précédemment et en définissant les matrices : K = diag {¢(n})} ol g est la fonction de

i=1,..

1

v (1+0-22) i=1,....N

densité de la loi normale centrée réduite, et M = diag{ , On exprimera

D de la facon suivante :

D = KMX

LX  avec L =KM = diag { M} .
i=1 N

Notons qu’avec cette définition de la matrice M, I’élément diagonal de la matrice T' peut
aussi s’écrire t;; = (M Z):G(M Z); ou (M Z)} est la i*™¢ ligne de la matrice M Z.

Avec ces notations, on aboutit donc au systéme itératif en § (cf annexe B):

(Xlw[s] _1X)6[5+1] — X/W[s] _1C[5] (1)
ou (Bl = xpbl 4 ] “(f - H[S])
wlsl = plsl-1ylslpls]-1

Remarquons que les matrices V) L ainsi que W dépendent de la valeur courante de 5.

Mais dans ce qui précede, les valeurs o7, ..., 0% dépendent des composantes de la variance

2 2 > ; 2 _ ot — i 2A.1.
ai,...,ay par expression o7 = z/Gz;, o G = dlag{ajAJ ti=1,...kx. Or, ces composantes de
la variance sont en général des parametres inconnus. Il est donc nécessaire de proposer une
méthode d’estimation de ces paramétres, afin de pouvoir remplacer dans le systéme (1) les

vraies valeurs de a? par leurs estimations.

INRIA



Les GL2M : extension de la méthode GAR 9

2

2.2.2 Etape d’approximation de V et d’estimation des o;

Afin de proposer une estimation des composantes de la variance, on procede a une ap-
proximation de la matrice de variance V et on reconnait alors la forme classique utilisée
dans les équations de Henderson (cf annexe C). En formant ces équations, on pourra ainsi
obtenir les estimations souhaitées. De plus, la solution en [ a ces équations étant identique
a celle du systéme (1), il sera possible d’obtenir simultanément une estimation de Deffet fixe.
Il est aussi important de noter que ces équations permettent de prédire le vecteur d’effets
aléatoires U. On utilisera pour cela les valeurs obtenues dans le processus itératif.

Approximation de la matrice V

En supposant que les éléments de la matrice T (v ) soient petits (ce qui équivaut
a considérer que Vi,j € {1,...,N} les éléments z/Gz; sont petits ou encore bien souvent
que les composantes de la variance elles-méme sont petites), on peut alors procéder a une
approximation au premier ordre de la fonction de répartition ®5, pour p proche de 0:

D2(y1, 92, p) = (y1)®(y2) + pe(y1)e(y2)

et on obtient :

I (1 = T0;) =t (n;
<o - diag{ ( ) so(m)}
n; i=1,....N
B ~ V, = {tz’j@(ﬂf)@(ﬂ;)}i,j:l,..,n
_ 2 i, ()
1+o? 1+ 02
J i,j=1,....N
Ainsi, on a:
1% Vo + Vi

~
~
~
~

Vo + LZGZ'L,

ce qui donne comme approximation de W :

w L"WoL™t 4+ ZGZ'

R + ZGZ'

2

1 IL;(1 —11;) (1 2
ou R est donc de laforme:R:diag{—[ ( 2)*( + i) —0'»2]}
n; @*(n7) i=1

RR n° 3029



10 Catherine Trottier

Les équations de Henderson

La matrice des poids W (ou matrice de variance de () étant ainsi approchée et écrite
sous la forme: R+ ZGZ', cela nous permet d’obtenir une estimation de 3 par résolution
itérative du systeme d’équations de Henderson :

X/R[S] -1y X/R[S] -1y 6 X/R[s] —1c[s]
Z/R[s] -1y Z/R[s] A 4 G—l u = Z/R[s] —1c[s] : (2)

Cependant, la matrice G n’étant pas connue, il nous est aussi nécessaire d’obtenir une esti-
mation des composantes de la variance afin de pouvoir définir complétement ce systéme.

Un avantage que l'on trouve a utiliser ces équations, est qu’elles nous fournissent non seule-
ment une estimation de  mais aussi une solution en u.

Ainsi, selon la méthode de Henderson (cf annexe C), le sous-produit @ obtenu est interprété
comme une prédiction du vecteur d’effets aléatoires dans le modéle linéaire mixte associé

(L2M).

Sachant que G = diag{a?Aj}j:L...yK, on peut alors estimer le vecteur (K x 1) des

composantes de la variance a? = (a, .., a%)’ par la méthode itérative:

W AT
Vie{l, .. Kya bt = iy J
! - tr(47Cy)
9 — 3 [s]
o

J

ou Cj; est le je™e bloc correspondant au j°™¢ effet aléatoire (u;) dans 'inverse de la matrice
du systéme.

Ainsi, on pourra itérer la résolution du systéme de Henderson précédent a partir des valeurs
courantes de §,a? pour obtenir une estimation de ces deux vecteurs de paramétres ainsi
qu’une prédiction de u.

2.3 Remarques

Les auteurs de la méthode GAR analysent les valeurs de u obtenues & convergence de
I’algorithme comme une prédiction des effets aléatoires du modéele initial. Autant, I'interpré-
tation donnée au sous-produit @ parait pertinente dans le L2M associé, autant on peut
discuter le lien établi avec les effets aléatoires du modele initial. En effet, pour procéder
a D'estimation, on s’est justement placé dans le modéle marginalisé dans lequel les effets

INRIA



Les GL2M : extension de la méthode GAR 11

aléatoires n’'interviennent plus. Et, I’étape de “marginalisation” a déja pris en compte, par
I'intermédiaire de I’effet multiplicatif, la présence initiale de ces effets.

D’autre part, revenons sur le type des données considérées, qui sont, dans cette section,
des données binomiales. Comme nous ’avons déja mentionné, ces données sont issues de
somme de données binaires a seuil. En effet, & partir d’une variable normale sous-jacente
non observée, les données révélent si un seuil 7 a été atteint ou non (7 ayant été fixé a 0
dans la présentation). De méme, on peut imaginer une classification en plusieurs catégories
ordonnées associées a plusieurs seuils. C’est ce & quoi se sont intéressés les auteurs dans
leur second article: Gilmour, Anderson et Rae [11]. D’autres auteurs ont aussi envisagé ce
cas. Nous ne présentons pas ici ’extension de la méthode GAR & ce type de données. La
démarche est tout a fait semblable au cas binomial. Cependant, tout en plagant le premier
seuil a l’origine, ce type de données introduit des parameétres supplémentaires a estimer, a
savoir les autres seuils.

3 GAR - Données poissonniennes - Lien logarithme

Nous nous intéressons toujours a des données discrétes mais qui sont, conditionnellement
aux effets aléatoires, distribuées selon une loi de Poisson. Foulley, Gianola et Im [3] justifient
I'utilisation de cette distribution pour modéliser des données de reproduction.

Dans leur note [5], Foulley et Im ont décrit comment la méthode GAR, initialement dévelop-
pée pour des données binomiales avec lien probit, peut étre adaptée a ce type de données.
L’adaptation aux données poissonniennes qu’ils proposent, reste fidéle a la méthodologie
GAR, dans la mesure ou elle repose sur ’estimation par quasi-vraisemblance, la fonction de
quasi-vraisemblance étant construite a partir des expressions marginales de ’espérance et
d’une approximation de la matrice de variance-covariance. La démarche reste donc identique
a celle du cas binomial mais c’est 1’étape de calcul et d’approximation de cette matrice qui
différe.

Nous présentons cette adaptation mais dans des termes similaires & ceux du paragraphe pré-
cédent et nous nous attacherons a considérer de nouveau le cas ou les variances des variables
sous-jacentes ne sont pas homogeénes.

3.1 Le modele et les notations

Nous considérons & présent que les composantes du vecteur Y (dont le vecteur des ob-
servations y est une réalisation) sont, conditionnellement & U, indépendantes et de loi:

Vie{l,.,N} Yi|U=u ~ P(Au,)

Le parametre A, ; de cette loi est une réalisation de la variable aléatoire Ay ; lide & la ™€
composante du prédicteur linéaire. Nous envisageons ici le cas du lien canonique :

RR n~° 3029



12 Catherine Trottier

In(Ap i) = 2if + 21U = nu,.
On a donc pour cette distribution :

E(YZ|U) = )‘UJ = exp(ajgﬁ—l— ZZ/U) = §u,i.

On émet toujours ’hypotheése selon laquelle les effets aléatoires sont distribués selon une
loi normale: U ~ N(0,G) avec G = diag{a?Aj }i=1,..x matrice de variance des K effets
aléatoires.

3.2 La méthode

3.2.1 Etape de “marginalisation” et estimation de [

Le premier objectif est la construction de la fonction de quasi-vraisemblance sur laquelle
se basera I’estimation. Pour cela, il est nécessaire d’obtenir une expression de ’espérance et
de la matrice de variance-covariance marginales.

Calcul de l’espérance marginale: pu
On intégre les différents effets aléatoires:

E(Y;) = w = B(EY|U))
E(Avs)
= Blexp(el + 2U))

Du fait de la distribution normale de U et en utilisant ’expression de la fonction génératrice
de cette distribution, on obtient :
z21Gz;
pi = explelf+ 225
= exp(nix)
z1Gzi

2

ol n*x =z + que nous nommerons prédicteur linéaire marginalisé.

Une fois de plus, on peut constater que la “marginalisation” a conservé la fonction de lien
inverse (ici la fonction exponentielle) reliant I’espérance et le prédicteur linéaire: c’est donc
la méme fonction tant au niveau conditionnel qu’au niveau marginal. Comme le remarquent
Breslow et Clayton [1], cette “marginalisation” introduit uniquement un décalage dans le
prédicteur mais, au contraire du cas binomial au paragraphe précédent, n’a aucun effet
multiplicatif sur le parameétre 5. On peut tout de méme noter que, comme précédemment,
la présence des effets aléatoires entraine une dépendance entre les données.

INRIA



Les GL2M : extension de la méthode GAR 13

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale: V
En utilisant les propriétés standards des lois de Poisson et log-normales et la formule de
conditionnement, on obtient :

var(Y;) = E(A\v;)+var(Au,)
= pi+pf [exp(z{Gz) — 1]
et cov(Yy,Y;) = EQvidv;) — E(Av)E(Au,)
= pipy [exp(#Gzj) — 1] (e # )

On peut donc, dans ce cas aussi, lire la variance de Y, V', comme une somme de matrices
(dont 'une est diagonale):

V=A+18B

ot A = diag{uiti=1, N
et B {uip; (exp(2iGz;) — 1)}ij=1,..~ -

Estimation & ’aide de la fonction de quasi-vraisemblance
On procéde alors & la construction de la fonction de quasi-vraisemblance et & sa maxi-

misation, pour obtenir les équations suivantes :

DV Hy—pu)=0

0 .
oll D = a—g} =KX avec K = diag{exp(n])}i=1, . n,
v matrice de variance-covariance de Y.

Ce qui conduit a:

(XIW[S] _IX)B[S+1] — X/W[s] _1C[5]
avec C[s] o Xﬁ[s] _|_ [{[5]_1(y — IU‘[S])
wlhl = gbl-1y0s gls1-1

Ceci serait suffisant si I’on connaissait les composantes de la variance. Comme dans le
cas binomial, nous allons procéder a leur estimation.

3.2.2 Etape d’approximation de V et d’estimation des a?

De méme que ’on utilise un développement au premier ordre de la fonction ®, pour le
cas binomial lien probit, on utilise dans le cas Poisson lien logarithme ’approximation de
la fonction exponentielle au voisinage de 0 pour obtenir, pour tout ¢,j € {1,...N} ou z/Gz;
proche de 0:
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A
B

Vo = diag{p; }iz1. N
Vi =A{pin; 7Gzitij=1,.~ -

X

Ainsi, en remarquant que: Vo = diag{p; }i=1, ~ = diag{exp(n;)}i=1,. ~v = K, on a:

V Voo + Vi

Vo + KZGZ'K ,

Q

d’oli on approche la matrice des poids W par :

W K'WK=' + ZGZ

R + ZGZ

Q

1
ol R a la forme suivante: R = diag{—}i=1 _ ~ = diag{exp(—7n;)}i=1,.. N~
Hi

On résout alors itérativement les équations de Henderson. Les valeurs courantes des

[s]

paramétres 31%] et a2[5] obtenues, interviennent & chaque itération pour former 77; et donc

obtenir R[], ¢s] et approcher Wl &~ RII 4+ Z2Gls1 7.

3.3 Remarques

Dans ce cas aussi, il a donc été possible de donner une approximation de W permettant
de reconnaitre une structure de variance identique a celle des équations de Henderson. Pour
pouvoir utiliser cette approximation, il est donc nécessaire de vérifier que les éléments z/G'z;
sont proches de 0 ou encore que les composantes de la variance sont petites. Notons aussi
que lors du calcul de I’espérance marginale la fonction de lien a été conservée.

D’autre part, comme dans le cas binomial, on peut émettre des doutes quant a la prédiction
de u obtenue.

4 GAR - Données exponentielles - Lien logarithme

Dans tout ce paragraphe, nous allons maintenant considérer des données qui, condition-
nellement aux effets aléatoires, sont distribuées selon une loi exponentielle (notée* £(A)). Ces
données continues sont de nature complétement différente de celle des cas précédents. Elles
ne reléevent pas du méme cadre non plus. Alors que dans le cas des données binomiales ou de

4.1a loi désignée par £(}\) est la loi exponentielle de densité définie sur Rt par f(z) = Ae™?2.
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Les GL2M : extension de la méthode GAR 15

Poisson, de nombreuses applications relevent du domaine de la génétique animale (Ducrocq
[2]), on peut trouver des applications de modéles de loi exponentielle & effets aléatoires dans
le domaine de la fiabilité des logiciels (Gaudoin, Lavergne & Soler [7]), ol les effets aléatoires
sont interprétés comme des effets de correction sur les logiciels.

Nous proposons ici une adaptation de la méthode GAR pour ce type de modéle de loi
exponentielle & effets aléatoires, dans le cas d’un lien (non canonique) logarithmique. Notons
que pour la distribution exponentielle, le lien canonique associé est la fonction inverse.

La démarche consiste toujours a exprimer tout d’abord l’espérance et la matrice de
variance-covariance marginale V' (I'introduction d’effets aléatoires ayant induit une dépen-
dance entre les données), puis, par I'intermédiraire de la fonction de quasi-vraisemblance et
apres approximation de V', a procéder a la phase d’estimation.

4.1 Le modele et les notations

Dans le cas présent, les composantes de Y sont, conditionnellement & U, indépendantes
et de loi:
Vie{l, . ,N}Yi|U=u ~ E(A\u;).

.. . 1
Ceci implique donc notamment F(Y;|U) = o = pu;.
,2
Chacun des Ay; est relié a la jeme
nu,i = i + zU par la fonction de lien logarithme:

composante du prédicteur linéaire

1
v

nus = In(pu ;) <= pus = exp(zif + zU) =

Une raison qui justifie le choix de ce lien est qu’il permet d’assurer la positivité du parametre
de la loi exponentielle, ce qui n’est pas le cas du lien inverse.

On garde la méme distribution normale pour les effets aléatoires.

4.2 La méthode
4.2.1 Etape de “marginalisation” et d’estimation de

Le choix de la fonction de lien est le méme que dans le cadre du paragraphe précédent
pour des données poissonniennes, et 1’espérance conditionnelle s’exprime de la méme ma-
niére a ’aide des effets fixes et aléatoires.

Ainsi, on peut envisager le calcul des élément marginaux en utilisant de nouveau les proprié-
tés inhérentes a la distribution log-normale ou & la fonction génératrice de la loi normale.
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Calcul de I'espérance marginale: pu

E(EY:|U))
E(p,i)

= E(exp(aif+zU)

= exp(zif+ —ZiGZi)

EY:) = wm =

, ziGz . . L
avec n;x = ;0 + e prédicteur linéaire marginalisé.

Comme dans le cas poissonnien, on observe la conservation du lien et le fait que la
“marginalisation” n’a pas introduit d’effet multiplicatif sur 8 mais uniquement un décalage
dans le prédicteur linéaire.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale: V
D’aprés les hypothéses de loi et d’indépendance des variables aléatoires, on a:
1
WD) = e = ewlREAAD) =
cov(V;, Y;|U) = 0 (i # 4) -

Ce qui nous permet d’obtenir :

var(Y;) = E(Var(Yi-|U)) + var(E(Y:|U))
= 2 *E(E) — E()\Ui)2

THPE exb(z{Gzi) -1],

1 1 1 1

E —)—-F E(—
( v AU,j) ( Aw) ( AU,j)

pipjlexp(2/Gzj) — 1] (i #3),

et cov(Y;, Y;)

et on écrit V comme somme de deux matrices (dont I'une est diagonale) :
V=A+18B

ot A = diag{u?exp(z[Gz)}tiz1, .~
et B {uip; (exp(z{Gz;) — 1) }ij=1,..~ -
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Estimation & ’aide de la fonction de quasi-vraisemblance
Les deux premiers moments étant calculés, on maximise la fonction de quasi-vraisem-
blance. Et on est amené, dans ce cas, a résoudre le systéme itératif:

(Xlw[s] _1X)6[5+1] _ Xlw[s] —1c[s] (3)
avec C[s] — Xﬁ[s] + [{[5] _1(y — lu[S]) ,
wihl = Kbl-tyblglsl-1
et KBl = diag{exp(nl’-‘)[s]}i:LMN )

4.2.2 Etape d’approximation de V et d’estimation des a?

Faisant ’hypothése que Vi, j € {1, ..., N }?les éléments z;Gz; sont proches de 0, on utilise,
de méme que précédemment, une approximation de la fonction exponentielle au voisinage
de 0 pour obtenir :

A = Vy=diag{p?(1+ z/Gz)}i=1. N
B~ Vi={mipj zGz}tij=1,.N
Ainsi, on a:
1% Vo + Vi

Q2

Vo + KZGZ'K.

Ce qui nous conduit a I’approximation de W suivante:

w K'WK=' + ZGZ'

R + ZGZ

Q

ol R a la forme suivante: R = diag{l + 2z/Gz; }i=1, _n.

W étant approchée sous cette forme, on ne résout pas le systéme (3) mais on en obtient
des solutions grace aux équations de Henderson (cf (2)), pour lesquelles on a donné les
expressions de R et de (.

De méme, les valeurs de u obtenues par résolution du systéme permettent une estimation
des composantes de la variance.

4.3 Remarques

Remarquons que la condition d’approximation repose de nouveau sur la proximité des
z}Gz; a 0. Les remarques sont similaires & celles des 2 cas précédents, la démarche 1’étant
aussi.
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5 Une formalisation commune

5.1 Introduction

Notre objectif ici est de proposer une écriture commune permettant de regrouper les
différents cas envisagés jusqu’a présent. Cette formalisation nous conduira & développer une
nouvelle démarche. Elle permettra par la suite d’étudier ’adaptation de la méthode GAR a
d’autres situations.

Tout d’abord résumons rapidement les objets communs utilisés lors de 1’étude des trois
cas. Pour cela, dans tout ce paragraphe, nous référerons par cas 1, 2 et 3 respectivement les
trois situations:

e Cas 1: Données binomiales - Lien probit.
e Cas 2: Données poissonniennes - Lien logarithme.
e Cas 3: Données exponentielles - Lien logarithme.

Il est essentiel de remarquer que dans tous ces cas, la matrice de variance V de Y obtenue
aprés approximation se présente sous la forme: Vo + LZGZ'L ou L = KM. Cest ce
qui permet 1’'utilisation des équations de Henderson pour obtenir les estimations.

Les matrices K et M sont définies comme suit.
D’une part pour M, on a:

1
-cas 1 i M =diag{ ———
g{ V1+ZZ{GZi}i—1 N

=1,...,

-cas2et3 : M = Iy (matrice identité de dimension N).

Cette matrice M correspond a la matrice des effets multiplicatifs que la “marginalisation”
a pu introduire sur f.

Ainsi on a pu écrire  n*=Mn+C ou:
n* . prédicteur linéaire marginalisé introduit dans les sections précédentes,
n=XpF : prédicteur linéaire marginal en référence a Breslow & Clayton (1993) [1]
qui interprétent 1 comme le prédicteur linéaire dans le modéle marginal,

C : vecteur de décalage.

D’autre part, la matrice K s’écrit dans les trois cas de la fagon suivante :

K =diag{h' (5] )}i=1, N,

ol h = g~': inverse de la fonction de lien.

En effet: -cas1 o K =diag{e(n})}iz1,. N
-cas 2et3 : K =diag{exp(n})}i=1, N
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Bien que 'approximation de la matrice V' repose sur une approximation dans un cas de
la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite bivariée, et dans les autres de
la fonction exponentielle, nous allons voir qu'une nouvelle démarche permet d’aboutir a la
meéme approximation finale.

5.2 Une nouvelle démarche
5.2.1 Introduction

Rappelons que le principe de la méthode GAR repose sur une estimation par maximisa-
tion de la fonction de quasi-vraisemblance marginale. Cette fonction est construite & partir
des deux premiers moments marginaux. Cependant, le calcul exact de la matrice de variance
marginale V' peut dans certains cas s’avérer difficile. D’autre part, les composantes de la va-
riance, intervenant notamment dans ’expression de V, constituent des paramétres inconnus
du modeéle et qu’il est nécessaire d’estimer. C’est pourquoi nous sommes amenés a considérer
une approximation de V dont la forme permet d’utiliser les équations de Henderson.

Dans la nouvelle démarche que nous proposons ici, nous conservons le schéma général en deux
étapes observé lors de 1’étude précédente : “marginalisation” puis utilisation des équations de
Henderson pour ’estimation. Notre démarche s’appuie sur la définition d’un modele appro-
ché pour un nouveau vecteur aléatoire Y. Dans ce modéle, la fonction de quasi-vraisemblance
marginale est identique a celle construite aprés approximation de V.

Pour cela, il est nécessaire d’imposer une hypothése supplémentaire au modele initial.

5.2.2 Le modéle initial

Nous considérons le modéle linéaire généralisé mixte défini succintement par :
e soit Y le vecteur (N x 1) & expliquer et y son observation,

e on suppose que conditionnellement aux effets aléatoires, les composantes de Y sont
indépendantes et distribuées selon une loi de la famille exponentielle pour laquelle on
a:

EY;|U) = pu

et var(Y;|U) = w(pwi) ou v est lafonction de variance,
e on considére le prédicteur linéaire suivant (contenant effets fixes et aléatoires):

UU:Xﬁ‘FZU:

e on relie ce prédicteur linéaire & ’espérance conditionnelle par la fonction de lien g
(h=g""):nmw =g(u).
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L’hypothése supplémentaire au modeéle est la suivante. Nous supposons que le calcul de
I’espérance marginale est réalisable et que I’on peut écrire :

E(Y3) E(E(Yi|U))
= E(h(UU,i))

h(ni%)

avec n* = M X + C: prédicteur linéaire marginalisé (prédicteur au niveau marginal). M
est la matrice des effets multiplicatifs, C' est un vecteur de décallage indépendant de 3.

Cette hypothése de travail impose donc une conservation de la fonction de lien inverse.
Notons qu’elle est vérifiée dans les trois cas étudiés.

5.2.3 Le modéle approché

Comme nous ’avons déja mentionné, nous allons considérer que le vecteur des obser-
vations y est réalisation du vecteur aléatoire Y défini ci-dessous. L’espérance marginale de
ce vecteur sera identique & celle de Y et sa matrice de variance marginale V s’avérera étre
I’approximation de V déja rencontrée. Ainsi, la construction de la quasi-vraisemblance ne
reposant que sur les deux premiers moments, nous obtiendrons la méme fonction. Nous pour-
suivrons l’estimation en utilisant les équations de Henderson pour aboutir donc aux mémes
résultats.

Définition de Y ~ ~
Considérons le vecteur aléatoire Y dont les composantes Y; sont indépendantes.
Au sein de la famille exponentielle, définissons I’espérance conditionnelle de Y; par:

E(Y|U) = jw,
= h(nj)+ W (n)ZU

ott 2! est la ™€ ligne de la matrice Z = MZ. Grace & I’hypotheése émise sur le modeéle initial,
nous connaissons 1" et M.

La variance conditionnelle de Y; est définie par:
var(Yi|U) = v(fiv ) |

avec la meme fonction de variance v que la variable aléatoire Y;.

Avant de calculer 'espérance et la matrice de variance marginales de Y, remarquons
qu’une réalisation de I’espérance conditionnelle: fi, ; peut étre vue comme un développe-
ment limité au premier ordre de h(7, ;) en 5 (pour u proche de 0). Le prédicteur linéaire
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conditionnel 7y sur une nouvelle échelle est défini par: ny = n* + M ZU ou 'on rajoute a
n* une partie aléatoire a laquelle on applique I’effet multiplicatif introduit lors de la margi-
nalisation.
Alors que Foulley et Manfredi [6] interprétaient (dans le cas de variances homogenes) cet
effet multiplicatif comme un changement d’échelle sur g, on peut ici le lire comme un chan-
gement d’échelle dans ’expression des régresseurs.
En effet, on aaussi: ny = My +C

= XB+ZU+C o X=MX

Z=MZ.

Espérance et variance marginales

Ainsi, I'espérance marginale de Y; est :

E(Y;) = E(pus) = h(n]) = E(pus) = E(Yi) -

Les variables Y; et Y; ont donc méme espérance marginale.

Et pour la matrice de variance marginale V, on obtient :
Vie{l,.,N} var(V;) = E(var(Y;|U)) + var(E(Y;|U))
= E(lpo:)) + var(io,)
= Bl + W)PEGE

Et
Vi,je{l,...,N} cov(¥;,Y;) = E(cov(Y;,Y;|U)) + cov(E(Y;|U), E(Y;|U))
= 0 +  cov(fv, v ;)
= K@)k (n))a'GE
Dol V s’exprime comme suit :
V=var(Y) = E@w(iw)) + KZIGZ'K

= Vo + KMZGZ'MK ,

ou K est toujours la matrice définie par: K = diag{h'(n})}.

Vérifions que V est bien la méme matrice que ’approximation obtenue dans les sections
précédentes. Dans 'expression de V' la deuxiéme partie de la somme correspond bien a ce
qui avait été obenu. Qu’en est-il de la premiére partie: la matrice V7 Reprenons les trois
cas:
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e Cas 1: Pour un GLM avec loi binomiale, la fonction de variance associée est:
pi (1 — pi)

ng

fui(l— f)
p(Prill = fud),
1 2
= B(—=[h(y) + 1 (n7) 2 UL = h(nf) = B (n})Z'V])
1 Z * * *\2 ~ ~
= —[h(7)(1 = h(n})) + ' (nf)* &' G2].
Notons que cette expression établie pour des données binomiales reste vraie quelle que soit

la fonction de lien. On en verra l’'utilisation dans la section suivante.
Or, pour le lien probit, h = ® et A’ = p, on obtient donc:

‘1>(77?)(1—<1>(772‘))+50(77?)2(MZ)§G(MZ)1} .

ng

Vo = diag{
Ce qui, étant donné que I'on peut écrire Il; = ®(n;) et t;; = (M Z);G(M Z); (cf paragraphe
2.2), nous redonne bien la méme expression de V.

e Cas 2: Pour un GLM avec loi de Poisson, la fonction de variance associée est : v(y;) = pi.
D’ou: VOH = E(ﬂUJ)
= h(nj) =pi .

Donc on vérifie encore :

Vo = diag{p }i=1, . N

e Cas 3: Pour un GLM avec loi exponentielle, la fonction de variance associée est : v(p;) = p?.
Doii: Vo, = E(i};)

E([h(ni) + I (n7)2'UT?)

h(n;)? + b (17)? 5 G4

= pi+pia'Ga.

Or, dans ce cas M = Iy et on vérifie une fois encore :

Vo = diag {pf (1 + 2/Gz)},_, -

ey

Dans les trois cas, la matrice de variance marginale V' est donc bien la méme que 1’ap-
proximation de V' calculée pour I'utilisation des équations de Henderson.
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5.2.4 Conclusion

L’hypothése forte de conservation de la fonction de lien inverse lors du calcul de I'espé-
rance marginale est vérifiée dans les trois cas étudiés et le sera dans d’autres cas envisagés
ultérieurement. Elle semble étre la clé principale a cette méthodologie GAR. Sous cette
hypothése, on a donc défini un vecteur aléatoire Y tel que:

e son espérance marginale est égale a celle de Y,

e sa matrice de variance marginale V' correspond a la matrice de variance approchée de

Y.

La quasi-vraisemblance ne reposant que sur les deux premiers moments marginaux, la maxi-
misation de cette fonction par résolution des équations de Henderson aboutira donc aux
mémes estimations (en prenant y comme une réalisation de Y).

Notons que dans la démarche initiale, I’hypothése de composantes de la variance pe-
tites intervenait directement lors de ’approximation de V. Ce n’est plus le cas dans cette
nouvelle démarche. Pourtant , le modeéle approché ne sera justifié que parce qu’il permet
d’aboutir notamment & 1’expression de la variance marginale qui n’est autre que ’approxi-
mation précédente. Ainsi, sans intervenir explicitement, cette hypothése de o2 proche de 0
est sous-jacente.

Ce détour par Y nous a permis d’éviter le calcul exact de la matrice de variance V mais
aussi de prendre en compte des approximations de nature différentes réalisées sur la fonction
de lien.

5.3 Comparaison avec la démarche de Breslow & Clayton

Dans leur article, Breslow et Clayton [1] envisagent une autre démarche pour définir un
modele marginal et utiliser la quasi-vraisemblance marginale. Zeger, Liang et Albert [17] ont
adopté une démarche similaire. Nous y avons déja fait référence mais revenons-y a titre de
comparaison.

En gardant les mémes notations, le modéle initial (le vrai modéle), défini conditionnel-
lement aux effets aléatoires est un GLM. On peut 1’écrire sous la forme:

Y, = HU i + & (4)
= h(zB+z2U) + &
avec E(Yi|U) = pui=h(ny:) = h(zif+ 2U)
VYilU) = V(alU) = v(pu,) -

Les auteurs spécifient alors le GLM marginal en termes de 1’espérance marginale par :

E(Yi) = pi = h(x;P)

RR n° 3029



24 Catherine Trottier

utilisant le prédicteur linéaire marginal n = z}5.

L’espérance marginale ainsi définie, & moins d’un lien identité (c’est le cas du L2M), ne
coincide pas avec le vrai calcul de I’espérance marginale.

Cependant, ils remarquent aussi que ce modeéle marginal peut étre dérivé du modele ini-
tial par une approximation au premier ordre de I’équation (4), lorsque les composantes de
dispersion tendent vers 0. En effet, on obtient alors:

Yi m h(ziB) + B (2iB)zU + &

Ce qui conduit a:

V = V(Y) =W+ KZGZ'K

avec Vj diag{v(pi) tiz1, .~ ,
K = diag{h'(ni)}i=1, N -

Cette écriture, au contraire de la méthode GAR, ne tient pas du tout compte des effets
multiplicatifs introduits lors de la “marginalisation”. D’autre part, cela revient aussi a écrire
de facon peu justifiée que :

Vo

<<
—~
O
N
|

= _ E(V(e:|U))
= v(w) = E((pwi)).

Ainsi, la méthode GAR semble mieux adaptée puisqu’elle prend en compte la présence
initiale des effets aléatoires.

i1

6 GAR - Données binomiales - Lien logit

Utilisant le formalisme de la section (5), nous envisageons maintenant une adaptation de
la méthode GAR au cas ou les données sont distribuées selon une loi binomiale et ou ’on
considére un modeéle avec lien logit.

La modélisation avec lien logistique adaptée a des données binaires est tres répandue et est
beaucoup plus utilisée que le lien probit, notamment dans le milieu médical. Remarquons
aussi que le lien logistique correspond au lien canonique associé a la loi binomiale.

Afin de poursuivre la démarche précédente, nous allons tout d’abord déterminer la nou-
velle échelle marginale (en identifiant 1’effet multiplicatif) pour pouvoir ensuite approcher
la matrice de variance-covariance V' et procéder a ’estimation.
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6.1 Modele et notations

Comme dans le cadre du paragraphe 1, la distribution des composantes Y; est, condi-
tionnellement aux effets aléatoires, la loi binomiale. On a:

Vie{l,.,N}Y; | U=u~ Bin(n;,pu,),

et on s’intéresse toujours aux fréquences: F; = — .
ng

Mais ici, le lien entre py ; et le prédicteur linéaire ny ; = 26 + z.U se fait par I'intermé-
diaire de la fonction logistique :

exp(nu i)

bu,i
n( ) no, bu, 1+€XP(77U,2')

1—pu

' . exp(z) o
l—r)eth(r)_il—}—exp(m) (h=g1).

et ’on note g(z) = In(

On suppose toujours une distribution gaussienne pour les effets aléatoires: U ~ N (0, G).

6.2 Calcul de n*

On s’intéresse tout d’abord au calcul du prédicteur linéaire marginalisé n* et a I’identi-
fication de M. Ainsi, essayons de réaliser le calcul exact de ’espérance marginale.

E(F;) = EBE(E(F|U)) = Epui)
exp(nu,:)
1+ exp(nu,;)

Malheureusement, ce calcul exact est difficilement réalisable. Nous utilisons alors ’approxi-
mation usuelle de la fonction logistique (Zeger, Liang & Albert [17]):

. 161/3
T

exp(x)

—— m P(c 3
T+ oxp(2) (cx) on

Ce passage par la fonction @ est réalisé successivement dans un sens puis dans 'autre. C’est
un artifice de calcul permettant d’utiliser les propriétés de cette fonction pour le calcul de
I’espérance marginale. Cela signifie que momentanément on se place dans un modeéle avec
lien probit.

RR n° 3029



26 Catherine Trottier

Ainsi E(F) ~ E(®(cnu.))
~  E(®(czif+ czlU))
r P cil

/14 C2Z£GZZ') .

Utilisant alors ’approximation inverse, on a:

exp(\/l—l—cQz’-Gz')
B(F) ~ g = A =
1+ exp(———=——)
V14 e22iGz
. i3
avec 1)j = —mm—————,
V91422 Gz
1
don M = diag{ ————— )
Vite?yGa ),

Maintenant que ’on a su identifier n* et M | on peut définir:
nw = N+ MZU
= n+2U,

ainsi que
K

diag{h' (9} ) }i=1,. N

: exp(n;) }
diag ————— ;
& (1 +exp(n;))? i=1,.. N

= diag{pui(1 — pi) bi=1,... N -

6.3 Calcul de V

Pour calculer V| les matrices K et M étant connues, il s’agit maintenant de déterminer
Vo. D’apreés D'expression obtenue précédemment dans le cas binomial avec une fonction de

lien quelconque; on a ici, avec h(z) = M :
1+ exp(z)
1 ~ ~
Vo = —[h(n7)(1 = h(nf)) + 1 (n7)* 5 G2]

" exp(n}) exp(n;)
= 1+ i MGMz;) .
mll Fexp(r )2 T (Tt exp(m))? ]
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La matrice V s’écrit alors:

V = Vo+KMZGZ'MK

W (it
Vo+ LZGZ'L avec L = KM = diag _ WD) )
V14 2z Gz
6.4 Estimation.

De maniére identique aux paragraphes précédents, on procéde a I’estimation par maxi-
misation de la fonction de quasi-vraisemblance. Pour cela, G étant inconnue, on utilise le
modele approché et la matrice de variance V', et I’on résout le systéeme itératif suivant :

(X' W= Lx) e+l = x/ el =1l

avec C[S] — Xﬁ[s] + L[S] _1(f — /l[s])
ot W = -1yl lsl-
= b=yl -ty zGz
= RBl4+2zG27',
1 (1+ eap(n?))?(1 + ¢22/Gz
ou R aici laforme: R = diag{—[( + czp(n;)) (*+CZZGZ)+ZZ’-GZZ']}
n; exp(n;) i=1,...,N
1 142Gz
_ &%{_Pi£ﬁ§i+ﬁ@ _
ni pi(1l — i) i=1,.. N

=1,...,

On obtient une solution a ces équations par résolution des équations de Henderson. Pour
cela, on utilise le sous-produit obtenu comme prédiction de U ainsi que pour l’estimation
des composantes de la variance.

7 Conclusion

Comme nous venons de le voir, la méthode GAR, développée a l'origine dans le cadre
bien précis d’un modéle probit pour données binomiales, peut s’étendre a d’autres types
de modélisations. Foulley et Im ont les premiers envisagé cette extension pour des données
poissoniennes. Le formalisme que nous proposons ici permet d’aborder cette démarche de
facon plus générale. L’utilisation de la quasi-vraisemblance marginale a partir des deux
premiers moments marginaux devrait pouvoir s’appliquer a de nombreux cas.

Cependant notre présentation se limite & I’hypotheése forte de conservation du lien inverse.
Notons pourtant que dans tous les modéles avec lien identité (h = Id), cette hypotheése est
vérifiée puisqu’alors py; = nu s = 6 + z}U et p; = nf = zip.
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Prenons pour exemple le cas trés simple de données poissonniennes ot I’espérance condition-
nelle s’écrit : py ; = 2,8+ 2.U et la fonction de variance : v(z) = . L’échelle marginale alors
est la méme que celle d’origine: M = Iy, fju; = nu; et K = In. Aussi, fiv; = py,; donc
V = V, la matrice de variance s’écrit directement sous la forme V = Vo + KMZGZ'M K
avec Vp = diag{z[f8}i=1,. n~. Dans ce cas trés simple, nous vérifions encore la validité du
formalisme.

D’autre part, certaines applications utilisent la modélisation exponentielle avec lien inverse
(lien canonique : h(z) = %) Outre le fait que ce lien ne permette pas d’assurer la positivité du

1
paramétre de la loi, le calcul de nf = E(py;) = E(—)=E pour U ~ N (0, G)
nu.i

1
()
i 26+ z;U
lorsqu’il converge s’avere délicat.
Pourtant, il est possible d’envisager un développement limité de 1’espérance conditionnelle

(pour u proche de 0):

1 1 21U iU
- - [1=Z= 1 2 2 )
B+ 2;U 1‘;6[ ;l‘gﬁ—i—(l‘;ﬁ) +o(w)]
Selon que ’'on se restreint & un développement limité au premier ordre ou au second ordre,
!
on aura: p; = h(n}) avec nf = z}f (d’ot M = Iy) dans un cas; et nf = z/6/(1 + (leﬁjz)
T;
. ) 221Gz ) )
(Aot M = diagq1/(1+ 5—=7) ) dans 'autre. Il est alors possible de poursuivre
(zi8) i=1,...,N
1 A - _ -
avec fig,; = ﬁ — (NZ’Z—ﬁ)Z ou X =MXetZ=MZ.Onaboutita V=V +KMZIGZ' MK
< 1
on K = {—W}i:1,...,N
et Vo, = E(v(ivgs))
= E(ﬂ?}z) ,
1 ziU
= B((=— — =2
s~ @)
1 2IGz;
= ~1 2\2 (1 + z/ 9 )
(2i8) (2i8)

Ainsi, méme s’il est en apparence limité, ce formalisme permet d’étendre la méthode GAR
a de nombreuses autres situations.

De facon générale, GAR est donc une méthode d’estimation des effets fixes et compo-
santes de la variance qui repose sur un raisonnement marginal. D’autres méthodes ont été
développées (cf [15]) avec des raisonnements conditionnels et pour lesquelles la margina-
lisation n’est intervenue que partiellement ou pas du tout. Notre objectif ici n’est pas de
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comparer ces méthodes entre elles (ce qui sera illustré dans un travail ultérieur) mais plutot
de présenter le formalisme propre a GAR.

Notons tout de méme que 'utilisation de cette méthode est réservée au domaine de validité
de I’approximation de la matrice de variance V par ‘N/; c’est-a-dire pour des petites valeurs
des composantes de la variance. Nous pouvons illustrer ceci par les résultats de simulations
suivants.

Nous avons simulé un vecteur de données binomiales de taille 20 issu d’un modeéle avec
lien logit. Un seul effet aléatoire avec 4 réalisations a été introduit. Aprés avoir imposé un
effet fixe nul, nous avons observé, pour chaque valeur de o2 considérée, 200 simulations et
résultats d’estimation que I’on peut résumer ainsi:

o? simulé 02=0.01 o2=0.1 0?=0.5 o?=1 o?=2 c? =4
o? estimé 0.013 0.115 0.536 1.336 11.378 384.2
écart type 0.015 0.112 0.543 1.459 114.878 3973.163
5 estimé -0.005 -0.010 0.014 -0.011 0.059 0.930
écart type 0.065 0.151 0.304 0.501 1.278 7.838

Ainsi & partir de ¢2 = 1 et surtout pour o2 = 2 et ¢2 = 4, les estimations obtenues n’ont
aucune signification.

Enfin, nous avons eu ’occasion dans ce document d’émettre des doutes quant a la pré-
vision de U obtenue. Des simulations effectuées ne sont pas venues diminuer ces doutes.
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ANNEXE A

Propriété: Si X ~ AN (u,0?) alors E(®(X)) = ‘I)(\/%—a?) ’

avec @ : fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Démonstration:

+o0
B@X) = [ @) (o)ds

o0

avec fx : fonction de densité de la loi normale N (u, o?).

Soit U variable aléatoire de loi A'(0, 1) indépendante de X, alors:

/t:P(U <) fx(z)dx
/i:(/x_oofU(u)dU)fx(r)dx

- / / folu)fx(x)duds
= P(VED)

E(e(X))

ou: V =(U,X) couple de composantes indépendantes
D est le domaine défini par D = {(u,z) € R*/u < z} .

E@(X) = PU<X)
= PU-X<0) avec U — X ~N(—p,1+0?)
_ P(U—X—i—,u I )
a VI+oZ T /1+02
_ H
= AR

CQrD.
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ANNEXE B: La quasi-vraisemblance dans les GLM

Lorsqu’on ne dispose pas d’une information suffisante pour construire une fonction de

vraisemblance, il est possible de faire de I'inférence a partir d’expériences par construction
d’une fonction de quasi-vraisemblance (cf [13]).
Pour cela, on suppose que ’on dispose de N observations indépendantes de variables aléa-
toires, composantes du vecteur Y. La seule information disponible concerne les moments
d’ordre 1 et 2 de Y. Son espérance est notée p (dépendant du paramétre ), et sa matrice
de variance V = diag{Vi(u;)}.

Avec ces hypotheses, la log-quasi-vraisemblance est alors définie par:

N i
N Yi —
Qusy, V) =D Qiluis vi, Vi) ol Qi(ﬂi;yi):/ ——dt
=1 Yq ‘/Z(t)
On utilise cette fonction pour obtenir les équations d’estimation pour § en annulant la
. . o 0Q(k; 9, V)
fonction quasi-score associée : a5
Ces équations sont alors:
O
D'V~ y—pu)=0 olt D=_~>.
(y— n) o5

Utilisant la méthode des scores de Fisher, on obtient le systéme itératif:

(D'VID)ARE = D'V (y — ubl) |

Ces équations se généralisent au cas de variables dépendantes oli V' est la matrice de variance
non diagonale.

Dans le cadre des GLM, on décrit de maniére plus précise le lien entre g et 5. On note g
la fonction de lien du GLM considéré et h sa réciproque, on a g = h(n). Ainsi, on obtient:
D =KX ou K =diag{h(z}8)} (K et donc D dépendront dans le schéma itératif de la
valeur courante de ).

Le systéeme précédent peut alors s’écrire :

(XIW_lX)ﬁ[s-H] — X/W_lc[s] ’

avee (1 = xpbl 4 KII-1(y — b))
Wil KBI-ty gl -1

On prendra soin de remarquer que ces équations correspondent aux équations classiques
d’estimation dans le modele linéaire { = X3 + ¢ avec € ~ N (0,W). Dans ce modele, les
données sont réactualisées a chaque nouvelle valeur de 3.
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ANNEXE C': Les équations de Henderson

Les équations de Henderson (ou équations du modéle mixte: MME) permettent d’obtenir
une estimation des effets fixes ainsi qu’une prédiction des effets aléatoires dans un modele
linéaire mixte (L2M).

Considérons le modéle suivant :

Y=X3+2U+¢

Notons qu’alors V(Y) = R+ ZGZ' = V.

Les équations de Henderson s’obtiennent par maximisation de la densité jointe des vec-
teurs aléatoires Y et U

Ona fru(y,u) = fY|U(1y)*fU(u)

= W“P(‘%[(@/ — XB—Zu)R™ 'y — Xf — Zu)))
1

$—————cxp(—[u/G!
STHGTe -G

En annulant les dérivées, par rapport a 3 et u, du logarithme de cette fonction, on obtient
le systeme d’équations:

X'R-'X X'R'Z B\ [ X'R 1y
Z'R-'X  Z'R-'Z+ G-} u )\ Z'Rly

Quelques remarques :

e La solution B a ces équations est aussi la solution des équations des moindres carrés géné-
ralisés : (X'VIX)g= X'V~ 1y

dans le modéle Y = X3 + &’ avec ¢/ ~ N(0,V). Quand V est connue, I'estimateur ainsi

défini correspond au meilleur (i.e. variance minimum) estimateur linéaire sans biais de 8 (cf
[14] annexe S-2).

e La solution u a ces équations peut aussi s’écrire :
u=GZ'V'y - XP)

correspondant au meilleur prédicteur linéaire sans biais de u (cf [14] p277).
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e Si I’on traite u comme un effet fixe et que 1’on supprime alors G~! de ces équations, ce
systéme correspond alors aux équations du maximum de vraisemblance pour ’estimation de
5 et u.

En effet, ce que 'on avait noté densité conditionnelle correspond dans ce cas a la densité de

Y.

D’autre part, ces équations permettent aussi d’obtenir des estimations du maximum de
vraisemblance ou du maximum de vraisemblance restreint des composantes de la variance.

On suppose G de la forme: G = {dajz»Aj}. Alors, a I’aide des prédictions u obtenues, les
estimations du maximum de vraisemblance restreint des composantes de la variance 0]2-

peuvent s’ébtenir itérativement par :

J ' tr(Aj‘lej)
G5 = 7 2[5
J

ou Cj; est le bloc correspondant au jeme effet aléatoire dans I'inverse de la matrice du
systeme des équations de Henderson.
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