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Résumé : Dans ce travail, nous nous proposons de construire de nouveaux espaces d’éléments finis d’arétes
adaptés a la résolution des équations de Maxwell avec pour objectif de résoudre le délicat probleme de la
condensation de masse, y compris en milieu anisotrope. A notre connaissance, ce probléme n’a pas recu de
solution vraiment satisfaisante jusqu’a présent. Pour cela, nous sommes amenés & enrichir les espaces de Nédélec
et a introduire certaines composantes normales comme degrés de liberté supplémentaires. Les schémas obtenus
sont alors analysés par 'intermédiaire d’une étude de dispersion numérique en maillage régulier. Dans ce rapport,
nous nous limitons au cas bidimensionnel et considérons aussi bien les maillages triangulaires que rectangulaires.
L’étude du cas tridimensionnel fera ’objet d’un rapport ultérieur.
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Finite elements and mass lumping for Maxwell’s equations: the 2D
case

Abstract: In this work, we propose to construct a new family of edge finite elements for the resolution of
Maxwell equations with the objective of solving the difficult problem of mass lumping, including the case of
anisotropic media. To our knowledge, this question has not received, up to now, a satisfactory solution. To
attain this goal, we are led to enrich the usual Nédélec space and to introduce additionnal degrees of freedom
associated with the normal components of the vector fields. The schemes obtained in this way are analyzed
through their numerical dispersion on regular meshes. In this report, we limit ourselves to the 2D case but we
consider triangular meshes as well as rectangular ones.

Key-words: Edge finite elements, Maxwell equations, mass lumping, anisotropic media
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1 Introduction. Position du probleme

Les éléments finis d’aréte tels qu’ils ont été introduits par Nédélec [8] (voir aussi [9]) s'imposent comme
un outil naturel pour la résolution des équations de Maxwell. En effet, d’'un point de vue mathématique,
ils permettent de construire des espaces d’approximation conforme de V’espace H(rot,2) qui intervient de
fagon naturelle dans la formulation variationnelle de ces équations. D’autre part, d’'un point de vue physique
et pratique, ils permettent par exemple de tenir compte des discontinuités des champs électromagnétiques
aux interfaces entre différents matériaux mais aussi d’implémenter de facon simple des conditions aux limites
de type conducteur parfait ou impédance de surface. Toutefois, si 'on s’intéresse & des problémes en régime
transitoire et en géométrie complexe, ceux-cis imposent en principe l'utilisation de maillages triangulaires (2D)
ol tétraédriques (3D). On se heurte alors de fagon surprenante au probleme de la condensation de masse,
opération indispensable pour que le schéma numérique, apres discrétisation en temps, reste explicite, propriété
indispensable pour garantir ’efficacité de la méthode. Nous illustrons cette difficulté sur le cas de ’équation 2D
en milieu homogene pour simplifier, une fois celle-ci écrite sous la forme d’un systéme du second ordre:

2 =

a—g+r6t(rotﬂ'):0xE]R2,t>0 (1)

ol

— 4 désigne ici indifféremment le champ électrique ou le champ magnétique.

ot = 22 _9m
o 3331 63:2
— roty = (—a—w, a—¢)t rot est adjoint formel de rot.
8332 8331

La formulation variationnelle de (1) s’écrit:

Chercher @(t) € V = H(rot,R?) tel que:
a2 (2)
4 / (t).Fdw + / rot(@)rot(#)ds =0 VFEV
dt? R2 R2
Vi désignant un sous-espace d’approximation par éléments finis de V, le probleme semi-discrétisé en espace
s’écrit:
Chercher i, (t) € V}, tel que:

d? (3)
> / (). Fhda + / rot(@)rot(@)dr = 0 Vi, € Vi
dt? Jp2 R2

INRIA



Condensation de masse pour les équations de Marwell 2D 9

ce que l'on écrit sous forme “matricielle”:

d*Uy,
dit?

On dit qu’il y a condensation de masse si, dans une base convenable {w;} de V4, la matrice M, dite “de masse”
est diagonale. Dans le cas de I’équation des ondes scalaire et de ’utilisation d’éléments finis de type P;-Lagrange,
cette propriété n’est obtenue que via une approximation consistant & calculer les intégrales intervenant dans
la matrice de masse & l'aide de formules de quadrature appropriées (voir [10], [6]). Dans le cas des éléments
finis H(rot) pour des maillages rectangulaires, la structure particuliere des fonctions de base (qui sont en
fait des produits tensoriels) permet d’obtenir la condensation de masse & 1’aide de formules de quadrature
monodimensionnelles, et ceci peut se généraliser aux éléments d’ordre supérieur conformément aux travaux de
Cohen-Monk (cf. [3]). En revanche, une telle stratégie se révele inopérante avec les éléments finis d’aréte, ceci
méme pour les éléments finis d’ordre le plus bas, lorsque l'on s’intéresse & un maillage en triangles. En effet,
désignons par 7;, une triangulation de R2. On a:

M, + AU, =0 (4)

Vi, = {0 € H(rot,R*)/VK € Tp,, 0|, = @k + bi(22,—21)" ot (d@k,bk) € R x R} (5)

1l est bien connu qu’a chaque aréte est associé un degré de liberté, et donc une fonction de base, qui n’est autre
que la valeur constante de la composante tangentielle du champ le long de cette aréte. La fonction de base
associée a pour support les deux triangles ayant cette aréte en commun. Pour évaluer la matrice de masse, il
faut calculer [ 4.7, @ et ¥ désignant deux fonctions de base de V},. Sur chaque triangle, la formule de quadrature
naturellement candidate est:

- 3
/K .5ds ~ %(K) S aMIOM) (6)

ou les points M; sont les milieux des arétes de K. En fait, @.7 étant sur chaque triangle K un polynéme de
degré 2, il se trouve que la formule (6) est exacte! Pour comprendre pourquoi on n’a pas condensation de masse,
on peut simplement faire apparaitre les composantes tangentielles et normales des champs 4 et ¥ sur chacune
des arétes en écrivant:

- mes (K) 3 mes (K) 2
/ ads = 2B Sy (e, () + 2 S (g, (01) (7)
K 3 i=1 3 i=1

ce qui revient & décomposer la matrice de masse sous la forme M, = M] + M} . Le fait que les quantités u,(M;)
soient les degrés de liberté entraine que la matrice M est diagonale. En revanche, la matrice M} n’est pas
diagonale car les composantes normales de chaque fonction de base ne sont en général nulles en aucun des points
M;! En d’autres termes, le défaut de condensation de masse par quadrature apparait dans le fait que seules
certaines composantes du champ (et non le champ lui-méme) soient les degrés de liberté.

Quoi qu’il en soit, il est clair que ’obtention de la condensation de masse pour les éléments finis H(rot) passe
par un traitement spécifique. Ce probléme a été récemment abordé par Haugazeau et Lacoste [7] selon le point
de vue suivant: cherchons une approximation de [ @.0dz sous la forme d’une forme bilinéaire diagonale des

degrés de liberté, soit ZaiuT(Mi)UT(Mi), et cherchons & déterminer les coefficients o; pour que cette quantité

soit égale & [ @dx lorsque @ et ¥ sont des champs de vecteurs constants, ce qui assure au moins la consistance
de la méthode. Cette procédure aboutit mais présente quelques inconvénients, notamment pour les problemes
transitoires. En effet, en fonction de la qualité du maillage, certains coefficients «; peuvent étre négatifs (voire
nuls) ce qui conduit & un schéma semi-discret inconditionnellement instable! Ceci se produit en fait dés que
I'un des angles du maillage est supérieur & 5. Dans ce travail, nous adopterons une démarche radicalement
différente qui s’inspire de celle adoptée dans [10] pour le cas des éléments finis de Lagrange d’ordre élevé. Il
s’agit d’enrichir I’espace d’éléments finis de fagon & ce que 'utilisation de formules de quadrature & poids positifs

mene simultanément & la condensation de masse et & la stabilité, si possible sans perte de précision.

Comme nous "avons vu, "absence de condensation de masse pour les éléments finis d’aréte usuels peut étre
attribuée au fait que les composantes normales des champs ne figurent pas parmi les degrés de liberté. L’idée
que nous avons suivie consiste & réincorporer ces quantités dans ’ensemble des degrés de liberté sans toutefois
forcer le raccord des composantes normales d’un triangle & Pautre. Ainsi I’espace construit contiendra-t-il 'es-
pace V}, décrit plus haut, ce qui garantit qu’il n’y a pas de perte de précision. En outre, insistons sur le fait que

RR n”° 3035
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nos nouveaux éléments finis ont la propriété fort intéressante d’aboutir & la condensation de masse méme en
milieu anisotrope, c’est a dire lorsque ¢ et p sont tensoriels. De fagon plus précise, nous verrons comment notre
stratégie ramene les calculs effectifs & des inversions de matrices 3 x 3, ce qui garantit en particulier que le cofit
calcul de chaque itération, apres discrétisation en temps, reste proportionnel au nombre d’arétes du maillage
(cette propriété n’est pas obtenue par exemple par la méthode d’Haugazeau-Lacoste). C’est cette constatation
qui nous a conduit également & construire, dans le méme esprit (qui consiste a rajouter les degrés de liberté
associés aux composantes normales), des éléments finis sur maillages rectangulaires. En effet, la condensation de
masse est perdue avec les éléments standards dés que 1’on est en milieu anisotrope dont les axes principaux ne
coincident pas avec les directions du maillage. Nos nouveaux éléments finis en maillage rectangulaire permettent
de contourner cet obstacle.

La suite de cet article s’organise comme suit. La section 2 est consacrée & la construction de nouveaux
éléments en maillage triangulaire. Nous construisons en particulier les fonctions de base et démontrons la
propriété de condensation de masse en milieu anisotrope. Le paragraphe 3 est consacré a la construction des
nouveaux éléments en maillage rectangulaire. Dans les paragraphes 4 et 5, nous analysons la précision et la
stabilité des schémas obtenus grace a l'utilisation de nos nouveaux éléments. Nous nous limitons & une analyse
en maillage régulier (nous considérons deux types de maillages pour les triangles), ce qui permet en particulier
d’étudier la dispersion et 'anisotropie numériques qui fournissent une évaluation qualitative et quantitative de
la, précision de nos schémas?!. Pour les maillages rectangulaires, nous montrons que les schémas ainsi obtenus
ont, outre la propriété de condensation de masse en milieu anisotrope, d’excellentes propriétés de dispersion
numérique. Enfin, avec la section 6, nous montrons sur un exemple comment nous pouvons généraliser notre
stratégie pour construire des éléments d’ordre supérieur.

2 Les nouveaux éléments en maillage triangulaire

2.1 Nouvel élément fini de référence

Commencgons par considérer le cas d’un seul triangle K dont nous désignons par Sy, Sz, S3 les sommets,
(A1, A2, A3) les coordonnées barycentriques associées et (M, My, M3) les milieux des cotés conformément & la
figure 1.

S,

S

FiGc. 1 — Elément fini de référence 2D. Aréte 1=52S53, Aréte 2=51S53, Aréte 3=515.

Nous choisissons comme degrés de liberté les quantités
Y =A{ua.7(My),d.7(Ms),@.7(Ms), @.i( M), @.7(Ms), @.7(Ms)}

ol le vecteur normal 7 est choisi rentrant par rapport au triangle, et 7 tel que le repére (7, 7) soit orthonormé.
1l s’agit maintenant de décrire I’espace de champs de vecteurs 2D qui sera Y-unisolvant. Le plus simple consiste

1. L’étude de maillages non réguliers fera I’objet d’un travail ultérieur.

INRIA



Condensation de masse pour les équations de Marwell 2D 7

& décrire les fonctions de base associées aux nouveaux degrés de liberté, & savoir @.7(M;).
Nous considérons les trois fonctions de base:

@ = VAo
U = VA2.A1)s (8)
W = VA

Notons que chaque fonction w; vérifie, si {4, j, k} désigne une permutation circulaire de {1, 2, 3},

7

= 0 sur les arétes {j, k}
= 0 sur Paréte {i} (9)
| VAi || AjAx sur Varéte {i}

ST

ST

7

(voir figure 2).

(1)

) (K)

Fia. 2 — La fonction de base w;

Nous considérons ’espace de champs de vecteurs suivant:
Ri =R & [Wh, Wa, Ws]
ou Ry = {ﬂ:($) =ad+ b(.’L’Q, —.Z'l)t,d (S R2,b € I[R}

Remarque 2.1 L'espace de champs de vecteurs recherché étant de dimension 6, (P1)? semble constituer un
choiz naturel. Pourtant, une étude de dispersion sur maillage régulier montre que ce choix méne d un schéma
semi-discret qui n’est pas consistant.

Nous avons le

Théoréme 2.1 L’espace 7f€1 est de dimension 6 et l’ensemble X est ﬁ—unisolvant. De plus, W.T est constant
par aréte si W désigne un élément quelconque de Rq.

Démonstration:

Notons que si W € R, il est bien connu que W.7 est constant par aréte. Il suffit alors de remarquer que ;.7
est identiquement nul sur le bord de K (pour ¢ = 1,2, 3) pour conclure que cette propriété est satisfaite pour
tout élément f de ﬁg. .

Supposons maintenant que @ € Ry verifie:

w.i(M;) =0et W.7(M;) =0 pouri=1,2,3

Nous avons

RR n° 3035 J=1
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Donc,
@AM;) =0 =0 7(M;), i=1,2,3

(puisque @;.7(M;) =0 Vj =1,2,3). Or les degrés de libertés @.7(M;) sont R;-unisolvants, donc @y = (. Par
suite,

_ o LAl

@.q(M;) = 0 = 0. (;.70) (M) 1

Donc a; = 0 pour tout i ce qui entraine @ = 0. ¥ est donc R;(K)-unisolvant et par suite dim R (K) = 6.
|
Remarque 2.2 o On a la double inclusion:

R C:jil(}() C:(fﬁ)2

Par contre, considéré comme sous espace de (P2)?, l’espace ﬁl(K ) dépend du triangle K. Par exemple, si K
désigne le triangle de référence usuel: K = {x1 > 0, x2 > 0, x1+x2 < 1}, il est facile de voir que @ € R1(K) <

up = ay — bxs + a1xo(1 — 11 — 22) + Br1T0 (10)
Uz = ag + bxy + asx1 (1 — 21 — 22) + Br122

alors que si K = {x1 <0, 22 <0, 21 + 25 > —1},
up = a1 — bxs + a1x2(1 + 1 + x2) + Br122 (11)
uz = a2 + bxy + asx1 (1 + 21 + 22) + Br122

C’est ce fait qui justifie la notation Ry (K) et non R1. En revanche, on peut vérifier que lespace Ry (K) est
“affinement équivalent” (en un sens & préciser) & l'espace des polynéomes définis sur I’élément de référence par
les formules (10).

o Pour ce type d’élément fini, il est plus usuel de choisir, pour les degrés de liberté, des moments sur les
arétes plutdt que des valeurs ponctuelles (cf [8]). Ainsi, nous pourrons remplacer l’ensemble ¥ par les quantités:

Ez{/ G.Fda,/ G.Fda,/ ﬁ.i’da,/ ﬁ.ﬁda,/ ﬁ.ﬁda,/ﬂ'.ﬁda}
Ty Ty T's Ty Ty T3

ot Ty (resp. T2, T'3) est l'aréte SoS3 (resp. S1.53, S1.52). Pour trouver les nowvelles fonctions de base, il suffirait
de modifier celles que allons construire par le facteur multiplicatif adéquat. Nous avons ici fait le choiz de valeurs
ponctuelles dans Uoptique de lutilisation de formules de quadrature.

2.2 Construction des fonctions de base de I’élément

1l est facile d’expliciter les fonctions de base associées aux degrés de liberté de X. En effet, celles associées
aux w.7(M;) sont connues par construction et données par:

. 4
8 = ——W;

VAl

Pour celles associées aux degrés de liberté @.7(M;), il est utile d’introduire les fonctions de base de I'espace Ry
associées aux méme degrés de liberté, & savoir:

§ = VA — VAR

On peut alors véfifier que la fonction de base 7; associée & W.7(M;) est donnée par:
3
;=g + E ;18]
=1

avec oy = —(q;-)(My).
INRIA



Condensation de masse pour les équations de Marwell 2D 9

2.3 Construction de I’espace d’approximation IN/h

Nous définissons ’espace:

Vi = {ﬁ’h € H(rot, )/ YK € Ty, ¥y, € 7’51(1()}
Notons que comme R;1 C ﬂ(K ) pour tout K, Vi, contient I’espace V3, des éléments finis usuels. Pour décrire
plus précisément ’espace V},, il est utile d’introduire:
— A;: ’ensemble des arétes intérieures de 7, de cardinal IV;.
— Ay: I'ensemble des arétes frontieres de 7j,, de cardinal Ny.

A toute aréte a de A;, nous associons une orientation arbitraire, donnée par le vecteur 7, qui permet de définir
de facon univoque K9 et K¢ comme les deux triangles ayant ’aréte a en commun. On note alors 79 (resp. 7¢)
le vecteur normal & cette aréte, rentrant par rapport au triangle K¢ (resp. K2), conformément & la figure 3.

{a}

F1G. 3 — Triangles communs a l'aréte a

RR n° 3035



10 Alexandre Elmkies Patrick Joly

Nous définissons alors les deux fonctions de base 57 et 52 par:
— supp §J C KJ

— 89| ks = §(KY?) si a est l'aréte j de K¢

— supp 3¢ C K
— 5| ka = §;(KY) si a est Varéte j de K¢

Compte tenu des propriétés des fonctions 5;(K) décrites dans la section précédente, il est clair que 52 et 57

sont deux éléments de Vj, (le fait que 5% et 59 soient dans H(rot,)) vient du fait que §¢ -resp. §9- s’annule
identiquement sur 9(K¢?) -resp. 9(KY)-).
Nous définissons également la fonction de base 7, par:

— supp 7, = K¢UK?
— Tu|ge = T;(KY9) si a est Paréte j de K¢
— Tu|ga = 75(KE) si a est Varéte j de K¢
Le fait que 7.7 s’annule identiquement sur (KUK, 4) entraine que 7, appartient & H(rot, ) et donc & I’espace
Vh.
De méme, & toute aréte a ~de Ay, nous associons I'unique triangle admettant a pour aréte et définissons les
deux fonctions 7, et 3, de V}, par:
— supp S, = K,
— Salk, = 8;(K,) si a est Paréte j de K,
— supp 7, = K,
- To|k, = 7j(K,) si a est Varéte j de K,
Nous avons alors le:
Théoréme 2.2 V), est l’espace engendré par
U {msnadyu U sl
a€A; aCAy

Démonstration:

Désignons par W), 'espace engendré par les 7, |ac4,ucA; et les 54, 34,592 Nous allons maintenant montrer
que toute fonction de V}, est dans Wj,. Notons tout d’abord que si ¥}, € V},, alors, pour toute aréte a, la quantité
vp.T|o @ un sens: elle est méme constante sur chaque aréte a. En revanche, sur chaque aréte intérieure a € A;,

il faut définir deux traces normales:
= (TP = [(vnlkg)-T]la
— (T3 = [(vnlka) -7 a

Il s’agit dans chaque cas de fonctions polynomiales de degré 2. Si a est une aréte frontiére, alors (vp.n)|, a un
sens tout & fait intrinséque.
Soit alors vy, € Vj,. Posons, M, désignant le milieu de l'aréte a:

=0 = 3 {(onn)§(Ma)FY + (vnm)i(Ma)33 }
a€A; (12)
- Z(Uhﬂ')a(Ma)Fa - Z (vh-n)o(Ma)3,
a€A a€ Ay

2. Par construction, nous avons évidemmment Wy, C Vj.
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- =

Par construction des fonctions 7, 5,57, 5% il est immédiat de vérifier que

a

(En)§(Ma) = (End)e(Ma) =0 Y a€A
G (M) = 0 Vo ac A (13)
(EnT)a(My) = 0 V a€ A

Par ailleurs, £x = &, € R1(K). Or, les égalités précédentes entrainent que les composantes tangentielles et nor-
males de £k s’annulent au milieu de chaque aréte de K. La propriété d’unisolvance établie au théoreme 1 permet
alors de conclure que £€x = 0. Ceci étant vrai pour tout K dans 7y, il s’ensuit que &, = 0 ce qui montre que Ty,
est combinaison linéaire des fonctions {5¢,57,a € A; },{5.,a € A(},{7a,a € A}. [

a’a?
Si N; désigne le nombre d’arétes intérieures et Ny le nombre d’arétes frontieres, nous avons donc:
dim Vj, = 3N; + 2N;

(& comparer avec dim Vj, = N; + Ny). En effet, & chaque aréte intérieure de 75, nous avons trois degrés de
liberté de v, € V},, & savoir:

— la composante tangentielle de ¥, en M, (ou tout autre point de a)
— les deux composantes normales de ¥, en M,

Pour une aréte frontiere, ce nombre de degrés de liberté tombe & deux car alors ¥, n’a qu’une trace normale
(cf. fig 4).

Fi1G. 4 — Maillage triangulaire pour Ry et degrés de libertés associés.

Nous avons par ailleurs deux types de fonctions de base (cf. fig 5):

— celle de type 7, associées aux degrés de liberté tangentiels, & support dans deux triangles (sauf pour les
arétes frontieres): ce sont ces fonctions qui généralisent celles de 1’élément H(rot) usuel.

— celle de type §, associées aux degrés de liberté normaux, a support dans un seul triangle. Ce sont en
quelque sorte les nouvelles fonctions de base.
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s

F1G. 5 — A gauche: fonction de base “F”. A droite: fonction de base “5”.

Commentaires:

Le fait d’avoir distingué deux traces normales sur chaque aréte autorise bien entendu les discontinuités de
la composante normale de chaque champ de vecteurs a travers chaque aréte du maillage. C’est cette propriété
qui permet d’affirmer que V}, réalise une bonne approximation de H(rot, ). Ceci est par ailleurs évident car

Yu € H(rot,Q?), inf | u—vp ||rot,0< inf
vhEVR vhEVR

| w—vn [lrot,0
et par conséquent, si {7, h > 0} désigne une famille réguliere de triangulations de 2, on a:

lim inf [[u—wp ||ret,0=0
h=0 4,V

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat, immédiat par construction mais essentiel sur le plan pratique,
relatif & la condensation de masse dans l’espace V},. Tout d’abord, si K désigne un triangle, nous désignons par

7{ fdz la forme linéaire sur C°(K) définie par:
K

_ mes(K) 3 .
$ in =25 > s
Rappelons que:
Vf € Py(K) 7{( fda::/K fdz

Considérons alors la forme bilinéaire définie sur V}, par:

(ﬁh,ﬁh)h: Z 7{ ﬁh.ﬁhd.’b
KeT, ' K

(qui approche le produit scalaire dans (L2(€2))?). Nous avons le

Théoréme 2.3 La forme bilinéaire (@, Un) — (@n,On)n est diagonalisée dans la base

By = {E‘g,é‘g,aeAi}U{ga,aeAf}U{f’a,aeA}
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2.4 Cas des milieux anisotropes
Pour le cas d’un milieu anisotrope, on considere le systeme du second ordre suivant:
°E

v +rot(utrotE) =0 €0 t>0 (14)

ou E désigne ici le champ électrique, ¢ et u la permittivité électrique et la perméabilité magnétique. Ce systéme
provient des équations de Maxwell 3D pour un domaine € invariant par translation, et pour lequel le champ
électrique est normal & la direction de translation (mode transverse magnétique). De maniere générale, ¢ est une
matrice symétrique définie positive (dépendant a priori de la variable d’espace), ce qui complique, comme nous
allons le voir, le probleme de la condensation de masse. Par la suite, nous conserverons les notations introduites
dans la section précédente.

La formulation variationnelle de (14) s’écrit

Chercher i(t) € V = H(rot,Q) tel que:

d2 o . o o . (15)
@/EE(t).Fda: + //flrot(E)Tot(F)dx =0 VFeV
Q Q

Si 7j, est une triangulation de 2 et Vi I’espace d’approximation de V' associé défini dans la section précédente,
le probleme semi discrétisé en espace s’écrit:

Chercher Ej(t) € Vi tel que:

P2 (16)
o . . o o B L~
el (sEh(t),Fh)h + (/1, rot(Eh),rot(Fh)) de =0 VF, €V,

ol (.,.)s est la forme bilinéaire définie sur V;, dans la section précédente et (.,.) le produit scalaire L2(€2). (16)
peut s’écrire sous forme “matricielle”:

d*Ey,

M, L n
e

+ AunEr =0 (17)

Ainsi, pour le cas anisotrope, les termes de la matrice de masse calculés au moyen de la formule de quadrature
sont de la forme (e, ¥), ou @ et ¥ sont deux fonctions de base. Or, a priori, la forme bilinéaire (.,.). , définie

sur V), par:
(11, 6)5,}1 = (811, 17)}1

n’est pas diagonalisée dans la base B}, des fonctions de base.

Pourtant, nous allons voir que cette difficulté peut étre contournée et que via une numérotation adaptée de la
base By, la matrice M, » est diagonale par blocs de petite taille (2 x 2 ou 3 x 3).

Nous établissons d’abord le lemme suivant:

Lemme 2.1 Soit @ et ¥ deuz fonctions de base de Vi, (de type 7 ou §) assocides a deuz arétes distinctes. Alors,
U et U sont orthogonales pour la forme bilinéaire (., .)e,n-

Démonstration:

On note {a1} (resp. {a2}) 'aréte associée & @ (resp. ¥). Nous avons deux cas possibles:

o {a1} et {az} sont deux arétes n’ayant aucun triangle en commun (cf. figure 6).
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FI1G. 6 — 1°7 cas: les deuzr arétes n’ont pas de triangle en commun

Il est clair qu’alors Supp @ N Supp ¥ = @ et de méme Supp €@ N Supp ¥ = @. On a donc immédiatement
(@, 0)en =0

o {a,} et {az} sont deux arétes d’'un méme triangle K. On note {as} sa troisieme aréte (cf. figure 7)

F1G. 7 — 26™€ cqs: les deux arétes ont un triangle en commun

On note My, My, Ms les milieux respectifs de {a1}, {a2}, {as}. D’autre part, pour ¢ = 1, 2, 3, on note 7; le
vecteur tangent & {a;} en M; et 7i; le vecteur normal & {a;} en M; et rentrant par rapport au triangle K.
D’une part, il est clair que si {a1} est une aréte intérieure et @ est la fonction de type § associée au degré de
liberté normal en M; sortant par rapport au triangle K, Supp @ N Supp ¥ = @ et donc (@, 7)., = 0. De méme,

INRIA
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si {ay} est une aréte intérieure et ¥ est la fonction de type § associée au degré de liberté normal en M, sortant
par rapport au triangle K.En dehors de ces deux cas, Supp 4 N Supp ¥ = K et donc

(@, 0)e,n Z% ed.vdx
K

Si on note W (resp. Ws) la restriction de @ (resp. ¥) au triangle K, on a, par définition des degrés de liberté:

1 (M;). 7y = Wy (M;).75; = 0 pour | = 2,3 (18)
Uo(M;).7) = W (M;).7; = 0 pour I = 1,3
Ainsi:
v (M) = (?: pour [ =2,3 (19)
Ua(M;) =0 pour I =1,3
Par conséquent,
. mes (K . .
7{ W . Wa dx = 3( ) (M)W (M) b2 (M;) =0
K 1=1,2,3
On a donc bien:
(@, 0)en =0
|
On se donne alors une numérotation des arétes de la triangulation 7, de sorte que ’on puisse écrire
Af={a;, i=1---Ny}
(20)
Aiz{ai, 7:=Nf—|-].---Nf+Ni}
On consideére la base gh définie par
Bh = {Fala gala e aFaNf ) gaNf ) FaNf+1 ) g‘fo+l’ §'ng+1 o 'FaNf+Ni ) gng+N,- ) gng+N,- }
Le théoreme suivant est la conséquence directe du lemme qui précede:
Théoréme 2.4 La matrice de la forme bilinéaire (.,.)e,n dans la base By, est diagonale par blocs.
Remarque 2.3 — Les seules fonctions non orthogonales pour la forme bilinéaire (.,.)e,n étant celles asso-

ciées a une méme aréte, la taille du bloc correspondant dépend de la position de cette aréte. Il sera de
taille 3 x 3 dans le cas d’une aréte intérieure et de taille 2 x 2 dans le cas d’une aréte frontiere.

— Ce résultat est quasi optimal. En effet, méme une méthode de type différences finies imposerait, en milieu
anisotrope, l’inversion locale du tenseur ¢ (de taille 2 x 2).

3 Les nouveaux éléments en maillage rectangulaire
Le probleme de la condensation de masse pour les éléments finis d’aréte en maillage rectangulaire a déja
fait ’objet d’une étude menée par Gary Cohen et Peter Monk (cf. [3]). Nous rappelons rapidement la démarche

qu'’ils ont adoptée dans le cas des éléments finis du premier ordre.

On considere le carré de référence K = [0, 1)2, dont nous désignons par Si, S2, S3, Sy les sommets, et (M,
My, M3, My) les milieux des cotés conformément & la figure 8.
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S M T S

FiG. 8 — Elément fini d’aréte rectangulaire du premier ordre: carré de référence et degrés de liberté associés.
Aréte 225253, Aréte 325354, Aréte 425451.

Pour I’élément fini rectangulaire du premier ordre, rapellons que ’ensemble des degrés de liberté choisi est:
Y =A{a.7(My),d.7(M2),@.7(Ms), ©.7(M4)}
et que l'espace de champs de vecteur 7y = {@(z) = @+ (bxa,cz1)’,@ € R?,b,c € R} est S-unisolvant.

Il faut alors noter que si W € Fy, W.7 est constant par aréte. D’autre part, dans le cas d’un carré, et plus
généralement d’un rectangle dont les cotés sont paralléles aux axes des coordonnées, 7 = €1 ou 7 = €3, si (€1, €3)
est la base canonique de R?. Par conséquent, les fonctions de base associée au degrés de liberté de type i.€1 (M;)
(resp. @.€3(M;)) sont de la forme (u1,0)* (resp. (0,u2)") ot le polyndme u; (resp. us) vaut 1 sur I'une des deux
arétes paralleles & €7 (resp. €3) et s’annule sur Pautre.

Ainsi, si 4 et ¥ sont deux fonctions de base, on a deux possibilités:

— i et ¥ sont orthogonales et .0’ = 0
— 1 et U sont paralleles de direction commune €; et 4.7 = u;v;.

Pour obtenir la condensation de masse, il suffit, dans le deuxiéme cas, de calculer [ i WUdz en utilisant une
formule de quadrature faisant intervenir les milieux des deux arétes paralleles & la direction commune & 4 et 7,

c’est-a-dire
/ avdxr ~
K

/ avdxr ~
K

ces deux formules étant exactes sur Qq(K).

Cette démarche aboutit et se généralise aux éléments d’ordre supérieur. Cependant, il est clair que si I’on se
place dans le cas d’un milieu anisotrope de permittivité électrique e, les termes de la matrice de masse sont,
comme nous 'avons vu, de la forme [ i €@vdz. 11 suffit alors que ¢ soit un tenseur non diagonal pour que la
condensation de masse soit perdue.

C’est cette remarque qui nous a conduit & construire un nouvel élément fini pour maillage rectangulaire en suivant
la méme démarche que celle adoptée pour les triangles. Dans la mesure ol le cas des rectangles n’introduit pas
de difficulté particuliere, nous établirons des résultats analogues & ceux établis dans la section 2 sans rentrer
dans le détail des démonstrations qui suivent de tres pres celles qui concernent les triangles.

(@(M)T(M) + @(Ms)T(Ms))

N | =

ou

(@(Mz)5(My) + @(My)T(Ms))

DN | =
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3.1 Nouvel élément fini de référence

Nous considérons le carré de référence K = [0,1]2, dont nous désignons par S1, S2, S3, S les sommets, et

(M1, My, M3, My) les milieux des cotés conformément & la figure 9.

M
S, 8 S
v
T T
v L. K I,
n n
n

F1G. 9 — Nowvel élément fini de référence 2D pour maillage rectangulaire. Aréte 1=515>, Aréte 2=52S53, Aréte

3=5385,4, Aréte 4=5451.

Remarque 3.1 Pour travailler dans le cas général d’un rectangle de longueur hy et de largeur ho, il suffit de

se ramener au carré de référence par un changement de variable affine de la forme

(5)=a(2)-(2)

ot, A = diag (hq, hz).

On pose
fi=y
f2=$—].
fs=y-1
fi=x

de sorte que le polynéme f; s’annule sur 'aréte {i}. On choisit comme degrés de liberté

Y ={a@.7(M),d.7( M), @.7(Ms), 4. 7(Mas), @7 ( M), @.7(Ms), @.7( Ms), @.7( M)}

(21)

ol le vecteur normal 77 est choisi rentrant par rapport au carré et 7 tel que le repere (7,7) soit orthonormé. Il
s’agit maintenant de décrire I’espace de champs de vecteurs 2D qui sera X-unisolvant. Comme dans la section
précédente, le plus simple consiste & décrire les fonctions de base associées aux nouveaux degrés de liberté, a

savoir @.7(M;).
Nous considérons les quatre fonctions de base:

wr = fafsfaVh
v2 = fifsfaVf2
ws = fifafaVfs
Wy = fifafsVia

Notons que chaque fonction w; vérifie, si {4, j, k,} désigne une permutation circulaire de {1,2, 3,4},

0 sur les arétes {j,k, [}
0 sur Varéte {i}

| Vfi |l fifrfo sur Paréte {i}

LSS
ST
ol

7
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(voir figure 10).

F1G. 10 — La fonction de base ;

Nous considérons ’espace de champs de vecteurs suivant:
fl = —7:1 D [1171,“72,“7371174]
ott F1 = Qo x Q0 = {@(z) =@+ (bx2,cx1)",@ € K%, b,c € R}. On a la double inclusion:

Qo1 X Qo1 CF2 C Q12 X Qa1
Nous avons le

Théoréme 3.1 L’espace 3’-’: est de dimension 8 et l'ensemble ¥ est ﬁ-um’solwnt. De plus, W.T est constant
par aréte si W désigne un élément quelconque de Fi.

Démonstration:

Le raisonnement est identique & celui suivi pour la démonstration du théoreme analogue pour les triangles.
Nous n’en donnerons donc que les grandes lignes.
Tl faut juste noter que, comme pour les triangles, si @ € Fi, alors #.7 est constant par aréte. De plus, les
fonctions de base w; ont la méme propriété que celles introduites pour les triangles, & savoir que ;.7 est iden-
tiquement nul sur le bord de K (pour i = 1,2,3,4). Par conséquent, cette propriété est satisfaite pour tout
élément 17 de F.
On utilise alors le fait que les w.7(M;) sont Fi-unisolvants pour achever la démonstration.l

Comme dans le cas des triangles, il est facile d’expliciter les fonctions de base associées aux degrés de liberté de
Y. En effet, celles associées aux w.7i(M;) sont connues par construction et données par:

N S
Vel

-

S;

Pour la foncion 7; associée au degré de liberté w.7(M;), on a une expression analogue & celle établie pour les
triangles, & savoir

4
i =g+ Z 18]
=1 INRIA
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ot les {¢; i =1,---,4} sont les fonctions de base de I’élément fini d’aréte classique pour le carré et a; =
—(@-70)(My).

3.2 Construction de I’espace d’approximation 17;1

Dans cette partie, 7;, désigne un maillage de 2 en rectangles, conformément 3 la figure 11.

.

I

v

v

v

I
]

.

<1

<t

<t

<>

<1

]

N

<1

<t

T,

(N

<t

<>

(N

.

<1

]
T,

Fic. 11 — Maillage rectangulaire pour Fi et degrés de liberté associés
Nous définissons ’espace:
V, = {ﬁh € H(rot,Q)/ VK € T, ¥, € ’fl(K)}
De méme que pour les triangles, en fixant de maniere arbitraire ’orientation de chaque aréte du maillage, on

définit de fagon univoque K¢ et K¢ comme les deux triangles ayant I’aréte a en commun, conformément 3 la
figure 12.

e

F1G. 12 — Rectangles communs a l’aréte a
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En adoptant des notations analogues & celles introduites dans la section précédente, on a le
Théoréme 3.2 V, est l’espace engendré par

U {75085 0 | {75}

acA; acAy

Si K désigne un rectangle, nous désignons par j[ fdx la forme linéaire sur C°(K) définie par:
K

$ rao= 2 Zf

Pour le cas des carrés, on a:
Ve Qi(K j[fdx—/fda:

Considérons alors la forme bilinéaire définie sur XN/h par:
h = Z ?{ uh Uh dx
KETh
(qui approche le produit scalaire dans (L?)?). Nous avons le
Théoréme 3.3 La forme bilinéaire (@, Un) — (@n,On)n est diagonalisée dans la base
By, = {§g7§f,a € A,‘}U{ga,a € A}U{’F’a,a € .A}
3.3 Cas des milieux anisotropes

Le traitement des milieux anisotropes se fait exactement de la méme maniere que pour les triangles. On a,
en posant encore

et

5 [+ o ~d =g ~d
Bh - {Talvsala"' ’TaNf’SaNf’TaNf+1’8aNf+l7saNf+1 : r‘le+N ’SaNf+N ’SaNf+N }

le résultat suivant:

Théoréme 3.4 La matrice de la forme bilinéaire (.,.)e,n dans la base gh est diagonale par blocs de taille 2 x 2
ou 3 X 3.

4 Analyse en maillage triangulaire régulier

Dans cette section, on s’est attaché & analyser les schémas obtenus dans le cadre de la résolution des équations
de Maxwell en milieu bidimensionnel homogene isotrope, écrites sous la forme d’un systeme différentiel du second
ordre. Notre probleme modele peut donc s’écrire:

Chercher E dans L? ([0, T], H(rot, ’?)) tel que:
. (25)
+rot(rotE) =0z € R2,t >0

2
otz
La formulation variationnelle de (25) s’écrit:
Chercher E dans L ([0,T], H(rot, R?)) tel que:
d2 N (26)
) E F +/ rot(E)rot(F) = 0 VF € H(rot,R?)
R2
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Fixons ici les notations que nous utiliserons dans cette section. Soit E un élément de I’espace Vj, associé
une triangulation 7;, (supposée réguliere) de R2. Soit a une aréte de 7, dont le milieu a pour coordonnées
(ph,gh) ol p et ¢ ne sont pas nécessairement des entiers. Cette aréte est orientée par le vecteur unitaire 7 et
qui sépare deux triangles K¢ et K¢, conformément a la figure 3. Nous désignons alors ci-dessous par Eg et Eg
les restrictions respectives de E & K, 9 et K¢ et posons:

E;, E(ph, gh).7
E;L;q-" = EY (ph, qh) .9 (27)
E;‘y’qd = E%(ph,qh).i?

Ces quantités ne sont autres que les degrés de liberté du champ de vecteur E.

4.1 Construction du probléeme semi-discret associé au nouvel élément fini d’aréte.

4.1.1 Maillage régulier en triangles rectangles

On considére un maillage régulier de R? en triangles rectangles obtenu 3 partir d’un maillage de carrés de
cotés h que on coupe par une diagonale parallele & la seconde bissectrice.(cf. figure 13). Ce choix est bien
entendu arbitraire. Une étude similaire sera menée dans un second temps pour un maillage régulier de R? en
triangles équilatéraux de coté h.

Fi1G. 13 — Maillage régulier pour ﬁl

L’espace de discrétisation V}, associé au nouvel élément fini est défini par:
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Le probleme semi-discretisé en espace s’écrit alors:

Trouver Eh € ’V;: tel que

d? I . L, L~ (28)
—2/ Ey . Fy, +/ ’r‘Ot(Eh)TOt(Fh) =0VF,eV,
dt R2 Rz

Notons, ceci est fondamental pour la suite, que la régularité du maillage permet d’assimiler notre probleme &
I’étude d’un réseau périodique dont la cellule de base comporte 9 types de degrés de liberté comme indiqué sur
la figure 14 ci-dessous:

((i+2/2)h,(+1)h)
(ih,G+1)h) ((+Dh,G+1h)

7
(hgeu2m > N B < | ((+Dh,+V2)h)
/6
T4
(ih,jh) 1 ((+2)h jh)

((i+1/2)h,jh)

Fi1G. 14 — La cellule unité pour Ry et ses 9 types de points.

Les degrés de libertés de type 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sont notés respectivement Ei+%7j, Ei+%’j+%, Ei,j+%,

, : : d d d s . N 4
™4 ™4 g i " ™, ((i,7) € Z?). A ces degrés de liberté sont associées 9 classes

R L e W e LW L S AT W L A e
de fonctions de base.
En écrivant (28) pour ces neufs types de fonctions de bases, on obtient le systéme différentiel formé par (29),
(30), (31), qui est équivalent au probleme semi-discrétisé en espace. (29) regroupe les équations associées aux
degrés de liberté de type E, 5 (types 1, 2 et 3), (30) ceux de type E.’; (types 3, 4 et 5), et (31) ceux de type

Eg,g (types 7, 8 et 9).
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~EM
3 Pirbit: T3 z+la+§

\/iEnd 4 1]_

( 1 d’E
]. 7.+ ] ]. 0 - - .
3 dt? 2 h2 [ 3 EH— gt 2\/_(Ez+ UPTEE E;
2 2v/2
_Z(pmg  _ pnd n,g n,d
3(Ei+%’j E1+2’]) + (E1+2’]+2 EH‘%J‘FE
2
].d1+72’]+2_+__ 2\/_(ET +E-r )+12ET
3 dt? h? i+ 1,541
mn,g n,d
_\/i(EH%,j—E s ) FVRAE L - B
1 d2E ,]+2 1 - Ja(E"
3 a2 T2l3 (Ez+ HE] )+ 2V2AEL
2 ™9 n,d 2\/_ n,d
\ +§(EZ+%7J B El__’]-i_l) 3 (El+27]+2 l—-,]+2
( d2En,g
1+2’] ]- 2 - 4 n,g
g dt? h? l 3 \/_El+ Lirtr T :J,Eu+l + 3E
2 .9
! ’ EH_%’H_% 1 —2\/§ET 2\/_ET \/_En,g
6 diz + h2 3 itg.d 3 ity 3 ity
4
1 d2E ’]+2 1 QET \/_ET E 2E
6 w2 | 3lirs TVEE +1+3 hity T 3T i+d
2
_£Enygl ) _ETL,g — 0
\ 3 Tit3.dts 3 i,j+%
1+2,j+1 - - .
ET 2 [+3EZ+ J+ ‘/iEi+%,j+% 3Eir41

4 2 2
Jiprd _Vpna_2pna ] =0
3 it5. 3 i+3,0+3 3 i+li+3
2R
1 E m,ﬁz L1 _2\/§ET 2\/§ET B
6 di? 2| T T3 Fitan T T3 Figet T g0
2 n,d
]-d E1+1a3+2 1 T T T
6 4z R2 [3E1+ J+1 ﬂEH—%,j ?,EIH-LJ-l-2

it3.i—3%

1) —5 (B

>]=0

-
i+t T E;

2
‘[E%dl ,

2 T T
E(E TR EH-LJ——)

g pmd =0
i,+3 i,j-i-%)

1+2f( i+ B y)
(29)
20
vir) 3B
n,d _
(E a]+2 _EaJ+2)‘| - 0
_QEM _2png | o
3 Titggts 3 hits
2
_ V2 ] —0
1+2,]+2 3 4+ 35
(30)
2 n,d \/§ n,d _
3P T g B 70
i+ g,5+1
(31)

Ecrivons ce systeme différentiel sous forme matricielle. A chaque (p,q) € Z?2, on associe la cellule unité [ph, (p +

1)h] x [gh, (¢ + 1)h] et le vecteur

E

Pyq = (
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ol E;yq représente le [i€me degré de liberté de la cellule (p, ¢) pour 1 <1 <9, conformément & la numérotation
de la figure 14.
Nous désignons par 2(C?) I'espace des suites de carré sommable et posons E" = (Ep,q)(p,q)cz>- Nous munissons

12 du produit scalaire:

(En, F) = Z(Ep,qv Fpq)eo

p,q

olt (,)co désigne le produit scalaire usuel sur C?. On montre alors que le probléme semi-discret peut se réécrire
sous la forme

— d2E"
M,
b e

+ ALEM =0

ot My, et A, sont des opérateurs symétriques et positifs de 12(C?) (E n’est autre que la matrice de masse

condensée). My, et A, sont des opérateurs & coefficients constants dans le sens ol ils commutent avec les
opérateurs de translation,

V(p,q) € 72, Tpq O/M_’:: moqu et Tpq 01/4\;; = Z;L © Tpq
ol 7,4 est définie par
Sh = Tpq(Un) & Si,j = Uitp.jtg
4.1.2 Maillage régulier en triangles équilatéraux

En menant la méme étude pour un maillage régulier de R? en triangles équilatéraux de cotés h, on met en
évidence 9 types de degrés de liberté pour le schéma correspondant au nouvel élément fini (cf. figures 15 et 16).

Fi1G. 15 — Maillage régulier en triangles équilatérauz pour R4
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2
ke

Fi1G. 16 — Cellule périodique pour R4 pour un maillage en triangles équilatéraux
En écrivant I’équation précédente pour les neufs types de fonctions de bases précédents, on obtient un sys-
teme différentiel qui est équivalent au probléme semi-discrétisé. Pour I’écriture de ce systeéme, nous avons adopté

une numérotation locale pour simplifier les équations.

e Equation au premier type de nceud

On adopte la numéroration locale représentée dans la figure 17.

F1G. 17 — Equation au premier type de neud

1 d2E;r7J 1 \/_ T \/_ L T
37 e + %) [4 3E]; + V3(Ely jrv + B, ;-0)
(32)
T T n, n,d , n,d —
HVB(EL, ji + Bl jon) + (B s + B 51) —(BYS 54 — By )| =0

¢ Equation au deuxiéme type de nceud

On adopte la numéroration locale représentée dans la figure 18.
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FiG. 18 — Equation au deuxieme type de neud

1 d2EZT 1 T T T T T
3 e 4+ 2 I:\/g(Ei—u,j—V +El ) + 4\/§Ei,j + \/E(Ei—m/,j +El5,;)

_(E'l"‘ag + Enyd ) + (Eﬁag 4+ E”ad ) — 0

i—v,j—v it+v,j+v 1—2%v,] i+2%v,]

e Equation au troisieme type de nceud

On adopte la numéroration locale représentée dans la figure 19.

(i-v.jw)

F1G. 19 — Equation au troisiéme type de neeud

1 dQE;" 1 T T T T T
37 a8 1+ 72 [\/5( v T B i) \/E(Ei+2u,j +E54) + 4\/§Ei,j

+(Enyg + Enad ) _ (E”vg + En,d ) — 0

i+v,j—v i—v,j+v 1+2v,7 1—2v,7

e Equation au quatriéme, cinquiéme et sixieéme type de nceud

On adopte la numéroration locale représentée dans la figure 20.

(33)
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(-v,jn) / > 7\ (v, ]H)

(i)

FiG. 20 — Equation au quatriéme, cinquiéme et sixieme type de neeud

( 2 1.9
ld Ei,j 1 _ET + E‘r + i @Eﬂ,g ] _ @Eﬂ,g ) =0
6 di2 h2 itv,j+v v,j+v 3 ity g3 vty
1 d°E z+v ]+V T T \/_ n 2\/_ n, \/g n
6 de2 h2 E1 Ez vyjtv ?E 7+ Ez+€/,g+u - 3 Ez i,]—i—u =0 (35)
2 M9
1d E v,j+v +— |—E". +E _ EE n,g _ @Eng 2\/_E”79 =0
6 dt2 h2 1,7 1+v,j+v 3 1,7 3 z+u,]+u 3 i—v,j+v

\

¢ Equation au septiéme, huitiéme et neuvieme type de nceud

On adopte la numéroration locale représentée dans la figure 21.

i (i)

™

S

(i-v,j-v) (i+v ,j-v)

Fi1G. 21 — Equation au septieme, huitiéme et neuvieme type de neud

( mn,d
1d°E"" 1 2
el ¥ —El VBl + —‘/EE}@ _ @Ef_"i - @Eﬁi ,_V] -0
6 dtQ h2 \J— Jj— 3 sJ 3 sJ 3 sJ
nd
12EX ., 1| - \/_E 2\/— Iy V3 _0 (36)
6 dp | T P T g T B T g B |
1By, 1 V3pna V3paa L 2V3 1.4
— iovgty ~E[; +E] — EM - EP E™ =0
[ 6 ¥ T i B T3 3 Cimwi—v T g Bitujv

En menant la méme analyse que pour les triangles rectangles, ce systeme différentiel peut se mettre sous la

forme:
o 2ph .
€q €q —
Mh W + Ah E == 0
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ot M;? et A;? ont les méme propriétés que M, et Aj.

4.2 Analyse de la dispersion numérique du schéma semi discret.
4.2.1 Introduction

L’analyse de la dispersion numérique consiste & étudier de ’équation de type “onde plane” c’est-a-dire de la
forme:

E(z,y,t) = Eyexpi(k1z + koy — wt)

Plus précisément, il s’agit d’écrire la relation que doivent respecter la pulsation w et le nombre d’onde k= (K1, k2)
pour qu’une telle fonction soit solution. Cette relation est dite “relation de dispersion”. Pour le probleéme continu,
en injectant ’expression de E dans notre équation, on obtient la relation de dispersion continue:

w2 = |E|2
Pour le probleme semi-discrétisé, on suppose que les fonctions Ezl,,q sont de la forme:
E. , = E'expi(kiph + kaqh — wht)

De telles solutions seront appelées “ondes planes numériques”. Nous allons voir que du fait de la multiplicité
des types de degrés de liberté, il y aura neuf ondes planes numériques dont une seule est une approximation de
I’onde plane continue. Elle sera appelée “onde plane physique”, les autres étant des modes dits “parasites”.

En injectant ’expression de E" dans le systeme différentiel écrit précédemment, on obtient la relation
suivante:

wimﬁo = A;EO (37)
oll E(E) et ;171(1;) sont hermitiennes positives et Ey = (B!, [ = 1..9). E(E) est la matrice diagonale définie
par

La relation (37) s’interprétant comme un probléme aux valeurs propres généralisé pour Ay, w? est valeur propre

de Zl\h et Eo est le vecteur propre associé. Notons que les modules des composantes de E_‘E) représentent les
amplitudes des oscillations de la solution associée 9 types de degrés de liberté. Lorsque h tend vers 0, ces degrés
de liberté tendent & se confondre en un seul. Ainsi, si le mode E; ; représente une approximation de la quantité
continue, le vecteur propre EO doit converger vers le vecteur (1,1,1,1,1,1,1,1,1)* que nous appellerons vecteur
unité. C’est ce qui nous amene & la définition de mode non parasite. Nous appellerons onde plane numérique
non parasite le mode associé a la direction propre de la matrice A; qui converge en direction vers le vecteur
unité lorsque h tend vers 0.

us nous intéressons ici uniquement 3 ispersion n ne non parasite. Si on n valeur
Nous nous intéressons ic ement & la dispersion de 'onde plane non parasite. Si on note A9 la vale
propre “physique” (celle associée au mode non parasite), la relation de dispersion du probléme semi-discret peut
s’écrire:
201y —\0/1v
wy, (k) = Ap(k)

ol wy, est la pulsation discrete.

On peut de la méme maniere écrire la relation de dispersion pour le probleme semi-discret correspondant &
un maillage en triangle équilatéraux en résolvant un probléme aux valeurs propres généralisé de la forme

Wi M Ey = AT Ey (38)
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olt M;? et A;? ont les mémes propriétés que My et Aj,. Un bon moyen d’évaluer lerreur introduite par un schéma
numérique consiste alors a calculer Uerreur faite sur la vitesse de phase. La relation de dispersion obtenue dans
le cas continu nous donne la vitesse exacte:

w

C= —J—
Il

On définit alors, a partir de la relation de dispersion obtenue dans le cas discret, la vitesse approchée:

Pour mesurer 'erreur faite sur la vitesse, on étudie le rapport:

Ch Wh
Qu="="2

C w

dont ’écart avec 1 quantifie 'erreur de dispersion du schéma.

Nous posons:

_ |k|A 1
K= -
27 0,

ol K est 'inverse du nombre d’éléments finis par longueur d’onde, et:

ki
ko

ol ¥ est I’angle entre la direction de propagation de ’onde et ’axe O,. Un calcul simple montre qu’il existe une

1
fonction A\°(K, 1)) définie pour K € [0, —] et ¥ € [0,2n] telle que:

| k| cos
|| sin ¢

(39)

2
WX (F) = XO(K, )
On en déduit que
AO(K, 1)) ?
Qr=Q(K,y) = %

La dépendance de @) par rapport & K caractérise la dispersion numérique proprement dite puisqu’elle évalue
les variations de la vitesse de phase d’une onde plane en fonction du nombre de points par longueur d’onde. La
dépendance de ) par rapport & 9 caractérise I’anisotropie du schéma puisqu’elle mesure les variations de cette
méme vitesse en fonction de la direction de propagation.

Définition 4.1 On appellera par la suite courbe de dispersion du schéma dans la direction ¥ la courbe repré-
sentant les variations de Q(K, ) en fonction de K.

En superposant sur un méme graphe les courbes de dispersion associées & diverses valeurs de v, on visualise
I’anisotropie du schéma.

4.2.2 Courbes de dispersion numérique

Il est important de noter que les problémes aux valeurs propres que nous avons définis avec (37) et (38) ne

peuvent étre résolus analytiquement du fait de la taille des matrices qui entrent en jeu. Nous avons donc résolu
ces problémes aux valeurs propres numériquement.
Pour des raisons de symétrie, dans le cas du maillage en triangles rectangles, nous avons tracé, & la méme
échelle, les courbes de dispersion du schéma dans les directions ¢ = 0°,£15°, £30°, £45° (cf. figure 22). Par
contre, dans le cas d’un maillage en triangles équilatéraux, nous avons tracé, a la méme échelle, les courbes de
dispersion du schéma dans les directions 1) = 0°,15°,30°,45°,60° (cf. figure 23)
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05| R

04 I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

F1G. 22 — Courbes de dispersion pour R4 (maillage en triangles rectangles) et ¢ = 0°,15°,30°,45°,60°

0.95 b

0.9} . i

0.8 |

0.75

0.7

0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1

F1G. 23 — Courbes de dispersion pour R (maillage en triangles équilatéraux) et v = 0°,15°,30°,45°,60°

On observe que pour les deux schémas,
v, lim Q(K,v) =1

ce qui illustre la consistance du schéma. En outre, 'allure “parabolique” des courbes de dispersion au voisinage
de K = 0 suggere que nous avons affaire & des schémas d’ordre 2. Cela sera confirmé dans le paragraphe suivant.

En ce qui concerne la comparaison des deux maillages, on constate tres clairement que le maillage équilatéral
se révele trés supérieur en ce qui concerne ’anisotropie, ce qui était attendu, mais aussi en ce qui concerne la
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dispersion ce qui est moins évident a priori. Cette propriété doit probablement étre attribuée & un meilleur
remplissage de l'espace par les nceuds du maillage équilatéral.

4.2.3 Ordre de la dispersion numérique

Pour 1 fixé, si on écrit un développement limité de Q(K, 1) au voisinage de K = 0 de la forme
Q(K,¥) =1+ C()K? + O(KP*) (40)

ot C'(1)) est une constante qui ne dépend que de v, Ientier p est appelé “ordre de la dispersion numérique” intro-
duite par le schéma semi-discrétisé en espace. Or, nous ne disposons pas des premiers termes de ce développement
limité. Nous avons donc seulement obtenu une estimation numérique de ’ordre de la dispersion introduite, pour
les maillages en triangles rectangles et en triangles équilatéraux. En effet, si on pose R(K,v) = |Q(K,¢)—1], la
courbe de R(.,%) en échelle logarithmique a ’allure d’une droite dont la pente fournit une estimation de ’entier
p (cf. figure 24).

01f 01f

001 1

001 1

0.001

0.001

0.0001 |

0000t b7

1e-05 L 1 R N | R R R 10-05 L1 R N |
0.01 0.1 0.01 0.1

FiG. 24 — Droites en échelle logarithmique: 4 gauche maillage en triangles rectangles et a droite maillage en
triangles équilatérau.

Ces droites permettent d’émettre la

Conjecture 4.1 Les fonctions wy (k) et wzq(E) admettent les développements limités suivants:

wr (k) = [K(1+ O(h*[k]*))

wil (k) = |KI(1 + O(h*|E[*))

Remarque 4.1 Dans le cadre de l’équation des ondes, l'analyse de la dispersion numérique des schémas semi-
discrétisés en espace avec condensation de masse sur maillage triangulaire aboutit a un probléme aux valeurs
propres qui, lui aussi, ne peut étre résolu analytiquement. Toutefois, il a été possible d’exhiber les premiers
termes du développement limité de la valeur propre “physique” et du vecteur propre associé (cf. [10]). Cette
démarche devrait étre transposable a notre probléme.
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4.2.4 Comparaison avec le schéma correspondant aux éléments finis de Nédélec du premier
ordre (matrice de masse non condensée).

On considere maintenant ’espace de discrétisation V}, correspondant aux éléments finis de Nédélec du premier
ordre pour maillage triangulaire. Celui-ci s’écrit

Vi = {vh € H(rot,R*)/ VK € Ty, vn,_ € Rl(K)}
ott Ry(K) = {i(z) = a@+ b(zz,—21)",@ € R2,b € R}.
Cette fois, si on considére un maillage régulier en triangles rectangles ou équilatéraux (cf. figure 25), le

probléme semi-discret peut étre assimilé a I’étude d’un réseau périodique dont la cellule de base comporte 3
types de degrés de liberté (cf. figure 26)

\VAVAVS

FiG. 25 — Maillage régulier pour R1: a gauche maillage en triangles rectangles et a droite en triangles équilatéraux

3 2
1
2
\/

F1G. 26 — La cellule unité pour Ry et ses 3 types de points: & gauche maillage en triangles rectangles et a droite
en triangles équilatéraus

Une analyse similaire & celle menée précédemment permet d’écrire la relation de dispersion associée & chaque
schéma et de tracer les courbes de dispersion correpondantes (cf. figure 27).
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11 T T T T T T T 11 T T T T T T T

09 d

08 | q

0.7 q 0.7 q
06 - q 06 - q
05 L L L L L L L 05 L L L L L L L

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04

FiG. 27 — Courbes de dispersion pour R, ¢ = 0°, £15°, £30°, +45°. A gauche, maillage en triangles rectangles
et 4 droite maillage en triangles équilatérauz

Nous avons alors le
Théoréme 4.1 Les fonctions wy (k) et w;f(E) associées & Ry admettent les développements limités suivants:

wr (k) = [K(1+ O(h*[k]*))

wid(k) = |k|(1 + O(h*|E|*))

Une bonne maniere de comparer, pour un maillage donné, la précision du schéma avec condensation de masse
et celle du schéma correspondant & la discrétisation usuelle est de tracer & la méme échelle et pour ¢ fixé les
courbes de dispersion des deux schémas dans la direction ¥. C’est ce que ’on peut visualiser avec les figures 28
et 29 (maillage en triangles rectangles) et les figures 30 et 31 (maillage en triangles équilatéraux).
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11 T T T T T T T 11 T T T T T T T

05 I I I I I I I 05 I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04

FIG. 28 — Courbes de dispersion pour Ry (trait plein) et Ry (pointillé), v = 0° (& gauche) et = 15° (4 droite)

11 T T T T T T T 11 T T T T T T T

05 L L L L L L L 05 L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

FIG. 29 — Courbes de dispersion pour Ry (trait plein) et Ry (pointillé), v = 30° (& gauche) et ¥ = 45° (a
droite)
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11 T T T T T T T 11 T T T T T T T
T —— A . I ]
09 B 09+ 4
08 | q 08| i
07 4 07 F 1
06 B 06 F 4

05 . : . . . : . 05 L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04

FIG. 30 — Courbes de dispersion pour Ry (trait plein) et Ry (pointillé), v = 0° (& gauche) et = 15° (4 droite)

11 T T T T T T T 11 T T T T T T T
L S . L E I S e <
09 4 09 F 1
08 q 08 1
0.7 q 07} 4
06 - q 06 | 4

05 L L L L L L L 05 L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

FIG. 31 — Courbes de dispersion pour Ry (trait plein) et Ry (pointillé), v = 30° (& gauche) et ¥ = 45° (a
droite)

Ces courbes permettent de constater que le schéma avec condensation de masse, §’il est du méme ordre que
le schéma, classique, est moins précis et ce, quelle que soit la direction de propagation ) considérée. Cependant,
nous allons voir plus loin qu’a 'inverse, pour les éléments finis quadrangulaires, le schéma avec condensation de
masse est nettement plus précis. D’autre part, pour les éléments finis triangulaires, la construction et ’analyse
d’un nouvel élément fini du second ordre avec condensation de masse montrera qu’il est plus précis pour certaines
directions de propagation.
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4.3 Discrétisation en temps
4.3.1 Introduction

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés & la discrétisation en espace. Notre probleme
semi-discret peut étre défini de facon générale par:
d*E,

dt?

+ DyE, =0 (41)
ot Dy, est opérateur M, ' A,.

Il reste alors & définir la discrétisation en temps. Le plus simple consiste & utiliser le schéma classique saute
mouton avec 3 pas de temps en écrivant:

Eptt —2Er + EpY
At2

ou At représente le pas de discrétisation en temps.

+DyE} =0 (42)

4.3.2 Analyse de la stabilité: résultats généraux

Une importante caractéristique relative & une analyse et a une implémentation de ce genre de schéma est
I’étude de leur stabilité. En effet, il est bien connu que les schémas explicites dépendent d’une condition de
stabilité. Pour le schéma saute mouton (42), la condition de stabilité est:

2
At |L|1Dh|| < 43)

otl, si on note a(un,vn) = /rot(uh)rot(vh)dx et (up,vn)n = Z 7( up.vp dw,
Q KeT, VK

a\Vp,V
1D = sup 20n:n)
8 Ton, vl

Par un argument d’homogénéité, on a:
|1 Dxll = A?|| D4 ]|
Une analyse par transformée de Fourier discréete (cf. [5]) montre que

|ID1]| = max max \'(K)
Kel0,4]1<,<9

ol les \*(K) sont les solutions du probléme aux valeurs propres généralisé
AL (KW = A My (K)w

La condition (43) devient alors:

NG 4
W max N (K)
c’est-a-dire:
a< 2 .
max| X' (K)|
oll
o B
h
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4.3.3 Stabilité des schémas pour 75,1 et R,

1l est important de noter que le maximum ma}1{x|)\z(K)|, quelle que soit la matrice I/)\h, est estimé numérique-

ment du fait de la complexité des termes de ces matrices. On a alors les conditions de stabilité suivantes:

— Pour un maillage en triangles rectangles:

a < 0,2654 pour Ra

a < 0,3333 pour Ry (44)
— Pour un maillage en équilatéraux:

a < 0,2886 pour ﬁl

a < 0,2886 pour R (45)

On peut donc constater que le nouveau schéma, dans le cas d’un maillage en triangles rectangles, présente une
condition de stabilité 1égeérement plus restrictive que celle associée au schéma classique sans condensation de
masse. Ce resultat, si le nouveau schéma ne faisait pas intervenir I'intégration numérique, pouvait étre attendu.
En effet, dans la mesure o 'espace de discrétisation a été enrichi (V,, C V3,), on a:

a\Vp, U
sup 2 o)
oneVi, (Vh,Vh)

a(vn,vn)
v EVs (’l)h,?)h)
La valeur maximum permise par la condition de stabilité étant inversement proportionnelle & la norme de

Iopérateur considéré, il en résulte que la condition de stabilité est au moins aussi restrictive lorsque ’on enrichit
I’espace. Il semblerait donc que ce resultat reste dans notre cas inchangé par ’emploi de I'intégration numérique.

4.3.4 Analyse de la dispersion
Rappelons que les différents schémas discrétisés en temps et en espace s’écrivent:

Emtt —2Er + B

A +DyEr=0 (46)

Comme dans le cas semi-discret, 'analyse de dispersion consiste & étudier I’erreur commise sur la vitesse des
ondes planes solutions de notre probléme discrétisé en temps et en espace. La relation de dispersion & satisfaire
pour qu’un champ de type “onde plane”, c’est-a-dire de la forme

E! , = E'expi(kiph + kagh — wi'nAt)

soit solution de (46) s’écrit:

ot \° est la valeur propre “physique” de Dj.

At
sz N . . . w . N
On s’intéresse & la vitesse de phase adimensionnelle Q, = —2— en fonction de deux paramétres:
w

gk _ 1
27 N
At
_a:T
On a alors:

1

Q) = —— arcsin (gvh%o)
oK 2
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Nous allons maintenant visualiser la dispersion numérique. Nous représentons les variations de la vitesse de
phase adimensionnelle en fonction de K pour différents coeflicients a et différents angles de propagation .

105 T T T T T T T T T 105 T T T T T T T T T

0.95

09

085 -

08

075 1

0.7

065

06 L L L L L L L L L 06 L L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5
105 T T T T T T T T T 105 T T T T T T T T T

0.95

09

085 -

08

075 1 1 075 1 q

0.7 q 0.7 q

065 q 065 q

06 I I I I I I I I I 06 I I I I I I I I I
0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05 0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

Fi1G. 32 — Courbes de dispersion pour Ry et Uordre 2 en temps sur maillage en triangles rectangles, avec a =0
(semi-discret) pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.265 pour les courbes supérieures, pour différentes
valeurs d’angle: en haut a gauche: ¥ = 0°, en haut & droite: ¥ = 15°, en bas a gauche: b = 30° et en bas a
droite: ¢ = 45°.

INRIA



Condensation de masse pour les

équations de Mazwell 2D

105

105

0.75 q 0.75 q
0.7 q 0.7 q
0.65 q 0.65 q
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04
105 T T T T T T T 105 T T T T T T

085 - 1 0.85 1
08 B 0.8 4
0.75 q 0.75 i
0.7 q 0.7 4
0.65 q 0.65 i
06 L L L L L L L 06 | 1 1 1 1 1 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Fi1G. 33 — Courbes de dispersion pour Ry et lordre 2 en temps sur maillage en triangles rectangles, avec a = 0
(semi-discret) pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.833 pour les courbes supérieures, pour différentes
valeurs d’angle: en haut d gauche: ¥ = 0°, en haut d droite: ¥ = 15°, en bas a gauche: b = 30° et en bas a
droite: 1 = 45°.
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F1G. 34 — Courbes de dispersion pour R et Uordre 2 en temps sur maillage en triangles équilatéraux, avec o = 0
(semi-discret) pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.288 pour les courbes supérieures, pour différentes
valeurs d’angle: en haut a gauche: ¥ = 0°, en haut d droite: ¥ = 15°, en bas a gauche: b = 30° et en bas a

droite: ¢ = 45°.
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09t : 09t :
085 - 41 st :
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0 005 01 0l5 02 0% 03 035 04 045 05 0 005 01 0l5 02 0% 03 035 04 045 05
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09 B 09+ 4
085 q 085 1
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5

Fi1G. 35 — Courbes de dispersion pour Ry et lordre 2 en temps sur maillage en triangles équilatérauz, avec o = 0
(semi-discret) pour la courbe médiane, o = 0.288 pour la courbe supérieure, a = 0.14 pour la courbe inférieure,
et pour différentes valeurs d’angle: en haut & gauche: ¥ = 0°, en haut & droite: ¥ = 15°, en bas a gauche:
¥ = 30° et en bas a droite: 1 = 45°.
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105 T T T T T T T 105 T T T T T T T
| o 1 | S ) 1
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F1a. 36 — Courbes de dispersion comparées pour Ry (pointillé) et R (trait plein) et l'ordre 2 en temps sur
maillage en triangles rectangles, avec a = 0.265 pour différentes valeurs d’angle: en haut & gauche: ¢ = 0°, en
haut & droite: ¥ = 15°, en bas a gauche: ¢ = 30° et en bas & droite: ¥ = 45°.
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F1a. 37 — Courbes de dispersion comparées pour Ry (pointillé) et R (trait plein) et l'ordre 2 en temps sur
maillage en triangles équilatérauz, avec a = 0.288 pour différentes valeurs d’angle: en haut & gauche: ¢ = 0°,
en haut a droite: ¢ = 15°, en bas 4 gauche: ¥ = 30° et en bas a droite: 1 = 45°.

Ces courbes permettent de constater que la discrétisation en temps améliore la précision du schéma (du
point de vue de la dispersion numérique) et que cette précision est optimale pour la valeur de o maximale.
Toutefois, & valeur de « fixée et pour une direction de propagation ¥ donnée, le schéma avec condensation de
masse reste moins précis que le schéma classique.
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5 Analyse en maillage rectangulaire régulier

Dans cette partie, nous analysons les schémas obtenus en maillage rectangulaire régulier en suivant la méme

démarche que celle adoptée pour les maillages triangulaires. Le probleme modele reste donc

de formulation variationnelle:

O2E T
— TO
ot?

(rotE) =0z € R%,¢t>0

Chercher E dans L? ([0,T7], H(rot, R?)) tel que:

Chercher E dans L? ([0, T], H(rot, R?)) tel que:

a2 Jgo

BF+ / rot(B)rot(F) = 0 VE € H(rot, ®)
R2

On adopte donc des notations similaires a celles introduites dans la section 4.

7, désigne maintenant un maillage régulier de R? en carrés de coté h (cf. figure 38).

(47)

\ \l// \ \l/// \l// \ \l// \ \l//
R I O N O I

\ \l/ \ \l/ / \l/ \ \l/ \ \l/ /
A N N O I

\ \l/ \ \l/ / \l/ \ \l/ \ \l/ /
N S N O

F1a. 38 — Maillage régulier en carrés pour Fi

Soit E un élément de I’espace Vi, associé A une triangulation 7, (supposée réguliere) de R?. Soit a une aréte
de 73, dont le milieu a pour coordonnées (ph, gh), orientée par le vecteur unitaire 7 et qui sépare deux triangles
K¢ et K2, conformément 2 la figure 39.

INRIA



Condensation de masse pour les équations de Mazwell 2D

I
l"W

n’ | ne

|

{a

F1G. 39 — Rectangles communs a l'aréte a

Nous désignons alors ci-dessous par EJ et E¢ les restrictions respectives de E & K¢ et K¢ et posons:

E;, E(ph, qh).7
E}g = E{(ph,qh).ii? (49)
Epl = Ei(ph,qh)i*

Ces quantités ne sont autres que les degrés de liberté du champ de vecteur E.

5.1 Construction du probleme semi-discret associé au nouvel élément fini d’aréte.
L’espace de discrétisation V), associé au nouvel élément fini est défini par:
Vi = {m € H(rot,R*)/ VK € T, @, € }'1(]()}
Le probléeme semi-discretisé en espace s’écrit alors:
Trouver Eh € V;; tel que

d? S . . . —~
—2/ Ey.Fy, +/ T’Ot(Eh)TOt(Fh) =0 VF, eV,
dt? Jra R2

(50)

De maniére analogue au cas des triangles, la régularité du maillage permet de mettre en évidence un réseau
périodique dont la cellule de base comporte 6 types de degrés de liberté (cf figure 40).

d

F1G. 40 — La cellule unité pour Fi et ses 6 types de degrés de liberté.
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T E”,g E",g
Lty it gt it

. A ces degrés de liberté sont associées 6 classes de fonctions de base. En écrivant (50) pour ces

Les degrés de libertés de type 1, 2, 3, 4, 5, 6 sont notés respectivement E;L , B
n,d n,d
E”‘+27]+1’ 17J+%
six types de fonctions de bases, on obtient le systeme différentiel formé par (51), (52), (53) qui est équivalent

au probleme semi-discrétisé en espace:

( 2
1 &°E H‘ »J 1 14 1 T T T T T T
3T22 h2 [? i+3,j + 3(E 3.0+ +E 14— 1) + (Ez+1,3+2 E,J+§ +Ea]*— Ez+1,yf—)
4 n, T, 4 n,d n,d
FRUL e+ B ) 5 +Em,_;)] =
X (51)
2
1 d E i,j+3 1 T T T T 14 T T T
s L [(EZ+ ~ By, By~ By )+ B+ 3(E1+1]+1 + B, 1)
4 d d
n,g mn,g - T, , —
{ 3(Ez+ 3 + Ez—f J) +3(Ei+%,j+1 + Ei—é,j+1)] =0
dzE ag
’H‘gy] 1 4 T T 16 n,9 4 n,9 8 n,d 4 n,d _
g di2 2 [ 3(Ez+1 iy T B+ 9 E1+2,a B §Ei+1,j+§ B §Ei+%,j+1 N §Ei,j+% =0
— (52)
E El
+1+3 1[4 ‘r 4 g 16 4 pnd 8gnd | =
3 dt2 -+ 2 [3(E1+ it EL ,g+1) - §Ez+2,] + KEzH J+3 9 itigHl T 9 gty | 0
1 PE, 1[4 4 8 16 8
it+g 7:,J+1 T T m,9 n,9 n,d n,d _
3T a2 e [3(Ez+1,a+; tE ) - gB B T 9 Bl T g m‘+%] =0
1 PE r 1] 4 8 L 16
- i+1aj+5 i T T n,g n,g nd n,d _
3 dit? iy [ 3(E" +E’+*J+1) 9Ez+2u 9E1‘+1,j+2 9E 11t g E,]+ ] =0
(53)

5.2 Analyse de la dispersion numérique.

De maniere analogue au cas des triangles, on peut écrire la relation de dispersion pour le probleme semi-
discret en résolvant un probléme au valeurs propres généralisé de dimension 6 et mesurer ’erreur sur la vitesse
Pour des raisons de symétrie, nous avons tracé, a la méme échelle, les courbes de dispersion correspondant aux
directions ¢ = 0°, 15°, 30°, 45° (cf. figure 41).
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Fi1G. 41 — Courbes de dispersion pour .7?1, ¥ = 0°, 15°, 30°, 45°.

5.2.1 Ordre de la dispersion numérique

D’apres lallure les courbes de R(K,v¢) = |Q(K,v) — 1| en échelle logarithmique (cf. figure 42), on peut
émettre la conjecture:

Conjecture 5.1 La fonction wh(E) associée o Fy admet le développement limité suivant:

wn (k) = [K(1+ O(h*[k]*))

01f

0.01

0.001

0.0001 |

105

1606 L v o1 R R A
0.01 0.1

F1G. 42 — Droites en échelle logarithmique: maillage en carrés.
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5.2.2 Comparaison avec le schéma correspondant aux éléments finis de Nédélec du premier
ordre (matrice de masse non condensée et condensée).

On considere maintenant ’espace de discrétisation V}, correspondant aux éléments finis de Nédélec du premier
ordre. Celui-ci s’écrit

Vi = {ﬁh € H(rot,R?)/ VK € Ty, T, € ]—"1(1'{)}
ott Fo(K) = {i(z) = @+ (bxa,cz1)",@ € B?,b,c € R}.

Si on considere un maillage régulier en carrés de coté h, (cf figure 43), on met en évidence un réseau périodique
de 2 types de degrés de liberté (cf figure 44).

Fi1G. 43 — Maillage régulier pour Fo

F1G. 44 — La cellule unité pour Fy et ses 2 types de degrés de liberté.

On a alors lalternative suivante:

— Ecrire le probleme semi-discrétisé en espace correspondant en calculant les termes de la matrice de masse
de maniére exacte (matrice de masse non-condensée).

— Utiliser la démarche de Cohen-Monk [3] pour obtenir la condensation de masse.
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Ces deux possibilités menent & deux discrétisations en espace différentes. Nous avons donc étudié la dispersion
numérique associée a ces deux schémas pour ensuite faire la comparaison avec celle introduite par notre nouvel
élément fini. Dans la figure 45, on a tracé a la méme échelle, les courbes de dispersion de ces deux schémas pour
les directions 9 = 0°, 15°, 30°, 45°.

145 y y y y y y y 1 o : r r x
141 1 095 - 1
15t 1 o7l |
1.05 B 06 J

1 s * * * * * 055 * * * : * . .
0 005 01 05 02 0% 03 0% 04 0 o5 01 01 02 0% 03 0% 04

FiG. 45 — Courbes de dispersion pour F1, ¢ = 0°, 15°, 30°, 45°: a gauche, schéma sans condensation de masse
et a droite, schéma avec condensation de masse.

En plagant en regard chacun des graphes ci-dessus avec celui des courbes de dispersion du schéma avec
condensation de masse (& une échelle commune), on peut comparer ’anisotropie de ces schémas (cf. figure 46).

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 035 04 0 0.05 01 015 02 025 03 035 04 0 0.05 01 015 02 025 03 035 04

FiG. 46 — Courbes de dispersion pour F1, ¥ = 0°, 15°, 30°, 45°: 4 gauche, nouveau schéma avec condensation de
masse, au centre schéma avec condensation de masse de Cohen-Monk et a droite schéma usuel sans condensation
de masse.

Ces courbes permettent de constater que le nouveau schéma est un peu moins anisotrope que les deux
autres. Pour comparer la dispersion numérique proprement dite, on a tracé a4 la méme échelle, et pour ¢ =
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0°, 15°, 30°, 45°, les courbes de dispersion associées & ces trois schémas. La courbe inférieure correspond au
schéma, avec condensation de masse de Cohen et Monk, courbe supérieure au schéma sans condensation de
masse et la courbe médiane au nouveau schéma avec condensation de masse (figures 47 et 48).
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F1G. 47 — Courbes de dispersion comparées sur maillage en carrés: ¥ = 0° (o gauche) et 1 = 15° (4 droite).
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F1a. 48 — Courbes de dispersion comparées sur maillage en carrés: 1 = 30° (a4 gauche) et v = 45° (4 droite).

Ces courbes mettent en évidence un gain de précision tres net tant par rapport au schéma sans condensation
de masse que par rapport & celui avec condensation de masse.

5.3 Discrétisation en temps

En utilisant le schéma classique saute-mouton avec trois pas de temps, on obtient, pour chacune des discréti-
sations en espace étudiées précédemment, un schéma discrétisé en temps et en espace. Nous étudions maintenant
les conditions de stabilité qui leur sont associées pour ensuite faire la comparaison de la dispersion numérique
introduite par chaque schéma.
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5.3.1 Analyse de la stabilité

En utilisant la méme méthode que pour les triangles, on obtient les conditions de stabilités suivantes:

0,433 pour A

a <
a < 0,538 pour F; (sans condensation de masse) (54)
a < 0,789 pour F; (avec condensation de masse)
ou
At
T

De maniere similaire au cas des triangles, le nouveau schéma présente une condition de stabilité plus restrictive
que les deux autres.

5.3.2 Analyse de la dispersion

Comme dans le cas des triangles, nous avons étudié ’erreur commise sur la vitesse des ondes planes solutions
du probleme discrétisé en temps et en espace associé au nouvel élément fini pour les carrés. Nous ’avons ensuite
comparée a celle introduite par les schémas analogues associés aux éléments finis de Nédélec du premier ordre
avec et sans condensation de masse. Dans les figurent qui suivent, nous représentons les variations de la vitesse

kh
de phase adimensionnelle en fonction de K = =N pour différents coefficients o et différents angles de
s

propagation .
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Fi1G. 49 — Courbes de dispersion pour F1 et Uordre 2 en temps, avec a = 0 (semi-discret) pour les courbes
inférieures et allant jusqu’a 0.433 pour les courbes supérieures, pour différentes valeurs d’angle: en haut d
gauche: ¥ = 0°, en haut a droite: ¢ = 15°, en bas & gauche: ¥ = 30° et en bas & droite: 1 = 45°.

Dans la figure qui suit, on a encore comparé, a valeur de « fixée, la dispersion numérique des schémas
discrétisés en temps et en espace obtenus par les trois méthodes. Encore une fois, la courbe inférieure correspond
au schéma avec condensation de masse de Cohen et Monk, courbe supérieure au schéma sans condensation de
masse et la courbe médiane au nouveau schéma avec condensation de masse.
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F1G. 50 — Courbes de dispersion pour Fi (sans condensation de masse) et l'ordre 2 en temps, avec a = 0
(semi-discret) pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.538 pour les courbes supérieures, pour différentes
valeurs d’angle: en haut & gauche: v = 0°, en haut & droite: 1 = 15°, en bas & gauche: v = 30° et en bas a
droite: 1 = 45°.
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F1G. 51 — Courbes de dispersion pour Fi (avec condensation de masse) et l'ordre 2 en temps, avec a = 0
(semi-discret) pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.789 pour les courbes supérieures, pour différentes
valeurs d’angle: en haut & gauche: v = 0°, en haut & droite: 1 = 15°, en bas & gauche: v = 30° et en bas a
droite: ¢ = 45°.
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F1G. 52 — Courbes de dispersion comparées (ordre 2 en temps), a = 0.433 pour différentes valeurs d’angle: en
haut a gauche: ¥ = 0°, en haut d droite: 1 = 15°, en bas & gauche: 1 = 30° et en bas a droite: 1p = 45°.

Comme dans le cas des triangles, la discrétisation en temps améliore encore la précision du nouveau schéma
avec condensation de masse qui reste nettement plus précis que les deux autres. Toutefois, il faut remarquer

amaz
que pour certaines valeurs d’angle (¢ = 0° ou 9 = 15° par exemple), ¢’est pour la valeur de o moyenne ( 2 )

qu’on obtient une précision optimum.

6 Les éléments d’ordre supérieur en maillage triangulaire

Lorsque I’on s’intéresse a la résolution numérique des équations de Maxwell en régime transitoire, I’utilisation
de méthodes d’ordre élevé présente un intérét évident, tant du point de vue du coiit de calcul que de celui de
la dispersion numérique qui est bien connue comme étant le principal facteur limitant les méthodes du second
ordre. C’est ce qui nous a conduit & chercher une généralisation de la condensation de masse a des méthodes de
type éléments finis d’aréte triangulaires d’ordre supérieur. nous aborderons le cas des rectangles dans la section
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suivante.

Dans le cadre des éléments finis de Lagrange pour I’équation des ondes scalaire, pour obtenir la condensation
de masse, on doit & la fois:

— enrichir ’espace d’éléments finis classique

— chercher une formule d’intégration numérique & poids positifs dont les nceuds coincident avec les degrés
de libertés du nouvel élément

Toutefois, pour ne pas altérer la précision du schéma en espace, on doit respecter le critere suivant: si le nouvel
espace de fonctions P est compris, au sens de I’inclusion, entre Py, et Py, la formule de quadrature doit intégrer
exactement les polynémes de Py —2. Cette condition, que ’on peut trouver dans les travaux de Ciarlet sur les
problémes elliptiques ([1]), relie la précision de la formule d’intégration numérique et le degré des polynémes de
I’espace P. 1l faudrait donc, a priori, trouver ’analogue de ce criteére pour les éléments finis d’aréte. Néanmoins,
ce critere n’étant pas pour l'instant exhibé, nous avons cherché, dans chaque cas, la formule d’intégration &
poids positifs la plus précise possible qui assure la condensation de masse.

6.1 Elément fini d’aréte triangulaire du second ordre

On considere le triangle K de sommets Sy, Sa, S3. (A1, A2, A3) sont les coordonnées barycentriques associées
et on note I’y (resp. I'y, I'3) laréte S2S55 (resp. 5153, S1.52).

Rappelons que pour I’élément fini d’aréte triangulaire usuel du second ordre, ’ensemble ¥ des degrés de
liberté choisi est donné par:

Y= {/ @7pdo Vpe P(Ty), i= 1,2,3}U{/ @Gde Vi€ (PO(K))2}
r; K

On a |X| = 8. L’espace vectoriel de champs de vecteurs Ry défini par:
Re = (Pi(K))? ® S»

oll S, est I’espace vectoriel engendré par les deux vecteurs

2
Ty —T1X2
(e ) () (55)

est de dimension 8. Il est X-unisolvant et 1’élément fini qu’on obtient est H(rot)-conforme (cf. [8]). Dans un
premier temps, nous allons montrer comment on peut, tout en gardant ces propriétés d’unisolvance et de
conformité H (rot), remplacer ces degrés de liberté par des quantités qui se prétent a 'emploi de formules de
quadrature.

Soit (4, j, k) une permutation circulaire de (1,2, 3). Soit o un parametre réel, o €]0,1[. Sur chaque aréte I';, on
choisit deux points notés M;i(c) et My;(a) ol Mjx () (resp. My;(a)) est le barycentre de S; et Sy avec pour
poids respectifs a et (1 — ) (resp. (1 — @) et ). On note G le centre de gravité. On considere alors I’ensemble
des degrés de liberté suivant:

Y = {@.7(Mz), @.7(May ), @.7(Mi3), @.7(Ms1), €.7(Msz2), ©.7(Mas), @.61(G), ©.€2(G) }

ol (€1,€>) est la base canonique de R? et le vecteur 7 est orienté conformément & la figure 53.
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F1c. 53 — Elément fini de référence 2D du second ordre. Aréte T'y = S2S3, Aréte T's = 5153, Aréte '3 = 5155

Avant de démontrer que Ry est ¥'-unisolvant, établissons d’abord le

Lemme 6.1 Soit @ € Ry et I'; une aréte de K. On o équivalence entre:

- (1) / @.7pde =0 Vpe Pi(Ty)

i

—(2) @7(Mjp) = TF(My;) = 0

Démonstration:

Ce résultat découle directement du fait que, si @ € Ro, alors ﬁ.ﬁri € Py(T;). On démontre alors facilement
que (1)&(3) et (2)<(3).

D’une part, si on munit Pespace vectoriel P;(T;) du produit scalaire L?(T;), on a clairement:

/ i7pds =0 Vp e Pi(Ty) et @7, € P(T,) <= il.7, =0
1".

i

D’autre part, ﬁ.ﬁri étant un polyndme de degré 1 sur I';, il est identiquement nul sur I'; si et seulement si il
s’annule en deux points distincts de I'; (en occurence My (a) et My;(a)).H

Remarque 6.1 - Ce lemme montre que l’élément fini (K,R2,X'), s%il a la propriété d’unisolvance, est
H(rot)-conforme.

— Les propriétés de symétries des points situés sur les arétes et l’introduction du paramétre o seront justifiées,
dans le paragraphe qui suit, par les propriétés de la formule de quadrature qui doit assurer la condensation
de masse.

On a alors le
Lemme 6.2 L’espace Ry est X'-unisolvant.

Démonstration:

D’apreés les propriétés des degrés de liberté de ’élément fini d’aréte usuel du second ordre, et compte tenu
de I’équivalence établie dans le lemme qui précede, il est clair que ’espace vectoriel

W = {17: € Rz/ﬂ:’?(M]k) =0 V], k}
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est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de Ry. Or, les degrés de liberté @.€;(G) et @.€2(G) vus comme des
formes linéaires définies sur W sont linéairement indépendantes. Il s’ensuit que l'intersection de leurs noyaux res-
pectifs n’est autre que I’espace vectoriel nul ce qui démontre I’unisolvance.

6.2 Nouvel élément fini d’aréte du second ordre

Nous pouvons maintenant construire un nouvel élément fini en suivant la méme démarche que celle adoptée
pour le cas du premier ordre. Nous choisissons comme degrés de liberté les quantités

S = {@F( M), @.7(Ma), @.7(Ms), @.7(Ms1 ), @.7(Mss), @.7(Maz)} U
(@.7(Mya), .7(May ), @.7(Mys), @7 (Ms1 ), @.7( Mz ), @.7(Maz ) } U (56)
{@.e1(G),d.e2(G)}

ol le vecteur normal 77 est choisi rentrant par rapport au triangle conformément & la figure 54.

Fic. 54 — Nouvel Elément fini de référence 2D du second ordre. Aréte Ty = S2S3, Aréte T's = 5153, Aréte
T's =515,

Il s’agit maintenant de décrire 'espace de champs de vecteurs 2D qui sera X-unisolvant. Comme pour le cas
du premier ordre, le plus simple consiste & décrire les fonctions de base associées aux nouveaux degrés de liberté.

Pour chaque aréte I';, nous considérons les deux fonctions de base:

ﬂjjk - V)\i~)\j)\k¢kj
4 57
{ wkj = V)\i->\j)\k¢jk ( )

ol ¢ (resp. ¢r;) est le polyndéme de Py qui s’annule en G et en M, (resp. My;).
On introduit ainsi 6 fonctions. Si w;; désigne I'une d’entre elles, elle vérifie:

Wi = 0 sur les arétes {j, k}

(@) = 0

@ip(Mi;) = 0 (58)
Wk T = 0 sur laréte {i}

11_)’]'16.7_7: = ” V)\z ” AjAk¢kj sur 'aréte {’L}

Nous considérons I’espace de champs de vecteurs suivant:
Ra = Ro & [Wha, Wa1, W3, W1, Wsa, Was]
Nous avons le

Théoréme 6.1 L’espace ’k\; est de dimension 14 et l’ensemble Y est ﬁ;-%nisolvant. De plus, W.T est un poly-
nome de degré 1 sur chaque aréte si W désigne un élément quelconque de Ro.
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Démonstration:

Comme nous l'avons vu, si @ € Ry, W.7 est un polyndéme de degré 1 sur chaque aréte. Puisque ;;.7 est
identiquement nul sur le bord de K (pour 4,5 = 1,2,3), cette propriété est satisfaite pour tout élément @ de
Ro. B
Supposons maintenant que W € Ry vérifie:

0, Vi,j=1---3

On peut décomposer W en écrivant:

3
W =W + Zaijvjfij IUOERQ,ﬁijE]R V’i,jzl"'3
1,5=1

Or, d’apres les propriétés des fonctions w;; résumées dans (58), on a:
9 J )

?(MZ]) :Tﬁo’f"(MZ]) :0 \V/Z,]: 13
& (G) = .81 (G) =0 (60)

Puisque Wy € Rs qui est ¥'-unisolvant, on en déduit que wy = 0.
En utilisant encore ces propriétés, on a

W7 (Mij) = Bijwis-i(Mij) = Biga(l — a) f:(Mij) || VA [|[= 0
c’est-a-dire:
Bii=0 Vij=1---3

ce qui acheve la démonstration. [ |

6.3 Rappels sur les formules de quadrature symétriques dans un triangle

Il reste & chercher une formule de quadrature & poids positifs qui permettra d’obtenir la condensation de
masse pour I’élément fini que nous venons de construire. Nous rappelons d’abord dans ce paragraphe le cadre
théorique introduit dans [10] pour ’étude des formules de quadrature sur un triangle K.

De maniere générale, une formule de quadrature est définie par
Ex(f) = mes(K)Y_wi f(z:)

ou w; et x; sont respectivement les poids et les points de quadrature sur K. Nous allons nous limiter dans ce
qui suit aux formules de quadrature symétriques. Nous renvoyons & [10] (voir aussi [6]) pour plus de détails.

Pour cela, introduisons S3 I’ensemble des permutations de {1,2, 3}.
A toute fonction de deux variables f(x,y) vue comme une fonction des trois variables A\; (z,v), A2(x,y), As(x,y)
que lon note encore f(A1(z,y), A2(x,v), As(x,y)), et toute permutation ¢ € S3, on associe la fonction f, définie
par

fa(ajay) = f()‘cr(l) (.Z', y)a A0(2) ('7;7 y)a )‘0(3) (-’If,y))

Une formule de quadrature est dite “symétrique” quand
Vo € S3,Vf€Co(K),  Ex(f)=Ek(fs)

(cette propriété est vérifiée par 'intégration exacte).
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Pour décrire les formules de quadrature symétriques, introduisons ’application qui & tout point de quadrature
X de coordonnées barycentriques (A1, A2, Az) associe le point X, de coordonnées barycentriques (A, (1), As(2)> Ao (3))-
Cette application permet de définir une relation d’équivalence R par

XRY &30 € 85/Y =X,

Si ’ensemble Q des points de quadrature est stable par cette application, on dit qu’il est symétrique et en
associant un poids we a chaque classe d’équivalence C, on définit une formule de quadrature symétrique:

Ex(f) = mes(K)) wo [Zf(ﬂc)]
C zeC
Soit M}, ’ensemble des monomes de P,. On définit sur M}, la relation d’équivalence R par
rRs < Jo € S3/s =14

On montre alors qu’une formule de quadrature symétrique est exacte sur P si et seulement si elle est exacte
sur un représentant de chaque classe d’équivalence de My pour la relation R.

6.4 Formule de quadrature pour I’élément fini du second ordre

L’ensemble Q est ici un ensemble symétrique a deux classes d’équivalence pour la relation R:

01 = {Mi,j(oz) i,j = 13}

o i) (61)

La formule de quadrature naturellement candidate pour assurer la condensation de masse pour le second ordre
est de la forme

Ex(f) = mes(K)  wm Zf(Mi,j(a)) +wy f(G)

oll wy, représente le poids associé aux points situés sur les arétes et w, celui associé au barycentre.
Nous avons ici trois parametres wn,, w, et o ce qui permet d’affirmer que cette formule intégre exactement P;
qui comporte 3 classes d’équivalence pour la relation R:

Cy = )\f,)\g,)\g}
Ca = { A2, A2Aa, A2A1, A2As, A2A1, A2As ) (62)
C3 = {A 23}

1l reste & determiner les parametres de cette formule de quadrature. En intégrant la fonction A; A2 A3, on obtient:
1 1
Ex(MA2As) = mes(K)wy— = / A A2 Azdz = mes(K)——
27 K 27

ce qui donne:

En intégrant la fonction constante 1, on obtient:

Exc(1) = mes(K)(6wm +w,) = /K 1dz = mes(K)

11

“m = 240
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Enfin, en intégrant la fonction A; Az, on obtient:
1 1
Ex(MA2) = mes(K) (wg§ + 2w (a — a2)> = / A dodx = mes(K)ﬂ
K

Ainsi, a est solution de
11a* —1la+2=0

On a donc:

o 11 —+/33
- 22

On vérifie a posteriori que cette formule inteégre exactement un représentant quelconque de chacune des trois
classes d’équivalence de P;. Notons enfin que les poids obtenus sont strictement positifs, ce que nous désirions
obtenir.

6.5 Analyse en maillage triangulaire régulier
6.5.1 Probléeme semi-discret et dispersion numérique associée

Nous définissons ’espace:
Vi = {ﬁh € H(rot,Q)/ VK € Tn, ¥y, € @(K)}

ou 7, désigne un maillage régulier de R? en triangles rectangles obtenu & partir d’un maillage de carrés de coté
h que ’on coupe par une diagonale parallele & la seconde bissectrice.(cf. figure 55).

I 7 ) 7 ¢ I
1\_) <> <> T_) <
? 1 1 ? ? ?
v v v v ) v
? 1 1 ? ? ?
v v v v v v
? i ? ? ? ?

F1G. 55 — Maillage régulier pour Ry et degrés de liberté associés.

Ici, la régularité du maillage permet de définir un réseau périodique de 22 types de degrés de liberté (cf.
figure 56).
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22

.,

13

1
6 ‘1>2 8/(;
17 NN

1 2

Fi1G. 56 — La cellule unité pour ﬁg et ses 22 types de degrés de liberté.

De maniere analogue au cas du premier ordre, le probléme semi-discret est équivalent a un systeme différentiel

)
de dimension 22. Nous n’écrirons pas ce systeme du fait de sa complexité et de sa taille. D’autre part, la relation
de dispersion “physique” s’obtient en résolvant un probléme aux valeurs propres de méme dimension de la forme

w2 M, Ey = A, B,

ol M}, est la matrice diagonale définie par

2 1.
My = h*diag | 2wm, -+ 5 2Wm, Wi, -+ Wi, Wy ="+ 5 Wgy W,y " Wi, We, *** , We
7\ N 7 . ~ 7

6 fois 6 fois 2 fois 6 fois 2 fois

Nous avons donc tracé, & la méme échelle, et pour 9 = 0°, £15°, £30°, £45°, les courbes Q4 = Q4 (K, %) qui
représente Ierreur relative commise sur la vitesse par le nouveau schéma pour le second ordre (cf. figure 57).

1.002

0.998 -

0.996

T
L

0994 [ A

0.992

T
L

099 F ,

0.988

T
L

0986 L

0.984 - B

0.982 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 035 04

Fi1G. 57 — Courbes de dispersion pour ﬁz, ¥ =0° £15°, £30°, £45°.
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D’autre part, les courbes de l’erreur en échelle logarithmique (cf. figure 58), permettent d’émettre la conjec-
ture:

Conjecture 6.1 La valeur propre physique wh(E) associée au schéma correspondant d Ry en maillage régulier
en triangles rectangles admet le développement limité suivant:

wn(k) = [K|(L + O(*[k]"))

0.1

0.01

0.001

0.0001

1e-05

F1G. 58 — Droites en échelle logarithmique pour le second ordre: maillage en triangles rectangles.

Ici aussi, nous avons comparé la dispersion numérique introduite par le nouveau schéma (trait pointillé) avec
celle introduite par le schéma analogue sans condensation de masse (trait continu) en tracant & la méme échelle
les courbes de dispersion associées & ces deux schémas pour une direction de propagation ¢ donnée.

1035 103

103 9 1025

1025 1 102

102 9 1015

1015 1 101

101 9 1.005

1.005 9 1

N e {1 ossf

0.995 1 1 1 1 1 1 1 0.99 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 0.4

F1G. 59 — Courbes de dispersion comparées: ¥ = —45° (4 gauche) et » = —30° (4 droite).
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1.002 1.001

0998 [ —
N 0999 - 1
0996 - 1 N
099 {1 oom} 1
0992 | 4 .
0997 | o
099 F 1

Y 09% E
0988 |

0.986 1 1 1 1 1 1 1 0.995 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 0.4

F1G. 60 — Courbes de dispersion comparées: ¥ = 0° (& gauche) et v = 15° (4 droite).

1.001

0.9995

0999 | ]
0999 |

0998 | —
0.9985 - .

0.997 - 1
0.9% - ] A
09% | —
09975 v :

\ 0.9% - VA

0997 i \
\ 099 - \

09965 - T 099 ]

0.996 I I I I I I I 0992 I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04

F1G. 61 — Courbes de dispersion comparées: ¥ = 30° (& gauche) et p = 45° (a4 droite).

Ces courbes appellent la remarque suivante: dans le cas du premier ordre, le schéma avec condensation de
masse introduit une dispersion numérique d’ordre 2. Cependant, on peut constater une perte de précision par
rapport au schéma sans condensation de masse et ce, quel que soit ’angle d’incidence 1) considéré. Par contre,
pour le second ordre, il apparait que le schéma avec condensation de masse est, pour certaines valeurs d’angle
(v = —15°, —30°, —45° par exemple), plus précis du point de vue de la dispersion numérique.

6.5.2 Discrétisation en temps et ordre élevé
Si on met le probleme semi-discrétisé obtenu sous la forme:

d*E,
— 4+ DLE,=0 63
dtz h=h ( )
ou Dy, = M, L A, il est clair qu’une discrétisation en temps par un schéma classique saute mouton est insuffisante
car d’ordre 2 en temps pour un schéma qui admet une erreur de dispersion en espace en O(h*). Or, une méthode
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de type différences finies d’ordre 4 & 5 pas de temps s’avere inconditionnellement instable. Aussi, nous adopterons
Papproche de I’équation modifiée (décrite dans [4] ou [2] par exemple) qui permet de conserver un schéma stable
a trois pas de temps. Cette approche consiste & écrire la somme des développement de Taylor de E,(t) (qui est
C>®) en t"*! et "1 ol t™ = nAt et At représente le pas de discrétisation en temps:

Eh(tn+1) - 2Eh(tn) + E(tn_l) . A_t284Eh
At2 12 ot

En utilisant ’équation semi discréte (63), on a:

(t") + O(AtY) (64)

O'Ey,

i (1) = DREA(t")

de sorte que si on note E? = Fj(t") la solution de (63) au temps t", le schéma défini par:

Eytt —2pr + B
At2

est d’ordre 4 en temps par construction.

At?
+ DLE! — iD,%E;; =0

Remarque 6.2 o Pour obtenir un codt calcul optimal, il faut factoriser cette équation en écrivant:

Eptt —2Er + E7Y
At2

At?

2
Ainsi, a chaque pas de temps, l'expression B — —— Ny E7 peut étre considérée comme une inconnue de calcul
’ ’ h 12 h

intermédiaire. Le cotit de programmation d’un pas de temps pour le schéma d’ordre 4 est donc le double de celui
associé au schéma saute mouton.

e Nous pourrions tenir compte d’un second membre dans (63) et appliquer ensuite le principe de l’équation
modifiée. Mais ’expérience a montré que sa contribution (lorsqu’il est 4 support compact) reste négligeable. De
ce fait, l'algorithme peut étre écrit sans en tenir compte.

6.5.3 Analyse de la stabilité

Rappelons que pour 'ordre 2 en temps, la stabilité est équivalente a

At?||D
IDal _
4 <
c’est-a-dire, de maniére équivalente,
2
o< —=2
N(K
max|A*(K)]

ot les A¥(K) sont les solutions du probléme aux valeurs propres généralisé
Ay (KW = XMy (K)w

At?
Pour Pordre 4 en temps, il faut considérer la norme de 'opérateur Dy, (Id — ﬁDh), ce qui donne la condition

de stabilité:

2V/3

max|A*(K)]

a <

Comme dans le cas du premier ordre, ce maximum est calculé numériquement. On a alors les conditions de
stabilité suivantes:

0,1167 pour 'ordre 2 en temps

0,2021 pour 'ordre 4 en temps (65)

<
<
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Remarque 6.3 On constate encore que la condition de stabilité associée au nouwveau schéma est plus restrictive
que celle associée au schéma usuel. D’autre part, ces conditions de stabilité peuvent paraitre trés contraignantes
comparativement & celles que 'on a calculées dans le cas du premier ordre. Toutefois, il faut tenir compte du
fait que pour les nouveaur schémas, a un élément du premier ordre correspondent 6 degrés de liberté alors que
dans le cas du second ordre correspondent 14 degrés de liberté.

6.5.4 Analyse de la dispersion numérique pour le schéma discrétisé en temps et en espace

Rappelons que pour l'ordre 2 en temps, la dispersion numérique s’écrit:
Qn= L arcsin (g\/)\O(K))
TaK 2

ot A\ est la valeur propre physique de A;.
Pour ’ordre 4 en temps, on a:

Qn=

W;K arcsin (%\/ NO(K) — T—;(/\O(K)P)

Nous allons maintenant visualiser la dispersion numérique. Nous représentons les variations de la vitesse de
phase adimensionnelle en fonction de K pour différents coefficients « et différents angles de propagation .
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1001 :
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0.998
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0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04

Fi1G. 62 — Courbes de dispersion pour Ry et lordre 2 en temps sur maillage en triangles rectangles, avec a =0
(semi-discret) pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.1167 pour les courbes supérieures, pour différentes
valeurs d’angle: en haut a gauche: ¥ = 0°, en haut d droite: ¥ = 15°, en bas a gauche: b = 30° et en bas a
droite: ¢ = 45°.
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0999 - 0999 |
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Fi1G. 63 — Courbes de dispersion pour R et lordre 4 en temps sur maillage en triangles rectangles, avec a =0
(semi-discret) pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.202 pour les courbes supérieures, pour différentes
valeurs d’angle: en haut a gauche: ¥ = 0°, en haut d droite: ¥ = 15°, en bas a gauche: b = 30° et en bas a
droite: ¢ = 45°.

Comme dans le cas du premier ordre, la précision du schéma est améliorée avec la discrétisation en temps.

6.6 Cas du troisieme ordre
6.6.1 Elément fini d’aréte triangulaire du troisiéme ordre

Rappelons que, pour I’élément fini d’aréte du second ordre, 'ensemble ¥ des degrés de liberté choisi est
donné par:

T = {/F@.f'pda Vpe Py(Ty), i= 1,2,3}U {/Kﬁ.q’dx V7 e (Pl(K))Q}

i
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On a: |¥| = 15. L’espace de champs de vecteurs noté R3 qui est X-unisolvant est I’espace des champs dont la
composante tangentielle, sur chaque aréte, est un polynome de degré 2.

Dans un premier temps, en suivant la méme démarche que celle adoptée dans le cas du second ordre, on remplace
ces degrés de liberté par des quantités qui se prétent a ’emploi de formules de quadrature. Ainsi, les moments
associés aux arétes sont remplacés par les degrés de liberté suivants:

u.7(M;;(a), Vi,j=1---3yU{a.7(H;), Vi=1---3
J

ol les points M;;(a) sont ceux définis précédemment (o étant un parametre indéterminé pour l'instant) et les
H; sont les milieux respectifs des arétes du triangle conformément & la figure 64.
D’autre part, les 6 moments intérieurs sont remplacés par les deux composantes du champ en trois points

1-— 1-
G1(8),G2(B),G3(B), ot G4(B) est le barycentre de S;, S;, Sk avec pour poids respectifs £, TB’ Tﬂ (cf.
figure 64).

FiG. 64 — Elément fini de référence 2D du troisiéme ordre. Aréte I'y = S2S3, Aréte I's = 5153, Aréte 's = 5155

On considére donc ’ensemble:

¥ = {a7(M;j(a), Vi, j=1---3yu{a.7(H;), Yi=1---3} (66)
U {z.ei(G,),d.6,(G;), Yi=1---3}

Une démonstration similaire & celle menée pour le second ordre permettrait d’établir que ’espace R3 est bien
¥'-unisolvant. Le nouvel élément fini du troisiéme ordre est donc obtenu en réintégrant les composantes normales
du champs aux points situés sur les arétes (cf figure 54).
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F1G. 65 — Nouvel élément fini de référence 2D du troisieme ordre. Aréte T'y = S3S3, Aréte 'y = 5153, Aréte
Fg = 51 SQ
6.6.2 Une formule de quadrature pour 1I’élément du troisieme ordre

On cherche donc une formule de quadrature symétrique de la forme:

/ @bde ~ mes(K)Q wm | Y _@(M;;).5(M;;) +mes(K){wh (Za’(HJﬁ(HQ)}
K 1,7

+ mes(K) {wg (Zﬁ(GJ.ﬁ(HJ) }

Cette formule comprenant cinq parametres, on obtient une formule qui integre exactement Ps. En effet, on peut
distinguer dans Ps cinq classes d’équivalence pour la relation R définie précédemment:

Cr = {)},23,73}

Co = { o, Mg, M1, A3s, M, A}

C3 = {32, M2, 0302, A2, 0302, A3 } (68)
Ca = {23 X3, M A3, A3 )

Cs = {AIN30s, N Aa, A }

En intégrant des fonctions adéquates, on obtient:

( 63 — /1785 + 168+/7 7+ 27
a = 56 ~0,1252 8 = —5p — ~0,5853
—441 174 —8+2
$ w,, = V74617 ~0,014 w, = 8+—0‘/?:070282 (69)
285600 + 26880 /7 1275 + 1207
98 — 7\/7
= —— — ~0.,11
[ “ 720 0,1103

Ces poids sont strictement positifs, ce que nous désirions obtenir.

7 Les éléments finis d’ordre supérieur en maillage rectangulaire

7.1 Elément fini d’aréte quadrangulaire du second ordre

On consideére le carré de référence K = [0, 1] de sommets Sy, Sa, S3, S4. On note I'y (resp. I'y, ', T'y) aréte
5155 (resp. S2S3, 5354, S451)- Rappelons que pour ’élément fini d’aréte usuel du second ordre, ’ensemble des
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degrés de liberté choisi est donné par:

Y= {/ w.7pdc Vpe P (Ty), 1= 1,2,3,4}U {/ w.qde Vq€ Qo1 % Ql,O}
r; K
On a |X| = 12. L’espace vectoriel de champs de vecteurs Fy = Q1,2 X Q2,1 est de dimension 12. Il est ¥-unisolvant
et ’élément fini que 'on obtient est H(rot) conforme (cf [8]).

Nous rappelons d’abord la démarche suivie par G. Cohen et P. Monk (cf [3]) pour obtenir la condensation

de masse sur cet élément. Il s’agit de considérer les formules de quadrature monodimensionnelles définies sur
C°([0,1]) par:

2 3
Ea(f) = wif(g:) et Eou(f) =Y wf*fl) (70)
1=1 1=1
ol
B 1
TT276, PT2T6 et { wfrmugh=t (71)
wf =w§ = = 2

Ces formules étant exactes sur P5([0,1]), on peut alors construire, par produit tensoriel, les deux formules de
quadrature définies sur C°(K) par

Eg,au(f) =Y wfwi* f(9:,1))

Bara(f) = 3w f(li,9;)

1,7

(72)

qui sont, par construction, exactes sur Q3(K).

Pour que 'emploi de telles formules de quadrature aboutisse a la condensation de masse, on remplace, de
manieére équivalente, 'ensemble ¥ par des degrés de liberté faisant intervenir la valeur de I'une des composantes
du champ aux nceuds des formules de quadrature ci-dessus. Plus précisément, on pose:

¥ = {ﬁé’l(g“lj)} U {662“139])}

On vérifie que l’espace F> est bien ¥'-unisolvant et que I’élément fini obtenu est bien H(rot) conforme (cf [3]).

S S

FiGc. 66 — Elément fini quadrangulaire du second ordre. Aréte I'y = 5155, Aréte I'y = 5553, Aréte I's = S35,
Aréte F4 = 5451
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Pour condenser la matrice de masse, il suffit de remarquer que, si @ et ¥ sont deux fonctions de base, on a
I’alternative suivante:

— Soit 4 et ¥ sont associées toutes deux & des degrés de liberté de type @.€1(g;,l;) (resp. @.€2(l;,9;)) et
dans ce cas, elle sont paralleles de direction & (resp. &) et il suffit de calculer f 4.7 par la formule de
quadrature faisant intervenir les mémes points (Eg,qr et Egr,c respectivement)

— Soit @ et ¥ ne sont pas associées au méme type de degrés de liberté et dans ce cas, elles sont orthogonales.

Toutefois, il est clair que, comme dans le cas du premier ordre, si on considére un milieu anisotrope, les termes
de la matrice de masse sont de la forme [ e@.7 (cf. sections 1 et 2). Si @ et ¥ sont orthogonales (deuxiéme cas),
ce n’est plus le cas de il et ¥ deés que € est un tenseur non diagonal. La condensation de masse est alors perdue.

7.2 Nouvel élément fini d’aréte quadrangulaire du second ordre

Il nous a donc semblé naturel de suivre la méme démarche que dans le cas du premier ordre pour obtenir la
propriété de condensation de masse y compris en milieu anisotrope. Il s’agit donc de réincorporer la composante
normale du champ en chaque point des arétes. Il faut de plus réincorporer la deuxiéme composante du champ
aux points intérieurs & K de maniére a ce que toutes les composantes du champs soient les degrés de liberté.
De cette maniere, la matrice de masse dans le cas d’un milieu anisotrope restera diagonale par blocs.

Remarque 7.1 Dans le cas des triangles, il o suffit de remplacer les degrés de liberté de type moments par les
deur composantes du champs en un ensemble “symétrique” de points intérieurs au triangle. Par contre, dans
le cas des carrés, les quatre moments intérieurs peuvent étre remplacés par les deuxr composantes du champs en
deux points intérieurs ce qui donne un ensemble de points qui ne respecte pas les symétries du carré.

Introduisons d’abord des notations similaires & celles de la section 6. Soit (4, j, k,!) une permutation circulaire
de (1,2,3,4). Sur chaque aréte S;S;, on note M;;(a) et Mj;(c) les deux points de quadrature situés sur cette
aréte vus commes les barycentres de S; et S; avec pour poids a et (1 —a) (resp. (1 — ) et a). Les points situés
a lintérieur de K sont notés G, Ga, G3, G4 (cf. figure 67).

FiG. 67 — Nouvel élément fini quadrangulaire du second ordre. Aréte Ty = S518,, Aréte I's = S553, Aréte
F3 = 5354, Aréte F4 = 5451

On introduit alors en chaque point M;; un vecteur tangent 7 et un vecteur normal 7 choisi rentrant par

rapport au carré K de sorte que le repére (7,7) soit orthonormé. On choisit alors comme degrés de liberté
I’ensemble:

(73)
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Il s’agit maintenant de décrire 'espace de champs de vecteurs qui sera ¥ -unisolvant. Pour chaque aréte S;S;,
on considere les deux deux fonctions de base:

Wi; = Vfififufidsi
{wﬁ- Vit fufiy (74)

ol le polynéme ¢;; (resp. ¢;;) s’annule en G; VI et en Mj; (resp. M;;). On introduit ainsi 8 fonctions ayant
les propriétés suivantes:

sur les arétes {7, k, 1}
vi=1,2,3,4

RS
|

h

—~
2
~—
I
Ol O Oy

0 sur Varéte {i}

| Vfill ¢;fifrfidji sur Varéte {i}

o
<

ST ST ST )
. S

ST TR
S
Il

)
<

D’autre part, si G; est un point intérieur, on introduit la fonction I_;i définie par:
by = fif; fx fii€; (76)

oit le polynéme 1%); s’annule en G, G, G; et €; désigne la direction orthogonale & celle du degré de liberté de
¥’ associé & G;. On introduit alors 4 fonctions ayant les propriétés suivantes:

{ b;. T = Osur 0K (77)

bi(G;) = Osii#j
On considere alors ’espace de champs de vecteurs suivant:

Fo=F @by, ij=1---4@&[b, i=1---4
Nous avons le

Théoréme 7.1 L’espace i’; est de dimension 24 et l’ensemble Y est g—%nisolvant. De plus, W.T est un poly-
noéme de degré 1 sur chaque aréte si W désigne un élément quelconque de Fo.

Démonstration:

11 est bien connu que si @ € }N'g, w.7 est un polyndme de degré 1 sur chaque aréte. Puisque w;;.7" et b;.7 sont
identiquement nul sur le bord de K (pour ¢,7 = 1,2,3,4), cette propriété est satisfaite pour tout élément & de
Fo.

Pour la démonstration de 'unisolvance, elle suit exactement la méme démarche que pour les triangles (voir
section 6.2), les fonctions introduites étant, ici aussi, les fonctions de base associées aux nouveaux degrés de
liberté (& une constante multiplicative pres). [ |

7.3 Une formule de quadrature pour I’élément fini quadrangulaire du second ordre

Nous sommes donc amenés & chercher une formule de quadrature de la forme:

Ex(f) = mes(K) { wm Zf(Mi,j(a)) +ngf(Gi)

oll wm, représente le poids associé aux points situés sur les arétes et w, celui associé aux points intérieurs au
carré K. Nous laissons a priori o comme un parametre qui sera choisi de telle sorte que la formule Eyx soit la
plus précise possible. On obtient:

V3
6 (78)

o =

N~
2] b
)

Wm =
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On remarque que ’on retrouve la valeur correspondant aux points de Gauss et introduite par Cohen et Monk
dans leur élément fini. En fait, cette formule peut étre vue a posteriori comme une combinaison convexe des
deux formules Eg g1 et Egr,c au sens suivant. Si § est un parametre réel, en posant

Exs(f) =6Eg,cL(f) + (1 = 6)Ecr,c(f)

on obtient encore une formule de quadrature ayant la méme précision que Eg,gr et Egr,g, c’est-a-dire Q3.

1 N .
Pour des raisons de symaétrie, on choisit 6 = -, ce qui attribue aux points M;; et aux points GG; un méme poids.
On retrouve alors la formule qui vient d’étre exhibée.

Remarque 7.2 Une étude de dispersion numérique permet de contater que le schéma obtenu en intégrant les
termes de la matrice de masse par la formule Ey est plus précis que ceux obtenus en intégrant au moyen de la
formule Ex s.

7.4 Analyse en maillage quadrangulaire régulier
7.4.1 Probléeme semi-discret et dispersion numérique associée

Nous définissons ’espace:
Vi = {ﬁh € H(rot,0)/ VK € T, @, € %;(K)}

olt 7;, désigne un maillage régulier de R? en carrés de coté h (cf. figure 68).

v v J v ! I
t. L. L. t. t. t.
| 1 i | | |
v J v v ! 7
t. L. L. t. t. t.
| i i | | |
v v v v v v

Fi1G. 68 — Maillage régulier pour Fo et degrés de liberté associés.

Ici, la régularité du maillage permet de définir un réseau périodique de 20 types de degrés de liberté (cf.
figure 69).
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llO Qi
4 — lSL
17

*1

20 T_) 16 L
19 15

3] w2 14] _
13

16

F1G. 69 — La cellule unité pour .7?2 et ses 20 types de degrés de liberté.

De maniere analogue au cas du premier ordre, le probléme semi-discret est équivalent a un systeme différentiel
de dimension 20. Ici aussi, nous n’écrirons pas ce systeme du fait de sa complexité et de sa taille. D’autre part,
la relation de dispersion “physique” s’obtient en résolvant un probleme aux valeurs propres de méme dimension
de la forme

w2 My, Ey = A4 B,

ol M}, est la matrice diagonale définie par

2 .
M), = h*diag | 2wm, - - ,2wmj£um,~~~ N
9,

4 fois 8 fois 8 fois

Nous avons donc tracé, a la méme échelle, et pour ¢ = 0°, 15°, 30°, 45°, les courbes de dispersion qui repré-
sentent l’erreur relative commise sur la vitesse par le nouveau schéma pour le second ordre (cf. figure 70).

0.998 -

099 - ; 7
0.994 | : i
0992 | i
099 | ]

0.988 al

0.986 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 0.35 04

Fi1G. 70 — Courbes de dispersion pour ]?2, 1 = 0°, 15°, 30°, 45°.
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D’autre part, les courbes de l’erreur en échelle logarithmique (cf. figure 71), permettent d’émettre la conjec-
ture:

Conjecture 7.1 La valeur propre physique wh(E) associée au schéma correspondant d Ry en maillage régulier
en carrés admet le développement limité suivant:

wi (k) = [K|(L + O(*[k]"))

0.001 T

0.0001

1e-05

1e-06

1e-07 L
0.01 0.1

F1G. 71 — Droites en échelle logarithmique pour le second ordre: maillage en carrés.

Ici aussi, nous avons comparé la dispersion numérique introduite par le nouveau schéma, (trait pointillé) avec celle
introduite par le schéma analogue sans condensation de masse (courbe supérieure) et le schéma avec condensation
de masse de Cohen-Monk (courbe inférieure) en tracant & la méme échelle les courbes de dispersion associées &
ces deux schémas pour une direction de propagation 7 donnée.

15 1.04

14+ 9
103
13F 1
1.02
12+ 9

101
1r 1

08 j \
) 08 - A

06

05 1 1 1 1 1 1 1 0.96 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 0.4

F1G. 72 — Courbes de dispersion comparées: ¥ = 0° (4 gauche) et v = 15° (a4 droite).
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1015

1015
101 F

101
1.005 -

1.005

0.995 -
0.995 -

0.99 -
0.99 1

0985 1 1 1 1 1 1 1 A 0.985 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 0.4

F1G. 73 — Courbes de dispersion comparées: ¥ = 30° (& gauche) et p = 45° (4 droite).

De maniere analogue au cas du premier ordre, la précision du schéma s’avere excellente dans la mesure ou
la dispersion numérique augmente tres lentement, ce qui permet en particulier de taiter de maniere “robuste”
des signaux a large bande de fréquence .

7.4.2 Discrétisation en temps d’ordre élevé

Comme dans le cas des éléments finis d’aréte triangulaires d’ordre élevé, une discrétisation en temps classique
d’ordre 2 (schéma “saute mouton”) est insuffisante. L’approche de ’équation modifiée permet cependant de
construire un schéma en temps d’ordre 4 dont nous étudions la stabilité et la dispersion numérique dans cette
partie.

7.4.3 Analyse de stabilité

Comme dans le cas des triangles, la norme de ’opérateur discret permettant d’obtenir la condition de stabilité
du schéma obtenu est calculée numériquement. On a alors les conditions de stabilité suivantes:

< 0,1455 pour 'ordre 2 en temps

oz (79)
a < 0,2521 pour l'ordre 4 en temps

alors que pour le schéma usuel sans condensation de masse, on a les conditions:
a < 0,1825 pour ’ordre 2 en temps (80)
a < 0,3162 pour ordre 4 en temps

et pour le schéma obtenu par Cohen-Monk avec condensation de masse
a < 00,2886 pour ’ordre 2 en temps (81)
a < 0,5 pour 'ordre 4 en temps

Comme dans le cas des triangles, la condition de stabilité associé au nouveau schéma est plus restrictive que
celle associée aux schémas usuels.

7.4.4 Analyse de la dispersion numérique pour le schéma discrétisé en temps et en espace

Comme dans le cas des triangles, nous avons étudié et comparé la dispersion numérique introduite par les
différents schémas discrétisés en temps et en espace. Dans la figure 74, on a tracé, a valeur d’angle fixée, les
courbes de dispersion correspondant & une discrétisation en temps d’ordre 2 et & 3 valeurs de a: a = 0 (semi
discret), a = 0.07 (valeur de a “moyenne”) et o = 0.1455 (valeur “maximale”). Il ressort que dans chaque cas,
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la courbe inférieure correspond la valeur a = 0, la courbe médiane & la valeur a = 0.07, et la courbe supérieure
a la valeur a = 0.1455. C’est donc la valeur de a “moyenne” qui donne la meilleure précision. La figure 75
présente suivant le méme schéma les courbes de dispersion correspondant & une discrétisation en temps d’ordre
4. Dans ce cas aussi, a chaque fois, c’est la valeur de a “moyenne” qui donne la meilleure précision. Comme
dans le cas du premier ordre, la précision du schéma est améliorée avec la discrétisation en temps.

1.005 T T T T T T T 1.004 T T T T T T T
1004 ] e T
1002 |
1003 1
1001 F B ]
1002 A
T e A
1001 i . \
0999 | ]

098 - 1
0999
0997 - i
0.9%8 099 - g
0997 1 1 1 1 1 1 1 0995 1 1 1 1 1 1 1
0 05 0l 015 02 025 03 035 04 0 05 01 015 02 025 03 035 04
1002 T T T T T T T 1002 T T T T T T T

0.998
0.998

0.996

0.99 0.994

0.992

0.994

099

0.992
0.988

0.99 L L L L L L L 0.986 L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

F1G. 74 — Courbes de dispersion pour Fo et Uordre 2 en temps sur maillage en carrés, avec a = 0 (semi-discret)
pour les courbes inférieures et allant jusqu’a 0.1455 pour les courbes supérieures, pour différentes valeurs d’angle:
en haut a gauche: 9 = 0°, en haut d droite: 1 = 15°, en bas d gauche: ¥ = 30° et en bas & droite: ¢ = 45°.
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0.9975 I I I I I I I 0.9955 I I I I I I I
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0.999 -
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0997 F 0.99
0.99
0.99
0.995
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0.994
0.993 - 099 F
0.992 -
0.988
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0.99 I I I I I I I 0.986 I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04

F1G. 75 — Courbes de dispersion pour Fy et Uordre 4 en temps sur maillage en carrés, avec o = 0 (semi-discret,
courbes inférireure), o = 0.2521 (courbes médianes) et a = 0.126 (courbes supérieures) pour différentes valeurs
d’angle: en haut & gauche: ¥ = 0°, en haut a droite: ¥ = 15°, en bas & gauche: ¥ = 30° et en bas a droite:
1 = 45°.

7.5 Cas du troisiéme ordre

7.5.1 Elément fini d’aréte quadrangulaire du troisiéme ordre

Rappelons que, pour ’élément fini d’aréte quadrangulaire du troisieme ordre, ’ensemble Y. des degrés de
liberté choisi est donné par:

Y= {/ @.7pdo Vpe Py(T;), i= 1,2,3,4}U {/ @.gdr V7€ Q1 % Qg,l(K)}
r; K

On a |X| = 24. L’espace vectoriel de champs de vecteurs F3 = Q2,3 X Q32 est de dimension 24. Il est X-unisolvant
et 1’élément fini que l’on obtient est H(rot) conforme (cf [8]).
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Pour obtenir la condensation de masse, G. Cohen et P. Monk introduisent les formules de quadrature monodi-
mensionnelles définies sur C°([0, 1]) par:

3 4
Eo(f) =) wif(g:) et Ear(f) =Y wi"f(l) (82)
=1 =1
ol
1 V5 1 5
1 v 11 V5 h=0 h=5-75 b=zt h=!
=370 T2 BT 0 LOL — oh — L
. ) et 4 12 (83)
G_, .G _ 2 G _ =
WITWs T 1g Y2 Ty WGL — ,GL — 2
2 3 12

Ces formules étant exactes sur P5([0,1]), on peut alors construire, par produit tensoriel, les deux formules de
quadrature définies sur C°(K) par

Eg,ai(f) = > wiwi* f(g:i,1))
Eoro(f) =3 woC (L, g;)

2

qui sont, par construction, exactes sur Q5(K).
De maniere similaire au cas du second ordre, on remplace, de maniere équivalente, ’ensemble ¥ par des degrés
de liberté adéquats. Plus précisément, on pose:

Y = {@.éi(g:,1;)} u{déx(li, g;)}

On vérifie que l’espace F3 est bien ¥'-unisolvant et que I’élément fini obtenu est bien H(rot) conforme (cf [3]).

Sy R R MSG
oo
S AR S
S

S S

FiG. 76 — Elément fini quadrangulaire du troisiéme ordre. Aréte 'y = 5152, Aréte T's = 5553, Aréte I's = S35y,
Aréte F4 = 5451
En utilisant, suivant la direction des fonctions de base a intégrer, la formule de quadrature adéquate, on

obtient une propriété de condensation de masse qui, dans le cas d’un milieu anisotrope, est perdue.
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7.6 Nouvel élément fini d’aréte quadrangulaire du troisieéme ordre

En suivant la méme démarche que dans le cas du second ordre, on construit un élément fini qui permet
d’obtenir la condensation de masse y compris en milieu anisotrope. Il s’agit donc de réincorporer la composante
normale du champ aux points de quadrature situés sur les arétes et la deuxiéme composante du champ aux
points situés & l'intérieur de K (cf. figure 77).
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Fi1G. 77 — Nouwel élément fini quadrangulaire du troisiéme ordre. Aréte T'y = S1S2, Aréte Ty = S5S53, Aréte
I‘3 = 5354, Aréte I‘4 = 5451

7.7 Une formule de quadrature pour 1’élément fini quadrangulaire du troisieéme
ordre

Il apparait alors clairement qu’en posant a priori:

Ex(f) = %EG,GL(f) + %EGL,G(f)

on obtient une formule de quadrature définie sur C°(K), exacte sur Ps(K ), qui permet d’aboutir & la condensation
de la matrice de masse pour ’élément fini décrit dans le paragraphe précédent.

8 Conclusion et perspectives

Nous avons construit dans cet article une nouvelle famille d’éléments finis d’arétes en dimension 2 qui résoud
le délicat probleme de la condensation de masse et ceci, méme en milieu anisotrope. Nous avons considéré les
maillages triangulaires et rectangulaires. Nous nous sommes limités aux éléments d’ordre le plus bas en maillage
rectangulaire mais avons pu construire des éléments d’ordre 1, 2 et 3 en maillage triangulaire et rectangulaire.
Ce resultat est une premiere a notre connaissance. Il faut toutefois reconnaitre que la condensation de masse
s’obtient en payant le prix d’une augmentation du nombre de degrés de liberté, d’une condition de stabilité
légerement plus restrictive et d’une perte de précision dans le cas des triangles (nous parlons ici de la dispersion
numérique). Signalons toutefois que, de facon inexplicable pour l'instant, la précision obtenue avec les maillages
rectangulaires s’avere excellente.

1l reste dans le futur & parfaire ’analyse théorique de ces éléments et & construire des éléments finis d’ordre
supérieur pour les maillages rectangulaires. Enfin, I’extension de ces éléments & la dimension 3 est en cours et
fera ’objet d’une prochaine publication.
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