
HAL Id: inria-00073653
https://inria.hal.science/inria-00073653

Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Poisson-Voronoi Spanning Trees with Applications to
the Optimization of Communication Networks

François Baccelli, Sergei Zuyev

To cite this version:
François Baccelli, Sergei Zuyev. Poisson-Voronoi Spanning Trees with Applications to the Optimiza-
tion of Communication Networks. RR-3040, INRIA. 1996. �inria-00073653�

https://inria.hal.science/inria-00073653
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

ap por t  


de  r ech er ch e 


INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Poisson-Voronoi Spanning Trees
with Applications to the Optimization of Communication Networks

François Baccelli , Sergei Zuyev

N˚ 3040

Novembre 1996
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�'q�}�nEq�~Fz2�Kq�ªb{
�
��}K«%�2�
x»�aªÄ}Ò½j��«.�
�Eq1�Pq1�
�Eq1�2}
�
�y�E�'qgx�xyqgxj¹ � z2�
��¹<�BA�¹ Ê ¼:�yqgx��:qg�'}y«­�2q�¬%~a°S�Ò} «.x qgz2xK«%¬%~�xKqgqg��}ynPzJ} 5 � Ê N �È³ � �&C �-Ê [ pI�2�yq»���2p��E¬%q�}yq��Kq1xy{E¬%}yx��B�
�aqg�2pIq�}��K~��aªW��za�P�E�2pÅ�:�a«.�B}yx «.�8z�}Ò~E�E«.��za¬ÌÆS�2�y�2�E�2«Ì�'q�¬%¬��gza���Pq»ª×�B{
�
��«%��` �,bU\jza�
��½Äq#�B�E}yza«%�

5 � Ê 9 � ³1�»Ê � � 5 � Ê J � � J ���L� C 5 � Ê N � ´��W³ � Ê � � � �
�-Ê ��' � � �&D �4� CC 1FE � Ê � �� ¾Ù¿=G�¶

�B«.pI«­¬.za�y¬­~2¼
{
xy«%�E���B�
�'q#pI�2�yq»}ynEq�z2�P���2qLq�|E�3nPza�E�2qDª×�B�yp�{E¬%z [ÿ�Jù]\3¼
�
{E} }�nE«%xw}K«.p�q��:q�}Ò½jq�q1� 5 � Ê za�P� 5 �� ¼E½jq#�aqg}

� Ê 5 � Ê ! 9IHe¾�9KJ.$+³ �F�R� Ê � �
��' �+Ê � < @F� �C 1 >  ��R� Ê� ¾�¿ @ ¾ �z�R� Ê � �

��' �+Ê �%D @F� �C 1FE � �R� Ê� ¾�¿LG�¶
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ñÄ�2p��E«.�E«%�
�I}�nEq�za�:���aqÈq'|
�
�yqgx�xy«­�B�
x�¼N½jq»�aq�}�}�nEq»ª×�a¬%¬­��½ «.�E��q'|
�E¬%«.�'«%} q'|
�
�yqgx�xK«%�2�]ª×�2��}yn
q��'�2xy}jªb{
�
��}K«%�2�ÌÁ

/ ³�� Ê5�-Ê ¾�� � ¾�� H2��� < @F� �CÊ ¾�� J,��� D @F� �CÊ ² [b��\
½wnEq1�Kq � Ê ³ � Ê � �' < �L� CC � < �L� CC É�Ê�

1?>  Ê � �� ¾�¿.@ ¾ ' Ê
� �
�� � ³ � Ê � � � �' D �L� CC � D �L� CC É�Ê�

1FE � Ê � �� ¾�¿LG �� H ³ � �R� Ê � �' < @F� �C � � 1?>  ��� Ê� ¾Ù¿L@ �� J ³ �<��� Ê�� �' D @F� �C � � 1FE �J��� Ê� ¾�¿LG�¶
§ q�xyq�q�}ynPzJ}�}�nEq����2xy}#ªb{
�
��}K«%�2� n
z2x�zØ{
�
«%ÖN{Eq�pI«.�E«.pIza¬e��zJ¬.{Eq2¼Wza}K}�zJ«.�Eqg��«.��}ynEq��P�2«%�B} �	�Ê ½wnE«%�3n xy�a¬%�aq1x#}yn
q
qgÖN{
za}K«%�2� � H  S��� Ê�� � A < @F� �C É�Ê EÊ ¾�� J � �R� Ê � � A D @F� �C É�Ê EÊ ³��
� Ê ¶
���8�
za�y}K«.��{
¬%z2�j�gzaxyq»½wnEqg�  �R� Ê ³1� �R� Ê 0R243³�� ½Äq»�B�E}yza«%�

� �Ê ³ 6 �d��� H ¾�� J �
����Ê Z CC � D

za�P��}�nEq�pI«%�E«.p�zJ¬Ç��za¬%{Eq#�aª�}�nEq��'�BxK}jªb{
�
��}K«%�2��«.x qgÖN{
za¬Ì}K�

/ � � �Ê �W³ �8¾ �� � DC+� DÊ 
 � � ��� H ¾�� J ��� CC � D ¾�� � ¶
YP�B���)³�¿»z2�
� � Ê � � ³  Ê � � ³�¿a¼E½jq#�2�
}yzJ«.�

� �Ê ³ � ����� � �|� �z�R� Ê ¾I�<�R� Ê �
���»Ê � � ¾*;�' Ê � Ê�� ���� C�

za�P�
5 �
� / ³ ¿

� �
6�� E � Ê � � � Ê��8H� ¾I' Ê G Ê�� H E � �; 3 �z�R� Ê ¾I�<�R� Ê 5=G � � H ¾ �ÈÊ �

� � � � Ê�� H� ZF¶
m nEq]{
�P�Pq1����{P�K�2qI«.��YW«­�B{
�Kq��8x�nE��½wx#z8}Ò~E�E«.��za¬Sq'|
zap��E¬%q��Jª�}ynEq��'�2xy}»ªb{
�
��}K«%�2�Î�Jªwz�}ynP�Kqgq�¬­qg�aq�¬ÄxK~Exy}Kqgp�°��
pI�2�yq#�Eq�}�zJ«%¬­q1���E«.x���{
x�xK«%�2����z2���:q»ª×�2{P�
��«%�Ø�Bq1�'}K«%�2���P° �
°

� � �'� �����JO�i���OÄ�8k o � 
���k

* q1s ��x � ��v�� � �
ñÄ�2�PxK«.�Eqg�j}�nEq»ª×�a¬%¬­��½ «.�E�Iq'|E}Kq1�
xy«­�B���aª�}�nEq#p��E�Eqg¬%xw«%�B}y�y�E�
{
��qg��«%��c7�
Á�}�nEqg�yq�za�yqÈ·! � «.�
�Eq1�Pq1�
�Eqg�B}wnE�BpI�a�aq�ð
�Eqg�2{
x��W�a«.x�xK�B���
�y�E�'q1xyxyqgxj¹ÈºE¼P±�³À´
²g¿®¶�¶g¶+²K·Î¼
«%�e�+��½ «%}yn8�Kq1xy�:qg��}K«%�aq»«.�2}yqg�
xy«%}K«%qgx � ºN°

�E� 4��5��9�:�9
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§ qF½ «%¬­¬»{
xyqFz�}yqg��p�«.�E�2¬­�2�a~ ½wn
«%�3nÙ���2�B}K«.�N{Eqgx�}yn
za}��Jª��B{
�]}Ò~E�E«.��za¬Dq�|Ez2p��E¬­q)xK� z2x]}y� p�zaÓaq>}ynE«.�E�2x�pI�2�yq
qgz2xK~Î}K�Î�
zapIq�za�
��p�z2�E«%�P{E¬%za}Kq2ÁI}�nEq8�P�2«%�B}��P�K�E�'q1xyx�¹<���Kq1�
�Kq1xKq1�B}yx�}�nEq��
q�}Ò½j�2��Ó �?V�W?� Q��?�XW�� ���2¼S½wnEqg�yqgz2x�}yn
q
�:�a«.�2}Ä�
�K�E��qgx�xKq1xW¹ Ê ²y¹ � ²K¹ H ¼Bq�}y�a°2�yqg�
�yqgxyqg�B}�Z
���?TB�?�XW?V�TB�U�
	 ���
��	�TU�W�2�®xy}yza}K«%�2�
x®�JªÌ��za�y«­�B{
xW¬­qg�aqg¬%xS«.��}yn
qDnE«%qg��za���3n2~2°& ªÈ���2{
��xyq�«.� �P�yz2�'}K«.�'q2¼®½jq�x�nE�2{
¬%� n
z@�aq � � " �+Ê�" ¶�¶g¶ " �PÏ ¼jza¬­}�nE�2{
�2n�}�nE«.x�«%x��E�2}Ip�z2�
�
zJ}y�2�y~ «%� �2{P�
p�zJ}�nEqgp�zJ}y«%�gzJ¬Ì}��Kq1zJ}ypIq1�2}g°
�Dx�xy�N��«%za}Kq1��½ «%}ynI}ynEq �yqgza¬­«%Ñgza}K«%�2�
x��Jª-}ynEq1xKq �:�a«.�2}S�
�y�E�'q1xyxyqgxg¼�½wnE«.�3n��gza�I�Pq xyq�qg�IzaxW�Eq1�N{
pIqg��za�E¬%qj���a¬%¬­q1�'}y«­�B�
x��Jª
�E�E�Eq1xW¬­�E��za}Kq1��«.��}�nEqw�E¬.za�Eq2¼J�2�
qj}�nEqg�I�Eq�©:�EqgxSz2�y�gxW�Pqg}Ò½Äqgqg�I�'qg�y}yza«%�I�
za«%��x��Jª-�
�N�
qgxg¼J½wnE«.�3n�z2�Kq��
{E«%¬­}Wª×�2¬­¬%��½ «.�E�
}yn
q�¬­q1zaxy}��E«%xy}yz2�
�'q]n
«­q1�yz2�y�3nE«.��za¬S�
�K«.�
��«%�E¬%qaÁ»ª×�B��zJ¬%¬e±�³Ð¿a²g¶�¶g¶Ì²K·Î¼�qgz2�3n��P�2«%�B}#�Jª�¹Èº � ÊI«.x��'�B�
�Eq1�'}Kq1�Î}K�>}yn
q�:�a«.�2}Ä�JªÌ¹Èº#½wnE«%�3n]«%xe}ynEqÈ�'¬%�2xyqgxy}�° &eÖN{E«­��za¬­q1�2}y¬­~2¼N½ «­}�n�qgz2�3n�xK}�zJ}K«%�2� Ë S �JªÇ¬%q��2q�¬-±Ì¼2«­ª��2�
qD�Eqg�
�a}Kq1xÄÃ O P �[¹Èº���}yn
qÆS�2�y�2�
�a«S�'qg¬­¬®½ «%}yn��N{
��¬­q1{
x Ë S �'�B�
xK}��y{P�'}Kq1�F½ «%}yn��yqgx��Pq1�'}»}K�>¹»ºN¼�q1za�3n)�P�2«%�B}#�Jª�¹Èº � Ê�¬%~B«.�E�8«.�
xK«.�Eq�Ã O P �[¹Èº��n
z2xeza��za���w�'�B�
�Eqg��}K«.�E��«%}e}y� Ë S °Wm n
qgxyqLza����xÄ�Kq1�
�yqgxyqg�B}e�'�B�
�Eq1�'}K«%�2�Px®�2�e¬­«.�
ÓNxÄ«%��}�nEqL���2p�p�{P�E«%�gzJ}y«­�B�]�Eq�}Ò½j�2��Ó-°
m nE«.x�xyq�}#�aª z2�y�gx#�Eq'©-�Eqgx�z>�yz2�
�E�2p �2��za�
nÎ�B�)}�nEq��E�E�Eq1x�¼�½wnE«.�3n ��z2�Î�:q��Eq1�'�BpI�:�2xyqg�Î«.�B}K�Fz>�Eq1�N{
pIqg��za�E¬%q
ªbzapI«%¬­~��aªD�'�2�P�Eqg��}Kqg� xy{
�
�2��za�
n
x�½wnE«.�3n�za�yq�zJ¬%¬��yz2�
�E�2p }y�yq�q1x��aªw¬­qg�aqg¬Ä· zJ}Ip��BxK}gîe}�nEqg�yq�«.x��B�Eq�x�{
�3n�}��Kqgq
�y�B�2}Kq1��«.��qgz2�3n��:�a«.�B}w�JªW¹ Ï [[xyq�q)YW«%�P°:�]\7¼-za�
��}yn
«%xD}y�yq�q�n
z2xwxy{P�
xy�g�K«.�:qg��x��2�w�:�a«.�B}yx �aªW¹ º ¼-±]³ ¿2²�¶�¶g¶Ì²K·Î¼:z2x
¬%qgz@�aq1x�° Y:�2� «.�
xy}yza�P�'qa¼-«­ª®}ynEq�ÆS�B�K�B�E�a«��'q�¬%¬SÃ O �b¹ Ï �e«.xLqgp��E}Ò~��Jª®�P�2«%�B}�xw�Jª®¹ Ï � Ê ¼-}yn
qg� Ë «%xL�P�2}ynØz]�y�N�a}wz2�
�z]¬%qgzJªe�Jª®}�nEqI}y�yq�q��K�N�a}yqg�8«.� Ë °�m nEq���za�
�
�2pÔ}y�yq�q1xD«.�Ø}�nE«%xLªbz2p�«%¬%~8z2�KqIxK}��K�B�E�a¬%~8�Eqg�:qg�
�
qg�B}�¼Ç�
{
}L«.�Eqg�B}y«%�gzJ¬%¬­~
�E«.xK}��K«.�
{E}yqg�Ì°W����}�n
zJ}g¼2}�nE«%xeªbzapI«%¬­~I«.xez#�'�2¬­¬%qg��}K«%�2���aªÌx��
z2�
�E«.�E�#}y�yq�q1x®zJ¬%¬­��½ «.�E�#�B�Eqw}K���yqgz2�3n�z��'q1�K}�zJ«.�Ix�{
�
xyq�}e�Jª
}yn
q�xKqg}j�aªWx�{
�
x����y«.�Pq1�yxÄªb�y�2pÅq1za�3n��K�N�a}��N«.zIxy�2pIq#�E«.xK}��K«.�
{E}y«­�B���:�a«.�B}yx��aª�¬%q��2q�¬.x�· T ¿2²�¶g¶�¶Ì²�¿2°e�B��«ÂªW}ynEq��y�N�a}�x
za�yq�«.�B}Kqg���'�B�
�Eq1�'}Kq1�Ì¼+qgz2�3n>xy{
�Pxy�g�K«.�Pq1�L�gza�>�:qI���2�
�
qg�'}yqg�>�N«.z�z]©:�E«%}Kq�xKqg}D�Jªez2�y�gxw}y��z2�2~��a}�nEqg�Èx�{
�
x����y«%�:qg�D�Jª
}yn
q��E¬%z2�Eqa°

* q p � �E{�w -�}���u�}1vr� v � u�x � w�vd{�u��?�z�zwSu�}�vd� ��}�y u�x � w�vd� � �z�<}�w�yJu�}�vd� ���7y���� � �

tw�B{E�2nE¬%~>xy�:qgz2ÓB«%�E�:¼:}�nEq��'�2xy}D�aª®qgz2�3nØxy{P�3n>}y�yq�qI�'�2�PxK«.xK}�xD�aª®}ynEq��'�BxK}L�Jªeza¬­¬W}yn
q��'�B�
�Eq1�'}K«%�2�PxLz2�
�Øxy}yzJ}y«­�B�
xL�Jª
¬%��½Äq1�Ä¬%q��2q�¬.x�¬­«.�
Óaqg��}K��«%}yx �y�B�2}�°W�����2{
� ���2p�p�{P�E«%�gzJ}y«­�B��q�|Ez2p��E¬­q2Á

� qgza�3n��P�2«%�B}j�Jª�¹ º n
z2xjzI�'�BxK}jzax�xK�E��«%za}Kqg�]½ «­}�n]}yn
qÈ«.�
xy}yza¬­¬.zJ}y«­�B�]za�
��p�zJ«.�2}yqg�
z2�
�'qÈ�Jª�}ynEq»�'�B�y�yqgx��P�B�
�E«.�E�
xK}�zJ}K«%�2���Jª�¬­qg�aqg¬�±+¼
½wnE«.�3n�½jq#�Eqg�
�a}Kq ' º °� qgza�3n�za���Lªb�K�Bp¯z��E�E�Eq Ë$S �Jª�¹ º }K�]z��E�E�Eq K�� �JªW¹ º'É�Ê n
zax�}Ò½j���'�2p��:�2�Eq1�B}yx�«.��«%}yxD�'�2xy}�Á
ra° m nEqDQ������|Q���T�
8Q��,�?T ¼J�
zapIqg¬­~#}�nEqj���2xy}��aªP}yn
qj���2p�p�{
�
«%�gzJ}K«%�2��p�q1�E«.{
p zJ¬%¬­��½ «.�E�L}ynEqj«%�B}yqg���'�2�P�Eqg��}K«%�2�
�:q�}Ò½jq�qg��}ynEqjxy{
�
}y�yq�qe�y�N�a}Kq1�»«%� Ë S za�P� K � îJ}yn
«%x��'�BpIp�{
�E«.��za}K«%�2�#pIqg�E«.{
p�x�nE�2{E¬.�#zJ¬%¬%��½Î}�nEqÄ�
q�}Ò½j�2��Ó}K���'�2�:q�½ «%}yn8}�nEq�xyq�}w�aª®zJ¬%¬�x�{
�
x����y«%�:qg��xw�:q�«.�E�]¬%qgz@�aq1x��JªS}yn
«%xLxy{
�
}y�yq�qa° m nEq���za�Pza�'«%}Ò~����2xy}w�JªS}�nE«%x
pIqg�E«.{
p «%xwz2xyx�{
pIqg��}K���:q#�a«%�aq1���B~�z�ªb{
�
��}K«%�2���JªW}yn
q»ª×�2��p� º � º�É�Ê ���+� � º � º'É�Ê �+����²
½wnEq1� }�nEq��N{
p��Pq1� N O P �Jª»xy{P�
xy�g�K«.�:qg��x��aªD}ynEq>x�{
�E}��Kqgq��y�N�a}Kq1� «.� Ë S «%x��S¼Äza�
� ½wnEqg� }ynEq8za���3n�'�B�
�Eq1�'}K«.�E� Ë S }y� K � «%x#�aª ¬­q1�E�a}�n �N°��Dq1�Kq � za�P���Åz2�Kq]�
�2�NðÒ�Eqg�g�Kq1zaxy«%�
���yqgza¬Âðÿ��zJ¬.{Eqg�)pIz2�
�E«.�E�P°
�Ô}Ò~E�E«%�gzJ¬ q�|Ez2p��E¬­q�«.x�}yn
za}I½ «%}yn ��º � º'É�Ê����+�����S¼Ä«%� ½wnE«.�3n �gzaxyq�}�nE«%x��gza�
z2�'«%}Ò~��'�BxK}I«%x��P{
�Kqg¬­~
za�P�E«­}y«­�2q�«.� N O P ° �D��½jq��2qg�g¼:}�nEq���z2�
za��«­}Ò~8�Jªjz����2�
�Eq1�'}y«­�B�Ø«.xL�aª×}Kq1�)�Eq1xK«%�2�
qg�Ø}y��}�zaÓaqIz2�E��za�B}yza�aq
�Jª�}ynEq»xK�aðÿ�gzJ¬%¬­q1��xK}�zJ}y«%xy}K«.��za¬-p�{E¬­}y«%�
¬­q�|N«.�E���Pqg}Ò½Äqgqg��xy{
�Pxy�g�K«.�Pq1�yxg¼2z2�
�]}�nEqLªb{
�
�'}y«­�B� � «%xÄ�Jª×}yqg��x�{
�Nð
za�P�E«­}y«­�2qa°®m nEqÈªb{
�P�'}K«%�2� �8���]�e½ «%¬­¬��:q��yq'ª×qg���yqg�]}y��zax�}yn
qRV�	���TrQ������|Q���T 
PQ��,�?T�[b}�nEq���z2�
za��«­}Ò~]���2xy}��Jª
}yn
q�za�
�
«­}y«­�2q���zaxyq»½wnEqg�8}�nEq#��za�y«%z2�E¬%q N O�P «.x q1ÖB{PzJ¬Ç}y�>r,\7°jm nEq��
z2�K}y«%�g{E¬%z2� ��z2xKq �)�+�]�®³ '
	��
��� 7R�
za�P��«%}yx �:�a¬%~E�E�2pI«.zJ¬Ì�2qg�Eq1�yza¬­«%Ñgza}K«%�2�
xÄ½Äq1�Kq#za¬%�yqgz2�E~]�'�BpIpIq1�2}yqg��«%�gc1ra°

�E° m nEq)��	������,�?TB�?V�Q TBV����FQ��,�?T[¼2½wnE«.�3n�«.x®�2«­�2qg�I�B~IzÈªb{
�P�'}K«%�2� � º � º'É�Ê �+����½wnE«.�3nI�
�Bq1x®�E�2}e�Eqg�:qg�P���2� N O�P�B~�zax�x�{
p��E}K«%�2�Ì¼
za¬­}�nE�2{
�2n�«­}wp�z@~]�aªW���2{
��xKq»�Eq1�Pq1�
���2�8±+°
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* q+* � ��� �z}1u�}�vd� v � u�x � w�vd{�u��?�z�<wSu�}1vd�

m nEq����2xy}Äªb{P�
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��¬­qg�aq�¬Ìxy}yza}K«%�2�
xg¼N«Âª�}ynEqg~�za�yqLza¬­¬%��½Äq1�Ì°Wm nEq»}K�2�:�a¬%�a�2~��Jª�}�nEq#xK~Exy}Kqgp �Pq1�'�2pIq1x
xy}yza�KðÒxyn
z2�Pq1��z2x�«%�8}Ò½j��¬­qg�aqg¬�xK~Exy}Kq1pIxg°em nEq����2xy} �JªW}ynEq�p��E�Eqg¬Ç½ «%}yn>�E«.�Kq1�'}w���2�
�Eq1�'}y«­�B�
x�«%x 5 �

� /�	
� ¿�������ª×�B�

�+Ê ³Å´
°������'�2�B}��yz2xK}g¼Ì«%�Î}yn
q]xK}��K«.�'}y¬­~Fn
«­q1�yz2�y�3nE«.��za¬Sp��E�Eqg¬[¼�}ynEq]�Jð ¬%q��2q�¬Sxy}yzJ}y«­�B�
x#za�yq��'�2�P�Eqg��}Kqg�)}K� r�ðÿxy}»¬­qg�aqg¬
xy}yzJ}y«­�B�
x�q��2qg��«ÂªW}yn
q�~�z2�KqLªbza� z@½�z@~a¼N½wnE«.�3n�pIz2ÓJq1x�}ynEq����2xy}j�aª�}�nEq#xK~Exy}Kq1p¯q'|
�E¬%�E�Eq#zax � ÊL��za�E«.xyn
qgxg°
���>za�
�a}yn
qg� q�|Ez2p��E¬­q#½jq#}yz2ÓJq#}�nEq�x�zapIq#��zJ¬.{Eqgx �aªS}ynEq��Pza��zapIq�}yqg��x�q'|
�'q1�E}�ª×�2� �<�R� Ê �+���e³ �<�R� � �+�]�®³µ´P¶­¿��B°��Dx«.�)}�nEq��
�yq��N«%�2{
x»q�|
zap��E¬%qa¼��
«%�yqg��}��'�2�P�Eqg��}K«%�2�
x#«.p��
�y���aqI}ynEq����2xy}�°]ö {E}�zJ¬%}ynE�B{E�2nFª×�2�#}�nE«.x�pI�N�
q�¬®}�nEqg�yq�«%x�z
¬%�N�gzJ¬�p�«.�E«.p�{
p �JªS}�nEq����2xy} ªb{
�
��}K«%�2�8«.�Ø�P�2«%�B} �+Ê�	 ´
¶ � � � ¼
}�nEq��a¬%�2�PzJ¬�pI«.�E«%p�{
pÔ�JªS}yn
q��'�BxK} 5 �

� /�	 ¿2¿����
�
«.x zJ}K}�zJ«.�Eqg��«.� � Ê ³À´
¼E« ° q#½wn
qg��}ynEq1�Kq#z2�Kq#�E���E«.xK}��K«.�
{E}y«­�B���:�a«.�B}yxwza} zJ¬%¬�[[xyq�q YW«­�B{
�yq»��\7°
����}ynEq#¬.zaxy}�q'|
zap��E¬%q �z��� S ���]�W³À´
¶ ;��N¼Nª×�2� za¬­¬ �7²�� � �@´
²g¿a²����2¼��<�R� Ê �+�]�W³�´P¶­¿���² �F�R� � ³�´P¶ ;M��za�
� � Ê � � ³��	�N° § qxyq�q�}yn
za}�}yn
q��2�E}y«%p�zJ¬®z2�y�3n
«­}yqg�'}�{
�yq�n
qg�yqI«.x�xy}y�y«%��}K¬%~FnE«%qg��za���3nE«.��zJ¬ ¼Ìq'|
��qg�E}»ª×�B�»�aqg�y~Fx�p�zJ¬%¬®��zJ¬.{Eqgx»�aª �+Ê °�m n
q
�2�
}K«.pIza¬®«.�2}yqg�
xy«%}Ò~F«.x �-Ê�	 ´
¶ ´
����z2�
�Î}ynEq�p�«.�E«.p�zJ¬Ä���2xy}»�a«%�aqgx�}ynEq]nE«%qg��za���3nE«.��za¬WpI�E�Eqg¬[Á 5 �

� /�	 ;B´
�P¿P[ xKqgq
YW«­�:°	��\7°Dm nEq��'�2���yqgx��P�B�
�E«.�E���2�E}y«%p�zJ¬�}K�B�P�2¬­�2�a~�«%xD�B«.x�{
zJ¬%«­Ñgqg�8�B�eY�«%�2{P�Kq]r�za�
�8½�zaxw�P�yz@½w�8½ «%}yn>}�nEq�nEqg¬%�Ø�Jª
}yn
q��
�K�2�2��zap �wtDñ [[xyq�q `­rg�,bU\7°

� � ��k'� 	��(
 ������	�	��g	�� ������� k���o �

m nEqFpIqg}ynE�E�
x]���2�
xy«.�Eqg�yqg� «.� }�nEqF�
�yq��N«%�2{
x�xKq1�'}K«%�2�Px���za� q1zaxy«­¬%~ �:qFza�Pza�E}yqg� }K� �2}ynEq1�]za�
�
¬­«.��za}K«%�2�
xg°óm�½j�
q'|
z2pI�
¬­q1x��Jª�x�{
�3n8za�P�E¬­«.��za}K«%�2�
x�z2�Kq#�'�B�
xy«%�Eq1�Kq1���:q�¬%��½#°

5 +J��5��



������������	�

�������
	��
��������	�	���	���������� �"!$#�%'&)(+*,*�- #/.102%�#/354�67%/38%'&�98:�*�%�#�;<#>=?02%�#/354@3BADCE3�;F;FG�4�#/.102%�#/354IH�9�%�!J3�K1L�6 r �

16000

18000

20000

22000

24000

26000

28000

30000

32000

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
lambda_1

YW«­�B{
�yqÄ�EÁ�ñÄ�BxK}Ìªb{P�
�'}y«­�B�#«%��}ynEqen
«­q1�yz2�y�3nE«.��za¬apI�E�Eq�¬�[b}yn
qÄ{
�
�:qg����{P�K�2q,\-za�P�#}ynEqÄp��E�Eqg¬2½ «%}yn��E«%�yqg��}��'�B�
�Eq1�'}K«%�2�Px
[�	 ��� S ³ ;P² K ��� S ³ ��\7°
�rq1s ��-�y�w��7}���� }�� � v��<} ����w�vd� � �z�<}�w�yJu�}�vd� {	�7{�u��E� {

ñÄ�2�PxK«.�Eqg��}Ò½j��«%�P�Eqg�:qg�
�
qg�B}w�W�a«.xyxy�2���:�a«.�2}w�P�K�E�'q1xyxyqgxj¹ � za�
��¹»Ê#�Kq1�
�Kq1xKq1�B}K«.�E�I�yqgx��:qg�'}y«­�2q�¬%~]}yn
q��P�BxK«%}K«%�2�Px��Jª
pI�2�E«%¬%q�xy{P�
xy�g�K«.�:qg��x�zJ}�}y«%pIq�´Øza�
��}�nEq��:�2xy«%}K«%�2�
x��Jª }ynEq W��
���P��T��
TB�U�
	��È�aª }ynEq��Eq�}Ò½j�2��Ó-°8m n
q��
zaxyq�xy}yza}K«%�2�
¬%�N�gzJ}yqg��«.���P�2«%�B} Ë �Jªw¹#Ê�«.x�za� z2�B}Kqg�P�
zØzJ¬%¬%��½ «%�E��ª×�B��nEq1�K}yÑ�«.za� �'�Bp�p�{
�E«.��za}K«%�2��½ «%}yn�z2�B~)pI�2�E«%¬%q]¬­�E�gzJ}Kq1�
«.�
xK«.�Eq�}�nEq�¹ Ê ðÿÆS�2�y�2�E�2«��'qg¬­¬�½ «­}�nØ�N{
�'¬%qg{Px Ë ° ���>�gzaxyq�zJ}y}Kq1�B{PzJ}K«%�2��«.�
���yqgz2xKq1x ½ «%}ynØ�E«.xy}yza�P�'q#«.�Øz�}y��za�PxK¬.zJ}y«­�B�Nð
«.�2��z2�K«.za�B}Äz2�
��«.xK�2}y�y�2�E«.�w½�z@~a¼Nza�P��«Âª�zJ¬%¬+xy}yza}K«%�2�
xjn
z@�2qw}ynEq#x�zapIqDq1pI«%x�xK«%�2���P��½jqg�g¼2}�nE«.xj��q�¬%¬:«.x�zJ¬.xK��}ynEq»�
z2�K}Ä�Jª
}yn
q��E¬%z2�Eq»½wnEqg�yq»}ynEq��yqg��qg�E}y«­�B��¬%q��2q�¬Ì�aª�}�nEq�za�B}Kq1�
�
zI¬%�N�gzJ}yqg��«%� Ë «.x �Pq1xK}g°�D��½jq��2qg�j}yn
q�p��B�E«%¬­«%}Ò~��aª�}�nEq��:�a«.�2}�x �JªW¹ � [[½wnE«.�3n8½Äq»½ «%¬­¬��E«%x���{Pxyx �:q�¬%��½<\j���yqgza}Kqgx z��
q�½��
�K�B�E¬%qgpÅ½wnE«.�3n�«%x
}ynPzJ}e�aª AI�]W?� �>�DTX����Q B,��	]�a°®m nEqDxy~ExK}yqgp n
zaxe}K�IÓB�
��½ ½wnEq1�KqDqgza�3n�pI�B�E«­¬%qw«.xe¬%�E��za}Kqg��za}eza�B~I�a«%�aq1��}y«%pIq2°®m nE«%xe«%x
�
z2�K}y«%�g{E¬%z2�K¬%~�}��y{
qwª×�2�ÄpI�2�E«%¬­q1xe½wn
«%�3n]z2�Kqw�
�a}e«.�]���2p�p�{
�
«%�gzJ}K«%�2�Ç°®�EnE�2{E¬.��za�B~��JªÌ}�nE�2xyqL�:qL�gzJ¬%¬­q1�Ì¼2}�nEqLxy~ExK}yqgp
n
z2x�}K���Pq�z2�E¬%q#}K�I©:�
��}yn
q��'q�¬%¬Ç½wnEq1�Kq»}�nEq�pI�2�E«%¬­q»«.x�¬­�E�gzJ}Kq1�8zJ}�}ynEq#}y«%pIq#�aª�}�nEq���za¬­¬ °
m nE«.xÈ«%x»�E�B�EqI�B~Ø{
�-�
za}K«.�E�8}ynEq��:�2xy«­}y«­�B�Ø�JªÄqgza�3nFp��B�E«%¬­qI«%�Îxy�2pIqI�PzJ}yz2�
zaxyqa¼+½wnE«.�3nØ«.xÈ�2�y�2z2�E«­Ñgqg�>z2xDª×�2¬­¬%��½wxgÁ
}yn
qg�yqD«.xjz�}ynE«.���]¬%q��aqg¬:�aª�xK}�zJ}y«­�B�
xe½wn
«%�3n�½jqD½ «%¬%¬+�yq'ª×q1�e}y��z2x �>�2Q��
TB�U�
	�xy}yzJ}y«­�B�
xg°�m nE«.xj¬­qg�aqg¬:½ «%¬­¬+�:qÈ�yqg�
�yqgxyqg�B}yqg�
zax»z2�Ø«.�
�Eqg�:qg�P�Eqg�B}#�W�a«.xyxy�2�F�
�K�E��qgx�xL¹ � °Im nEq��
zJ}�za�
z2xKq�«%x#{
�-�
za}Kqg�)qgz2�3n>}K«.pIq]z�pI�B�E«­¬%q����y�2x�xKq1xLz�¹ � �N��q�¬%¬�:�2{
�
�Pza�y~a°D�B�P¼:�2�Eq�zJ¬%½jz@~Ex ÓN�E��½wx }�nEq�¹ � �N��q�¬%¬Ç«.�>½wnE«.�3n8}ynEq��gzJ¬%¬­q1�>pI�2�E«%¬­q�«%xD¬­�E��za}Kq1�Ì°����>��zaxyq#�Jª®z]�gzJ¬%¬Çª×�B�
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lambda_1

YW«­�B{
�yqe�
Á�ñÄ�BxK}Ìªb{P�
�'}y«­�B�#«%��}ynEqen
«­q1�yz2�y�3nE«.��za¬apI�E�Eq�¬�[b}yn
qÄ{
�
�:qg����{P�K�2q,\-za�P�#}ynEqÄp��E�Eqg¬2½ «%}yn��E«%�yqg��}��'�B�
�Eq1�'}K«%�2�Px
½ «%}yn8z�xyp�zJ¬%¬Ì«.�Nªb�yz2xK}��y{P�'}y{P�Kq#�'�BxK}��B��}�nEq#¬­��½jqgxy}�¬­qg�aqg¬�[�	 �
� S ³ ;P² K �R� Ê ³ K �R� � ³�´P¶­¿2² KgÊ � � ³��]\3°
z�pI�2�E«%¬­q2¼
«%} «%x�}�nEqg��qg�
�2{E�Bn�}y�]�
�K�Bza�
�gzaxy}jz�xyqgz2�y�3n�p�q1xyx�zJ�2qL}y��zJ¬%¬��
zaxyq#xK}�zJ}y«­�B�
x�«%��}�nE«%x�¹ � �'qg¬­¬Ì}y��©:�
��}yn
qpI�2�E«%¬%q»z2�
��}K��qgxy}yz2�E¬%«%x�n�}�nEq��'�Bp�p�{
�E«.��za}K«%�2�Ì°
m nEq1�Kq#za�yq»}Ò½Ä�I}y��za�3ÓB«.�E���'�2xy}yx z2xyxy�E�'«.zJ}yqg�]½ «%}yn�}�nE«%xDxy�3nEq1pIqaÁ

r2°wza� V,��Z|��T � Q��
�?T-½wn
«%�3n��'�2pIq1xeªb�y�2p }�nEq»{
�:�PzJ}Kq#pIqgx�x�zJ�aq1xexyqg�B}��2~]za¬­¬ÌpI�2�
«­¬%qgxj}K�I}yn
q»�PzJ}yz2�
zaxyqaîB½jqL½ «%¬­¬
�Kq1�
�Kq1xKq1�B}w}ynE«.xÈzaxÈz]¬%«%�Eq1za�Dªb{
�
��}K«%�2�>�aªe}ynEqI�N{
p��:qg�È�JªepI�B�E«­¬%qgxÈ���y�2x�xy«%�E��¹ � �E�'qg¬­¬W�P�B{
�
�
z2�K«%qgxL�Pq1�L{P�E«­}�Jª�}y«%pIq2î
¬­qg}��¸�
qg�E�2}Kq»}ynEq����2xy}��JªW�2�Eq#{
�-�
zJ}yq�pIqgx�xyza�aqa°

�
°wzR�����
��Q�� Q��,�?T+½wnE«.�3n]�'�Bp�q1x®ªb�y�2p }�nEq»xKq1za���3n�p�q1xyx�zJ�2qgxÄxKq1�2}j}K��zJ¬%¬+��zJ¬%¬%qg��pI�B�E«­¬%qgxgîN¬­qg}��@���+�S�Eqg�
�a}KqÈ}yn
q
�'�2xy}�}K���
�y�2z2�
��z2xK}j}ynEq�xyqgz2�y�3n�pIqgx�xyza�aqgxÄª×�B� zIpI�B�E«­¬%q»¬­�E�gzJ}Kq1��«.�8zI¹ � �N�'qg¬­¬Ì½ «%}yn ���
zaxyq#xK}�zJ}y«­�B�
x�°�Dq1�Kq2¼2}�nEqD�
�y�2�
¬­q1pæ���2�
xy«%xy}yxe«%�I©-�
�E«.�E��}�nEqD«.�B}Kqg�PxK«%}Ò~��aªÌ}ynEqL¬­�E��za}K«%�2��xy}yza}K«%�2�
xg¼a½wnE«.�3n�pI«%�
«%pI«%Ñ�qgxÄ}yn
qD}y��za�3ÓB«.�E�

�'�BxK}g°
§ q��E��½À�2«­�2qÈz��
�yqg��«%xyq»�Eq'©:�
«­}y«­�B���aª�}�nEq��'�BxK}jªb{
�P�'}K«%�2�Ç°
�Dx�x�{
pIq�}ynPzJ}w}�nEq��yq'ª×q1�Kq1�
�'q��P�K�B�
za�E«%¬%«­}Ò~�xy�
z2�'q��gza���K«%qgxw}yn
�yq�q�«.�
�Eq1�Pq1�
�Eq1�2}È�P�2«%�B}È�
�K�E��qgx�xKq1x ¹<�a²D¹ Ê za�
�8¹ � ¼}K�2�aqg}ynEq1�e½ «%}yn�xK�BpIqLp�za��ÓNxÄz2xyxy�E�'«.zJ}K«.�E�Iz���za�
�
�2p pI�a}K«%�2��«%�P�+�P¼E½ «%}yn�qgz2�3n]�P�2«%�B}j�Jª�¹F�a°Wö�q�¬%��½#¼N¹µ�
qg�E�2}Kqgx
z��Kq1zJ¬%«­Ñ1zJ}y«­�B�]�JªW}yn
qgxyq»�:�a«.�B}w�
�y�N��qgx�xKq1xj}K�a�2q�}�nEqg��½ «%}yn�}yn
q�«.� pIz2�yÓNxg°
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
lambda_1

YW«­�B{
�yq �NÁ &S|
z2pI�
¬­q�½wnEq1��}ynEq�xK}��K«.�'}y¬­~ÎnE«­q1�yz2�y�3n
«%�gzJ¬SpI�N�
q�¬e�
�y���N«%�
qgx»}yn
q]�2�E}y«%p�za¬e�'�BxK}R[ 	 ��� S ³¯´P¶ ;:² K ��� Ê�³
´
¶%¿a² K �R� � ³�´P¶ ;:² K�Ê � � ³��]\3°
§ q�zax�xy{
pIq»}ynPzJ} }yn
qgxyq�pIz2�yÓNx z2�Kq»xy{P�3n�}�n
zJ} }�nEqRT�� A<������� �N�:�a«.�B}w�
�K�E��qgx�x�½wnE«%�3n��2«­�2qgxj}ynEq#q1�P�E�3n
xw½wnEqg��}yn
q
pI�2�E«%¬%qÈ«.�E«%}K«.zJ¬%¬­~�¬­�E�gzJ}Kq1��«.�8´����y�2x�xKq1xÄ¹ � ðÒ�'qg¬­¬��:�2{P�
�
za�y«%qgxg¼B«.xwxy}yza}K«%�2�
z2�K~2°
�¯xy«%p��E¬%q�q�|
zap��E¬%q�«%x�}yn
za}�½wnEqg��}ynEq�p�z2�yÓF«%x��3nE�2xyqg�Î«.�
�Eqg�:qg�P�Eqg�B}K¬%~Îª×�2�#q1za�3n�pI�2�E«%¬%q�za�
� �yqg�P�Kq1xKq1�2}�x#}yn
q
}y��z���q1�'}y�2�y~]�JªS}yn
q�pI�2�E«%¬­q�}K�a�2q�}�nEqg��½ «%}yn>«%}yxD�aqg¬­�E�'«%}Ò~��-¼P½wn
«%�3n8«%}DÓJqgqg�
xD�'�2�PxK}�za�B}�°j�Ò}w«.xw�
zJ}�{
��zJ¬%¬­~�}K��z2xyx�{
pIq
}ynPzJ} }yn
q#}y��z���qg��}K�B�K~]�aª�z�pI�2�
«­¬%q#«%xD�'�2�B}y«%�N{E�B{
x�za�
�8�E«%qg��q�½ «.xKq�r�ðÿ�E«'^+qg�yqg�B}K«.za�E¬%qa°��7Y-�K�Bp ` �E¼�YP�B�yp�{E¬.zP[ �N° �a�]\Bbÿ¼
}yn
q�«%�B}Kq1�
xy«­}Ò~Ø�aªÄ«.�B}Kqg��xyqg�'}y«­�B�
x»�Jªj¹ � ðÿ��q�¬%¬®�P�B{
�
�
z2�K«%qgx»½ «%}yn�z8xK}��yza«­�BnB}L¬%«%�
qI«.x#q1ÖB{PzJ¬S}K��; � Ê�� �� C&'S°�m nEq1�Kq�ª×�2�yq
za�P�
�K�@|E«.p�zJ}K«.�E�Iqgz2�3n��E«'^+qg�yqg�B}K«.za�E¬%q��
z2�K} �aª�}�nEq#}y��z���q1�'}K�B�K~]�B~�z�xKqg�2pIqg�B}�¼E½jq�xyq�q#}ynPzJ} }yn
q�pIqgza���N{
p��:qg�w�Jª
���y�2x�xy«%�E�BxD�
{P�K«.�E��}y«%pIq � ��qgÖN{
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