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Résumé : Cet article propose et analyse une formulation variationnelle du probléeme de
coque de Koiter danslaquelle le déplacement est exprimé puis discrétisé en base cartésienne.
De maniére plus précise, les composantes cartésiennes du champ de déplacement u sont
approchées par des éléments finis mixtes non conformes de type DKT. On démontre que
cette stratégie d’approximation conduit a des formulations discréetes qui sont consistantes et
qui convergent de maniere optimale. Par rapport a ’approche suivie classiquement dans la
littérature, le choix d’une approximation en base cartésienne permet de relaxer les hypothéses
de régularité sur la carte ¢ et conduit de maniére plus concise & des résultats de stabilité et
de convergence plus forts.
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Numerical Analysis of a Koiter Thin Shell Model
approximated in a Cartesian Basis by DKT Finite
Elements.

Abstract: This paper describes and studies a variational formulation of a Koiter thin
shell model in which the unknown displacement field is expressed and approximated in a
fixed cartesian basis. More precisely, the proposed method approximates each Cartesian
component of the displacement field by DKT (Discrete Kirchhoff Triangles) finite elements.
Using a functional framework proposed by Blouza and Le Dret, and appropriate inverse
inequalities, we prove that the corresponding discrete formulation is consistent and that its
solution converge in 0(h) towards the unique solution of the continuous problem. Compared
to more standard approaches written in a local basis, the approximation in a Cartesian basis
is simpler and requires less regularity on the configuration ¢ of the shell surface or on the
underlying mesh.

Key-words: thin shells, Cartesian basis, DKT finite element, inverse inequality, consis-
tency error, convergence.
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1 Introduction

Cet article propose et analyse une formulation variationnelle du modéle de coque mince de
Koiter, et son approximation par des éléments finis mixtes de bas degré. Le modéle de Koiter
est le modéle de référence pour ’étude de coques rigides en cisaillement mais pouvant subir
des déformations de flexion ou de membrane. Il s’écrit traditionnellement sous la forme d’un
probléme elliptique du quatriéme ordre par rapport a la composante normale du déplacement
de la surface moyenne et du second ordre par rapport aux composantes tangentielles de ce
meéme déplacement. L’analyse numérique de ce type de probleme se heurte alors a deux
difficultés :

- I’écriture en base locale qui est de gestion numérique compliquée, surtout pour les
problémes en grands déplacements,

- I’approximation par des éléments finis de bas degré associés a des degrés de liberté
facilement identifiables par I'ingénieur.

Trois développements récents permettent d’améliorer cette analyse. D’une part, les for-
mulations de type ”coques géométriquement exactes” permettent de calculer les tenseurs
de déformations indépendamment de toute base locale ([9], [11]). Ensuite, le probléme ma-
thématique peut étre écrit dans un espace produit dont la définition ne fait pas non plus
référence & ces bases locales [4]. Enfin, les éléments finis de type DKT [7] ont pu étre appli-
qués avec succés dans de nombreuses situations industrielles [9].

Dans ce cadre, cet article propose et analyse une formulation variationnelle du probléme
de coque de Koiter dans laquelle le déplacement est exprimé puis discrétisé en base carté-
sienne indépendamment de toute base locale. De maniére plus précise, on approche chaque
composante cartésienne du champ de déplacement u par un espace d’éléments finis DKT.
En se plagant dans le cadre fonctionnel proposé dans [4], et & ’aide d’inégalités inverses
spécialement développées pour 'occasion, on démontre que cette stratégie d’approximation
non conforme conduit a des formulations discrétes qui sont consistantes et qui convergent
de maniére optimale, ceci pour des cartes assez peu réguliéres et sans hypotheése sur la taille
h du maillage

On considére donc dans cet article ’analyse numérique du modéle de coque mince de Koiter
utilisé dans [1],[12], [2] ou [4] et retrouvé dans [8]. Dans ces modéles, la coque au repos est
un milieu continu qui occupe la partie de I’espace tridimensionnel définie par

C = {MeE’OM=¢(,&,6) = p(ér,6) + Esas(ér, &),
(61,&2) € Q, _%e(€17€2) <& < %6(51,52)]"

L’épaisseur e de la coque est supposée bornée supérieurement (e € L*°(Q)) et inférieure-
ment (e(€1,€2) > ¢ > 0 pour tout (£1,&2) € Q). Sa surface moyenne S est I'image dans
Pespace euclidien E3 d’un sous-ensemble borné Q du plan E? de frontiére I' = I'; U T par

RR n~° 3073



4 Patrick Le Tallec , Saloua Mani

I’application ¢
¢ « QCE*—ScE?
&= (&1,&2) — p(&1,&2).

On suppose que tous les points de la surface moyenne sont réguliers de sorte que les
vecteurs tangents et normal

Aoy = Lo, @ = 1:2:

Cll/\ClQ

as | | étant la norme euclidienne sur IR?,

- |a1/\a2|’

soient bien définis dans W1:°°(Q) et forment une base en tout point de S. On note aussi que
la mesure euclidienne d’aire sur S est donnée par la formule

dS = |Cl1 A a2|d£1d£2 = \/Edfldfz
avec
\/E = G11G22 — (012)2 # 0,
Ao -G = Aap-

Sur cette coque, on définit les gradients tridimensionnels de déformation et de déplace-
ment

0
= £|g3:0:aa®6a+a3®63.
Ou o 5 3
Vu = %:uyaf@e +upg®e” + 0e”.

Tous les autres gradients seront rapportés a la variable bidimensionnelle £ = (&1, &2).

D’un point de vue mécanique, nous faisons I’hypothése que la coque au cours de son
mouvement satisfait les conditions de Kirchhoff-Love :

i) les normales restent normales & la surface moyenne et ne changent pas de longueur ;

ii) les contraintes sont approximativement planes et paralléles au plan tangent & la surface
moyenne.

La premiére hypothese implique que le déplacement U d’un point de la coque tridimen-
sionnelle est donné par superposition d’un déplacement u = §¢ de la surface moyenne et
d’une variation das du vecteur normal

U(€1,€2,83) = dp(&1,&3) +&sdas(E,&a)
u(&1,&2) + €38(&1,&2). (1)

INRIA
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Dans cette écriture, le vecteur de variation de normale 8 = Jasz se calcule & partir des
conditions de Kirchhoff-Love qui permettent d’écrire

Jas.F = Sas.a,e® + das.ase’
= da3z.Vyp
= d(a3.Ve)—azVip
= —a3.Vu

d’ol on tire
8 =das = —az.Vu.F 1= —(as.u q)a”.
La seule inconnue du probléme de Koiter est donc le déplacement u de la surface moyenne

qui peut étre exprimé soit en base covariante (ai, as, as) ce qui est le choix classique, soit en
base cartésienne qui est ’approche suivie dans cet article.

2 Définition du probleme

2.1 Formulation faible

La formulation variationnelle du probléme de Koiter pour les coques minces s’écrit clas-
siquement ([1], [10])
(P) trouver u € V' tel que
a(u,v) = f(v),Yv e V.
Dans cette formulation, la forme bilinéaire a définissant la puissance des efforts intérieurs

est donnée par

63

ofurt) = [ (eBatu) s2(0) + 55 Ep(w) : o) ) Vadesde 2)

et fait intervenir le tenseur d’élasticité E € L*°(Q) supposé symétrique et uniformément
strictement positif, le tenseur des déformations de membrane

7 (u)

_Vu'Vy ;r Vet Vu _ (U,aﬂﬁ ;r U,Ma) e @ el (3)

la variation de normale

B=—az.Vu-F! (4)
le tenseur de changement de courbure

Vut.Vaz+ Vai.Vu+ VBV + Vet .V
plu) = plu, B) = R (5)

= [(u,ap — Fgﬁup).ag]ea Q€.

RR n°® 3073



6 Patrick Le Tallec , Saloua Mani

Le chargement extérieur est caractérisé par la forme linéaire

fv) = f(v,0) = /QP ~vd€1dEs —|—/ (N-v—M-8)dos, §=—az.Vv.F~' (6)

Iy

Les symboles de Christoffel I';_ introduits ci-dessus ne servent qu’a faire le lien entre les
définitions intrinseques (ag, dS, p, €) qui seront utilisées dans tout I’article et qui caractérisent
la géométrie de la surface moyenne, et leur expression en base locale utilisée en théorie
classique des coques. Ils sont définis & partir de la base contravariante a’ :

aa.aﬁ = (Saﬁ,
et
Cl3 = as,

par:

g, =155 =a%ay5=a"ag,.

Ce probléme variationnel de coques est défini sur I’espace fonctionnel des déplacements
cinématiquement admissibles
V = {ve HY(Q,IR%), a3.Vv € L?(Q,R?),
v=a3z-Vv=0 sur T[,} (7)

muni de sa norme naturelle :

[0]* = IV ullZ2(q) + llas. V?0[[72(q)-
Cette norme est équivalente sur V' a la norme:

10115 = lvllz: ) + llas. V20l 72(q)-

On montre dans [4] que (V,]| ||) est un espace de Hilbert, et que la forme bilinéaire a est
continue coercive sur V. On en déduit par application du lemme de Lax-Milgram le théoreme
d’existence :

Théoréme 2.1 Si les forces extérieures vérifient P € L*(Q,IR*), N € L*(TI';,IR®) et M €
L*(T'1,1IR%), alors le probléme variationnel (P) admet une solution unique.

Remarquons que dans le probléme posé, le terme V2u n’apparait dans I’expression de a
que dans la partie du tenseur de changement de courbure V¢! - V3, d’olt I'intérét de ’intro-
duction d’un probléme (P’) équivalent au probléme (P) mais faisant apparaitre directement
# comme variable du probleme. Cette nouvelle formulation permet alors de traiter de ma-
niére indépendante les termes Vu et VZu dans la discrétisation du probléme (P) et autorise
I’approximation du probléme par éléments finis non conformes de type DKT.

INRIA
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Le probléme (P') s’écrit

p Trouver (u,3) € Z,
(7 ){ a((u, B), (v,9)) = f(v,9),¥(v,8) € Z

avec 3
of(,8),(0:8)) = [ (¢B9(w) 5(0) + 55 Ep(u,B) - e, 0) Ve
Q
Z ={(v,8) € HY(Q,R?) x H}(Q,IR*),6 = —az-Vv-F~! sur Qu=38=0 sur T,}.

Ci-dessus, la forme f est toujours définie par (6), et les tenseurs de déformation vy et p sont
définis par (3) et (5). Le probleme (P’) est clairement équivalent au probléeme (P) et admet
donc une solution unique dans Z. Par construction de J, ’espace Z correspond aux champs
de déplacements U = u + £3d qui conservent les normales et donc qui se font a cisaillement
nul.

2.2 Formulation forte

L’interprétation du probléeme (P’) sous forme d’équation différentielle se fait en deux
étapes. On relache d’abord la contrainte de cisaillement nul

(v,8) € Z = Ker(d - Vo +as- V).

D’aprés (P'), la forme linéaire a((u, 3),-) — f est dans ’espace orthogonal Z1 et donc,
par le théoréme de I'image fermée, il existe un multiplicateur de Lagrange ¢ € L%(Q2) (I’effort
de cisaillement) tel que ’on ait

a((u, 8), (v,0)) — f(v,0) + [(0 - Ve +az- Vo) -qdé =0,
V(v,d) € HY(Q), v=6=0 sur Ty.

On introduit alors les tenseurs des efforts de membrane et de flexion
n = aeEy(u),

3
e
m = \/EEEp(u)

Par définition de y(v) et p(v,d), et d’aprés la symétrie des tenseurs m et n, I’équation
variationnelle précédente s’écrit

/{n (Ve - Vo) +m: (Vo' -V +Vah-Vu) +q-(az-Vv+3 - V) }dé
Q

:/Pwd&’—l—/ (N -v—M -é)do, V(v,d) € HY(Q),
Q 1N

RR n~° 3073



8 Patrick Le Tallec , Saloua Mani

ou encore par transposition

/{(Vgo~n—|—Va3~m+a3®q):V‘U—P-v}dé’— N -vdo
Q I

+ /{(V<p~m) :Vo4+d-(Ve-q)}de+ | M -ddo =0, VY(v,d).
Q 1N}

Apres intégration par parties, il reste donc finalement

— Div(Ve-n+Vaz -m+az®q) =P dans L%Q),
(Vo -n+Vaz-m+a3®q)v=N dans H_1/2(I‘1),

— Div(Ve-m)+Ve-q=0 dans L?*(Q),
(Vo-m)-v=M dans H~Y*(T,),

ce qui correspond a la formulation forte de notre probleme de coques.

3 Définition du probleme approché

3.1 Construction de P’espace discret

On se propose d’utiliser une approximation par éléments finis mixtes non conformes du
type DKT (Discrete Kirchhoff-triangle). Cette méthode introduite par [7] a été déja utilisée
pour les problemes de coques ([9], [2]) et est trés largement utilisée en milieu industriel. Le
principe de la méthode consiste a4 approcher le déplacement admissible u et son gradient
indépendamment 1’'un de 'autre et & imposer des contraintes du type Kirchhoff-Love sur
I’espace discret. L’originalité de notre approche est d’utiliser ici ces éléments finis pour ap-
procher les composantes cartésiennes de u, et non ses composantes en base locale, et les
gradients de u au lieu de la rotation .

On suppose que le domaine Q est polygonal et on considére une triangulation réguliére
T de ©, dans le sens

i) Q =Uper T, T vérifie les régles d’assemblage,

ii) il existe une constante o > 0 telle que

h
L < o pour tout T’
pr

ou hr est le diameétre du triangle 7" et pr le diamétre du cercle inscrit.
On choisit d’approcher I’espace Z par 7}, (non inclus dans Z) défini sur chaque triangle
a partir de ’élément fini P§-Hermite par

Zn = {(va,6n) € HY(Q,IR? x IR?), vy |7 € P4(T,IR?),

Vup, continu aux sommets, 8, = —asg - 0" - F~1 0" continu,

INRIA
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b3

FiG. 1 - Description du Triangle DKT: les trois déplacements et leurs dérivées sont définies
en chaque sommet b;.

0" |p € Po(T),YT, et 0" vérifie les contraintes DKT,
(vh,dn) vérifie les conditions aux limites discrétes}. (8)

Les contraintes DKT de Kirchhoff-Love

Soit T' = (b1, by, b3) un triangle de T et solent b;; = b’gbj ,1 < 7, les milieux respectifs

des cotés b;b;. Soient v;; et ¢;; la normale et la tangente au coté b;b;, 1 < j.

Alors les contraintes DKT qui interviennent dans la définition de Zp s’écrivent

a)  0"(b;) = Vup(bi),i=1,2,3, (9)

b) gh(b”) ~tij = Vvh(bij) ~tij,i _]I 1,2,3,i< j, (10)
1 ..

C) Hh(bij).l/ij = §[Vvh(bl) + Vvh(bj)].uij, 1< j=1,3. (11)

Elles expriment que 8} est égal au gradient de v, en chaque sommet, que la composante
tangentielle de 8 est égale & la composante tangentielle de Vv, sur chaque coté, et que la
composante normale de 8, y est égale a la ”moyenne” du gradient normal de vy,

Remarque 3.1 La non conformité du probléeme porte sur deuzr aspects:

i) Uespace discret 7 n’est pas inclus dans l’espace continu Zy, ¢ 7 car 0y n’est pas égal
a V'Uh,

ii) la forme bilinéaire ay ne sera pas forcément égale a la restriction de a sur 7.

RR n~° 3073



10 Patrick Le Tallec , Saloua Mani

Remarque 3.2 On nimpose pas les contraintes de Kirchhoff-Love aux milieuzr b;; car
Viavn = 60" est continue et Vvy, ne Uest pas.

Remarque 3.3 Par construction, 8y est un polynéme d’ordre 2, et est donc caractérisé par
ses valeurs aur sommets et aur milieuxr des cotés. Les contraintes DK'T permettent alors de
vérifier que 0" s’écrit en fonction des degrés de liberté de vy, sous la forme

9|hT = Z(Vvh(bi))\i +6Vit1i+20n @ tit1 it2|bit1bita|Ait1Ais2)

avec

1

|bib;|
L’élément fini a donc au total neuf degrés de liberté par sommet b; : trois pour caractériser
vp (b)), siz pour caractériser son gradient Vv (b;).

1
Vijvh ['L’h (bz) — Up (bj) — 5 [Vvh(bl) + V'Uh (bj)] . bjbz

3.2 Propriétés de ’espace discret

Avant D’aller plus loin, il est nécessaire d’estimer I’erreur commise par 1’élément DKT
quand il remplace le gradient exact Vuy par le gradient approché 8. Ceci fait ’objet du
lemme suivant.

Lemme 3.1 Soit un triangle T = (b1, b2, b3) € T, soit v;; la normale au c6té bb; et soient
A1, Az, Az les coordonnées barycentriques d’un point & = (€1,&2) de T.
Alors pour tout (up, Bn) € Zp, nous avons

1
(Hh — Vuh)|T = 5 Z )\i)\jDSUMT.(bZ‘ — bj, bl — bj, Vij) ® Vij- (12)

i,7=1,3
1<

Démonstration: Pour T = (b, b, b3), on note b;; = #. On a up € Vi, donc uplp
est un polynome de degré 3. La formule de Taylor au voisinage de b;; s’écrit alors:

b; — b; 1 4 b; —b; 5
R AR § & 2
5 +2 uh|T( 9 ),

bi—b 1 b — b,
°D % = Yiya.
g taliulr(=5—)

Vunlr(bi) = Vunlr (biz) + D?unlz (bij)

Vuplr(bj) = Vuplr (bis) + D*up|r(bij)

Comme D3u(b;;) est trilinéaire, on en déduit :

b; b; 1
vuh|T( ) ;VUHT( ]) — vuh|T(bij) + gD3uh|T(bi _ bj;bi _ b]) (13)

On multiplie (13) par v;; et t;;. En utilisant les contraintes DKT (10) et (11), on obtient:

1
0" (bij) - vij = Vup|r(bij) - vij + gD?’uth(bz’ —bj, bi — bj, vij) (14)

INRIA
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0" (bij) - tij = Vunlp (bij) - tij. (15)
Mais tout v dans le plan de Q s’écrit v = at;; 4+ Bv;;, ce qui implique
0" (big)-v = ab(bij) - ti; + 50" (bij) - vij
= aVuu|r(bij) - tij + B[Vunlr (big) - vij + %DSUHT(@' — by, bi = by, vij)]
= Vuplr(by) v+v- VijéDSUHT(bi — b, bi = bj, vij).
Ceci s’écrit encore
0" (bi;) = Vun|r(bij) + lDSUh|T(bi — b, b — by, vi5) @ v (16)

8

Par construction, 0" et Vuy, sont des polynomes de degré 2, et donc peuvent s’écrire sous

la forme de Lagrange ([6])

3
0 (€) = > Xi(2h — 10" (bi) +4 D AN 0" (bi))
i=1 i<g
3
Vup(€) = EAi(Q)\i — 1)Vup(b;) +4 E AiA; Vg (bj).
i=1 i<

Par différence, et aprés prise en compte des contraintes DKT (9) et de (16), il reste

1
lgh — Vuh = 5 Z )\i)\jDSUth(bi — bj,bi — b]', l/ij) [029] I/i]',
z,]l:;,a

ce qui est le résultat cherché.

3.3 Le probleme discret

Pour (up, Br) € Z, on définit les tenseurs de déformation continus et discrets

1
Y(un) = 5 (Vuh - Vo + Vo' - Vus),
B(un) = —az - Vuy - F71,
Xn(un, Bn) = az - (Vup — 0n),
1
plun)r = 3 (Vuj, - Vaz 4+ Vas - Vup + VB - Ve + Ve - Vi)ir

1
pa(un; Br) = 3 (Vul, - Vas + Vah - Vup + VB, - Vo + V! - V)

RR n”® 3073
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12 Patrick Le Tallec , Saloua Mani

et la forme bilinéaire discréete

an((un, Bn), (vh,6n)) = /{6E’7(uh) ty(vn) + T—Q Epp(un, Br) : palvn,dn)

+Chxn(un, Br) - xn(vh,dn)} d€

€1 est une constante définie par I'utilisateur sur chaque triangle 7' de la

ou Cy < Cth < nr

triangulation.

Le probleme discret s’écrit alors

Trouver (up, fn) € Zp tel que
(£n)
an((un, Bn), (vh,dn)) = f(vn,dn), Y(vh,d0n) € Zn.

Pour analyser ce probleme discret, on munit I’espace Zp de la norme globale

(vn, 8a)1Z = lloallF 2.0+ 1947 2.0,
et locale

(v, S )|Z 2 = lloall? 20 + 16813 2 -

Remarque 3.4 L’ajout du terme de cisaillement Cy X7 permet de garantir la coercivité de
la forme ay, sur tout espace H' x H'. Ce terme correcteur a cependant trés peu d’influence
sur la qualité des résultats numériques.

4 Résultat de convergence

4.1 Inégalités inverses

Pour simplifier les notations, et comme §, est une fonction explicite de v, pour tout
(vh,dn) € Zh, on notera souvent v, € Zp, au lieu de (vp,dy) € Zp.
Les lettres C' dénoteront dorénavant des constantes qui peuvent changer d’une inégalité a
I’autre, mais qui sont indépendantes du triangle 7". Enfin, agnoy dénote la moyenne arith-
métique de ag sur le triangle T'. Sous cette notation, on démontre les inégalités inverses

Lemme 4.1 Pour tout (wp,d, = —as - 0y ~F_1) € 7y, et pour tout triangle T', on a

|1 D?whl|co 7 < % |wh 12,7,
10n|m,21 < Chyp™wpli 27, Ym=0,1,

llag" - D¥whlloor < 55 llag™™ - DOu 2.1

INRIA
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Preuve: Ces résultats se démontrent de maniere classique par passage a un triangle de
référence T et équivalence de normes discrétes sur T.

Soit B : T'— T Dl'application affine qui envoie T sur T. Sur T, on définit les fonctions

'lz}h = wp O B,
&3 = as o B,
0n = B'-(0n0B).
On a alors par construction

|1 D3whlloo = [(B™H)? - DPa | 4 <
108]l2.0 = |B™" - 0|27

t)2

Whlloor < 75 ||Amoy D?

o5 1D%0n| 7,

< G/dsh ||ah||2,f < C||64

. Déh”2 7 < Cf‘%etB

0nl1,2r = [[(B~

||2,T7
||amoy D3

|6h|1,2,T’
Whl| o,
Maintenant, sur 7', les fonctions wy,, éh, dgnoy - Dy, et agnoy - Doy, appartiennent a des
espaces polynomiaux fixes de dimension finie. Par ailleurs, sur ces espaces ||D°wWp||co,1 est
nul dés que ||Diyll, 7 est nul, et [0p] 7

Donc, il existe des constantes C' tel que

4 est nul des que Dby, est nul (Remarque 3.3)

[1D%wnloo,r < Cll Dy 7,

|9h|m,2,T < Cn||Dwpl]5 7
De méme, si ||ag >~ - D9h||2T = ||D(ag"Y - 6,)

I, 4 est nul, alors &gnoy -0, est constant
sur le trlangle et donc d’apres les contraintes DKT et la Remarque 3.3
fl;nOy . Dli)h(bl) = d;noy . éh (bz) = cte = a3

cation par |b;b;|, et par construction de Vi

et ses coefficients d’ordre deux a3 V” wy, sont aussi nuls. On en déduit, apres multipli-

90a

.MOoy .. ;oY o .moy 5 ;3
ag Y p(bi) = ag Y - wn(by) +ag > -0, - bib;.
Autrement dit, les degrés de liberté caractérisant aq
linéaire

wy, sont alors ceux du champ
; Moy ;-
Op(Z) = cte + ay Y b -2
. .0y

Or par construction, as Y. W,

~IOoy

€ P'3 est caractérisé par ses degrés de liberté, donc on a
a3

h:{}hepla
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d’ott on déduit ay 'Y - D34y, = 0.

Il existe donc la encore une constante telle que

llag ™ - D¥in]|oor < Cllag > - DOally 7

Le résultat final se déduit alors immédiatement en repassant dans ces inégalités du tri-

angle de référence 1" au triangle courant 7'. Observons enfin que la démonstration utilise &

moy

plusieurs reprises la constance de ag par triangle, ce qui explique que I'inégalité inverse

moy

a été démontrée sur le vecteur normal moyen ag et non sur le vecteur normal local ag.

4.2 FErreur de courbure

Les inégalités inverses locales de la section précédente permettent d’estimer 1’erreur entre
variation de normale exacte S(wp) et variation de normale approchée 5 pour tout élément
(wp, By) dans D’espace “DKT” Z,. Plus précisément, nous avons le résultat fondamental
suivant, justifiant 'utilisation des éléments finis DKT :

Lemme 4.2 On suppose que la carte ¢ est dans W2>°(Q). Pour tout (wy, 81) dans Z, on

a alors
|B(wh) = Brlm,2r < CAY=™|(wh, Br)|lz7,

Ixn (wn, Bu)ll2r < Ch|(wh, Br)llz,7-

Preuve Par construction, nous avons (Lemme 3.1)

ﬁ(wh) — ﬁh :—ag.(th—Hh).F_l
= - Z )\i)\jas.DB‘wh(bi —b;,b; — b, I/Z'j)I/Z'j.F_l
i<j

Par ailleurs, |A\jAj|m 27 < C’h%_m et |b; — b;| < hr. On en déduit

18— Ballar < D INAjllazllas-DPwn(bi — by, bi — by, vi)lloo 2lVisloo 2 1T~ ]oo
i<j
< Oh3||a®.D*wp||co 1, (18)

18=Brliar < D IDA)azllvislll F~ oo xllas- D3 wn (b — by, bi = by, vij)loo 7
i<j
+  INiAjll2zllDas||os, 7 (| D> wh (bi — by, b — by, vi) vl F oo,
+ Al rllas. D?wa (b — by, bi — bj, vij)lloo 2 1V [ DF oo 1,
< Chillas.D’wh||eor + Chi||Das||co 11| D’ wh| o 7 (19)

INRIA
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Nous avons aussi d’apres les inégalités inverses de la section précédente et par dévelop-
pement de DF~! = —F~1.DF . -1

moy
3

llas. D®wh |oo,7 ).D3whllcor + lag > .D*wh]|so,r

IN

ll(az —a

IN

C
Chrl|Das|co,r|| D*wh|loo, 2 + EHG?Oy-Dﬁhllz,T,

llag . DO |27 |D(as.0n.F~Y).F + as.0,.F~*.DF — Das.0y + (ay > — ag).DOp||2.r

CIDBwlzx + 10nllz/z + llaz” ™ = aslloo,z[|DOnl27)

w
< C(DBull2r + |wali2,7 + Chrl|Dasl|e,r lhilﬂ)
T

INA

Aprés report et majoration de || D3wp||oo 1, il reste finalement
3 C C
llas- D whlleo,r < po-{lwalrzr +1DBallzr} < 5o ll(wh, Bn)llzr-
T T

En revenant aux estimations (18)-(19), on en déduit

[|8 = Brll2r < Chrl|(wh, Bu)llzr,
[18 = Brlli,27 < C|l(wn, Br)llz7 + C||Dasl|co,r|wrl1,27 < C||(wh, Bu)|lz,r
Ixn(wn)ll2,r = 18 = Br)-Fllzr < |8 = Bull2, || Flloo,r < Chrl|(wh.Br)|z1-

4.3 Erreur de consistance

La non conformité du probleme discret peut maintenant étre évaluée par le théoréme
suivant :

Théoréme 4.1 Soit (u*, 5*) la solution du probléme continu et q Ueffort de cisaillement
associé. Si la carte p € W>*°(Q), il existe une constante C indépendante de la triangulation

telle que
sup |a((u :ﬁ )a(whaﬁh)) _f(lwhaﬁh” S Ch'lV(quQ’Q
wn€Zn (I (wn, Ba)llz
Preuve. Sous la notation n = +/aeEvy(u*) = tenseur des efforts de membrane, m =

\/E%Ep(u*,ﬁ*) = tenseur des efforts de flexion, la forme bilinéaire a s’écrit

a((u*, 8%), (wn, Bn)) = Z /T{n cy(wp) +m o p(ws)

+ m:(p(wn, On) — p(wn))}dE.

RR n° 3073
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Introduisant le tenseur des efforts de cisaillement ¢ intervenant dans les équations d’équilibre
fortes, utilisant la définition de y(wy), p(wp), I'identité

x(wp) = az.Vwp + B(wy). Ve
= a3.Vw, — ag.V'wh.F_l.Vgo =0,

et la symétrie de m et n, cette forme peut s’écrire

Z/{n:Vgpt.th
T T

+ m:(Vas.Vw, + Ve'. V)
+ gq.(a3.Vw, + B.Vyp)
+ m: (Ve V(B — B))}dE.

Apres intégration par parties sur chacun des triangles 7" et prise en compte des équations
d’équilibre fortes satisfaites par m, n et g, il reste (wj étant continue aux interfaces)

a((u*aﬁ*)’ (wh’ﬁh)) - f(whaﬁh)
= XT:/aT (Vo.m.vp).Bdo + /T Veo.m: (VB — V3)dE — M - Bpdo.

a((u, 8%), (wn, Bn))

Iy

D’aprés la continuité de ), sur les arétes des triangles, on peut retrancher £ a toutes les
intégrales de bord interne car les termes ainsi ajoutés s’annuleront deux a deux.
Apreés prise en compte de la condition aux limites sur M, on peut alors écrire

al(u®, B), (wn, B)) — Fluwn, B) = Z/@T(VmeT)'(ﬁ—ﬁh)

+ / Vo -m: (VG —VE)dE.
T

Apres intégration par parties du second terme, on obtient alors
a((u®, 8%), (wn, Br)) — fwn, Br) = — Z/ div(V.m).(8, — B)dE.
T JT

On en déduit d’apres nos estimations sur ’erreur de courbure et les équations d’équilibre
fortes

la((u*, 8%), (wn, Br)) = Fwn, )l < Y ldiv(Ve.m)llaz]|Br — B(wn)||2.z
T
< Y ClIVegllarhrll(wn, Ba)llzr
T
< Ch|IVe.qlla.all(wh, Bn)lz.

INRIA
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4.4 Résultat de convergence

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le résultat fondamental garantis-
sant la convergence de la solution DK'T discréte vers la solution continue

Théoréme 4.2 Si o € W2>°(Q), Uerreur entre la solution (u*,3*) du probléme (P’) et la
solution (up, fp) du probléme discret est bornée par

" = w3 = Ba)lle < CMVpallna+ | inf | (j(w" = v 57 = 80)]1

Preuve. Par construction, comme Cj|7 est minorée par une constante uniforme C,, on a

an((vn,0n), (vn,0n)) > /{eE’Y(vh) y(vn)
Q
3
+ i—QEph(vh,(ih) 2 pn(vn, 6n) + Colxn(vn, dn)|* }dS.

D’apreés [4], le terme de droite définit une forme bilinéaire coercive sur H(Q) x H(Q)
muni de la norme Z. Il existe donc une constante C' telle que

an((vn,0n), (vn, 0n)) > C||(vh, 6n)||%, ¥ (vn,n) € H x H'  vp|p, = 0.

Soit maintenant (up, 34) la solution discréte et (vh, 85 ) un élément quelconque de Zp,. D’aprés
I'inégalité de coercivité précédente appliquée & (up — vp, B — i), et par construction de
(up, Br) on a

Cll(un — v, Br — 6n)ll% an((un — vh, Bn — 0n), (un — vn, Br — 6n))
f(un = vn, Bn = 8n) — a((u”, B%), (un — vn, Bn — dn))
a((u™,8%), (un — vn, Br — 0n))
— an((va,6n), (un — vn, Br — 0n)). (20)

Le premier terme de droite est borné par I'inégalité de consistance :

+ INIA

By < Ch||Ve.qll2,all(un — vr, Brn — n)l|2-

Le second terme s’écrit apreés développement

B = | / {eEy(u” — va) : y(un — vs)

+

E(P(U*,ﬁ*) — pr(vn,0n)) 2 pr(un — v, Br — 0n)
Chxn(vn,0n).xn(up — va, Br — 03)}.dS]

Clllv(u® = va)llzallv(un — va)ll2,0

llp(u™, B%) = pn(vn, 0n)ll2,allon (un — vi, By — dn)||2,0
D il (om 8z el (s = vn. B — 60)l o]

T

+ + IA
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Mais par construction, on a

lv(u® —wn)ll20a < Clu™ —wvpli20,
lv(un —vn)llz.0 < Clun —vali 2.0,
llpn(un — vn, Bn = dn)llze < C(lun —vnli 2.0+ |Br —dnli,2.0)
< Cl/(un = va, Bn — n)llz,
Ixa (v, ép)ll2r = |las.(Vvn — On)ll27

[las.V(vp — u*) — az.0p + az.Vu*||2r
lvp — w127 + [[(B" = 6n).Fll2r

<
< Cll(u™ = v, 87 = dn)llz,z-

Par ailleurs, d’apres le lemme de courbure, nous avons

[IXh (un — vp, Br — 0n)||2,0 < Chpl|(un — va, Br — 0|27
Il reste a estimer
||P(U*;5*) - Ph('Uhaéh)Hz,Q

1
||§[Vag.V(u* — ) + V(u* — )" . Vas]

%[wt.V(ﬁ* —81) + V(B =)' . Vel|l2.0

C(lu* = vhlio0+ |8 —dnli2,0)
Cll(u* —vn, 8" = dn)]|z-

ININ  +

Par addition, on obtient finalement
|Ba| < Cl(w" = vn, B = 8n)llz|| (un — vn, Br — 1)l z-
Reporté dans (20) et apres division par ||(un — vn, Bn — In)||z, il reste
[l (un = va, Br = 8n)llz < C(AlIVegll20+ [I(w” = v, 87 — d1)]l2)

ce qui implique le résultat cherché :

I = w5 =Bz < " =, B = 80l + e = w80 = )z

C(hlIVe.gllz,a + [I(w" = va, B* = dn)llz),¥(vn,0h) € Z.

INIA
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4.5 Estimation finale

L’estimation de ’erreur (u*—uy ) nécessite maintenant d’estimer l’erreur d’approximation

inf  (lut = va, B —3n)|l2.
(UM}S{})EZJW vh, B —6n)llz

Ceci peut se faire a partir de résultats classiques d’interpolation et permet ainsi de
déduire

Théoréme 4.3 L’erreur d’approrimation vérifie

it =B = )]l < Chlwll a0

et donc ’écart entre solution discréte (up, Br) et solution continue (u*,5*) est majoré par

lI(u* —un, 5% = B)ll: < Ch([[Ve-gllz.a+[lul2,0)-

Preuve. Il suffit d’adapter les techniques classiques d’estimation d’erreurs d’interpolation
dans les espaces d’éléments finis ([6]). Soit vy, = Ipu* linterpolée Pi Hermite de u* et
0n = 0p(vp) le gradient discret associé par les contraintes DKT

Onlr = Z(V'Uh(bi))\i +6Vig1it2vn @ tigriva|bitibiza| g1 Aip2).

i

Apres transport sur le triangle de référence, et utilisation du théoreme d’injection de Sobolev
(H3(T) continiment inclus dans C'(T')), on observe que I’application linéaire

L« HYT)— HNT) x H\(T)
@%(@—ﬁh@,@@—éh(ﬁh@))

est continue. Par ailleurs, par construction, cette application linéaire est nulle sur P»(T) car,
d’aprés le Lemme 3.1, U'interpolation DKT (Il 0,0, (I10)) est exacte pour les polynomes
d’ordre 2. Il existe donc une constante C' telle que

L()||2 192 =Clo)% . .
HL(L)HHI(T) S C[|U||H3(T‘)/p2(f)—C|L|3727T
< C|B|[uf3 5 p|det B~
< Ch%|v|:23,2,T~

D’un autre coté, on a par construction

1L (0)I[Z 7y [[v = Tholl3 7 + [IVe = V(Iiw)[[5 7

+ IVv=0nll3 2 + V20 = Vi[5

< (||@—ﬁh@H;T+||B_1||2||¢@—@(ﬁh@)||;f

+ IBTHP(IVE = 0al” + 1BV — ﬁéh||§7TA)|d'37fB|
< Chp?|1L(0)| gy -
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En combinant ces deux inégalités, il vient
||L(U)I|J2LII(T) < Ch%|v|§,2,Ta
I = o, B = 037 = Il = Tau |2z + las.(Vu* — 04).F 12, 7
CIL@) )
Ch%|U*|§,2,T:

d’otu le résultat final par addition sur les triangles.

IANIN I

Remarque 4.1 Le méme type de démonstration (en enlevant le terme (@zﬁ—@éh)) permet
de vérifier au passage que le couple (vy,0h) = (pu*, 04 (vy)) vérifie linégalité

Ix(on, B2 < Mlas.V (" = vn)ll3 7 + llas- (V™ = 04|13 1

< Ch%|U*|:2J,,2,T~

A

Cette superconvergence du terme de cisaillement permet en fait d’utiliser des constantes de
cisaillement Chpp en O(h;z) dans l'énergie discréte sans affecter le taux de convergence du
probléme discret associé.

5 Conclusion

Par rapport a ’approche suivie classiquement dans la littérature, notre choix d’une ap-
proximation en base cartésienne nous a permis d’obtenir par une méthode originale et directe
une convergence au méme ordre que pour les probléemes de plaque, tout en relaxant les hy-
pothéses de régularité sur la carte p(p € W2°°(Q)) et en réduisant les hypothéses sur le
maillage & une unique condition de régularité locale. En particulier, le pas du maillage A
peut étre quelconque et non uniforme. Ce type de résultat s’étend sans difficulté au cas des
quadrilateres.

Trois restrictions subsistent :

- comme pour tous les résultats connus sur le modeéle de Koiter, les constantes de coer-
civité utilisées dans cet article (Théoréme 4.1) dépendent de ’épaisseur de la coque ;

- comme pour les plaques, la convergence de 1’élément DKT est d’ordre h alors que les
rotations sont approchées par des polynomes du second degré;

- le résultat d’interpolation démontré (Théoréme 4.3) n’est pas optimal. Il exige une
régularité H3 de toutes les composantes de u* et démontre en contrepartie une convergence
forte de (Vu* — 0) dans H'. 1l suffirait en fait de pouvoir démontrer la convergence forte
de la composante normale az.(Vu* — 6;) dans H!.
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