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Stabilization of a vibrating equation

Abstract: This paper deals with boundary stabilisation of a vibrating equation. It is proved
that the system can be strongly or exponentially stabilized by general dissipative non linear
boundary feedback of velocity.

Key-words: Nonlinear control, Closed-loop system, Nonlinear contractions semi-group,
Asymptotic stability, Lasalle’s invariance principle, Exponential stability, Multiplier.



Stabilisation d’une équation de vibrations

1 Introduction et résultats principaux:

On considére dans cette note 1’équation suivante:

yee(2,t) — (ays), (2,1) + ays(z,t) + fy(z,t) =0, (x) O0<z<1,t>0,

(ays) (0,8) = e1U1(2), t>0,
(ays) (1,t) = e2Ua(2), t>0.
ou
a >0, >0,

€1,€2 € (0,400) non simultanément nulles,

a € Wb (0,1) telle a(z) > ag > 0 pour tout z € [0,1].

De plus, U; et Us sont deux lois de feedbacks & déterminer telles que le systéme en boucle

fermé soit asymptotiquement stable, i.e,
(y(., ), (., t)) — 0, lorsque ¢t — +00

dans un certain espace fonctionnel.

Il est important de noter que si f = 0 et si les lois de feedbacks dépendent seulement de la
vitesse, alors le systeme en boucle fermé n’est pas bien posé au sens des semi-groupes dans

Pespace H}(0,1) x L%(0,1) ol

1
Hi(0,1) = {f e H™(0, 1);/0 f(x)dx = O} pour tout m = 1,2, ...

En effet, prenons Uy (¢

Yer (2, 1) — Yoo (2,1) = 0, 0<xr<l1,t>0,
Y- (0,1) = ky:(0,1), t>0,
vz (1,t) = —ky:(1,1), t>0.

Soit 'opérateur linéaire A défini par:
D(A) = {(y,2) € HF(0,1) x H§(0,1); yz(0) = kz(0), v (1) = —k=(1)}

A(y,2z) = (2, Yze) pour tout (y,z) € D(A)

On munit H}(0,1) x L?(0, 1) du produit scalaire suivant:

1
<(f1:91);(f2,g2)>:/0 fiz fow + g192dz.

Il est facile de voir que I'opérateur A est dissipatif.
Soit f et g deux fonctions définies sur (0,1) comme suit:

{ f(z) =622 — 62 + 1,
g9(z) =1- f(z).
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On peut vérifier que (f, g) € HE(0,1) x L?(0,1). Cependant il n’existe pas (y, z) dans D(A)
tel que (I — A)(y,z) = (f,g). Par conséquent, la condition de maximalité de 'opérateur A
n’est pas satisfaite.

Dans le cas ot § = 0, le probléeme de stabilisation frontiére de 1’équation (%) a été étudié
par de nombreux auteurs.
Rao [12] a montré que la loi de feedback

{ Ur(t) = ay(0,t) + F(y:(0,1),
Us(t) = —Muye(1,1), M,a > 0.

stabilise asymptotiquement le systéme par un choix approprié de F.
Un résultat de stabilisation a été aussi obtenu par Conrad et Rao [5] moyennant les feedbacks

suivants:
{ Ui(t) = ay(0,t) + F(y:(0,1),
Us(t) = —ay(1,t) — F(y(1,%), a>0.

Dans Darticle [1], d’Andréa-Novel et al ont démontré que le systéme est asymptotiquement
stabilisé par la loi de feedback

{ Ui(t) =0,
Us(t) = —kay(1,1) — h(ye(1,1)).

avec k1 > 0 et h étant proprement choisies. La stabilisation asymptotique du systeme a été
démontré dans [8] et [3] par la loi suivante:

Ur(t) = kpy(0,t) + kyye (0,1) +/0 G(z)y(z, t)de + :—:/0 G(x)ye(x, t)dx,
Us(t) = 0.

avec ky, k, > 0 et G(z) étant une fonction choisie dans L?(0, 1).

Enfin, notons les résultats variés de Komornik [10] ot il a traité la question de stabilisation
dans des différents cas. On constate que les lois de feedbacks proposées ci-dessus contiennent
non seulement un terme en vitesse mais aussi un terme linéaire de position.

Dans cette article, nous montrons que pour tout 3 > 0, ’équation () peut étre asymptoti-
quement stabilisée par les lois suivantes:

Ur(t) = fly:(0,1)),
{ Ua(t) = g(ye(1,1)). (F)

avec f et g deux fonctions réelles bien choisies (voir I’hypothese (H)).

La preuve est basée sur le Théoréme de Lasalle [6], [9].

En distinguant le cas o @ = 0 et @ # 0, nous montrons -sous des conditions supplémentaires
sur f et g- que le systéme en boucle fermé est exponentiellement stable et cela par la méthode

INRIA



Stabilisation d’une équation de vibrations 5

du multiplicateur.
Considérons pour le systéme(1.1) I’énergie suivante

B =5 [ AP0+ 12 w0 + ol 1)

En calculant formellement la différentielle de E(¢) suivant une trajectoire de (1.1), on obtient

E(t) = e2Ua(t)ye (1,1) — €1 U1 (8) 41 (0, ) — a/o yf(m,t)dr. (1.3)

Insérons la loi de feedback (F) dans ’expression ci-dessus; il s’en suit que

Ei(t) = €29 (1,1)9 (3 (1,2)) — €23 (0,) F(4:(0,)) — a/o yi (x,t)dz.

Pour rendre la fonction E(¢) décroissante, nous supposons dans la loi de feedback (F) que

f est croissante continue telle que f(0) =0, f(n)n >0 ¥Vn#0, I
g est décroissante continue telle que ¢(0) =0, g(n)n <0 Vn #0. ()
Le systéme (1.1) en boucle fermée s’écrit:
Yee(2,t) — (aye), (2,1) + ay(z,t) + By(x,t) =0, 0O<e<l, t>0,
(Clyx) (Oat) == €1f(yt(0at))a t > Oa
(aye) (1,1) = e2g(ye (1, 1)), t>0
(1.4)

Considérons maintenant ’espace de Hilbert
H=HY0,1) x L*(0,1),

muni du produit scalaire

1
((fr,91), (fo,92))m = /0 aficfoe + Bf1f2 + g192 dx.

Avec des conditions intiales ¢ = (¢1, ¢2), le systéme en boucle fermé (1.4) peut se mettre
sous la forme d’équation d’évolution

d(t) + A®(t) = 0,
{ 30+ a00) -
ou ®(t) = (y(.,t), w(.,t)), A est un opérateur non borné tel que

it e 01 s et (@)(0) =@ f(0)
P ={wrve o, emon, 2Bl |

RR n° 3085
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et pour tout (y,z) € D(A)
Ay, 2)(x) = (=2, —(a¥z)e + By + @2) .

On suppose dans la suite que les hypothéses (1.2) et (H) sont satisfaites. La proposition
suivante peut étre démontrée a partir de la théorie de Brezis [2].

Proposition 1 : i) Pour toute condition initiale (¢1, ¢2) € D(A), le systéme ()
admet une solution forte unique (y,z) € D(A) donnée par

(y: Z) = S(t)(¢1a¢2)a Vt Z O
ot S(t) est le semi-groupe de contractions engendré par Uopérateur A. De plus,
d o0
(%) € L= (R¥; 7).
ii) Pour toute condition initiale (¢1,¢2) € D(A), la fonction

t— [(y, 2)||lpa)

est décroissante, ot ||(y, z)||lpa) = [|A(y, 2)||l» pour tout (y,z) € D(A).

iit) Pour toute condition initiale (¢1,¢2) € H, le systéme (X) admet une solution faible
unique (y,z) € H telle que:
(y,2) € C°(IR*; H).

Nos résultas principaux sont énoncés dans les théorémes suivants:

Théoréme 1 : Pour toute donnée initiale (¢1, ¢2) dans H, la solution ®(t) = (y, z) de ()
tend asymptotiquement vers zéro dans H lorsque t tend vers +co

Théoréme 2 : Soit (y,z) la solution de (X) issue de la condition initiale (¢1, ¢2) dans H.
On suppose Ueristence de quatre constantes positives ki, ka, ks et ky telles que pour tout
relR

kilz|<|f(z) [<ka || ks|z|<[g(x)|<kala]. (H7)

Si o =0 et si a(x) est monotone, alors il existe une constante w > 0 telle que

1.2l < exp(1=2) (81, 82) V> w.

Théoréme 3 : Soit (y,z) la solution de (X) issue de la condition initiale (¢1, ¢2) dans H.
Supposons que a > 0 et que Uhypothése (HT) est satisfaite; il existe alors une constante
w* > 0 telle que

Il (y: 2) I Sexp(l—;—*)ll(%@)ﬂﬂ, Vi > Wt

INRIA
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2 Preuves des résultats:
Démontrons d’abord le lemme suivant.
Lemme 1 : L’opérateur A est mazximal monotone.

Preuve: soit (y, z), (9, 2) € P(A). Un simple calcul permet d’obtenir ’expression suivante:
< A(y7 Z) - A(Q, 2): (y’ Z) - (g’ 2) >'H
= —ez(2(1) — 2(1) ) (9(2(1)) — g(2(1)) ) + 1 (2(0) — 2(0)) ( f(2(0)) — f(2(0)))
1

—|—a/ (z — 2)2dg;.

0
La monotonie de A est alors une conséquence directe des hypotheéses (1.2) et (H).
Il s’agit maintenant de démontrer la maximalité de A, i.e, Im(7 + A) = H.

Soit
(U, V) eH. (2.1)

On cherche (y,z) € D(A) tel que:
(I+A)(y,2) =(UV).

Ce qui est équivalent & résoudre le systéme suivant:

y—z="U,
2= (aye), +az+ Py =V,
(ayz) (0) = e1£(2(0)), (2.2)

(aye) (1) = e2g(2(1)),
y e H2(0,1),z € H'(0,1).

En éliminant z dans la premiére équation de (2.2), on a:
(a+ B+ 1)y—(ay:), = (a+ 1)U +V,
(ayz) (0) = e f(y(0) — U(0)),
(ayz) (1) = e2g(y(1) — U(1)),
y € H%(0,1).
On définit la fonctionnelle J par:

J:HY0,1) » R
Y J(¥)

RR n~° 3085
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avec

J(ﬂ»)z%/() [ag? + (o + 8+ 1)¢?] dr—/o [(a+ 1)U 4 V] ¥ da

+F(4(0) - U(0)) = G(v(1) = U(1)),
ol . .
F(z) = 61/ fe)de et Gx)= 62/ g(&)de, Va € R. (2.4)
0 0
On déduit de (H) et (2.4) que:
i)F est convexe, F € C'(R) et F(z) >0 VzelR.
ii)—G est convexe, G € C1(IR) et G(z) <0 VzeR.
iii)J est une fonctionnelle convexe, coercive et continue dans H*(0, 1).

D’aprés un théoréme de minimisation [13], il existe y € H'(0, 1) telle que

Jw)= inf J().
YeH (0,1)

Autrement dit la fonction

O: A —0()=J(y+ )
admet un minimum en A = 0. Ceci implique que pour tout v € H'(0, 1)
T I+ 20) o = 0
d\ Yy A=0 — Y.

Donc y vérifie le systeme (2.3) au sens faible, i.e,

1

1 1
1 dx U dx — nWo+Vv d:
(a+6+)/0yw@+/0ayw x/o[(a+)+]wx

(2.5)
+e19(0) f(y(0) = U(0)) — e2(1) g(y(1) — U(1)) = 0.
En particulier, pour tout ¢ € C§°(0, 1)
—/0 Yz Uy da::/o [(a+F+1y— (a+ 1)U+ V] ¢ da. (2.6)
Il découle de (2.6) que
y e H%(0,1),
{ (a + B+ 1)y — (ags), = (a+ 1)U + V. 27)

En faisant une intégration par partie dans (2.5), on obtient grace & (2.7) les conditions

frontieres
{ (aye) (0) = e1 f(y(0) — U(0)), (2.8)

INRIA
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En combinant (2.1), (2.7) et (2.8), on en déduit que y est solution de (2.3) et que 1’élément
z=y—U € H'(0,1). Ainsi (y, z) vérifie (2.2). L’opérateur (I + A) est donc surjective. La
preuve du Lemme 1 est compléte.

Remarque 1 : La densité du domaine D(A) dans H est due au fait que A est mazimal
monotone et que f(0) = g(0) = 0.

Preuve du Théoréme 1: Comme D(A) est dense dans H et que S(t) est un semi-groupe
de contractions, il suffit de démontrer le résultat pour toute donnée initiale dans D(A). Soit
(¢1,¢2) € D(A). D’apreés la Proposition 1, la trajectoire des solutions {(y, z) }+>0 est bornée
pour la norme du graphe. De plus, il est facile de voir que 'injection 7 : D(A) — H est
compacte et par conséquent la trajectoire est précompacte dans H.

D’apres le principe d’invariance de Lasalle [6], on peut affirmer que ’ensemble w-limite
w (@1, ¢2) est un compact non vide invariant par le semi-groupe S(¢) et que plus

S(t) (61, 02) — w (41, ¢2) quand ¢ — +oo.

Pour démontrer la stabilité asymptotique, il nous suffit de vérifier que w (¢1, ¢2) est réduit
a {0} [9]. o

Pour cela, prenons (¢1, ¢2) € w (é1, #2). En vertu de la Proposition 1, I’élément (g, Z) défini
par:

(5, 2) = S(t)(d1,62) Cw (¢1,¢2) C D(A)

est une solution au sens fort du systéme (X). D’autre part, ||S(t)(q~51,</~>2)||7.[ = |[(g, 2)]||n est
une constante [7].

Donc p
L@ 25 =0
Ce qui est équivalent & dire que
(A@2),(5.7) Ju = 0. (2.9)

(A9,2),(9:2) ) = e (20) - f(20)
— e (Z(1) -9 (Z1) +all § 720, (2.10)

Supposons, sans perte de généralité, que e1e3 # 0. Il suit de (1.2), (H) et (2.10) que § est
solution du systeme suivant:

e (2,1) — (ada), (z,t) + By(z,t) = 0, O<az<1,t>0,
gx(oat):'gx(la ): ) t>0, 911
ﬂt(O,t):gt(l,Q: Q’ t>0, ( : )
(9(0),3:(0)) = (&1, d2) € w (o1, 02) .

RR n~° 3085
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Considérons 'opérateur linéaire Ay défini par:
D(Ag) = {(y,2); y€ H*(0,1), z€ H'(0,1), yz(0) =y.(1) =0},
et pour tout (y, z) € D(Ag)
Aly, 2)(z) = (2, (ayz)s — By) -
Un nombre complexe p est une valeur propre de Ag si et seulement si il existe (y,z) € D(Aog)
non nul tel que (u— Ag)(y, z) =0, i.e,
py =z,
(ays)z — By = 1y, (2.12)
yz(0) =y (1) = 0.
D’apres un résultat classique de Mikhailov [11], le systéme spectral suivant
{ (ay:c)x - 6y = )\y7
y:c(o) = yx(l) =0.

admet une infinité dénombrable de valeurs propres 0 > A1 > Ay > ...... , telles que (A,) —
—oo quand n — 400 et les vecteurs propres correspondants vy, vs,.... forment une base
orthonormée de L%(0, 1).

Par conséquent, les valeurs propres de Ag sont:

et les fonctions propres correspondantes sont

VE = (vn, +iv/ =\, vn) , n=12,..

On remarque que pour tout n = 1,2, ...

2
Vil = =2

Vo = ﬁ (vn, —i\/——)\nvn) ,n=12, ..

Von = ﬁ (vn, zmvn) ,n=-—1,-2,..

La solution de (2.11) est donnée par

On prend alors

(@,5) (t) = Y Cre™#"'V,. (2.13)

nez

INRIA



Stabilisation d’une équation de vibrations 11
avec Cy, = {( ((/)1, q[)z) w Y, pour tout n € Z.
On peut aisément verlﬁer que
Cn = ay, + tb,, n=12,..
Cop=a_pn—1tb_p, n=-1-2 ..
ol
G, = m/ a(blxvm + ﬁ(ﬁlvn dr et b, = —\/_/ ¢2vndr. (2.14)
Aprés un simple calcul, on déduit de (2.13) et (2.14) que:
- 2
g(t) = nz::l (an cos(v/—Ant) — by sin(\/—)\nt)) \/_LTH'U”,
(2.15)
Z (an sin(v/ —Ant) + by, cos( —/\nt)) V2v,.
Il est clair que v, (0) # 0 pour tout n = 1,2, .... En s’inspirant de la technique utilisée dans

[4], on démontre que les coefficients a,, et bn sont nuls pour tout n = 1,2,.

. et donc en

vertu de (2.15) la solution (§(t), #:(¢)) est nulle; ce qui implique que (¢1, ¢2) I’est aussi. Ceci

termine la preuve de la stabilité asymptotique.

RR n° 3085
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Preuve du Théoréme 2: Supposons que a(z) est monotone non croissante. Multi-
plions I’équation () par ¢y, +Coy ol ¢ est une fonction dans W1>°(0, 1) et C une constante
positive qu’on déterminera ultérieurement(voir (2.17) et (2.25)). Aprés un calcul direct, il

en résulte que:

T 1
JoL G i+ (5 (5), e« (oo ac
¢

A [ [ - 2 et + g2, a

e i [120.0+ 557 ((0.0) - 50,0 a (2.16)

1
= _/ [by:ye + Coyty]z% da
0

+Co / leag (e (1,8)) (1, 1) — exf (36(0,2)) (0, )] dt.

T

Choisissons ¢ telle que:
{ ¢e = 2(Co+9),
8(0) = 0.

ol J est une constante positive (voir (2.29)).
Ce qui est équivalent & écrire

é(x) =2(Cy+9) . (2.17)
Compte tenu de (2.17), ’égalité (2.16 ) s’écrit:

T. 1
2 2 a (¢ 2 21| 4
/T1 /0 I:(Syt + <§ <E>x + Co) ay, 0By :| dxdt

HCotd) [ [—yfu,t) - (L) +ﬁy2<1,t)] d
1 (2.18)

1
= —/0 [2(Co+9) zyrys + Coyty]z% dz

+C°/T 2 [e29 (1:(1,2)) y(1,t) — e f (v:(0,1)) y(0,¢)] dt.

De I'inégalité de Young et la décroissance de 1’énergie; on obtient 1’inégalité suivante:

1
0

INRIA
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avec s C
+ 0
M; = max < 0 )
Vi VB
D’autre part, il est facile de vérifier que pour tout 8 > 1, on a:
o 6 2 6 by
[ < (G ) o+ g [ e (2.20)
Ce qui implique que:
! 5362 530* !
-4 yi(z, tyde > — | —— 2115—7/ 2(x,t)d. 2.21
o [ iz - (G ) r0n- gt [ akeon e
D’ot d’aprés (2.18), (2.19) et (2.21) on a:
T, ol 4
2, (2(2 _ 0B N el a
Jo Lo+ (5 (3), + 00 - ey ) o o
(502
(Co +4 - 5 1) By* (1, t)dt
. (2.22)
€
< My E(Thy) + (co+5)/ [y§(1,t)+—2g2 (yt(l,t))] dt
T, a(1)
T
+CO/ [62.(] (yt(17t)) y(17t) - 61f (yt(oat)) y(oat)] dt
Ty
En utilisant (2.17) et la décroissance de a(z), on peut déduire que:
a (¢ Jpo* Jpot
2<a)x+00—a0(62_1)2200+(5—a0(02_1). (2.23)
Reportons (2.23) dans (2.22); il s’en suit que:
3pot
5y? 2 0 — ——— 2| dadt
fo [ [ (oo oy ] e
30° T
§— —r 2(1,t)dt
+<Co+ 02_1) . By (1,1)
. (2.24)

<M E(Ty)+ (C’0+5)/

T

[yf(lat) + ﬁl)f (yt(l,t))] dt

+Co / “eag (e (1,1)) (1,2) — e1f (36(0,1)) (0, )] dt.

T

RR n° 3085
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On choisit Cy assez grand tel que:

530
w@=1) 2%
56?

06— ——>3.
Co+ 92_1_3

2Cy+ 46 —

On prend par exemple

(2.25)

4
C'Ozsup< 959 d )

3
20— 1) T er =1
Par suite, (2.24) s’écrit:
T2

Ty 1
/ / §y; + day? dedt + 33 y?(1,t)dt
T 0 T,

T2

< ME(T) + (Co+9) |

[0+ 25 | (2.26)

+@/memwmmwﬂﬁwwwwmmw

T

L’inégalité de Young implique que pour tout Cs,Cy4 > 0, on a:

Coeas (w1 0)(1.0) < 3 [CRECE ((1.0) + o7 (1.0)]
3

(2.27)

~Coesf (w(0.0)0(0.0) <  [CEECL (0(0.) + g7 0,0)].
4

De plus, il est facile de vérifier que:

y*(0,1) < y*(1,1) + /01 [yz(:c,t) + ;—anﬁ(:p,t)] de.

Ce qui implique d’aprés (2.20) que:
2

2 4 2 1 0* by,
y°(0,1) < 1+02—1 Yy (l,t)—l—% 1+92—1 i ayy (z,t)de.

En combinant cette derniére inégalité avec (2.27), on a:

%/Tm@mwwwwﬂﬁwmmmwmﬁ

T
1 0! 2ot 1/1 1 02 T2
< 1 de+ = | =+ —=(1+ —— v2(1,t)dt
—2a002<+02—1)/T1/oay“’”2<0§+03(+92_1))/le(’)

cz [T
+ 2 [ (03 1,0) + ECL (0.1)]
T,

INRIA



Stabilisation d’une équation de vibrations 15

Reportons 'inégalité ci-dessus dans (2.26); il découle que:

L 1 0* )
/T /0 dy; + <(5— QaOC’Z(l—}—H‘?—l)) ay; dadt
1 92 -,
— 1 y-(1,t)dt
<3ﬁ 202 202( + — 1)) /T1 y(1,)

B e e S U

(2.28)

<M E(Ty)+ /
Ty

C2e2C2
+°24 fﬂwmﬂMt
T
Prenons Cs et C4 assez grands tels que:
1 64
60— ——= |14+ ———)>4d/2
2a002 < +92—1) - / '

L PRy
2z ety

48 o4 92 \7!
§ = 1 14—
(10<+62—1)<+62—1) ’

3 >1/p,

1 04 )
c? 1+
4 05( 21

36—

On pourra prendre

(2.29)

Donc (2.28) devient:

eyt o, 8, B[,
dy; + —ay; dadt+ = y (L, t)dt
7, Jo 2 2 1,

< MyE(Ty) + /T [(co +8)y2(1,1) + <(C°a?1;5)62 + cgngcg) Ik (yt(l,t))] dt

C'Oze C?

2 T,

f2 (4:(0,2)) dt.
Ce qui nous permet de conclure d’apres ’hypotheése (H+) que:

/ / Sy + 6ayx dedt + — p y2(1,t)dt
2 2 I,

T

< M E(Th) +/T [Ma2y:(0,1) f(y:(0,1)) — M3y:(1,%)g(y:(1,1))] dt.

RR n~° 3085



16 Boumediéne Chentouf , Cheng-Zhong Xu et Gauthier Sallet

avec .
M, = Cyer Ciks
2k1

M3 _ + 5 ((Co + 6)62 CgE%Cg) .

a(l) 2

En réutilisant (2.20), on peut démontrer que:

1 1
mﬁ(l,t)w/ ayidmzm/ By” + ay’da,
0 0

ou
2

-1
0 .
Sans perte de généralité, on suppose que €1e2 # 0. On déduit des deux dernieres inégalités
obtenues que

T
2 M
/ E(t)dt < 2 B(1y),
T - C
ol .

C’:min(?é,M@, M:Ml + max <_2’_3) .

€1 €2

Ceci, grace & un résultat classique [10] ( Théoreme 8.1 p. 103) , entraine

Ct M

B(t) < exp(1—

Pour le cas ol a(z) est monotone non décroissante, on démontre la stabilité exponentielle
de la méme maniére que precédemment mais en choisissant ¢ telle que:

Preuve du Théoréme 3: Soit ¢* la fonction réelle sur [0, 1] définie par:

¢*($)=/OxeXp (/:

Il est clair que ¢* vérifie les propriétés suivantes:

Az
a

d.g) do.

#(0) =0, &(z) > 0pourz € (0,1],
bo>1, (?) > 1

T

INRIA



Stabilisation d’une équation de vibrations 17

De la méme facon que dans la preuve du Théoreme 2, on peut aisément vérifier que
le multiplicateur ¢*y; + Cjy permet d’avoir le résultat suivant:

: / / [¢ yt+a<¢—)xayi+ca*ﬁy2] dudi

- ‘/’*2(1) /T [yf(l,t) + %gz (ve(1,%)) — 53/2(1’15)] dt

1 * * @ = T2 1 * *
+f [—¢ v — Cu 20] dz + / | (et —aduul drt (230)
0 0

1 T 1 T 1
vy [ [ se-cnytdsa—c; [ [ agtdear
2 T 0 T, 0

+Go /T Teag (e (1,8) w(1,1) — 2 £ (3 (0,2)) (0, )] de.

Vu I'inégalité de Young et I’hypothese (H71), on a:

o / oo (e (1,0) w(1,8) — €11 (3:(0,1)) (0, )] dt

T

C* [Tz [ 2k2 €22
<2 20 (0,8) F e (0,8) — 22y (1, ) g (e (1,8) | dt
2 Jp, \ ki ks

+%/ 2 (v*(1,1) + *(0,1)) dt.

T

Or,

I ! 1

—/ (y2(1,t)+y2(0,t)) dt<2/ v+ —ay? | de.

2 T - 0 agp
En utilisant les propriétés de ¢* et en reportant les deux derniéres inégalités dans (2.30), il
découle que

/TZ E(t)dt < KE(T1)

T

+/ /[ (61 —C3) + ]y2+<00+—+ (bai))ayidrdt

ou K est une constante positive.
Prenons Cj tel que

C3 = sup (1 6ol + 4/, M) |

RR n° 3085



18 Boumediéne Chentouf , Cheng-Zhong Xu et Gauthier Sallet

Deés lors, la stabilité exponentielle est facilement obtenue.

Remarque 2 : Dans certains problémes physiques, on rencontre des densités de masse a(x)
qui ne sont monotones que par morceauz. Citons par eremple la densité de masse donnée
par l’expression suivante:

a(z) =\/p*+ (& —1/2)°  Vze(0,1).

ot p est une constante positive.

Il est clair que a(z) est monotone sur chacun des intervalles (0,1/2) et (1/2,1). Il est donc
intéressant de traiter ce genre de cas.

Supposons alors qu’il existe xg € (0, 1) tel que a(x) est monotone croissante (resp. décroissante)
sur (0,29) (resp. sur (zo,1)). On définit sur [0,1] une fonction continue 6 telle que:

0, =2(C1+ 1),

avec Cy et 81 deux constantes positives.

On remarque que ¢ est srictement négative(resp. positive) sur (0, zo) (resp. sur (g, 1)). Avec
un choiz approprié de Cy et 1, on démontre dans ce cas que le multiplicateur 0y, + Cry
permet d’avoir la stabilité exponentielle. La preuve est identique a celle du Théoréme 2.
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