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Résumé : Ce rapport présente une maniére originale et peu cotliteuse d’approximer le
portrait spectral d’une matrice A. L’idée directrice est de décomposer I’espace C" en la
somme directe de r sous-espaces stables M;, ¢ =1,...,r. Ces sous-espaces sont déterminés
de facon & maximiser I’angle canonique minimal entre M; et U;»; M;. On peut montrer que
cela revient & réduire la matrice A en une matrice diagonale par bloc D = S~1AS, tout
en imposant au conditionnement K (S) = ||S]||[S~!|| de la matrice de passage S de rester
aussi petit que possible. Dans le cas ou une telle décomposition est effectivement déterminée
avec un K (S) raisonnable, on montre qu’alors le portrait spectral de D est une bonne
approximation de celui de A. La prise en compte de la structure diagonale par blocs de la
matrice D nous permet de réduire les cotlits de calcul de facon significative. Ces résultats
sont illustrés sur plusieurs exemples.

Mots-clé : valeur propre, e-spectre, portrait spectral, conditionnement, Schur, Sylvester,
angles canoniques de sous-espaces.
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A stable block diagonalization method :
Application to the spectral portait of matrices

Abstract: This report deals with an original and a cheap way of approximating the spectral
portrait of a matrix A. The main idea is to decompose the n-dimensional space C" into
a direct sum of r stable subspaces M;, ¢ =1,...,r. These subspaces are determined in
a way such that the sine between M; and U;x; M; is maximized. It can be schown that
this amounts to reducing the matrix A into a block-diagonal matrix D = S~1AS, where
the condition number K(S) = ||S||||S~!|| remains small. In the case where such a stable
decomposition is found, with a reasonable K (S), we show that the spectral portrait of the
matrix D is a good approximation of the one of A. Tacking into account the block-diagonal
structure of D allows us to reduce the computation of the spectral portrait significantly.
The results are illustrated by several examples.

Key-words: eigenvalue, e-spectrum, spectral portrait, condition number, Schur, Sylvester,
canonical angles between subspaces.
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1 Introduction

Soit A une matrice d’ordre n, & éléments complexes, et désignons par || . || la norme Eucli-
dienne ou sa norme matricielle induite. La notion du e-spectre introduite indépendamment
par Trefethen [13] et Godunov [5] généralise la notion de valeur propre, en ce sens qu’au
lieu de représenter une valeur propre par une valeur approchée, on considere un voisinage
de cette valeur défini par un seuil € > 0. Le e-spectre de A, noté dans la suite A.(A), est
I’ensemble des valeurs propres de toutes les matrices perturbées de la forme A + A avec
IA] < ellA].

A(A) = {z€C [/ zestvaleur propre de A+ A, ||A|| < ¢|All} (1)
= {2€C/dét(A+A—2I)=0, ||A| <€|lA]}. (2)

Il est connu [6] que, contrairement & la plus petite valeur propre, la plus petite valeur
singuliére d’une matrice donne une indication sur la proximité d’une matrice singuliere. Si
z € C alors

Omin(A — 2zI) = min{||A|| / z est valeur propre de A + A}. (3)
Ainsi on obtient la définition équivalente
A(A) ={z € C [ omin(A — 2I) < €[|All}, 4)
qui peut encore s’écrire sous la forme

s L
M) ={zeC/ IA—=D > rrd 5)

avec la convention ||(A — 2I)7!||2 = oo si z est une valeur propre de A. Autrement dit,
Ao(A), le 0-spectre de A n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs propres de A et c’est
ainsi qu’on le notera dans la suite.
Si la matrice A est normale, on a:

1

14 =207 = G Ty

(6)
ou dist(z, S) est la distance usuelle entre z et ’ensemble S. Ainsi, & € fixé, A.(A) est en fait
Pensemble des disques de rayon €||A|| et de centre les points constituant le spectre de A.
Dans ce cas, A¢(A) est entierement déterminé par la donnée d’un € et la connaissance du
spectre de A.

Dans le cas ou la matrice A est non normale, ’égalité (6) devient:

—1 1
A = =DMl 2 Zo oy

RR n° 3141



4 P.-F. Lavallée, M. Sadkane

Dans ce cas, on ne peut plus déduire explicitement A, (A), simplement & partir de la connais-
sance du spectre de A et de e. Le fait que I'on puisse avoir ||[(A — 2I)~!||2 de lordre
de 10'° ou 10%°, méme pour des z éloignés du spectre de A, montre que la surface re-
présentant A.(A) pourra étre tres étalée dans le plan complexe. C’est la représentation
de ces taches dans le plan complexe que ’on appelle le portrait spectral de la matrice
A. Une des manieres de visualiser ce portrait spectral est la représentation de la fonction
spa(z) = logyg (omin(2] — A)) par lintermédiaire de courbes de niveaux dans le plan com-
plexe. Notons que omin(2I — A) = 1/||R(4,2)|| ot R(4,2) = (A — 2I)~! est la résolvante
de la matrice au point z. Ainsi le portrait spectral permet de visualiser le comportement de
la norme de la résolvante. Une facon classique de procéder pour calculer spy est d’utiliser
Palgorithme de décomposition en valeurs singuliéres [6] pour chaque point z d’une grille qui
discrétise une partie du plan complexe. Cette approche est acceptable mais requiert un coiit
de calcul tres élevé.

Nous proposons une autre méthode qui consiste dans un premier temps a réduire la matrice
A en une matrice diagonale par bloc de la forme

A = S diag(D1,D»,...,D,)S7, 1< qg<n, (8)

avec la contrainte que le conditionnement x(S) = ||S||||S™!|| reste inférieur & une borne
donnée par I'utilisateur. De cette facon, on espere que les propriétés spectrales de la matrice
bloc-diagonale D vont étre proches de celles de A. L’algorithme de bloc-diagonalisation est
inspiré de celui proposé en [1]. On commence par factoriser A sous une forme de Schur
A = QT(Q*. Ensuite, la matrice triangulaire supérieure T' est bloc-diagonalisée, de telle
sorte que chaque bloc diagonal contienne des valeurs propres correspondant & des vecteurs
propres qui sont proches (en un sens que I'on précisera en Section 2). Le portrait spectral
de la matrice A est alors approché par celui des matrices D;, i =1,...,q.

L’avantage de cette méthode par rapport & la méthode classique [5, 13] est sa simpli-
cité relative et sa rapidité. En effet, le portrait spectral de chacune des petites matrices
D;, i =1,...,q, est non seulement peu cotliteux en calcul, mais peut en plus étre fait en
parallele.

Le plan de ce rapport est le suivant. En section 2, nous décrivons et justifions notre algo-
rithme de bloc-diagonalisation. Nous comparons différents critéres utilisés pour le choix des
blocs. Dans la section 3, nous établissons différentes relations entre le portrait spectral de
la matrice A et celui des matrices Dy,... , D, de I’égalité (8). Nous discutons aussi la possi-
bilité d’utiliser le champ des valeurs de ces matrices. La section 4 est consacrée a ’analyse
des cotits de calcul et des résultats numériques.

2 Algorithme de bloc-diagonalisation

Une décomposition de la forme (8) a de nombreuses applications. Une des plus connues est
le calcul des puissances de A, qui, lorsque les blocs D; sont de ”petites” tailles, peut se faire
facilement. En effet, on a alors

A¥ = S diag(D}, D5, ... ,D}) S~ .

INRIA
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Dans notre cas nous allons faire une utilisation novatrice de cette décomposition, puisque
I’on va s’en servir pour approcher le portrait spectral de la matrice A.

Rappelons quelques propriétés de cette décomposition. Si S est partitionnée en g blocs co-
lonnes compatibles avec la décomposition en bloc de D, (i.e. S = [Si]...|S,]), alors les
colonnes de S; forment une base d’un sous-espace S¢, invariant par A (i.e. AS* C S%) et D;
est la représentation de A dans cette base. Le projecteur spectral associé est S;Y;, ou Y; est
formé des lignes correspondantes de S~1.

Il y a des limitations théoriques et pratiques sur la taille des blocs D;. Théoriquement, il
ne peuvent pas étre plus petit que les blocs correspondants issus de la décomposition de
Jordan de A. En pratique, ils doivent étre plus grand. Les probléemes numériques associés
a la décomposition (8) ont été étudiés en détail dans [7]. On retiendra que la principale
difficulté provient du fait que la forme de Jordan d’une matrice n’est pas stable numéri-
quement (voir [10]). De petites perturbations de la matrice A peuvent en effet engendrer la
fusion ou la séparation de plusieurs blocs. Ainsi, si on sépare deux blocs ”proches” 'un de
I’autre, alors les colonnes de S tendent & devenir linéairement dépendentes. Autrement dit,
le conditionnement de S: K(S) = ||S||||S™!|| sera grand. Dans ce cas, il sera impossible de
calculer S~! ou de résoudre un systéme linéaire du type Sz = b avec précision [11, p.170].
Une étude approfondie de ces phénomeénes a été menée par Demmel dans [2], dans le cas
ot lon utilise une factorisation de A du type (8), pour calculer f(A) ou f est une fonction
analytique de A.

2.1 Etude des différentes étapes de la bloc-diagonalisation de A

L’idée directrice est d’utiliser la décomposition de Schur pour réduire A en une matrice
triangulaire supérieure

T11 le e qu

N Tzz e qu
QAQ=T= o (9)

qu

et ensuite de bloc-diagonaliser T' & ’aide du théoréme suivant (voir [6, p.338])

Théoréme 1
Supposons que la décomposition (9) soit telle que les matrices Ty; et Tj; aient des spectres
disjoints pour i # j. Alors, il existe une matrice non singuliére X telle que

(QX)TA(QX) = diag(Ty1,- .. ,Tyq)- (10)

On recherche alors des conditions suffisantes et raisonnables pour que la factorisation issue
du théoreme précédent soit stable. En d’autres termes , on voudrait trouver une matrice S
non singuliere telle que S~'AS = diag(D11, ... ,Dyq) avec la propieté “s(S) petit”. Cette
propriété est une conséquence directe du choix des caractéristiques des différents blocs (i.e.
taille et nombre de blocs, éléments propres les constituant, etc...).

RR n° 3141



6 P.-F. Lavallée, M. Sadkane

2.1.1 Détermination des blocs et de la matrice S

Premier critére de choix des blocs

Une des raisons qui nous a conduit a utiliser la factorisation bloc-diagonale de la matrice A
vient de la définition méme du portrait spectral : il peut étre divisé en plusieurs ”taches”,
chacune d’elle contenant des valeurs propres d’une matrice A + E, ou la norme de E est
inférieure a €||A||. D’ou idée de regrouper dans un méme bloc diagonal les valeurs propres
qui appartiennent & la méme ”tache”.

On définit ainsi un premier critere pour la détermination du choix des blocs: on regroupe
dans un méme bloc des valeurs propres qui sont ”proches” les unes des autres. En d’autres
termes, étant donné n > 0, on regroupe dans un méme bloc les valeurs propres distantes de
moins de 7. Cette méthode a donc été implantée et testée sur plusieurs exemples numériques
(voir paragraphe 2.3). Ceux-ci ont tres vite révélés les limites de ce choix. Le conditionne-
ment K (S) de la matrice S issue d’une telle décomposition croit beaucoup trop vite lorsque
le nombre de blocs augmente.

On a donc été amené & choisir un autre critere pour la détermination du choix des blocs,
nous permettant de limiter au mieux la croissance de K(S).

Nouveau critére de choix des blocs
C’est grace aux résultats suivants, dus & Demmel [2], que 'on a pu déterminer ce nouveau
critére. Rappelons tout d’abord quelques uns de ces résultats issus de [2].

Notations:
— S =[51]...|S4] une partition de S en ¢ blocs colonnes,
— S le sous-espace engendré par les colonnes de S;,
— Vi; = V(S1,57) Pangle entre S et S7,

- Vi = V(S engj#{Sj}) angle entre S’ et le sous-espace engendré par U S7.
J#i
— 1/sin(.) = csc(.)
Si S;S; =1Ipouri=1,...q, (ie. les colonnes de S; forment une base orthonormale de S?),
alors
Vij = min{arccos|u*v|/u € S*,v € 7, ||ul| = ||lv|| = 1}

= arccos(sup |y*S; S;z|)
z’y

= arccos||S; S;]|.

INRIA
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Théoreme 2
Supposons que S;S; =1 pouri=1,...q, alors

w(S) < VA K(SopT) (1)

q
max(cscV; + Vese2V; — 1) < k(S) < /g ZCSCQ Vi, (12)

i=1

ou SopT est une matrice S dont le conditionnement est optimal, c’est a dire le plus petit
possible.

Théoréme 3

Dans le cas ot g = 2, soient T = Tal ?2 ), R une solution de ’équation de Sylvester
22
I —-R 1

Ti1R— RT3 =Ti5 et S = < > Alors, si on note P = ( 0 10% ), le projecteur

0 I
associé & S, parallélement ¢ S?, on a

S_ITS = dz'ag(Tu,ng),
et
Kk(S) > cotV/2 avec S =[51]|S2] et V = V(S1,S52). (13)

Si de plus S;S; =1, i =1,2, alors

K(S) = k(Sopr) = cot V/2 = VR[> + 1+ || E| (14)

1/sinV =cscV = ||P| . (15)

Les théoremes 2 et 3 sont & la base de la détermination d’un critére de sélection des différents
blocs D;, i =1,...,q. Deux approches différentes sont alors possibles.

La premiére consiste & remarquer que lorsqu’on a deux blocs, pour rendre K (S) petit, il est
nécessaire d’avoir ||R|| petit en vertu de ’égalité (14) du théoréme 3. La détermination des
blocs se fait de maniére récurrente de la fagon suivante:

. . . " . T T ,
e étant donnée une décomposition de la matrice 7' de la forme ( 61 le ), on résout
22

le systeme de Sylvester associé T11 R — RT2 = T2,

e on calcule ||R||,

RR n° 3141



8 P.-F. Lavallée, M. Sadkane

e si cette norme est plus petite qu’une borne limite vl prédéfinie, on effectue I’élimination
du terme T72 (nous verrons plus précisément au paragraphe 2.1.3 la démarche a suivre).
T1, est alors le premier bloc, et on recommence récursivement avec le bloc T55 que 'on
décompose & son tour en deux sous-blocs. Dans le cas ou || R|| > vl, ce qui impliquerait
si on faisait 1’élimination, un grand K(S), ( K(S) > vvl?2 + 1 + vl), on augmente la
dimension de 771 et on recommence au premier point.

C’est la méthode utilisée par Stewart dans [1] pour une matrice A & coefficients réels.

La seconde approche est une conséquence des constatations suivantes. Soit (A, ur) avec
luel| =1, k =1,...,n, les éléments propres de la matrice A. Supposons par exemple que
Ai et A; ne soient pas dans le méme bloc et que

cos V{u,uz) = fufug| > 1 -7, 0<7 <1 (16)
alors
cse V(ug,uy) > (2n — 172)_%. (17)
De (12) et (17) on déduit

k(S) > max csc Vi > cscV(ug,ug) = 1/4/2n

ce qui revient & dire que K (5) sera ”grand” pour 7 proche de zéro. On en déduit une regle
simple pour la détermination des blocs:

Pour que K(S) reste raisonnablement “petit”, il est nécessaire que deuzx vecteurs propres
normés u; et u; correspondant respectivement aux deux valeurs propres A; et \; de deus
blocs différents doivent étre tels que |ufuj| < 1 —n ot 1 est un paramétre petit, fizé par
Vutilisateur.

Détermination effective des blocs
La détermination effective des blocs peut se modéliser de la facon suivante. Soit E =
{1,2,...,n} et G le graphe non orienté défini sur E par:

(,j)) €eG = |uju|21-n

Alors les différents blocs correspondent aux différentes composantes connexes du graphe G.
Le nombre de blocs pour 7 fixé, est égal au nombre de composantes connexes différentes
du graphe G. C’est ce que ’on va appeler la décomposition maximale admissible pour un 7
donné.

INRIA
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Exemple d’une décomposition maximale admissible

— Soit T une matrice triangulaire supérieure, provenant de la décomposition de Schur de
AL

A2
la forme T = A3 ...
D VIR

As
— Soit uy, ... ,us les vecteurs propres associés normés a 'unité.
— Soit n = 0.1 donné.

Calculons la matrice Test de terme générique |uju;|, on obtient le résultat suivant :

1 02 095 0.8 037
1 054 0.28 0.96
Test = 1 098 0.65
1 0.1
1

De la matrice Test, on déduit le graphe G:

Fic. 1: Graphe G

On a deux composantes connexes distinctes, donc deux blocs By = {A1,A3,A4} et By =
{A2, 25}

2.1.2 Réordonnancement des valeurs propres sur la diagonale

On veut réordonner les valeurs propres sur la diagonale de la matrice triangulaire supérieure
T, issue de la décomposition de Schur de A, de facon & ce que des valeurs propres appartenant
& un méme bloc apparaissent a des places adjacentes sur la diagonale. Ceci peut se faire par
transformations unitaires. En effet, le théoréme de décomposition de Schur [12, p.17] stipule
que la matrice () peut étre choisie de fagon a ce que les valeurs propres apparaissent dans
n’importe quel ordre pré-défini sur la diagonale de T'. En fait, a cette étape, on ne fait que de
recalculer une nouvelle factorisation de Schur, connaissant ’ordre d’apparition des valeurs
propres sur la diagonale.

RR n”° 3141



10 P.-F. Lavallée, M. Sadkane

Principe du réordonnancement

Grace au tri effectué a I’étape précédente, on peut déterminer une permuta_tjon o de ’en-
semble E = {1,2,...,n} qui associe, & une valeur propre se trouvant & la i**™€ place sur
la diagonale de la factorisation de Schur initiale, (i) qui est sa place sur la diagonale de
la nouvelle factorisation. Or, on sait que n’importe quelle permutation peut se décomposer
en produits de transpositions agissant sur deux éléments adjacents. Dans le cas général, il
suffit trouver la décomposition de la permutation en produit de transposition et d’utiliser le
fait qu’une transposition sur deux éléments adjacents de la diagonale peut se faire par une
transformation semblable unitaire.

]:lchange de deux éléments consécutifs sur la diagonale

Soit T = Aot avec (A1, \a,t) € C3.
0 A
On recherche une matrice unitaire @) de la forme ( z _ab ) vérifiant Q*T'Q = ( )(‘)2 )‘t )
1
o aa +bb=1
— () unitaire = { ab—ab =0

Q*()E)l /\Z)Q:()(‘)Z /\t1> =  a(\y—\) —bt=0.

On obtient comme solution

_ [t — gA2—A\1 3
a= ESwenTE b=a"23 sit#0,
a=0 b=-1 sit=0.
Plus généralement, on sait donc déterminer une matrice () unitaire telle que 7' = Q* AQ et
telle que les valeurs propres sur la diagonale soient rangées dans I’ordre relatif aux différents
blocs. C’est a dire que T peut s’écrire sous la forme

T11 T12 . qu
T22 . qu
T= ]
qul
ou les blocs diagonaux Txi,k =1,... ,q satisfont alors aux deux conditions suivantes:
VA € AO(Tkk) 3)\‘7 € Ag(Tkk) : |U:<UJ| >1—-n pour dzm(Tkk) >1 (18)
VA € AO(Tkk) \VIAJ ¢ AO(Tkk) : |ufu]| <1- 7 pour q > 1. (19)

INRIA



Portrait spectral de matrices par bloc diagonalisation 11

Application a ’exemple du paragraphe précédent

La détermination de la décomposition maximale admissible nous a permis de trouver un
nombre de blocs ¢ = 2 et la répartition des valeurs propres dans chacun des deux blocs
suivants, By = {A1, A3, M} et Ba = {)2, A5}. De ces données, on déduit la permutation o.
Cette permutation ¢ se décompose en produit de deux transpositions 7 et 7o agissant sur
deux éléments consécutifs.

1551 1251251
2— 4 2—2—14
33— 2 3—4—2
4—3 4—3—3
5— 5 5—5—5H
_

o

D’ou la transformation de la matrice T

A e e e AL
Ao o Ll Az ...
D VIR x
T 2 PR
As 11 "
T5o
Matrice T initiale Matrice T issue du réordonnancement

Les valeurs propres de la matrice 7" issue du réordonnancement apparaissent bien dans
I’ordre désiré, en premiere position sur la diagonale de T%; celles appartenant au premier
bloc, ensuite sur la diagonale de T52 celles appartenant au second bloc, et ainsi de suite...

On peut vérifier que les éléments propres de T et de Tho vérifient bien les conditions (18)
et (19).

2.1.3 Elimination des blocs extra-diagonaux de la matrice T
Etude du cas q = 2 blocs
Théoréeme 4

sour= | o T

0 T ) avec Ty; € C™*™ | Thy € C™*™, T1o € C™*™, Si R est solution de
22

l’équation de Sylvester T11 R — RTss = Ty et P est de la forme P = ( Im —R >, alors

0 I,
iy [Ty O
P TP_< o T )

RR n° 3141



12 P.-F. Lavallée, M. Sadkane

Nous voyons donc que I’limination du terme extra-diagonal est liée & I’existence d’une solu-
tion de I’équation de Sylvester. Les deux théoreémes suivants vont nous donner des indications
sur l’existence et ’unicité de telles solutions.

Théoréme 5 (Existence)
Soit A e C"*™ B e C**™, C € C™*™. L’équation de Sylvester AX — XB = C admet une

. . . . A 0 A C
solution si et seulement si les matrices ( 0 B ) et ( 0 B ) sont semblables.

La démonstration de ce théoréme peut étre trouvée dans [9, p.279].

Théoréme 6 (Unicité)
Soit A,B et C définis comme dans le théoréme 5.
Soit ® linéaire: C™*™ — (Cm*n

X — ®(X)=AX - XB .
Alors ® non singuliére = Ao(A)NAo(B) =10
Or ® non singuliére = X solution de AX — XB=C.

Une démonstration de ce théoreéme dans le cas général peut étre trouvée dans [12]. L’équa-
tion matricielle de Sylvester AX — X B = C est étudiée en détail dans [4, p.228], [9, p.268].

Montrons que dans le cas ot A et B sont les blocs diagonaux de la matrice T' apres réordon-
nancement (i.e. A = T1; et B = T,) et C le bloc extra-diagonal T4, il existe nécessairement
une solution & I’équation de Sylvester AX — X B = C, et donc I’élimination du terme extra-
diagonal est toujours possible (voir théoréme 4). En effet, deux cas sont alors possibles:

e Soit Ag(A) NAo(B) = 0, alors d’apres le théoreme 6, la solution non seulement existe,
mais elle est unique.

e Soit IX € Ag(A) N Ag(B). Ainsi, la valeur propre \ est présente dans deux blocs
distincts. Notons (A1, u) le couple propre associé & la valeur propre A du premier bloc
et (A2,v) celui du second bloc. Les vecteurs u et v, normés & I'unité, sont des vecteurs
propres associés a la valeur propre A = A; = Ao. Du fait de appartenance de (A, u) et
de (A2, v) & des blocs distincts, d’apres la propriété (19), on a 0 < |u*v| < 1 —n. Donc
u, v forment une famille libre. Cela implique que la boite de Jordan,associée a la valeur
propre A, de la forme de Jordan de la matrice T', & la forme diag(. .., J1 (A1), J2(A2),...)
ot J1(A1) et Ja(\2) sont des blocs de Jordan élémentaires associés a A. Il est alors aisé

0 B 0 B
sont semblables, ce qui, d’apres le théoreme 5, implique qu’il existe une solution.
En effet, soit J la forme de Jordan de la matrice T telle que:

J:(‘{)1 i):x—l(‘g g)X, (20)

- A A
de montrer que dans ces conditions les matrices T' = 0 et T = ( ¢ )

INRIA
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avec
X1 X
X de la forme ( 0 X, ),
— les colonnes de X; étant formées des vecteurs propres et des vecteurs principaux
de A,

— X1 et X3 inversibles,
- J1 = diag(J11, J1(A)),
— Ja = dlag(Jz()\), J22).

Le calcul par bloc de I’égalité (20) donne en particulier J; = X YAX; et Jy =
X;'BX;. On obtient finalement

T = X(J1 O)X—1

0 J
B X7t oo A 0 X; 0 1
= x (% an)(05) (% n)x
= YTy
(T XXt
avecY—(O I >

Ce qui revient a dire que T et T sont semblables.

En conséquence, on peut affirmer que pour toute matrice T issue de notre procédure de
réordonnancement, on peut effectuer I’élimination du terme extra-diagonal. Il est & noter
que la matrice P du théoréme 4 n’est pas une matrice unitaire.

Etude du cas oi1 I’on a q blocs
Par application récursive des théoremes 4, 6, 5, on peut en déduire un théoréeme de décom-
position bloc-diagonale d’une matrice triangulaire supérieure par bloc.

Théoréme 7 (Réduction sous forme diagonale)

T11 T12 . qu
. T22 “ e Tzq . . . X
Soit T = . . une matrice triangulaire par bloc avec Ty, 1 =1,...,q
Ty,

carrée. Si pour tout i < j, il existe R solution de I’équation de Sylvester T;; R— RT;; = —T;j,
alors il existe Y € C**™ non singuliére telle que

Y_ITY = diag(Tll,T22, .. ,qu)

RR n~° 3141
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Preuve: Soit & annuler le terme en position (i,5) ¢ < j.
J

L :

I Zij

I
Posons T = [T;;] = Y;;'TYi; i< j.
Alors T et T ne different que par les termes:
Tiw = Tiw — ZijTjuw w .
J:kj:Tkj-i-TkiZij k=1,...,i—1,

Notre but est d’annuler le coefficient T;

i, on obtient alors

TiiZi; — ZijT5; = =Ty, (21)

équation de Sylvester d’inconnue Z;; qui admet une solution au moins d’apres les hypotheses
du théoreme 7. Pour éliminer le bloc en position (4, j), il suffit de déterminer Z;; en résolvant
I’équation (21), d’annuler effectivement le bloc en position (i,5) et de remettre a jour les
blocs des positions (i,w) w=j+1,...,qet (k,j) k=1,...,i—1 (cf. figure 2).

. Terme & annuler

i .1 Termes utilisés pour la remise & jour

Lo

. Termes remis a jour

F1a. 2: Relations des dépendences pour l’élimination de l’élément (i, j)

On fait cela pour chacun des blocs extra-diagonaux. Il faut cependant procéder avec mé-
thodologie, car ’ordre d’élimination est important, il faut annuler les termes Tj; ¢ < j
en prenant soin de ne pas retoucher & des termes que 'on a déja annulés. Pour cela on

INRIA
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choisit d’éliminer les blocs ligne par ligne par ordre croissant (i.e. on commence par ceux
de la premiere ligne, puis ceux de la seconde et ainsi de suite...). Pour une ligne donnée, on
élimine les blocs colonne par colonne par ordre croissant (i.e. pour une ligne i donnée, on va
éliminer dans 'ordre, le bloc en position (7,7 + 1), puis celui en position (4,7 + 2) et ainsi de
suite jusqu’au dernier bloc de la ligne). C’est 'ordre indiqué sur la figure 3. De cette facon,
lorsqu’un bloc en position (7, j) est annulé, on n’y retouche plus ultérieurement (cf. figure 4).

Fi1G. 3: Ordre d’élimination des éléments extra-diagonauz

. Terme & annuler
D Termes nuls auxquels on ne touche plus
. Termes remis & jour

D Termes utilisés pour la remise & jour

FiG. 4: Elimination des termes extra-diagonauz de fagon ordonnée

On a donc ainsi démontré le théoréme 7. A la fin de cette étape, on a obtenu la factorisation
par bloc de la matrice A sous la forme:

RR n° 3141

A = Sdiag(T11,Tsa, . - . aqu)S_l
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2.1.4 Orthonormalisation des blocs-colonnes de S

On a vu 'importance que I’on portait a ce que le conditionnement de la matrice S ne soit pas
trop grand. Dans cette optique, et pour que K (S) ne soit pas trop éloigné de K(Sopr), (voir
inégalité (11) du théoréme 2), on va orthonormaliser chacun des blocs-colonnes S;. Ainsi une
nouvelle bloc-diagonalisation sera obtenue. Pour cela on va considérer 1a décomposition QR
de chaque S;,

Sl =Q1R1 Sq:QqRq V’L: 1, ,q Q:Qz =Idl (22)
et posons @ = [Q1]...|Q4]. Grace & la factorisation (22), on a:
A = Sdiag(Tn,TQQ, PN ,qu)S_l
[51| e |Sq]diag(T11,T22, e ,qu)[Sl| e |Sq]_1
QlRll . |QqRq]diag(T11, T22, . ,qu)[Q1R1| . |QqRq]_1

[
[Q1| . |Qq]dlag(R1, Sy Rq)diag(Tu,ng, . ,qu)[diag(Rl, . ,Rq)]_l[Q1| . |Qq]_1
[Q1]...|Qqldiag(Ri TRy, ... , R Ty Ry N[Q1]...1Qq) 7"

Pour obtenir la décomposition finale (23) de A, il suffit de remplacer S par Q et diag(T11,Ta2, - - - , Tyq)
par diag(RiT11 Ry, . .. , RyTyqR;1). Si on note D; les blocs diagonaux finaux, on a la dé-
composition finale

A = Sdiag(Dy,...,D,)S™* (23)

2.1.5 Réduction itérative du nombre de bloc

Notre technique de bloc-diagonalisation est basée sur le concept suivant : on choisit les blocs
de fagon & ce que lors de I’élimination du bloc extra-diagonal (7, j), la norme || Z;;|| de la
matrice d’élimination solution de (21) ne soit pas trop grande. Cependant, le nombre de blocs
étant variable, il se peut que les multiples éliminations engendrent, malgré nos précautions,
un conditionnement de la matrice S qui soit jugé comme étant trop grand. Une premiere
méthode consiste alors & recommencer le processus de bloc-diagonalisation, mais avec un
n’ > n, d’ou une réduction du nombre de blocs et ainsi un conditionnent moins grand.
Cependant, nous avons que vu la détermination du choix des blocs n’est valable que pour
n < 1, ce qui n’est plus nécéssairement le cas pour 7’. De ce fait, nous avons opté pour une
seconde méthode qui consiste & réduire itérativement le nombre de blocs, ceci jusqu’a ce que
la valeur de k(S) soit considérée comme raisonnable. Pour cela on va déterminer deux blocs
que ’on va fusionner en un seul.

Exemple de réduction de ¢ =3 4 ¢ = 2 blocs
Considérons les trois blocs:

-8 =[ai]...|ag,] S =englas,i=1,...,i)

INRIA
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- 52:[/61||1812] S2=eng(5,‘,i=1,...,i2)
- S3=[m|..-|is] S =eng(vi,i=1,...,143)

avec S7S; =1; j=1,2,3 (ie. S; base orthonormale de S7)
Posons V;; = V(S¢, $7).
i=1,2,3

Alors cos(Vij) = ||S}S;| { j=1,2,3

On a trois possibilités de réduction possible:

cos(V(S1,55)) > max(cos(Vi2), cos(V13)) (24)
cos(V(81, 85)) > max(cos(Vi3), cos(Va3)) (25)

51/S3 cos(V(S1,85)) > max(cos(Vi2), cos(Vas)) (26)
—
51 S2

Nous allons étudier en détail le cas de la premiere fusion, les deux autres donnant des calculs
identiques. Fusionnons dans un unique bloc, les blocs numéro deux et trois. Nous avons donc :

— 81 = S; base orthonormale de S
— S, base orthonormale du sous-espace vectoriel engendré par S? et S3.

Soit S = [51]Ss], on a S¥S;i =1, i=1,2. Explicitons ’angle entre les sous-espaces Stoet
52, engendrés respectivement par les colonnes de S; et de So:

Vis = V(§1,52)

= min{arccos|u*v|/u € Si,v € Sy, ||Ju|| = |jv|| = 1}
< min(min{arccos|u*v|/u € Sy,v € Sy, |lul| = ||v|| = 1},
min{arccos|u™v|/u € Si,v € Ss, ||lul| = |[v]| = 1})

IN

min(V12, V13) .

En prenant le cosinus de chacun des deux membres de I'inégalité précédente, on en déduit
Iinégalité (24):

cos(min(Vi2, Vis)) = max(cos(Vi2), cos(V13)) < cos(V(S1, S2)) = cos(V12)

Les inégalités (25) et (26) se démontrent exactement de la méme facon.
On a maintenant ¢ = 2 blocs. Alors grice a ’égalité (14) du théoréme 3, on connait la valeur
du conditionemment de la matrice S,

V(S
—s ) (27)

RR n° 3141
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Notre but étant d’obtenir un conditionnement le plus petit possible, on choisira la décom-

position qui donne la plus petite valeur pour cot(@), ou ce qui revient au méme,

pour cos(V(S'l, 5’2)) Cependant, le calcul explicite, pour chacune des fusions possibles, des
bases orthonormales des sous-espaces S* et S2 est trés couteux en terme de calcul. Bien que
réalisable dans le cas ol ’on passe de trois & deux blocs, on décide d’éviter ces calculs.

On se contente de minimiser la borne inférieure «a;, ¢ = 1,2,3 issue des trois inégali-
tés (24),(25),(26) de cos(V(Si,Ss)). Par exemple, supposons que cos(Vi3) < cos(Via) <
cos(Va3), les trois inégalités deviennent:

cos(V(S51,S82)) > max(cos(Viz),cos(Vi3)) = cos(Via) = ay

cos(V(S1, 52)) > max(cos(Vi3), cos(Vaz)) = cos(Vaz) = a
cos(V(S1,52)) > max(cos(V1z), cos(Vaz)) = cos(Vas) = az

Comme on a a; < ay = ag, la fusion qui minimisera la borne inférieure de cos(V(S1,52))
dans cet exemple est celle ot I’on fusionne les blocs initialement numérotés deux et trois.
Plus généralement, lors de la fusion de trois & deux blocs, ce minimum est atteint lorsque
I’on fusionne les deux blocs dont le cosinus de ’angle entre les sous-espaces qu’ils repré-
sentent est le plus grand. Ce critére de choix des blocs a fusionner est trés peu cotiteux en
terme de calcul, cependant la fusion qu’il engendre n’est pas nécéssairement optimale. En
effet, on ne minimise que ;, i = 1,2,3, borne inférieure des cos(V(S1,S2)) sur ensemble
des fusions possibles. Rien ne nous garantit que ce choix sera effectivement celui qui mini-
misera cos(V(S1,55)) sur Pensemble des fusions possibles. Rendre cette étape optimale est
possible, mais cotiteut, il faut alors calculer pour chacune des trois fusions possibles une base
orthonormale de S' et $2, calculer ensuite cos(V(S1,S52)) = ||555,]|, et choisir la fusion qui
minimise cos(V(S1,S2)), ce qui minimisera, (27).

Etude de la réduction de q 4 ¢ — 1 blocs
L’idée directrice est la méme que dans le paragraphe précédent. Soit T' = diag(T11,... ,Tyq),
S =[S51]...|S,] avec S;S; =I; j=1,...,q. On réduit le nombre de blocs en fusionnant
dans le bloc 4, les blocs i et j avec ¢ < j (voir figure 5). Une fois la fusion effectuée, on se
retrouve dans la situat]ion iuivant'e: it .
soit f(k) = E+1 k:j:.'.‘.‘:;—l’,z—l— A
ot { Se="Siy k=1,...,i-1i+1,...,g-1

S; = base orthonormale de eng(S*,S?) ,

alors la nouvelle structure par bloc de S est S = [Si]...|S,_1] avec S’jgj =1I,j =
1,...,9—1.

INRIA
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Si-1 Si Si

Si Si—1 Si Sit1

S Sis1 S =eng(S:, ;) S Se-1

Indice k tel que S = Stk) = Sk

. Indice £ tel que S'k = Sf(k) = Sk+1
F1a. 5: Structure par bloc de la matrice S lors de la fusion de q ¢ g — 1 blocs

De P’inégalité (12) du théoréme 2, on peut déduire I’inégalité suivante:

ml?x(csc(fik)) <K(S) < qml?x(csc(f)k)) . (28)
De plus, d’apres la définition de Vi on a Vy = V(S*, engw?ﬁk{g"’}) < m;iél,:(f}kw)
= csc(Vy) 2~csc(g§%(f)kw) ir}ﬂlﬁ;c(csc(fikw))
= ml?x(csc(Vk)) > m%(csc(vkw)) .
Or pour
(29)

w#k _
k#i  cse(Wur) = escViw)sy)

)
kE#i  cse(Vig) > max(csc(Vig(k)), csc(Vjsr))) - (30)

On a donc en utilisant ’égalité (29) et I'inégalité (30)

max csc(Viw) = max{ max ecsc(Vyr), max csc(Vip)}
k#w w#k k#i
ki
wF# i
> max{ max csc(Vy(y
2 {w7ék Vs
ki
e

18X (ese(Vigy),ese(Vigay))} -

RR n° 3141
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Posons: @ = max{ max csc(Vf(w)f(k)),r}clgx(csc(]/if(k)),csc(ij(k)))} .
# 2

w
k#1
On obtient les inégalités suivantes:
mlia,x(csc(f/k)) > Igl;x(csc(ﬁkw)) >ao. (31)

Or pour minimiser K(S), il faut d’apres I'inégalité (28) minimiser le terme m?x(csc(f)k)).

Pour des raisons de cout de calcul, on se borne & minimiser «, borne inférieure de cette

quantité. C’est dans le choix des blocs i et 7 que 'on décide de fusionner, que va résider

Péventuelle minimisation de a. Pour w #4iona f(w) e {1,...,i-1}u{i+1,...,j—

1Ju{j+1,...,q} Soit (A, ) A < p définis par csc(Vy,) = m#ax(csc(vij)). Etudions quel
i#]

choix des indices i et j va rendre @ minimum.

e Premier choix possible: (i,7) = (\, p)

a=max{ max csc(Viw)fm)), max(cscVarky), csc(Vupi)))}
w#k ———  kFX —— ——
k# X #Vau #Vau #Vau

w#E A

or comme csc(Va,) = II?;X(CSC(VW)) on a
a < cse(Vay) - (32)
e Second choix possible: (i,7) # (A, p)

a = max{ wm;xk csc(Vi(w) (k)5 12123( esc(Vigky, Vise))}

k#1i
w £ i
Etudions alors les différentes possibilités:

Sii#FXetj#p = max csc(Vyw)rr)) = csc(Van)
w#k

k#i
w £
Sii=Aetj#upu = I/?;?ic esc(Vagky) = csc(Vap)

Sii£Aletj=p = I}cl;%x esc(Vupky) = csc(Vap)
2
Dans tout les cas on obtient le résultat suivant:

a =csc(Vy,) (33)
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Finalement, si on veut minimiser «, au vue des résultats (32) et (33), il faut faire le choix
de fusionner les blocs d’indices i et j tel que (3,5) = (A, ). On en déduit un critére de
détermination des indices des blocs & fusionner: on décide de fusionner les deux blocs dont
le csc de langle des sous-espaces qu’ils représentent est le plus grand. De la méme facon
que lors de la réduction de trois & deux blocs, cette étape n’est pas optimale, en ce sens
qu’on ne fait que minimiser o borne inférieure de la quantité m;;a,x(csc(f/k)) que I’on cherche
a minimiser. Cependant cette facon de faire est trés peu cotliteuse et donne, comme on le
verra lors de I'analyse des résultats numériques, de bonnes décompositions.

Rendre cette étape optimale est trés difficile, voire impossible lorsque le nombre de blocs
g est élevé. En effet, il faudrait alors pour chacune des q(qz_ )

fusions possibles calculer
m]?x(csc(f}k)). Ceci implique la détermination d’une base orthonormale de S;, i = 1,...¢—1,

ainsi que de son complémentaire, pour chacune des fusions possibles...

Cette réduction itérative du nombre de blocs est répétée jusqu’a ce que 'on obtienne un
conditionnement de la matrice S que ’on considére comme raisonnable.
2.2 Algorithme de bloc-diagonalisation de A
On se donne A € C**", e € RT™, Kjimite > 1: Conditionnement maximal admissible.
1. Factorisation de Schur: A = QTQ*
— () unitaire
AL
— T triangulaire supérieure: T' =
A
2. Calcul des vecteurs propres de A

U = [ug|ug|...|un] tels que Vi =1, ... ,n{ Au; = Aiw;
llul| = 1
3. Construction du graphe G sur E = {1,2,... ,n} défini par:
(t,j)) €eG <<= |uju;|>1—n

4. Détermination des différentes composantes connexes de GG
N q = nombre de blocs = nombre de composantes connexes différentes
Répartition des différents \; dans chaque bloc

5. Réordonnancement des valeurs propres sur la diagonale
Calcul de la nouvelle décomposition de Schur ordonnée selon les blocs A = QT Q*

— (Q unitaire

RR n° 3141
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T11 P
. . 7 . T22
— T triangulaire supérieure: T' =
Ty
6. Elimination des termes extra-diagonaux de T
- A=8DS!
- S=[5]..-15]
T
) Ty
— D diagonale par bloc = D =
Tyq
7. Orthonormalisation de chaque S; ¢=1,...,¢q
- A=8DS!
- S=[51]...18] SiSi=Id; Vi=1,...,q
D,
D, 0
— D diagonale par bloc = D =
0
D,

8. Calcul et test de K(S5)
— Si K(S) < Kjimige alors
D = S71AD est la décomposition désirée = FIN

— Si K(S) > Kjimite alors
Réduction du nombre de blocs (¢ — ¢ —1)

e Recherche des indices p et A vérifiant csc(Vy,) = max csc(Vij)
i#j

e Fusion des blocs numéro A et p
N q : = q — 1 nouveau nombre de blocs
Nouvelle répartition des différents \; dans chaque bloc

Retour au point 5

INRIA



Portrait spectral de matrices par bloc diagonalisation 23

2.3 Résultats numériques
2.3.1 Présentation des matrices exemples

— Matrice de Frank

o Cette matrice est tirée de [8]. C’est une matrice Hessenberg supérieure, dont les
valeurs propres sont tres mal conditionnées. L’ordre de cette matrice dans nos
exemples sera de 50. Elle a la structure suivante:

4 3 21

4 4
3 3
2

2
11

e Soit V la matrice des vecteurs propres. On a alors K (V) = 5.55¢ + 10

— Matrice GRCAR

o Cette matrice est tirée de [8]. C’est une matrice de Toeplitz, dont les valeurs
propres sont sensibles aux perturbations. L’ordre de cette matrice dans nos exemples
sera de 50. Elle a la structure suivante:

e

e Soit V' la matrice des vecteurs propres. On a alors K (V) = 2.0le + 8

— Matrice Pentoep

o Cette matrice est tirée de [8]. C’est une matrice de Toeplitz, dont les valeurs
propres sont sensibles aux perturbations. L’ordre de cette matrice dans nos exemples
sera de 50. Elle a la structure suivante:

RR n” 3141
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1

.0
05 0 |

e Soit V la matrice des vecteurs propres. On a alors K (V) =4.11e + 11

— Matrice Aléatoire triangulaire supérieure

e (C’est une matrice aléatoire, triangulaire supérieure, a coefficients complexes.

e Soit V la matrice des vecteurs propres. On a alors K (V) = 5.3% + 11

— Matrice de Frank par bloc

e Soit B la matrice diagonale par bloc, dont chaque bloc est une matrice de Frank
d’ordre 10 shiftée d’une certaine valeur. Soit () une matrice unitaire quelconque.
On construit la matrice A de la fagon suivante: A = Q*BQ.

e Soit V' la matrice des vecteurs propres. On a alors K (V) = 3.45¢ + 06

2.3.2 Résultats numériques de bloc-diagonalisation

— La méthode 1 correspond a un choix de blocs ot le critere de sélection est I’angle entre
les vecteurs propres.

— La méthode 2 est celle de Stewart [1].
— La méthode 3 est celle qui correspond & un choix de blocs basé sur la distance entre

les valeurs propres.

Lorsque que le résultat n’a pas pu étre calculé par une méthode, la valeur de K(S)
dans le tableau des résultats est remplacée par /.
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¢ Résultats numériques de la bloc-diagonalisation de la matrice GRCAR/(50)

Nombres de blocs | K(S) avec tri | K(S) avec tri | K(S) avec tri
méthode 1 méthode 2 méthode 3
13 8825 / 7.69e+05
12 7036 4.756e+04 2.588e+05
11 3903 / 2.469e+05
10 3409 3.186e+04 2.335e+05
9 2167 2.307e+04 2.206e+05
8 1976 / 2.039e+05
7 1684 / 1.815e+05
6 1469 / 3.16e+04
5 1372 / 2.677e+04
4 1359 / 2.169e+04
3 702.8 / 1.51e404
2 308.5 9.522e+04 8070
1 1 1 1

TAB. 1: Comparaison de Uefficacité des différents tris sur la matrice GRC AR(50)

10

10 F

10 F

K(S)
10}

107!

— Méthode de tri 1
X  Meéthode de tri 2
— - Méthode de tri 3

10

6 8 10
Nombre ¢ de blocs

12

14

FIG. 6: Evolution du conditionnement K (S) en fonction du nombre g de blocs pour les trois
tris étudiés, sur la matrice GRC AR(50)
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e Résultats numériques de la bloc-diagonalisation de la matrice FRANK (50)

Nombres de blocs | K(S) avec tri | K(S) avec tri | K(S) avec tri

méthode 1 méthode 2 méthode 3
9 9.876e+05 6.463e+07 2.197e+06
8 2.096e+04 / 2.083e+06
7 2615 4.871e+05 1.876e+06
6 2626 1.272e+05 1.494e+4-06
5 667.8 / 9.437e+05
4 199.2 3150 4.164e+05
3 186.8 1201 1.077e+05
2 47.81 / 1.13e+04
1 1 1 1

TAB. 2: Comparaison de Uéfficacité des différents tris sur la matrice FRAN K (50)

10° !
—— Méthode de tri 1
7| i
10 ¥  Méthode de tri 2
— - Méthode de tri 3 -
6 e
10°¢ 4
- *
1057 /* * 4
.
10°F * E
!
K(S) / *
10°L // * 4
/
I
1027 , 4
!
!
1017 4
)
10° | | | | | I I
2 3 4 7 8 9

5 6
Nombre ¢ de blocs

F1G. 7: Evolution du conditionnement K (S) en fonction du nombre q de blocs pour les trois
tris étudiés, sur la matrice FRAN K (50)
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¢ Résultats numériques de la bloc-diagonalisation de la matrice Pentoep(50)

Nombres de blocs | K(S) avec tri | K(S) avec tri | K(S) avec tri

méthode 1 méthode 2 méthode 3
10 4.559e+05 / 4.559e+05
9 4.375e+05 / 4.375e+05
8 3.586e+05 / 3.586e+05
7 1.165e+05 / 1.165e+05
6 1.168e+05 / 1.168e+05
5 9.655e+04 / 9.655e+04
4 2.562e+04 / 2.562e+04
3 2.158e+04 / 2.158e+04
2 1.301e+04 7.17e+08 1.301e+04
1 1 1 1

TAB. 3: Comparaison de 'éfficacité des différents tris sur la matrice Pentoep(50)

10° *
8
10 —— Méthode de tri 1 et 3 3
*  Methode de tri 2
10"k E
10°; 4
10°: E
K(S)

10*t E
10°: E
10°; E
10"t E
100 L L L L L L L L

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre ¢ de blocs

F1G. 8: Evolution du conditionnement K (S) en fonction du nombre q de blocs pour les trois
tris étudiés, sur la matrice PENTOEP(50)
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e Résultats numériques de la bloc-diagonalisation de la matrice Aléatoire(50)

Nombres de blocs | K(S) avec tri | K(S) avec tri

méthode 1 méthode 3

10 4.158e+04 1.341e+09

9 2.339e+04 1.319e+09

8 1.252e+04 1.24e+09

7 9523 4.727e+05

6 3927 4.387e+05

5 2634 6570

4 452.3 5913

3 342.5 2065

2 47.53 47.53

1 1 1

TAB. 4: Comparaison de Uefficacité des différents tris sur une matrice aléatoire triangulaire
supérieure a coefficients complexes

10

10

10 | R |
/
108 L Méthode de tri 1 / 4
— -~ Méthode de tri 3 /
/
lO7 L / 4
/
6 /
10° £ ok 3
7/
10° F y 3
K(S) J
10° £ ¥ E
-
10° L / s 4
/

10* £ o 3
101 L o

100 L L L L L L L L
1 2 3 4 8 9 10

5 6 7
Nombre g de blocs

FIG. 9: Evolution du conditionnement K (S) en fonction du nombre g de blocs pour les trois
tris étudiés, sur la matrice ALEATOIRE(50)
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e Résultats numériques de la bloc-diagonalisation de la matrice de Frank par bloc

Nombres de blocs | K(S) avec tri | K(S) avec tri

méthode 1 méthode 3
10 23.39 24.52
9 15.86 24.28
8 15.59 24.24
7 14.38 17.32
6 8.907 15.48
5 7.55 15.49
4 7.345 10.6
3 3.59 6.72
2 2.667 3.419
1 1 1

TAB. 5: Comparaison de Uefficacité des différents tris sur la matrice de Frank par bloc

10 | o
/
108 L Méthode de tri 1 / 4
— -~ Méthode de tri 3 /
/
lO7 L / 4
/
6 /
10° £ ok 3
7/
10° F y 3
K(S) J
10° £ ¥ E
—
10° L / s 4
/

10* £ o 3
101 L o
100 L L L L L L L L

1 2 3 4 8 9 10

5 6 7
Nombre g de blocs

FIG. 10: Evolution du conditionnement K (S) en fonction du nombre g de blocs pour les trois
tris étudiés, sur la matrice Frank par bloc
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2.3.3 Commentaires et conclusions

Le but de notre bloc-diagonalisation est de calculer une décomposition du type (8) avec un
conditionnement «(S) le plus petit possible. A un nombre de blocs ¢ fixé, la décomposition
qui sera considérée comme la meilleure sera celle dont le conditionnement «(S) sera le plus
proche de 1. Les résultats de I’évolution de k(S) en fonction du nombre ¢ de blocs, pour les
trois méthodes de tri considérées sont présentés de la figure 6 a la figure 10.

On peut tout d’abord remarquer que la méthode 2 n’est adaptée qu’a des matrices a coeffi-
cients reéls. C’est pourquoi elle n’apparait pas dans la figure 9 ol la matrice est a coefficients
complexes. De plus, de part la fagon méme dont est effectuée la bloc-diagonalisation avec
cette méthode, il n’est pas facile, voire parfois impossible d’obtenir une factorisation, pour
un nombre ¢ de blocs donné. Ainsi le symbole ”/” dans les entrées des tableaux résultats
représente ces échecs.

L’analyse des résultats révele que pour un nombre de blocs ¢ donné, le conditionnemnt x(S)
issu de la factorisation utilisant la méthode de tri 1 est toujours inférieur ou égal a ceux
issus des factorisations basées sur les méthodes de tri 2 ou 3, et ce d’un facteur variant de
1 4 1000. Dans le cas particulier de la matrice de PENTOEP, les résultats sont identiques
que I'on utilise la méthode de tri 1 ou 3. Par contre, il s’avere souvent impossible de trouver
une bloc-diagonalisation avec un conditionnement k(S) raisonnable si on utilise la méthode
de tri 2.

Lorsque la factorisation basée sur la méthode de tri 2 donne un résultat, celui-ci est souvent
meilleur qu’une factorisation issue du tri 3, mais moins bon que celle issue du tri 1.

En conclusion, il semble que notre procédure (tri 1) de bloc-diagonalisation est relativement
performante, au sens ou le conditionnement (S) obtenu est bien inférieur & celui trouvé
par d’autres procédures (tri 2 ou tri 3), & un nombre de blocs ¢ fixé. Bien que non optimale
(voir paragraphe 2.1.5), les résultats peuvent étre considérés comme satisfaisants. De plus,
la flexibilité de notre algorithme permet, une fois la décomposition maximale en ¢4, blocs
calculée, de déduire pour un coiit modique n’importe quelle décomposition en g blocs avec
q < Qmaz, grace a notre méthode de fusion des blocs.
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3 Approximation du portrait spectral de A

Dans cette section, nous supposons connaitre déja une factorisation bloc-diagonale de type
(8) de la matrice A, avec un conditionnement K (S) inférieur & une valeur seuil fixée par ’uti-
lisateur. Montrons comment 'utiliser pour calculer une approximation du portrait spectral
de A.

3.1 Approximation utilisant le portrait spectral de D

Considérons la décomposition (8) de la matrice A qui peut s’écrire A = SDS~1. Alors
A—2I=8(D—2I)S~! d’ott

Omin(A—2I) = 0min(S(D—2I)S™H)

1

T Umae(S(D — zI)-18-1)

B 1

IS(D —zD)71Ss-Y|
1

= ISIHD — 2I)=2[[[S~1]
1

T K(S) 0mac (D — 2I)71)

De maniere identique, on a D — 2I = S71(A — 2I)S, d’ott

Omin(D —2I) = 0omin(S™HA — 2I)S)

> ——— Omin(A—2I) .
Finalement on obtient ’encadrement
1
mamm(D —2I) < opmin(A — 2I) < K(S)omin(D — 2I) . (34)
C’est, cet encadrement qui est & ’origine de la proposition suivante :
Proposition 1 Soite >0, € = %e et € = %e alors
Az (D) C A(A) C Ag, (D) (35)
Soit €¢; = |=|1L))i[|||€ alors
A(D) = U?—lAei (Ds) (36)
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Preuve: Rappelons les définitions des différents e-pseudospectres qui interviennent dans la
proposition 1:

- A(A) ={z € C: omin(A —2I) < €||A|l}
— Agl(D) = {Z eC: Umzn(D - ZI) < g1||‘D||}
— Ag2(D) = {Z eC: Umin(D - ZI) < €2||D”}

e Soit z € Ag, (D), alors

Omin(D — 2I) < (Gl

< zsorP!- (37)

D’apres I'encadrement (34) et en utilisant 1'inégalité (37), on obtient :
Omin(A—2I) < K(S)omin(D — 2I)
< ellAfl,
donc z € A.(A) et par conséquent Ag, (D) C A.(A).

e De maniére identique, soit z € A(A).
Alors

omin(A — 2I) < €| A] (38)
D’aprés l'encadrement (34) et en utilisant 1'inégalité (38), on obtient :

s(S) 1Al
< B,
< D D]

donc z € Ag, (D) et par conséquent A.(A) C Az, (D).
D’ou1 l'inclusion (35) de la proposition 1.
Notons qu’en utilisant I’encadrement

[22d]
x5 = 14l < KSIDI (39)

on peut déduire de (35) l'inclusion suivante
Az, (D) C A(A) C A, (D) (40)

ol € >0, & = rrgyz et & = €(r(S))?2. Cependant, cette inclusion (40) est beaucoup

moins précise que (35).
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e Démontrons maintenant 1’égalité (36)
Comme D = diag(D1, Ds,...,D,) on a

Omin(D) = min(omin(D;)) - (41)

K3
Soit z € A.(D), cela implique
Omin(D —2I) <€ ||D]| . (42)
Or comme D — zI est diagonale par bloc, d’apres I’égalité (41), on a

En utilisant 'inégalité (42), on en déduit

min(omin(D; — 2I;)) < €||D]| - (44)

De l'inégalité (44), on peut affirmer
35 € {1,...,q} tel que

omin(D; — 2I;) < €D
D]l
< el Dsll
D417
= zE€ Aej (DJ) = zE€ Ug:lAéi (Dz)
On a donc montré que
A(D) C UL A, (Dy) . (45)

Réciproquement, soit z € UL, A, (D;), alors 35 € {1,...,q¢} tel que z € A, (D;), ce
qui implique

omin(Dj — 2I;) < € ||D;|| = € || D] . (46)

Donc en utilisant successivement I’égalité (43) et ’inégalité (46), on obtient

Omin(D —zI) = miin(amm (D; — zI))
S U'm,'n(Dj — ZIj)
< €Dl

Donc z € A(D) et on a donc montré que

U;'IzlAEi (Dz) - Ae (D) . (47)
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Des inclusion (45) et (47), on en déduit ’égalité (36) de la proposition 1, ce qui termine la
démonstration de cette proposition. O

Explicitons les résultats de la proposition 1. L’inclusion (35) de cette proposition nous montre
que A (A) et donc le portrait spectral de la matrice A peut étre approché en calculant Ag, (D)
et Ag, (D). Or ces ensembles sont beaucoup plus facile & calculer, ceci grace & 1’égalité (36).
En effet, le e-pseudospectre et donc par suite le portrait spectral de la matrice D peut
étre obtenu & partir de chacun des A, (D;), ¢ = 1,...,q. Comme la taille des matrices
D;, i = 1,...,q est petite, des méthodes fiables basées sur la décomposition en valeurs
singulieres peuvent étre utilisées pour calculer leur e-pseudospectres. De plus, comme le
calcul des A.(D;), i =1,...,q est totalement indépendant les uns des autres, celui-ci peut
se faire en paralleéle.

Cependant, Iinclusion (35) étant trés large, si on décide d’approcher A.(A) par A¢(D), alors
la question de la valeur de € se pose inévitablement. En effet 'inclusion (35) nous indique
seulement que I’on doit prendre & < € < €, ce qui dans la grande majorité des cas est un
encadrement tres large. Nous visualiserons ces faits, dans le paragraphe 4.4, sur différents
exemples numériques.

3.2 Approximation utilisant le champ des valeurs de D

Un autre concept pour étudier les propriétés spectrales d’une matrice est 1’utilisation du
champ des valeurs [9]. Le champ des valeurs d’une matrice A est défini par

F(A) = {u'Au: ueC, |u|=1}. (48)

Cet ensemble est un fermé borné de C (voir [9, p.8]). Il posséde en plus la propriété d’étre
convexe et contient ’enveloppe convexe du spectre de la matrice A (voir [9, p.17]). Les
relations reliant le champ des valeur et le e-pseudospectre de A font ’objet de la proposition
suivante.

Proposition 2 Pour e >0 on a

Ac(A) CF(D) + Ack(s)| 4 (49)
Ac(A) C F(A) + Aqay (50)

o A, ={z€C: |z| <7}, et
F(D) = Co (Ui, F(Ds)) (51)

ou Co(U]_, F(D;)) représente l’enveloppe conveze de U]_, F(D;).
Preuve: Soit z € A.(A), par définition du e-spectre:

Ju, A Jul|=1 telsque (A+A)u=zu avec |A]<L¢€|4],
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soit encore
z=u"Au+u*Au .
EF(A) 21

On en déduit |z;| = |[u*Au| < [|A|| < €]|Al], donc 21 € A4, ce qui démontre (50).
De la méme facon, soit z € A;(A4), on a:

Ju, A ul| =1 telsque (A+A)u==zu avec [A| <elA],
ce qui peut se mettre sous la forme zu = (SDS™! + A)u, ou encore:
(D+S7'AS)S tu=25""u .
Posons v = S~'u, on obtient :
v*(D + STTAS)v = 2wt

soit encore
v*Dv N v*S~TASY

Z =

v*v v*v
——r
EF(D) Z1

Le calcul de la norme de z; donne:

_ ot STIASY) _ ot [[IISTTAS] ]l
|v*v] - llvll>

|21]

< K(9)||Al < K(S)ellAll,

donc 21 € A k(s)|A||> ce qui démontre (49).
Pour la démonstration de (51) se reporter & [9, p.12]. O

De la méme fagon qu’a la proposition 1, (51) signifie que le champ des valeurs de la matrice
D peut facilement étre déterminé & partir de celui des matrices (D;), i =1,... ,q.

3.3 Quelques propriétés intéressantes

Quand on approche le portrait spectral de A par celui de la matrice bloc-diagonale D, on
peut se demander pour quel € les portraits spectraux de deux blocs différents D; et D; se
superposent ? La réponse est donnée par 'opérateur sep, définit pour deux matrices M; et
M, dans [14, 3] par

sep, (M7, M) = igf max(Gmin (M1 — ), omin(My — AI)). (52)

En d’autres termes, soit E et F des perturbations respectives de M; et de M. Alors
sep, (M1, My) = max(||E||,||F||) telles que E et F soient les plus petites perturbations
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vérifiant Ag(M; + E) N Ao(Ms + F) # ).
Il est clair que

sep,\(Ml,MQ) S dist (Ao(Ml),Ao(Mg)) /2 s (53)

ou dist (Ag(M1), Ao(M3)) est la distance entre le spectre de M et celui de M,. Notons que
'onapour z€ Ceti=1,2

dist(F(M;),z) = | iI”1f1 |w* Miu — 2|
ull=

inf |u*(M; — 2D)u]
llull=1

inf ||(M; — zD)u||

[lufl=1

IAN

IA

Ainsi, d’apres (54) on a

dist(F(M,), F(My)) dist(F(M,), z) + dist(F(Ms),z) VzeCCC

<
< omin(My — 2I) + opmin(My — 2I) Vze C, (55)

c’est donc vrai en particulier pour la borne inférieure de (55),

2 II;f [max(crmm (M1 — )\I), Omin (Mz — )\I))]
2sep, (M1, M>) . (56)

IA

IN

Finalement de (56) et (53), on obtient la proposition suivante
Proposition 3 Vi,j=1,...,q on a

dlSt(F(Dz), F(DJ))/Q S sepA(Di, DJ) S dist (Ao(Dz), Ao(D])) /2 . (57)

4 Résultats numériques et complexité

4.1 Calcul effectif du portrait spectral d’une matrice A

Comme nous 'avons déja vu, le portrait spectral de A consiste en la représentation des
ensembles A (A) = {z € C: omin(A — 2I) < €||A||} pour plusieurs valeurs différentes de
e . En fait, pour des raisons de commodité, c’est la fonction spa(z) = logy, (%)

que P’on va visualiser. Pour cela, on se donne [Zmin, Zmaz, Ymin, Ymaz)» c€ qui va définir une
zone du plan complexe, limite de la partie intéressante du portrait spectral. Ce domaine
va étre discrétisé en une grille de N x N points, représentée par les points zg, d’affixe
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Zkw = Tmin + k * Pz + i(ymin + w * py) avec pg = (mma]z{'{__ﬁmin) et py = (yma;{r__?imin ) - Soit

M la matrice de terme générique log; (W) (i.e. c’est en fait la transformation

des points de la grille par la fonction sp4(z)). On visualise le portrait spectral de A par les
courbes de niveaux (d’élévation égale & log,,(€))des coefficients de la matrice M (cf. figure
11). Chaque courbe de niveau correspond & une valeur différente de €. On prend généralement
€ variant de 107! & 1071 (i.e. log;,(€) variant de —1 & —10).

L X%
3 o x X X XXX

FiG. 11: Exemples de portraits spectraux en 2D et en 3D

4.2 Cas particulier d’une matrice diagonale par bloc

La seule différence avec le paragraphe précédent est qu’ici la matrice D est diagonale par
bloc (i.e. D = diag(D1,Da,...,Dy)). On va se servir de cette propriété pour réduire les
cotits de calcul.

La matrice D — zp,I étant une matrice diagonale par bloc, on peut utiliser I’égalité (41)
pour z = 2, on obtient

Umin(D — kaI) = mjn(crmin(Di — kaIi)) . (58)
i

Le portrait spectral de D est la représentation, par I'intermédiaire de courbes de niveaux, des

Omin(D—2rwl)
[

coefficiants de la matrice M = [ B . Cette derniere peut se calculer en utilisant

Popérateur min(,) définit pour des matrices de la facon suivante:

QXN CRXR .y (nXn
A, B — C =min(4,B)

si A = [agy], B = [brw] alors C' = [cgy] est definit par cj,, = min(agy, bgw)-
L’opérateur min(,) ainsi défini, la matrice M peut se calculer en fonction des matrices
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M; = [% en vertu de 'égalité :

M= min M;. (59)

i=1,...,q
Dans le cas standard, le coit de calcul de la matrice M est de 'ordre de O(N%n?) (voir
paragraphe 4.3). Dans le cas ol la matrice est diagonale par bloc, en supposant que les blocs

sont de méme taille (i.e. de 'ordre de NTz), le cotiit de calcul de M est réduit & O (%)

(cf. paragraphe 4.3).

4.3 Complexité

Comme nous ’avons souligné au début du rapport, notre but est d’approcher le portrait
spectral de A, par une méthode moins coiiteuse en terme de calcul que dans le cas classique.
Comparons donc la complexité de notre approche avec celle de la méthode standard.

Rappelons que le calcul de spa(z) pour une matrice A d’ordre n, par la méthode de dé-
composition en valeurs singulieres, est de I'ordre de O(n?), ceci pour chaque z d’une grille
du plan complexe. Supposons que cette grille soit discrétisée en N x N points, alors le
cotit de calcul de A (A) sur cette grille est de I'ordre de O(N?n?). Maintenant, supposons
que nous avons effectué une bloc-diagonalisation de la matrice A, et ainsi obtenu ¢ blocs
D;, i =1,...,q, chacun de taille n/q. Alors le coiit séquentiel de notre approche est de
Pordre de O(N 2q(%)3), plus le coiit d’une bloc-diagonalisation de A. De plus, si on utilise le
fait que le calcul de chaque A(D;), i = 1,... ,q, peut étre fait en paralléle, alors le facteur
O(N?¢(%)?) du coiit séquentiel devient O(N?(2)*). On peut encore faire mieux, en effet,
au lieu de calculer A.(D;) sur la totalité de la grille, on peut réduire le domaine de calcul
a des sous-grilles. Théoriquement, en supposant que le domaine discrétisé en N x N points
puisse étre divisé en g2 sous-domaines ne se chevauchant pas, de taille % X % points, alors

le cotit précédent est réduit a O((%)2(%)3).

4.4 Résultats numériques

Visualisation de 1’inclusion (35) de la proposition 1
La relation (35) de la proposition 1 nous donne un encadrement de A.(A) par 'intermédiaire
de Az, (D) et Az, (D). Visualisons donc sur différents exemples numériques cette inclusion.

e Prenons tout d’abord pour A la matrice de Frank par bloc d’ordre 50. On éffectue
plusieurs bloc-décompositions de la matrice 4 du type A = SD,S™!, ou la matrice
D, est respectivement composée de ¢ = 3,7, 12,13, 14 blocs. C’est ce que I’on visualise
sur les figures (12), (13) et (14) pour ¢ = 7,12, 14.
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T % I
S| eagpsssasases S e
5 = 5
20 "5'” 20 % 20 ':.'
25 "35 25 ':Sgg 25 "§§
= © =
35) ':sg 35 "§§§§§ 35) ".::
w© © R w© T
s w ] s
50 :S 50 '::* 50 ':s
0 10 20 30 40 50 ) 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
nz =355 nz =224 nz =207
FiG. 12: ¢=7 FiG. 13: ¢=12 Fic. 14: ¢=14
Les figures suivantes (15),(16),(17),(18),(19),(20) représentent I’inclusion (35). A.(A4) y
est représenté en trait plein, pour une valeur fixée de e = 10725, Les autres courbes en
pointillés sont les représentations respectives de A¢, (Dy) et Ag, (D). Dans cet exemple,
on a fixé € et on a visualisé 'inclusion (35) pour différentes bloc-diagonalisations de la
matrice A. Il est intérressant de noter que lorsque le nombre de blocs de D est élevé
(i.e. lorsque le conditionnement K (S) est trés grand (>5000)), 'inclusion est trés peu
précise et n’a pas grand intérét. Par contre, dés que le nombre de blocs de D engendre
un conditionnement raisonnable, cette inclusion devient beaucoup plus précise et peut
étre utilisée comme étant une premiere approximation grossiere du portrait spectral
de la matrice A.
100 100 100
50 PR 50 . 50| S -
o S o) =y o fen = o S o) =y
0 / ; 0 | ! . 0 | -
-100| /" © /' -100 O /‘ -100| ‘\ (@] /,’
-150] //" 7 -150 ST -150] S
200t [ ! -200 i e
Lo =)y J o
-250 \ v -250 N -250] \ N
-300 ‘\\ o /\’ -300 \‘\ d) -300 \\\ o \/\
~350] ~ .- -350 -~ ~350 N
~400] -400 ~400
-200 -100 0 100 200 300 400 —-200 -100 0 100 200 300 400 -200 -100 0 100 200 300 400
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e Méme exemple, mais en
diagonalisée en ¢ = 3,6 et

o\ =
' o
/ O
Lo
200 100 0 100 200 300 400
FiG. 18: ¢=12

-150

prenant cette fois pour A la matrice de GRCAR,

13 blocs. On a pris dans cet exemple € = 10745,

. 100
- 50|
r/ K /I L
, [CORE A 0 (@] =4
| : . -50
O 100 ()}
T~ ’ ’ -150
B ~200
o (@)
) ~250
v ! ————
N 1 -300
\ O =)
! -350] H
- i
- —400 !
-200 -100 o 100 200 300 400 200 100 o 100 200 300 400
FiG. 19: ¢=13 FiG. 20: ¢=14

bloc-

FiG. 21: ¢=38

FiG. 22: ¢g=6

FiaG. 23: ¢=13

e Dans un deuxiéme temps, on va toujours visualiser l'inclusion (35), en faisant varier
€, la décomposition de la matrice A en une matrice diagonale par bloc étant cette fois
fixée. Plus précisément, soit A la matrice de GRCAR d’ordre 50. On fait une bloc-
décomposition de A du type (8), ou D est formée de 6 blocs diagonaux. On visualise
alors sur chacune des figures (24),...,(29) les ensembles A.(A) en trait plein ainsi que
Az, (D) et Ag, (D) en pointillés, pour € = 10735 ..., 10785,
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RR

F1G. 24: ¢ = 10735 F1G. 25: € = 10745 F1G. 26: ¢ = 10755
‘\/\a// -2 z 2 //
FiG. 27: € = 10765 FIG. 28: ¢ = 10775 F1G. 29: ¢ = 10785

e Enfin, dans ce dernier exemple concernant ’inclusion (35), nous allons visualiser,
toujours pour une bloc-diagonalisation de A en 6 blocs, I’évolution de Az(D) pour
€ < & < &. Posons € = ae. On visualise A(A) dans la partie inférieure de chacune
des figures. Dans la partie supérieure, on visualise Az(D).

FiG. 30: o = 10732 FiGc. 31: a = 10721 Fic. 32: a = 10711
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jjmj
A (A S Y A O (AT

| & & | &

-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3

FIG. 33: o = 102:33:107* FIG. 34: o = 10! FIG. 35: a = 102!

e Sion se place dans 'optique d’approximer A.(A), ’'exemple précédent, figures (30),...,(35),
montre que parmi toutes les valeurs de € vérifiant
Al =(S)I1All

0ol S f S T (60)

certaines valeurs de € induisent une meilleure approximation de A (A) par Az(D) que
d’autres (i.e. figure(33)).

Cependant, le probleme consistant & trouver la valeur €p,¢ pour laquelle I’approxima-
tion est la meilleure semble bien difficile a résoudre. Pour éffectuer cette étude, nous
avons besoin de matérialiser la notion de «Az (D) est une meilleure approxzimation
de A(A) que Az(D)». On matérialise donc la notion de «Az(D) est une bonne ap-
prozimation de Ac(A)» par un nombre v calculé comme suit. Supposons que € = ae.

Soit M4 et Mp les matrices de termes génériques respectifs log;, (W) et

logy, (%) On définit vy par v = ||M4 — Mp||. Si S = I alors (S) =1 et

I’approximation optimum est obtenue pour
€E=¢ = a=1 = ~v=0.

Plus + sera proche de 0, meilleure sera 'approximation de A¢(A). Dans un premier
temps nous allons étudier pour une décomposition fixée de la matrice A de la forme

(8), I’évolution de la valeur de v en fonction du parametre a = £.
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Cas ou A est la matrice de GRCAR.

— Décomposition en ¢ = 2 blocs

40

F1G. 36: Evolution de v en fonction de a pour une décomposition en 2 blocs de la matrice

de GRCAR

F1G. 37: Portrait spectral de A FI1c. 38: o = 0.6 Fic.39:a=1.1
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FiG. 40: a = 1.6 Fig. 41: o« = 2.1 FiG. 42: a = 2.6

— Décomposition en ¢ = 3 blocs

45

401

30

251

20

15-

0 0.5 1 15 2 25 3 35

F1G. 43: Evolution de v en fonction de a pour une décomposition en 3 blocs de la matrice
de GRCAR
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Fig. 47: aa=1.5 Fi1G. 48: a =2 Fi1G. 49: aa = 2.5

Approximation de A.(A)

Voyons maintenant quelques exemples d’approximation de A (A) par Az(D). N’ayant
pas trouvé de moyen de calculer la valeur €y, on décide d’approcher A(A) par A (D)
(i.e. de prendre € = €). On visualise I’évolution de cette approximation en fonction du
nombre g de blocs de la matrice D résultant de la bloc-diagonalisation de A. Ainsi
pour chaque décomposition, on visualise la structure creuse de la matrice D, le champ
des valeurs de chaque matrice D; et enfin A (D). Les deux matrices A étudiées seront
celle de GRCAR et celle de FRANK.
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Exemple: matrice de GRCAR

Ordre de A =50

V=matrice des vecteurs propres
de A sr
k(V)=2.0e+8
sl
Nombre de blocs | &(S)
13 6188 1r
12 5487
11 3903 or
10 3409
9 2167 -1
8 1976
7 1684 -2f
6 1469
5 1372 -3
4 1359 B S S—
3 702.8
? 3(1)80'5 F1G. 50: Portrait spectral de A

¢ Décomposition en ¢ = 3 blocs: x(S) = 702.8

F1G. 51: Stucture creuse de D

o
+ +
NS RS g,

2t

-1 0 1 2 3

F1G. 52: Champ des valeurs de D; FiG. 53: Portrait spectral de D
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¢ Décomposition en ¢ = 6 blocs: k(5) = 1469

F1G. 54: Structure creuse de D

2t

-3+

F1G. 55: Champ des valeurs de D; Fi1G. 56: Portrait spectral de D

¢ Décomposition en ¢ = 13 blocs: x(S) = 6188

F1G. 57: Structure creuse de D

-2t

-3t

FIG. 58: Champ des valeurs de D; F1G. 59: Portrait spectral de D
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Exemple: matrice de FRANK

Ordre de A =50

V=matrice des vecteurs propres
de A

k(V) = 5.55e + 10

Nombre de blocs K(S)
10 9.784e+7
9.876e+5
2.096e+4
2615
2626
667.8
199.2
186.8 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
47.81 0 50 100 150 200

1.0

=N Wk Ut g 0o ©

Fi1a. 60: Portrait spectral de A

¢ Décomposition en ¢ = 2 blocs: k(S) = 47.81

100

80

60

ne=ms

F1G. 61: Stucture creuse de D

B 8 B B

T @ w0 b s o 0 50 100 150 200

F1G. 62: Champ des valeurs de D; F1G. 63: Portrait spectral de D
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¢ Décomposition en ¢ = 6 blocs: x(5) = 2626

F1G. 64: Structure creuse de D

-

W e ww a0 so

Fi1G. 65: Champ des valeurs de D;

0 50 100 150 200

Fi1G. 66: Portrait spectral de D

e Décomposition en ¢ = 10 blocs: k(S) = 9.784e + 7

nest0

F1G. 67: Structure creuse de D

-

W awe  ww a0 so

FiG. 68: Champ des valeurs de D;

RR n° 3141

100

80F

60

40t

Fi1G. 69: Portrait spectral de D
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e Dans ce deuxieme exemple, on va s’intéresser plus spécifiquement au comportement
de A (D) lorsque le nombre ¢ de blocs de D augmente. La matrice initiale A étudiée
est celle de GRCAR. Dans cet exemple, on fait varier le nombre de blocs de 1 4 11, et
pour chaque décomposition, on visualise le portrait spectral de D c’est & dire A.(D).

Matrice de GRCAR
n = 50
(V) = 2.00e + 08

Nombre de blocs | &(X)

11 3903

10 3409

9 2167
1976
1684
1469
1372
1359
702.8
308.5
1.0

N WAL 0

FIG. 72: ¢ = 3 (S) = 7028  Fia. 73: q=4 (S) = 1359  Fic. 74: ¢=5 k(S) = 1372

FIG. 75: =6 k(S) = 1469  FIG. 76: ¢=7 x(S) = 1684  F1a. 77: q=8 (S) = 1976
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Fic. 78: ¢=9 k(S) = 2167  FIc. 79: ¢=10 x(S) = 3409 F1c. 80: ¢=25 k(S) = 9.06e+4

5 Optimisation

5.1 Remarque concernant le parallélisme

Comme on I’a remarqué au paragraphe 4.3, le calcul des différents A.(D;), i = 1,...,q
étant totalement indépendant les uns des autres, il peut s’effectuer en paralléle. Cependant,
dans 'optique d’obtenir une bonne répartition de charge de calcul, il est nécessaire que les
blocs D; soient de dimension comparable. En conséquence, si on désire utiliser efficacement
ce parallélisme, il faut revoir la procédure de détermination des blocs de fagon & trouver un
compromis entre le fait d’avoir un conditionnement k(S) petit et des blocs de dimension
comparables.

5.2 Réduction de la taille de la grille

Soit G la grille de N x N points, discrétisation d’une partie du plan complexe C, qui sert pour
le calcul du portrait spectral de la matrice A. Si on suit la démarche décrite au paragraphe
4.2, pour chaque point 2y, de cette grille, on calcule 6in(D; — zkwli), 1 = 1,...,q, ce
qui nous permet de calculer M;(k,w) (i.e. élément en position (k,w) de la matrice M; du
paragraphe 4.2) et ainsi M (k,w) = Z‘_I}lin , (M;(k,w)), 1<kE<N,1<w<N.On peut

se demander s’il est nécessaire de calculer tout les éléments de la matrice M;? En d’autres
termes, doit-on calculer o, (D; — 2xwl;), @ = 1,...,q pour la totalité des N x N points
de la grille G? Supposons par exemple que ’on sache déterminer une ”sous-grille” G;, de G
tel que
Vz € (G\Gio) Umin(Dio — ZIio) > z.:I{lin . Umin(Di — ZI,)

(i.e. en tout point extérieur & G;,, le minimum des 0,,;, est atteint pour un bloc i # 4g).
Calculer o (D4, —21;,) pour z extérieur a G, est alors inutile, puisque 1’on sait par avance
qu’il ne sera pas le minimum recherché. Ainsi on peut réduire le calcul de o, (D;, — 21;,)
au seul z € G,.
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Etant donnée une décomposition de A du type (8), toute la difficulté va consister & dé-
terminer & priori les sous-grilles G; sur lesquelles on va effectivement effectuer le calcul de
Omin(D; — 2I;) et tel que G = |JI_; G; (i.e. les sous-grilles G; doivent étre un recouvrement
de G). Ce point n’a pour 'instant pas été approfondi. Le probléme inverse est tout aussi
intéréssant. Etant donné G une sous-grille de G, cherchons une décomposition de A du type
(8) tel que

Vz € Gl . min (Umzn(Dz — ZI,) = Umin(Dl — ZIl))

i=1,...,q

(i.e. c’est le premier bloc qui réalise le minimum recherché). C’est I'objet du paragraphe
suivant.

5.3 Cas ou ’on ne s’intéresse qu’a une partie du portrait spectral
5.3.1 Meéthodologie

Dans la plupart des cas, on ne s’intéresse pas a la totalité du portrait spectral, mais seulement
a une partie de celui-ci. Par exemple, lorsque ’on travaille sur des problemes de stabilité,
seule la zone proche de I’axe des imaginaires est intéressante. Le reste du portrait spectral
importe peu. Est-il possible alors d’optimiser notre procédure d’approximation, de facon
a étre le plus précis possible dans la zone intéressante, quitte & 1’étre beaucoup moins a
I’extérieure de cette zone?

Bien stir, et pour se faire, nous allons changer quelque peu notre procédure de bloc-diagonalisation
de fagon & regrouper dans un méme bloc les valeurs propres qui se situent dans la zone 7
intéressante. Soit (A;,u;) 4 =1,...,1 les couples propres dont la valeur propre \; se situe &
Iintérieur de Z. Ensuite, on recherche les valeurs propres A; i =1+ 1,...,m susceptibles,
de jouer un réle de part leur proximité. Enfin, on recherche les valeurs propres susceptibles
si elles n’étaient pas incorporées dans ce premier bloc, d’engendrer un «grand» conditionne-
ment k(S) dans la décomposition (8). C’est & dire que 1’on recherche les valeurs propres qui
correspondent & des vecteurs propres dont le cosinus avec le sous-espace £ = eng(uy, - - ., Un,)
est proche de 1. Pour plus de précision concernant cette détermination, se reporter au pa-
ragraphe 2.1.1, on procéde de la méme maniére. Soit (\;,u;) 4 =m +1,...,p les couples
propres ainsi déterminés. Le premier bloc est alors formé des valeurs propres A; ¢=1,...,p.
Un second bloc est formé des valeurs propres appartenant au complémentaire du spectre (i.e.
Ai i =p+1,...,n). Deux exemples de décomposition type sont donnés en figure (81) et
figure (82). On visualise ainsi non seulement la répartition des valeurs propres entre les deux
blocs, mais aussi la raison qui fait qu’une valeur propre appartient ou non au premier bloc.
Les valeurs propres représentées par des ”+” sont celles qui sont intérieures au domaine 7,
celles représentées par des ” x” (respectivement des ”+”) sont des valeurs qui ont été incor-
porées au premier bloc de part leur proximité (respectivement de part leur cosinus proche
de 1), enfin celles représentées par ”.” sont celles du second bloc.
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25

15

-15

-2

-25
0

A i=1,.. 0 R
A d=l+1,...,m N
i i=m41,...,p :: b
Ai  i=p+1,....n ¥ |
*
X
x i
+
+
A
+ o+ T
« x x " i
x X "
x* = * |
KK
L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6

18

F1a. 81: Répartition des éléments propres des deuz blocs, matrice de GRCAR, T = [1.2,2] x

[—1.6,—0.6]

-2+

emeKeK e KK K X

i=1,...,0
i=l+1,...

i=m+1,...

i=p+1,...

ym

n

60

80

I
100

I I
120 140

160

180

F1a. 82: Répartition des éléments propres des deuz blocs, matrice de Frank, T = [120,200] x

[—50, 50]
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On utilise notre procédure de réordonnacement décrite au paragraphe 2.1.2, pour réordon-
ner les valeurs propres sur la diagonale de la factorisation de Schur. Ainsi on obtient la
factorisation de Schur suivante:

Q*AQ =T = ( = %z > (61)

avec AO(TII) = {)\1, ey )\p} et Ao(T22) = {)\p+1, ceey /\n}

On utililse alors les résultats du théoréme (4) pour éliminer le terme extradiagonal T3 de la
matrice T' (voir paragraphe 2.1.3). Enfin on effectue ’orthonormalisation des blocs colonnes
de S (voir paragraphe 2.1.4). On obtient une factorisation finale du type:

* — _ Dll 0
SAS_T_< f D22> (62)

Le portrait spectral de la matrice A dans la zone 7 est alors approché par celui de la matrice
D;; dans cette méme zone. Comme dim(D11) < dim(A), celui-ci se calcule sans difficulté
et rapidement en utilisant une méthode basée sur la décomposition en valeurs singulieres.

Les résultats numériques montrent qu’effectivement, ’approximation dans la zone 7 est re-
lativement précise. Le cofit d’une telle approximation, pour une grille discrétisée en N x N
points est de I’ordre de O(N2p?) plus le coiit d’une bloc-factorisation de A. Ceci est & com-
parer au coiit de calcul de A.(A) sur cette méme grille qui de 'ordre de O(N?2n?), avec p < n.

5.3.2 Exemples numériques

Pour cet exemple (figure (83) et figure (84)), on prend pour A la matrice GRCAR d’ordre
50. On approche, pour différentes zones Z le portrait spectral de A en trait plein, par celui
de D1 en trait pointillé. On fait de méme en figure (85) et (86) avec respectivement comme
matrice A, la matrice de Pentoep et celle de Frank d’ordre 50.
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— Matrice de GRCAR, Z = [-0.5,0.5] x [-3, —1.5]. On visualise en trait plein A.(A) et
en pointillé A.(D1). Dans cet exemple, on a n = 50 et p = 17.

-15

-2

-25

F1G. 83: Comparaison de A.(A) et de A.(D1)

— Matrice de GRCAR, Z = [1.2,2] x [-1.6, —0.6]. On visualise en trait plein A.(A4) et en
pointillé A¢ o, (D1).

F1G. 84: Comparaison de A (A) et de Ao, (D1)
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— Matrice de PENTOEP, 7 = [1,1.6] x [—0.4,0.4].On visualise en trait plein A.(A) et
en pointillé Acp e (D1).

0.4

03¢

0.2

0.1F

()

—0.1F

—0.2F

-0.3F

-04 L L
1 1.4 15 1.6

F1a. 85: Comparaison de A (A) et de Ac(D1)

— Matrice de Frank, Z = [120, 200] x [—50, 50]. On visualise en trait plein A.(A) et en
pointillé A.(D;). Dans cet exemple, on a n = 50 et p = 17.

50

40t
30
20F
10
o
-10
-20
_30k

—40F

-50 I I I I I I
120 130 140 150 160 170 180 190 200

F1a. 86: Comparaison de A (A) et de A (D1)
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Ces résultats sont probants. L’approximation du portrait spectral de A par celui de Dy,
dans la zone 7 semble relativement précis. Notons que dans chaque exemple, on a approché
le portrait spectral d’une matrice d’ordre n = 50 par celui d’une matrice d’ordre p = 17.
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