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Résumé : Nous présentons le solveur Boltzmann développé a P'INRIA. En particulier
nous rappelons 'approximation numérique utilisée ainsi que I'algorithme implémenté. Pour
calculer des écoulements a hautes températures nous avons implémenté un nouveau modele
de collision, introduit par le groupe du Pr. Ivanov de 'I'TAM, qui tient compte des échanges
d’énergie internes de type VT et VV entre particules.
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Numerical computation of Boltzmann equation with
rotational and vibrational internal energies

Abstract: We present in this report the numerical solution techniques of the Boltzmann
gas kinetic equation developed at INRIA. In particular, we describe the numerical ap-
proximation and the implemented algorithm. To compute high temperature flows we have
implemented a new collision model for VI and VV energy exchanges. This model was
developed at ITAM by the team of Pr. M. Ivanov.

Key-words: Botzmann, DSMC method, inelastic collisions, vibrations.
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4 F. Mallinger, S. Gimelshein

1 Introduction

Tant pour le domaine civil que militaire, de nombreux groupes de recherche, de part le
monde, se sont intéressés aux calculs d’écoulements externes a grande vitesse en milieux
raréfiés. De telles simulations étaient nécessaire pour le calcul des coefficients aérodyna-
miques et des flux de chaleur pour des missiles balistiques, ou plus récemment, dans le
domaine civil, pour de la navette spatiale Hermes.

Les écoulements raréfiés sont modélisés par 1’équation de Boltzmann, résolue numeéri-
quement par des méthodes, maintenant classiques, de type Monte-Carlo. Le gaz est alors
représenté par un ensemble de particules. A partir de modeéles phénoménologiques, déduits
de la théorie cinétique et de la mécanique statistique, le déplacement et 'interaction des
molécules sont simulés. Les écoulements qui nous intéressent peuvent présenter de forts
déséquilibres thermiques dus a des forts gradients ou & des taux de raréfaction importants.

Dans ce papier, nous présentons les modeles d’échange d’énergies que nous utilisons
dans notre solveur Botzmann pour la prise en compte des déséquilibres thermiques. Dans
la section 2 nous rappelons le modele Boltzmann, écrit pour un gaz polyatomique consti-
tué d’une seule espéce et prenant en compte les énergies internes des molécules. Dans la
section 3 nous présentons "approximation numérique de ’équation de Boltzmann que nous
utilisons; la section 4 étant consacrée a 'implémentation de l'algorithme qui en résulte.
Nous préciserons en particulier les probabilités de collision, calculées a partir du modele
VHS d’interaction moléculaire, ainsi que le modele d’échange d’énergie de Borgnakke-
Larsen. Dans la section 5, apres quelques rappels de résultats élémentaires de mécanique
statistique, nous présentons le modele d’échange d’énergie T-V (translation - vibration)
que nous avons implémenté, modele di au groupe de recherche du Pr. Ivanov de 'ITAM.
Enfin différents résultats numériques valident I'implémentation de ce modele dans notre
code. Ce travail a été réalisé dans le cadre d’un contract DRET.

2 Le modele cinétique de Boltzmann

2.1 L’équation de Boltzmann

Dans le modele de Boltzmann le gaz est observé d’un point de vue statistique. L’état du
gaz est décrit par une fonction de distribution f qui dépend de grandeurs microscopiques
attachées aux particules. Ainsi, pour un gaz monoatomique, la fonction f = f(z,&,¢)
dépend de la position des particules, de leur vitesse et du temps. Plus précisément elle
exprime le nombre le plus probable des particules se trouvant dans le volume élémen-
taire (dz,d€) autour du point (z,€) a Iinstant ¢. Nous renvoyons a [7], [8], [9], [17] ou
encore a [23] pour une présentation détaillée du modeéle monoatomique. Dans cette section
nous présentons un modele plus sophistiqué permettant de décrire des gaz polyatomiques
constitués d’une seule espece. 1l est donc nécessaire d’introduire une variable supplémen-
taire prenant en compte les phénomenes liés a la structure polyatomique des particules.
Dans le modele qui suit, nous introduisons la variable I associée a 1’énergie interne d’une
particule, e,,, par la relation I? = e,,. Dans ce cas la fonction de distribution s’écrit
f= fl(z,v,1,t). Laloi d’état induite a ’équilibre devient p = (y — 1) p €,,, ou la valeur de
v peut étre choisie dans tout l'intervalle (1,5/3]. Elle est liée au parametre §, le nombre

INRIA



Résolution numérique du modéle de Boltzmann 5

de degré de liberté internes supplémentaires de la molécule, par la relation suivante

845

Ll

L’équation de Botzmann s’écrit dans ce cas général

) Uve =g,
ol ()5 représente le terme de collision, quadratique en f, qui dépend du modéle choisi. Ce
modele présente ’avantage de n’indroduire qu’une variable supplémentaire pour d’écrire les
énergies internes ayant un spectre continu. Nous rappelons ici les deux modeles présentés
dans [5]. Le premier se déduit d’'un modéle monoatomique en dimension supérieure & trois.
Le second, que nous retiendrons, est le modele le Borgnakke-Larsen.

Nous décrivons dans la suite de ce paragraphe la collision de deux particules et nous
présentons le terme de collision. Deux molécules de vitesses et d’énergies internes (&, 1)
et (&, 1), avant collision, auront aprés collision respectivement les vitesses et énergies
internes (&', I') et (&L, I.). De plus nous noterons la vitesse relative (avant collision) des
deux molécules par

(2) v, =& — &,

et ’énergie totale du systeme par

B 2
(3) ez lE=&F 45*| + 1%+ IZ.

Les quantités primées, obtenues apres une collision, se déduisent du systeme suivant
+&=E+&,

_ 2R

|vr |

!/

Uy

(v, — 2v,.ww),

I =r(1 - R% €2,

I =(1-r)(1-R?)é%.

Les parametres r et R mesurent les échanges d’énergie cinétique et d’énergie interne et le
vecteur w désigne un élément de la sphere unité. Ces parametres de la collision sont des
éléments quelconques de 'intervalle [0, 1] et de la sphére unité, respectivement.

En complément a ces relations, nous adjoignons les relations suivantes, utiles pour la
suite

P12 = (1-R?é,
I? = (1 - R?) e

Pour ce modele le terme de collision s’écrit alors

Qmﬂ=A<U£§4—UgéJBum“l

dé.dl.ps5(r)dris(R)dRdw,

()
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6 F. Mallinger, S. Gimelshein

avec

A = IR? x IRY x [0,1]? x S?,

es(r) = [r(1 = r)P/21,
vs(R) = B(1 - R,

B = B(e, R|v,|, R|v,.wl|, [*r(1 — R?),
I2(1—r)(1 - RY,(1- RY)(I*+12)) > 0.

Nous avons utilisé la notation classique f = f(&,1), fu = f(&, L), [/ = f(&,T) et
fl = f(&,I.). Les arguments du noyau de collision B sont des invariants collisionnels
(méme définition qu’en monoatomique). En particulier 1’énergie totale est conservée dans
le choc. L’énergie cinétique seule n’est plus conservée car ce type de collision autorise un
échange entre énergie cinétique et énergie interne. La collision est décrite sur la figure (1),
et correspond aux formules (4).

Uy

Fic. 1 - Schéma d’une collision

Comme cas particulier, le modele “Variable Hard Sphere” (VHS), est obtenu en posant
B = Clv.|**|v, - w| R*T?,
ou C' est une constante, et conduit a la loi de viscosité suivante
p= K1Y

ou K est une constante.

INRIA



Résolution numérique du modéle de Boltzmann 7

2.2 Propriétés

Toutes les propriétés que nous rappelons dans cette partie sont démontrées dans Bourgat

et all. [5].
Microréversibilité
Nous définissons 'opérateur de collision 7T, pour les parametres w fixés, par

TW(€7 5*7 I? I*? r? R) - (5/7 5;7 I’? Ii? r’? R,)'

Malgré la non linéarité de 'opérateur T, on démontre les propriétés suivantes de symé-
trie et d’inversibilité de T,,, pour tout w € S?,

(i) T,oT, = Id,

(it) e = e, RV =R|v|, Rviw=-Ruv.w,
I'"'(1- R? = I*r(1-R?), I2(1-r)(1-R% =I12(1-r)(1-R?,
(1-RHI?+12) = (1= R*)(I* +12),

(1= R)(IP(1 =)+ r12) = (1= R?)(I%(1 — ) 4 712,

(Z”) Tw(g*v 57 I*v Ia 1- r, R) = (517 5/7 I>{<7 Ilv 1- rlv R/)
Rappelons, pour la propriété suivante, qu’un invariant collisionnel est une fonction ¢ qui
vérifie ¢ + ¢, = ¢’ + ¢.. Alors,
(tv)les invariants collisionnels sont donnés par

_ I€7 | 1

ot u, v € IR et ¢ € IR? sont des constantes.
Mesure invariante

Pour tout noyau de collision B, défini comme précédement, et pour tout & > 0, nous
définissons la mesure invariante dans le processus de collision

(6) do = B(IT)* Y ¢s(r)vs(R)dEdédIdI drdR.

Théoréme H Des résultats précédents, nous déduisons les propriétés suivantes

0 [ Qs Dol 1) dedl = | Qs(N6 + 6u — o — Slaedl,
IR® x IR,

4 Jirexiry

Gi) [ Qs(D(log(r1™") + 1dgal.
IR® x IR,

5-1 2 2
— 0si R WO [€ = ul” +217
Qs(fo) = 0siet seulement si  fy = As EDE exp (_ T ’

RR n" 3159



8 F. Mallinger, S. Gimelshein

avec p, T € IR, et u € IR® définis par

IR®x IRy

3 Approximation de I’équation de Boltzmann

Nous utilisons une méthode particulaire proposée par Nanbu [20], [21] et développée,
d’un point de vue mathématique, par Babovsky [1]. Ces deux auteurs ne considérent des
gaz monoatomiques. Une généralisation aux gaz polyatomiques est décrite dans [5]. Nous
en donnons les grandes lignes ici.

Cette méthode repose sur un découplage de 'opérateur de transport et de collision.
Ainsi pour chaque pas de temps nous résolvons successivement la phase de transport libre

J 0
Ured oy
(7)
f(tn) = fn7
puis nous résolvons la phase de collision, ie. ’équation homogene suivante
af
Q5(f7 f)
(8)
f(tn) = 72[7

avec comme condition initiale la solution fi de I’étape précédente de transport libre.
L’approximation particulaire conduit a chercher la solution f de I’équation cinétique
sous la forme d’une somme de masse de Dirac

(9) CERSY) —25 @ —wi(1)) 0§ - &(1)(I — Li(1)),

ou N est le nombre total de particules et z;(¢), &(t), 1;(¢) la position et la vitesse et
I’énergie interne de la particule ¢ au temps .

La phase de transport libre se résout sans difficulté particuliere. Durant cette phase,
seules les positions des particules sont modifiées, les vitesses et énergies internes des par-
ticules restant inchangées. Ainsi, pour un pas de temps de transport libre Ay fixé, la
résolution de (7) donne

zi(t + Aut) = zi(1) + Dut &(1)
5@ (L4 Aut) = &(1)
Li(t + Agt) = 1i(t).

L’originalité de la méthode réside bien sur dans la résolution de la phase de collision.
Pour cette étape, le domaine de calcul est recouvert par une grille réguliére constituée de
cellules rectangulaires C';. Dans chaque cellule C'; nous résolvons ’équation homogene (8)
complétée par la condition initiale suivante

(10 F(6 1= 0)j0, = - 3 8(E ~ £(0)3(1 - (D).

INRIA



Résolution numérique du modéle de Boltzmann 9

Comme 'opérateur de collision est une mesure, nous introduisons une formulation faible
de I’équation (8). Ainsi, pour une fonction continue g, nous écrivons

%<f() = <Qs(f, f)g>
(11) 1 ! "YBd 1 Bd
= E/ff*(g ‘I'g*) m_i/ff*(g—i_g*) m

ou nous avons utilisé les notations

< f,g>= F(& g€, 1)dédI,

/IRS XIR+

et
dm = d€d€.dIdI.pssdrd Rdw.

L’écriture précédente résulte des propriétés de 'opérateur de collision et en particulier de
la microréversibilité des collisions individuelles. Elle reste valable méme si f est représentée
par une somme de distribution de Dirac.

Dans le membre de droite de (11), le deuxieme terme de la somme est un terme de perte
et s’écrit simplement

(12) 5 [ 100+ g Bdm = — ; 9(60. 1) + 9(65, 1) We. s
i£]

ot le poids We, ¢, est donné par

Weoe, = /B%%drdl%dw.

Le terme de gain, ie. le premier terme du membre de droite de (11), s’écrit

1
(13) 5 [ 11"+ o) Bim =
= 2 Z/ (&, I)) + g(&, 1) Bpstsdrd Rdw,
o i#]
ou &, ;, I, I]’ sont les vitesses et énergies internes des particules apres collision. Elles sont

déterminées a partir de (&;, I;) avec (&;, I;) par les formules (4).
L’équation (8) est alors intégrée en temps de la maniere suivante.

- Nous remplacons les doubles sommes dans (12) et (13) par un choix aléatoire de N /2
paires de particules

o =1{(&, 1), (€1, Laa) 5 1€y 12) (Euzs Lu2) by oA (Evy2s Iny2) s (Savyzy Livy2) }-

- Nous discrétisons en temps I’équation (8) par un schéma d’Euler explicite

<frtlg> = < f” g > +At[source- scattering]
N/2

N -1
= E 527 ‘|‘ g f*za *2)](1 T Atwﬁnﬁ*i)
OO ’L 1 (o @]

]V_l

Moo

_I_

At [Ip(€ 1 + p(Elis 1) Bigsbsdrd R

RR n" 3159



10 F. Mallinger, S. Gimelshein

- En supposant que ¢;5(r)¢s(R)drdRdw, est normalisée, de telle sorte que ce soit une
mesure de probabilité sur [0, 1]? x S?, nous utilisons les identitées suivantes

]V_l

Moo

AtB; = / Lo< s < (N = 1)/neo BiAL 95

N _
1- n—AtW&@M / / (V1) /o5 At << 1) d5ps s drd R,

o0

- puis nous calculons toutes les intégrales par une méthode de Monte-Carlo.

En pratique, le choix des N/2 paires étant réalisé, pour chaque paire nous tirons de maniére
aléatoire les nombres r, R, w selon la loi ps¢sdrdRdw, et s; € (0, 1) selon une loi uniforme.

Ainsi, si s; < N_lAtBZ-7 le terme de gain 1 — MAtW&@* vaut zéro, et le terme de perte
N 1

ALB; est égal a un, et par conséquent le processus de collision consiste a remplacer
les particules de vitesses et d’énergies (&, I), (s, L.)s, par (&', 1), (&L, IL); calculés a partir
des parametres de collision r, R,w. Sinon, les vitesses et énergies des particules de la paire
restent inchangées. Ainsi, le résultat final est donné par

Moo ZEIl

+—Z{5 (€ 1) = (€L, 1) +8((&. 1) — (€L, L))},

Zell

ou I; est 'ensemble suivant

L={i,1<i<N/2,s >

o0

La complexité de 'algorithme est en 0(N). De plus, par construction, cet algorithme
conserve exactement la masse, la quantité de mouvement et I’énergie.

4 Le solveur Boltzmann

Dans cette section nous présentons le solveur Boltzmann pour un gaz diatomique avec
énergie interne de rotation. Nous préciserons les modifications apportées pour la prise en
compte de I’énergie interne de vibration dans la suite. Dans cette section la notation e,
désigne toujours une énergie interne de rotation.

4.1 L’algorithme numérique

4.1.1 L’algorithme

L’algorithme correspond a la méthode numérique décrite dans la section précédente. 11
consiste donc a résoudre pour chaque pas de temps I’étape de transport libre

of f

5 T £-== =0,
n-I—l _ n

tl — Jeo»

INRIA



Résolution numérique du modéle de Boltzmann 11

puis I’étape de collision
af
8_t + Q5(f7f) = 0,

fn+1 _ 7;-|—1
c - Jt .
L’implémentation de ’algorithme se formule de la manieére suivante:
— Initilisation
Définition d’une distribution initiale de particules (position, vitesse, énergie interne).

— Itérations en temps

Génération de particules dans la couche de cellules frontieres le long de la
frontiere extérieure du domaine de calcul,

— Déplacement des particules par transport libre,

Réflexion des particules qui rencontrent la paroi,

— Elimination des particules qui sortent du domaine de calcul,

Collisions des particules d’'une méme cellule,

— Calcul des moyennes quand la solution devient stationnaire,

— Test d’arrét

Apres un nombre suffisant de pas de temps pour le calcul des moyennes.

4.1.2 Le maillage

\( . .. \une cellule Boltzmann
rontiere extérieure

Fic. 2 - Maillage Boltzmann de référence

Le domaine de calcul est un rectangle de cotés paralleles aux axes. Il est maillé par
des cellules rectangulaires identiques et sa frontiere extérieure coincide avec des bords
de cellules (fig: 2). Ce maillage est appelé “maillage de référence”. Dans chacune de ces
cellules de référence, le gaz étant représenté par un nombre fini de particules, nous pouvons
calculer par des moyennes les grandeurs physiques qui nous intéressent, a savoir ; la densité
p, la vitesse moyenne u, la température moyenne 7T'...

RR n" 3159



12 F. Mallinger, S. Gimelshein

A chaque pas de temps, de I’étape de collisions, si le nombre de particules contenues
dans une cellule de référence dépasse un nombre seuil fixé, alors la cellule est subdivisée
en deux cellules identiques et ainsi de suite jusqu’a ce que le nombre de particules soit
inférieur au nombre seuil donné. Le maillage résultant est appelé “maillage des collisions”.
Le maillage de collision est généré pour assurer I’homogénéité du gaz pour résoudre les
collisions.

4.1.3 Définition cinétique de p,u,T

On calcule p,u,T dans chaque cellule du maillage de référence par des moyennes. Pour
une cellule C', désignons par Vol son volume, par N le nombre de particules dans C' et
par m la masse d’une particule. Alors, pour un gaz avec énergie interne de rotation, nous

écrivons,
mN

Vol k

Z 527

ZEC

- l(wg v) 5

Trot — rotR (A/T Z emz) )

_ 3Ttr + ! rotTrot

3+ Nyos
ol N, représente le nombre de degrés de liberté internes de rotation. En pratique ces
moyennes sont trop bruitées et changent de facon sensible d’un pas de temps a ’autre.

p:

?

Il est donc nécessaire de faire des moyennes sur plusieurs pas de temps, c’est-a-dire des
moyennes en espace-temps. Si nous désignons par K le nombre de pas de temps utilisés
pour calculer les moyennes en temps et par N; le nombre de particules contenues dans la
cellule C' au k**™¢ pas de temps, alors les nouvelles formules sont données par

m
=" SN
p KVolkZ::l o

U = NA Z qu

k=1 1eC

| IS |

_ 2 |1 il Ju?
Ty = E lNK (E Z ) =

k=1 €C

2 K e .
Tr‘o = X o - ’
S oy o
ou
K

Nk = > Ny

k=1

INRIA



Résolution numérique du modéle de Boltzmann 13

4.2 Probabilité de collision: le modeéle VHS

Pour le modele VHS ( Variable Hard Sphere ), la section efficace de collision B est
proportionnelle & une puissance de la vitesse relative des deux particules avant le choc et
est donnée par

B(€ ~ &,a) = yeos(0) | € — & ',
6 = angle (€ — £, 0).

Si on pose w = % + «, ce modele conduit a la limite fluide a une viscosité de la forme
w= KT

Dans chaque cellule du maillage des collisions, on simule des collisions en appariant,
selon une loi de probabilité uniforme, des couples de particules. Alors, pour chaque paire
de particules (&;, &), une collision a lieu selon la probabilité

N.—1 21/2—|—a

B, = At”
17\'fcoo \/§F(3/2 — Oé)

|€ZT - :z |1—2a’

ol
r représente des grandeurs adimensionnées,

L
MFP,,’

V2RTo .
MFP,,

3
V2RT, '

N, le nombre de particules de la cellule

r

t" =

§ =

considérée,

Neoo le nombre de particules que contiendrait
la méme cellule a I’infini.

MFP,, lelibre parcours moyen d’une particule
dans I’écoulement infini non perturbé.

Remarque:
Dans le modele VHS, le libre parcours moyen infini est lié a la viscosité par la loi

2 loo

15pee V27 RT,

MFP,, = (7T-2w) (5 —-2w)

et la définition du Reynolds est

2(7T-2w)(5b—-2w) V7 M

(Fe/m) = 1527 MFP,,

RR n" 3159



14 F. Mallinger, S. Gimelshein

4.3 Echange d’énergie T-R dans une collision inélastique: le modele
Borgnakke-Larsen

Si une collision est choisie, on calcule les vitesses et énergies internes apres collision par
un modele qui conserve la quantité de mouvement et I’énergie totale.

Les échanges d’énergie de translation et d’énergie de rotation au cours des collisions sont
traités par le modele de phénoménologique de Borgnakke-Larsen. Ce modele conserve la
quantité de mouvement et 1’énergie totale d’un systeme de deux particules qui entrent en
collision.

La conservation de la quantité de mouvement, pour un couple de particules de vitesses
(&,&) et (&,&L) respectivement avant et apres choc, s’écrit

E+&  H+E
2 2

et la conservation de I’énergie totale

(€% +€%) + el + €l

N | =

(€ +E) ten ten. =

que ’on peut encore écrire

(S55)  (555) wom e = (555)  (555) 4t

On relaxe I’énergie complémentaire de celle du centre de masse, de la maniére suivante

(£5) = [(55) v ]

e+ = (1-R) [(5‘5*)2+em+em*] ,

2

ol R est un nombre aléatoire. Ensuite I’énergie interne est répartie entre les deux molécules

de la maniere suivante
B 2
en' =1(1-R) l(f 5*) —I—em—l-em*] ,

2

¢ = (1=1)(1-R) [(5;5*)2+em+em*] .

ol r est un nombre aléatoire.

Le tirage du nombre aléatoire R est réalisé a partir des distributions a I’équilibre des
énergies de translation et des énergies internes, selon la méthodes introduite par Bird [3],
que nous décrivons maintenant.

L’énergie de translation de la paire de molécules qui entrent en collision s’écrit

1

(14) Ey = Zlvr‘|27

INRIA
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Dans le cas du modele VH S, la distribution de E; est donnée par

E
15 ~ B Yen <——> .
( ) fEt t P BT
ou k est la constante de Boltzmann et w la puissance de la température dans la loi de
viscosité. Pour I’énegie interne e,,; d’une particule ¢, dont le nombre de degré de liberté
est ¢, la fonction de distribution est donnée par [13]

¢/2-1 €mi
1 e . ™ . — .
( 6) fmz €mi €£Cp< k‘T)

Dans les définitions précédentes, la température est celle du fluide a I’équilibre. En
pratique elle est déterminée localement a partir de I’énergie totale F. de la collision. Enfin
I’énergie interne F; de la paire est la somme des énergies internes de chaque molécule
E; = €ni + €mi s

Nous pouvons facilement déduire de (16) la fonction de distribution de ’énergie interne
de la paire de molécules. D’abord, la fraction de paires de molécules telle qu'une molécule
a I’énergie interne e,,; et I'autre I’énergie interne e,,; . est donnée par

e E;
(17) Jemi Jemin d€midenm;« ~ efn/f lefﬁ* ! exp <_ﬁ) depiden; .

Alors, pour une valeur particuliere de e,,;, la seconde particule a I’énergie interne e,,; , =
FE; — €,,;. La fraction de particules correspondante est donnée par

me

(18) eC/-Q_l(EZ' - emi)C/Q_1 exp <_kE_1i) dE;de,,;.

Enfin, intégrant par rapport a e,,; de 0 a F;, nous obtenons

L g/t _&)
(19) fe, ~ E; ewp( T )

Nous pouvons alors en déduire la probabilité P d’obtenir une valeur particuliere de
I’énergie de translation F;. Tout d’abord, la densité de probabilité de F; et F; est donnée
par le produit de fg, et fg,. Sachant que E. = E; 4+ E;, elle s’écrit

—w _ FE.
(20) B (B, — B)exp <——) .

Enfin, puisque que F. est constante dans une collision et que la température est locale-
ment constante, la probabilité P cherchée s’écrit

(21) P =CEY*(E.- E),

ou C' est une constante.

D’un point de vue numérique, la valeur de I’énergie de translation Fj, apres collision,
est choisie dans l'intervalle [0, 1], par une méthode d’acceptation-rejet. Pour ce faire nous
avons besoin de la valeur maximale F,,,, de la probabilité P. Elle est atteinte pour

3/2—w

(22) Ey = mEm

RR n" 3159



16 F. Mallinger, S. Gimelshein

et vaut

(23) Prow = C (; - w) o (= 1)<—1 [(C + % _ w) EC]CH/Q_W.

Alors, pour une paire de particules donnée, connaissant F, et E; avant collision, ’énergie
EY est déterminée par I’algorithme suivant

Rndl

P(Rndl)

Rnd2

P(Rnd1)/Ppas < Rnd?

Non Oui

E!=Rndl E., E! = E, — E!

ou Rndl et Rnd2 sont des nombres aléatoires tirés selon une loi uniforme dans [0, 1].
Dans la cas qui nous intéresse, puisque les deux molécules sont identiques, ’énergie interne
totale E; peut étre répartie uniformément entre les deux molécules. Le nombre r est donc
tiré selon une loi uniforme dans [0, 1].

Le modele est completement décrit si I’on précise la vitesse de chaque molécule apres
collision. D’apres les formules (4) les vitesses des molécules apres collision s’écrivent

{4
2

(24) ¢ + [ w, &L =

ou w est un vecteur de la sphere unité. Il est tiré selon une loi uniforme car aucune direction
n’est privilégiée. Le module de la vitesse relative est déduit de la relation

1
(25) B = gm. |l

Dans notre modeéle les collisions ne sont pas nécessairement toutes inélastiques. Nous
introduisons la quantité 1/Zp, qui représente la probabilité, pour une paire de particule

INRIA



Résolution numérique du modéle de Boltzmann 17

selectionnée, qu’il y ait effectivement un échange d’énergie de translation et de rotation. Le
nombre Zg, appelé nombre de relaxation rotationelle, détermine la fréquence des collisions
T-R. Nous nous contentons actuellement d’une valeur constante ( généralement 5), bien
que des expressions plus réalistes lient Zp a la température du gaz, voir des exemples dans
[16], ou pour plus de détails [18], [22].

4.4 Les conditions aux limites
4.4.1 Conditions sur le corps

Les interactions entre le gaz et le corps sont exprimées par une condition aux limites
agissant sur la distribution f(z,&, ). Ces interactions sont trés complexes et difficiles a
modéliser. Nous utilisons le modele d’accomodation de Maxwell donné par

f(x7€71) = ﬁ('r)f(vaé:vI)—}— (1 - ﬂ('r))fo(gvl)
V€ tel que € -n > 0,
o e Q, /g.n(x)f(x,g,f)dgdf.

Le vecteur n désigne la normale extérieure a 'obstacle en z € 99, (z) € (0,1) est le
coeffiecient d’accomodation de Maxwell et

RE =€ = 2(§ - n(w))n(z),

est la vitesse de la particule apres une réflexion élastique sur la paroi. La distribution f,
est la Maxwellienne de parametres la vitesse et la température du corps.

Cette condition de bord est imposée numériquement a toutes les particules qui ren-
contrent 'obstacle pendant la phase de transport libre. Elles sont réfléchies apres impact
avec la vitesse vT et I’énergie interne I données par accomodation totale (vt = v}, IT =
IF) si a < 3, et par réflexion spéculaire sinon. Le coefficient @ est un nombre aléatoire
choisi dans l'intervalle (0,1), et (v, I}) est calculé par un tirage aléatoire selon la loi de
probabilité de distribution Af,(&,t). Nous pouvons également considérer une accomodation
totale (figure 3) ou une réflexion spéculaire pure (figure 4).

4.4.2 Conditions a ’infini

D’un point de vue mathématique, on veut simuler la condition aux limites

fer = Mazwell(p,u,T) (&) = +€$ _|€—u|2
o Pt - (27R,T)B/2) P 2R, T |’

pour les particules rentrantes (ie £.n < 0). Pour ce faire, on génére une couche de cellules
frontieres. Pour chacune de ces cellules C; on se donne (p,u,T)(Choo) et on géneére un
nombre de particules qui est I'entier le plus proche de (p/pinfty) No. La position de
chaque particule est donnée par une loi de distribution uniforme, la vitesse et 1’énergie

RR n" 3159
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~..

obstacle

Tw

Fic. 3 - réflexion avec accommodation

5/

obstacle

Fic. 4 - réflexion spéculaire
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interne sont données par la maxwellienne généralisée de parametres (p, u, T)(C“OO). Ainsi
on choisit

& = uz+ (=T (ag))% cos (2w ay ),
& = uy+ (T ((Lg))% sin (27 aq),
& = u+(-Th (a4))% cos (27 agy),
em = - ff (=T'1n (as)),

ou (ay,ag,as,aq,as) sont cinq nombres tirés selon une loi uniforme entre 0 et 1.

5 Modélisation des phénomenes vibratoires

Pour des écoulements hypersoniques mettant en jeu des températures élevées, il est
nécessaire d’introduire les énergies de vibration des molécules, pour prendre en compte
les échanges entre modes de translation et de vibration. Contrairement aux énergies de
translation et de rotation, le spectre des modes d’énergie de vibration ne peut étre sup-
posé continu car les niveaux d’énergie sont trop espacés. De plus, seuls certains niveaux
d’énergie sont accessibles lorsque la molécule vibre; ce sont les niveaux admissibles. Ils
sont déterminé en théorie de la mécanique quantique en résolvant 1’équation de Schro-
dinger, voir par exemple [10], [14]. Les modeéles classiquement utilisés, pour décrire les
phénomenes vibratoires, sont les modeles d’oscillateurs harmoniques et non harmoniques.
Dans ce cas une molécule est modélisée par deux atomes reliés par un ressort, et pouvant
osciller autour du centre de masse.

5.1 Le modele de 'oscillateur harmonique

L’énergie potentielle associée a ce modele est donnée par

1
(26) V = 5(.’E — $0)2€,
ou e est la constante d’élasticité moléculaire et 2 la position d’équilibre. La relation (26)
montre que le potentiel est proportionnel a ’écart quadratique par rapport a la position
d’équilibre. A partir de ce potentiel, la résolution de I’équation de Schrodinger conduit a
introduire des états d’énergie quantique admissibles donnés par

1
(27) o = (z + 5) hw,

ou i = 1,2, ... est le nombre quantique, v = y/e/27?m la fréquence de vibration de 'oscil-
lateur et h la constante de Planck. La quantité hv, qui est une énergie, est souvent appelée
énergie caratéristique. Elle est inpépendente du nombre quantique ¢:. Notons encore que
par convention, les niveaux d’énergie sont comptés a partir du niveau 0, ce qui revient a
soustraire pour chaque niveau d’énergie la quantité hr/2. Ainsi I'expression (27) devient

(28) g, = thv.

RR n° 3159
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Nous remarquons, pour ce modeéle, que le saut d’énergie entre deux niveaux consécutifs
est constant. En effet,
(29) Ei+1 — & = hv.

Mais ce modele n’est pas tres réaliste. En particulier il ne prend pas en compte la disso-
ciation de la molécule, les atomes continuant a vibrer méme pour des distances infinies.
On est ainsi conduit a introduire le modele suivant.

5.2 Le modele de 'oscillateur non harmonique

Pour ce modele les écarts entre les niveaux d’énergie décroissent avec I'accroissement de
I’énergie de vibration. De plus, une molécule ne peut posséder une énergie de vibration plus
grande qu’une énergie seuille de dissociation, a partir de laquelle la molécule se dissocie
en deux atomes. La résolution de I’équation de Schrodinger est réalisée pour le potentiel
de Morse qui s’écrit

V = a(l — exp(=b(z — 20)))?

ol a et b sont des constantes empiriques liées a I’énergie de dissociation Fy. Les énergies
de vibration admissibles sont données par ’expression suivante

(30) o <'—}—1>h h2v? <,+1)2
e\ T g, U)o
que ’on peut écrire, introduisant la température caractéristique 6,
1 k0 1
1 =it ) kO, |1 —x— i+ =
(31 s= (g) ooy (43)

ol k est la constante de Boltzmann et x un parameétre qui vaut 0 pour l'oscillateur non-
harmonique et 1 pour Doscillateur harmonique.

5.3 Distribution de Boltzmann- Energie moyenne de vibration

A D’équilibre la population du niveau d’énergie j est donnée par la distribution de Boltz-
mann

—e; /KT
* e 77
(32) i¥g = IV g;

Zl gl e—El/k'T !
ou N est le nombre total de particules constituant le gaz, et g; le nombre d’états qui ont

une énergie £;. Dans le cas ou g; est différent de 1, on dit que le niveau j est dégénéré. On
introduit la fonction de répartition ¢ définie par

(33) Q=Y get/FT
i

L’expression (32) établie par la théorie de la mécanique statistique est liée & la ther-
modynamique par la relation de Boltzmann. On en déduit en particulier I’expression de
I’énergie moyenne pour un vibration, qui s’écrit

dlog(Q)

(34) (e} = kT2
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Le nombre de degré de liberté (,, d’'une molécule, pour le mode de vibration, se déduit
du principe d’équipartition de I’énergie a 1’équilibre. Ainsi, nous pouvons écrire

2 (ev)
kT

Dans le cas de l'oscillateur (harmonique ou non harmonique), aucun niveau n’est dégé-
néré. La fonction de partition, pour le cas de 'oscillateur harmonique, peut s’écrire

1

(36) @ =T

On déduit alors facilement de (34) I’énergie de vibration moyenne

k6,
(37) (ev) = o 0./T _ 1’

et de (35), le nombre de degré de liberté pour le mode de vibration

20, /T
(38) = Z7 71

Dans le cas de Poscillateur non harmonique, nous obtenons pour le nombre de degré de

liberté )
Jmax (e;/kT) e~i/kT

39 , = 2250 ,
( ) C jzgm 6_5J/kT
Ol Jpmaz €st donné par
. 2ky
(40) Imaz = Xk‘e (1 -V 1- X)

Nous avons donc présenté deux modélisations d’une molécule avec énergie interne de
vibration et exprimé certaines grandeurs microscopiques et macroscopiques associées. Dans
le paragraphe suivant nous présentons les probabilités de transition entre les différents
niveaux d’énergie.

6 Probabilité d’échange d’énergie VT et probabilité de tran-
sition

Lors d’une collision le changement de niveau d’énergie, qui peut étre multiple, n’affecte
qu’une seule des deux molécules. Dans la suite,nous rappelons les sections efficaces pour
ce nouveau modele, desquelles découlent les probabilités d’échange d’énergie T-V.

Les collisions sont classées en trois groupes selon le parametre adiabatique Ag, donné
par

d
(41) Ak = w(ng)—,

Vg
ou k =1, f, selon que la valeur est considérée respectivement avant ou apres la collision,
et

(42) o) = v [1=xq (m+3)].
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et

[oF
(43) o = 4| 2F
u

ol ny est le nombre quantique de vibration, v et Fy sont la vitesse et I’énergie liées au
mouvement de translation et g la masse réduite de la paire de particules. De plus, d est
un parametre du potentiel Morse.

(44) V(ir) =D [exp <—@) — 2exp <—@)] .

En fonction du parametre Ay les collisions sont classées en trois groupes

- collisions lentes

1 < XAy <Ay,
4
(45) 1 < A <Ap
- collisions rapides
A <A < 1,
4
(46) A <A1 < 14

- collisions modérées
toutes les autres collisions.

Ci-dessus A; et Ay sont des constantes.

Nous rappelons maintenant les sections efficaces pour les transitions d’un niveau de
vibration n; & un niveau ny pour chaque type de collisions. Elle sont calculées pour le
potentiel d’interaction moléculaire de Morse. Le détail des calculs est donné dans [4].

Collisions lentes

vy FE,,
nin = — Ay —QAnAm ta ¥
Oniny UT%‘ VT ETP arcan( D) /
(47)
[Em [Em  (En
AnAm (arctan ( f) — f/ <f + 1)) y
ou
elr I'nd 28n
(48) Ayr = (Aml)2 [E {alludw(nk) - (2a3 — al)\/Q,uDH ,

(49) A, = |ng —nyl, m = min(t, ),

e () (1212 (4 D)

et a1, as sont les parametres d’anisotropie du potentiel.
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La section eflicace totale de collision est calculée a partir du potentiel de Lennard-Jones

(51) V(r) = 4k ((?) v <?)6) ,

ou k et g sont des parameétres. Elle est donnée par

LY Ay 2/5 1 [ ( 4K )]
52 = 2 1 —|14+In|Vbr —— .
(52) or oo [ < 4hv,, ) Tt 6 +in g E, +4nk

Pour calculer og on peut choisir n’importe quel potentiel de collision a condition qu’il soit
correctement corrélé au potentiel de Morse. Dans le cas présent nous avons

k=D,

(53) o — (r_o)l/G‘

2

Collisions rapides
L’expression de la section eflicace de collision pour les transition VT est donnée par

= o [T o 1 Bmmson) (=ama00) (1 g -
Opim, = 2md ‘Ui/g: x[l 7 00 (e 00/ (1 —x) 2—}—30)

nf
0

(54)
(o, (|F (K, )]))? da,

ou J,,(z) sont les fonctions de Bessel, zg = zgp — In (1 +4/14+ EZ-/D), zoo = 1o/d,

(55) F(k,z) = DQ—id./ﬂaﬁgke_(x_zoo) (ale_(z_xoo) - 2\/5@2) ,
1
Am < A, AL > Ayym! # m;
vm
(56) S =
1 1
—2+—2 AZ'<A1,Af<A1.
v V%

L’intégrande de I'expression (54) doit étre positive ce qui implique que ’énergie F,, doit
étre suffisament grande. Mais cette condition n’est violée que pour des températures tres
basses (1" < 50K) auquel cas les collisions sont lentes.

Collisions modérées
Dans ce cas la section efficace de collision est obtenue par interpolation des sections efficaces
des collisions lentes et rapides de la maniere suivante

Am — M1

- AQ - A'm
(57) Oniny = €TP (ﬂln(gnhnf(Al)) + ﬂln(gnz‘,nf(AQ))) ;

ol 0y, ny (A1) est donnée par (54) avec A, = Ay et 0y, 5, (A2) par (47) avec Ay, = Ag.
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6.1 Implémentation

Les formules précédentes montrent trivialement qu’il serait trop honéreux de calculer les
sections efficaces de collision pour chaque collision. Par conséquent, des matrices contenant
les probabilités de transition VT, sont calculées préalablement et utilisées comme données
pour toute simulation. Un élément de la matrice de probabilité s’écrit

On;ns (vl)

(58) P(s,ni, B, ig) = cor(vi)

ou £ = 1/2 si les molécules qui entrent en collision sont différents et ¢ = 1 sinon. Les
notations utilisées sont les suivantes:

e s = 1,2,...,N;. Les interactions considérées sont toujours du type A(n;) + B —
A(ny)+ B. s caractérise les especes A et B; N, vaut 1 pour un gaz d’une espeéce diatomique,
2 pour un mélange de deux especes dont 'une est une molécule, etc.

e n; = 0,1, ..., 04 est le niveau de vibration avant collision. La valeur de n,,,, dépend
de la molécule considérée. Pour ’azote, la valeur de n,,,, est 46.

o i, = 1,2,..., N, est I'indice de la matrice de probabilité correspondant & une vitesse
relavite v; de la pair de particules qui entre en collision. On choisit préalablement une
valeur maximale v,,,, de la vitesse relative ainsi qu’un nombre de subdivision N, de
lintervalle [0..v;,45]. Alors I'indice 44, pour la vitesse v;, est donné par la formule

AN 1
59 i, = —2v; + =.
( ) 7 /Um(ll' ‘ —I_ 2
o A = 1,2,...,Na est un entier permettant de déterminer le niveau de vibration ny
apres collision. Plus précisément
A
ng = n; + 5 pour A pair,
(60)
A41 . .
ng=ng - pour A impair.

Pour (s, n;, i) fixé, en sommant P(s, n;, A, i4) sur les indices A, nous obtenons une nou-
velle matrice Pys(s, n;,14), qui exprime la probabilité de transition d’un niveau d’énergie
n; a un autre quelconque niveau d’énergie admissible. Un élément de cette matrice s’écrit

Na
(61) Prr(s,niyig) = E P(s,ni, A, ig).
A=1
Enfin, une nouvelle matrice P’ est définie de la maniére suivante

A
(62) Pl(s,ni, Nig) = >
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M = Rndl;m = 1

Rnd2 < P'(s,n,m,ij,)

Non

m=m -+ 1

Oui

A =mg
ng=mn; +(AN/2); e; = &1 — Dy, , pour A pair

ng=n; — ((A+1)/2); e} = & + Ahp, n, , pour Aimpair

A

Fic. 5 - Algorithme d’échange d’énergie dans une collision V'T.
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Sous cette forme la probabilité de transition croit de 0 & 1 quand A augmente.

Une paire de particules étant sélectionnée pour relaxer ’énergie de vibration, I’échange
d’énergie suit I’agorithme décrit figure (5).

L’algorithme global des collisions est présenté figure (30).

6.2 Conditions initiales et aux limites- calcul de la température

Tirage aléatoire des niveaux d’énergie vibrationnels

Pour le mode d’énergie interne de vibration les simulations de la distribution initiale, de
la distribution a infinie (dans la couche de cellules frontiéres), ainsi que de la réflexion
sur le corps sont réalisées selon la méme méthode. La seule différence est la température
de vibration T, considérée dans chaque cas.

Ainsi, si la température de vibration T, = 0, toutes les particules sont dans le méme
niveau 0. Si T, # 0, alors les niveaux d’énergie des particules sont tirés selon la distribution
de Boltzmann & I’équilibre

N* E_EJ/kT”
(63) L= ——

N~ Q

Comme nous ne considérons que des oscillateurs harmoniques et non harmoniques, aucun

niveau d’énergie n’est dégénéré. L’algorithme qui permet de choisir, pour une molécule,
de manieére aléatoire son niveau d’énergie quantique j parmi tous les niveaux possibles
jusqu’a Jmaz, pour une molécule donnée, est le suivant

M = Rndm,m =0,E> =g

M=M-=-m

M >0

m=m+1,E5 =E3 +¢,

j=m

Calcul des temperatures de vibration et moyenne

La température de vibration est déterminée dans chaque cellule C; du maillage a partir
de I’énergie moyenne de vibration < ¢, >¢,. Pour cela nous inversons 1’équation

]Tg.r 8] e—Ej/kTv
< gy >0 = ==
v / 2 “;T%‘T e—sj/kT,U
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On en déduit le nombre de degré de liberté ¢, pour le mode de vibration, pour la cellule,
a partir du principe d’équipartion de I’énergie

<&y >
L, =2
¢ kT,

Finalement la température moyenne 7, est donnée par la formule

T = 3Tt7‘ + CrTr‘ + C’UTU
" 34+

Ceci acheve les différentes modifications que nous avons apportés a notre code pour prendre
en compte I’énergie interne de vibration.

6.3 Reésultats numériques

Les résultats numériques que nous obtenons sont comparés aux résultats obtenus par
le code développé par I’équipe du professeur Ivanov. Leur code utilise les mémes modeles
d’échange d’énergie et de potentiel d’interaction moléculaire. Ce code est basé sur la mé-
thode ” Time Counter ” améliorée par la technique ” Majorant Collision Frequence ”.

Ecoulement uniforme

Pour ce cas test le gaz est contenu dans une boite rectangulaire. Nous supposons qu’il
n’y a aucun échange avec le milieu extérieur. La condition aux limites sur cette paroi est
une réflexion spéculaire pour les vitesses, les énergies internes restant inchangées apres une
collision. Dans le but de mesurer les temps de relaxation des différents modes d’énergies
(translation, rotation et vibration), nous déséquilibrons le mode de vibration. L” énergie
interne de vibration est imposée égale a zéro.

Pour donner un sens a la comparaison des résultats nous avons adapté les pas de temps
de transport libre de telle sorte qu’apres chaque itération nous réalisons le méme nombre
de collisions. En effet les échanges d’énergie s’effectuent seulement par les collisions. Le
retour a I’équilibre dépend donc seulement du nombre de collision réalisées. Rappelons que
I’équilibre est atteind lorsque les températures de translation, de rotation et de vibration
sont égales. Ceci résulte de I’équipartition de ’énergie a 1’équilibre.

Le premier résultat est obtenu pour un gaz constitué de molécules d’oxygene O,. Les
parameétres de I’écoulement sont les suivants

MFP = 0.lm,

R = 259,
w = 0.75,
Zrot = 5.

Le nombre de cellules du maillage est de 8. Le code ne permet pas d’utilisé le maillage
particulier constitué d’une seule cellule. Chaque cellule contient 8000 particules. Les va-
leurs numériques sont présentées dans le tableau suivant. Nous donnons les températures
adimensionnées pour 4 nombres d’itération successifs. Les comparaisons avec les résultats
du Pr. Ivanov sont tout-a-fait satisfaisants. Nous pouvons considérer que 1’équilibre est
atteint apres 1000 itérations.
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nb. pas de tps 10 33 100 333 | 1000
T (Inria) 0.975 | 0.940 | 0.869 | 0.781 | 0.742
Trot (Inria) 0.991 | 0.954 | 0.887 | 0.778 | 0.745
Tyip (Inria) 0.078 | 0.165 | 0.321 | 0.590 | 0.746

T (Ivanov) 0.976 | 0.941 | 0.876 | 0.779 | 0.745
Trot (Ivanov) 0.990 | 0.953 | 0.878 | 0.779 | 0.743
Tyip (Ivanov) 0.081 | 0.168 | 0.324 | 0.597 | 0.746

Fic. 6 - FEcoulement uniforme pour loxygéne

Le cas test suivant concerne un gaz constitué de molécules d’azote N;. Les parametres
de I’écoulement sont les suivants

MFP = 0.1m,

R = 296,
w = 0.75,
Zrot = 5.

Pour ce gaz le temps de relaxation est beaucoup plus long. L’équilibre est atteint apres
3000 pas de temps. Les figures (9) et (10) repésentent les distributions des vitesses dans
chaque direction. Elles sont comparées aux distributions exactes maxwelliennes caracté-
risant I’équilibre. Nous notons une bonne superpositions des courbes expérimentales et
exactes. En particulier nous vérifions que ’équilibre est bien atteint. Les figures (11) et
(12) représentent respectivement les distributions d’énergie de rotation et de vibration
expérimentales. Elles sont comparées aux distributions exates données par les formules
(16) pour ’énergie de rotation, avec { = 2, et (32) pour I’énergie de vibration. Pour ces
deux distributions nous avons encore une tres bonne superposition des courbes issues de
la simulation et de la théorie. Remarquons enfin que tous les niveaux de vibration sont
exités.

nb. pas de tps 10 33 100 333 1000 | 3000
T;, (Inria) 0.982 | 0.958 | 0.910 | 0.823 | 0.742 | 0.714
Tyot (Inria) 0.997 | 0.971 | 0.918 | 0.826 | 0.745 | 0.713
Tyip (Inria) 0.074 | 0.140 | 0.262 | 0.463 | 0.645 | 0.714

Fic. 7 - Ecoulement uniforme pour l'azote

Ecoulement autour d’une plaque avec déflecteur

La prise en compte des échanges T-V est nécessaire pour modéliser les écoulements
hypersoniques et d’autant plus que ’angle d’incidence est important. Différents simulations
numériques réalisées par le goupe du Pr. Ivanov ont mis en évidence I'importance des
phénomenes de vibration en forte incidence. Ils ont comparé des simulations prenant en
compte des échanges T-T, T-R ou T-R-V [15], pour une plaque munie d’un déflecteur
(figure 8). Pour le cas test que nous réalisons ici, nous utilisons les mémes données. Les
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2p
)

T

0 x

Fic. 8 - Schéma d’une plaque munie d’un déflecteur

parametres de I’écoulement sont les suivants

MFP = 0.01m,

Voo = 7600m/s,
T = 189K,
Tway = 1000K,
réflexion = accomodation totale,
w = 0.75,
Zrot = .

Les données concernant la géométrie sont les suivantes

Xdomaine = 1-47717
Yiomaine = 069m7
longueur de la plaque = 0.8m,
longueur du déflecteur = 0.2m,
angle du déflecteur = 30dyg,
Nombre cellules = 140 x 140,

Angle d’attaque = 40dg.

Le premier écoulement concerne & nouveau un gaz consitué de molécules d’oxygene O,. La
figure (13) représente les isovaleurs de la température moyenne. Les figures (14), (15) et
(16) représentent repectivement les coefficients de friction C'y, de pression C), et de chaleur
C', dont les definitions sont

(o-mn)-7 o-n)-n ~ (g-n)

(
Crn = Ch = 0.5 poo u3,’

Cr= =
F7 05 poou2)’ 0.5 poo uZ,’

Les figures (17), (18), (19) et (20) représentent des coupes transversales, a la distance
x = 1lm, respectivement des températures moyenne, de translation, de rotation et de
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vibration. Les figures (21), (22), (23) et (24) représentent des coupes transversales des
mémes grandeurs mais pour z = 0.5m. Les comparaisons avec les solutions du Pr. Ivanov
sont tres satisfaisantes.

Enfin, nous avons considéré un écoulement d’azote N, dans les mémes conditions. La
figure (25) représente les isovaleurs de la température moyenne et les figures (26), (27) et
(28) respectivement les coefficients C'y, C, et Cf,.

Remark 6.1 Sur la convergence

Pour les calculs d’écoulements externes avec échanges d’énergie T-R seuls, l’élatl stalion-
naire est atleint lorsque le nombre de particules dans le domaine de calcul est stable. Ce
test n’est plus valable lorsque nous prenons en comple les échanges T-V. Fn effel, la fré-
quence des collisions T-V est beaucoup plus faible que la fréquence des collisions T-R.
C’est Uexpérience qui délermine approximativement le nombre d’itéralions a effectuer.
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distribution de probabilite: vitesse

.60 |
.50
.40 -
.30 -
.20 |
J10 |
00 - mee — | -
-40 -2. 0. 2.
f TRV_N2_B xb=. 6245m
. max pxx=. 002 pyy=. 008 pzz=-.011
Sx=.042 Sy=.040 Sz=-.049

a.

1 w (m's)

zb=.6235m

pxz=-

003

FiGc. 9 -

FEcoulement homogéne d’azote dans une boite. Distribution des vitesses en x.

Distribution obtenue par simulation en trait plein, distribution exacte en trait pointillé.

distribution de probabilite: vitesse
.70 F
.60
.50
.40
.30
.20 -
.10 -
00 | sl Lok i s
-4.0 -2. 0. 2.
f TRV_N2_B xb=. 6245m
. max pxx=.002  pyy=.008  pzz=-.011
Sx=.042 Sy=.040  Sz=-.049

a.

1 vz (m's)

zb=.6235m

pxz=-

003

Fic. 10 -

FEcoulement homogéne d’azote dans une boite. Distribution des vitesses en z.

Distribution obtenue par simulation en trait plein, distribution exacte en trait pointillé.
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distribution de probabilite: energie de rotation
204 ) 4
2.0 F b y
1.6 ~
T N S R y
T S e 4
L4 L 1
-0 L L L L L L I\ ]
0 o 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
_ TRV_N2_B xb=.6245m  zb=.6235m
. max pxx=. 002 pyy=. 008 pzz=-.011 pxz=-. 003
Sx=.042 Sy=.040 Sz=-.049
Fic. 11 -  FEcoulement homogene d’azote dans une boite. Distribution des énergies de

rotation. Distribution obtenue par simulation en trait plein, distribution exacte en trait

pointillé.
distribution de probabilite: energie de vibration
.12 - 4
.10 4
.08 4
.06 ~
.04 - ~
.02 4
.00 | 4
_ TRV_N2_B xb=.6245m  zb=.6235m
. max pxx=. 002 pyy=. 008 pzz=-.011 pxz=-. 003
Sx=.042 Sy=.040 Sz=-.049
Fic. 12 - FEcoulement homogene d’azote dans une boite. Distribution des énergies de

vibration. Distribution obtenue par simulation en trait plein, distribution exacte en trait
pointillé.
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nodul ef mal [in 18/ 12/ 95

enp TRV- G- PFC

18769  QUADRANGLES

20 2. 2685E+04
2. 1608E+04
2.0417E+04
1. 9227E+04
1. 8037E+04
1. 6847E+04
1. 5657E+04
1. 4467E+04
1. 3277E+04
1. 2087E+04
1. 0896E+04

I N )

20 | SOVALEURS

Fic. 13 - FEcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Isolvaleurs de la

température moyenne. Les oscillations au dessus de la plaque sont dues a un taux important
de raréfaction du gaz.

.00

S10 b

-.20 -

-.30 F o

-.40 -

-.50

-.60 L

—— TRV-@-PFC ER] CTI ON COEFFI Cl ENT
... TRV-Q2-PFC- S

Fic. 14 -  FEcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coefficient de
friction obtenu par le code INRIA (trait plein) et par le code ITAM (trait pointillé).
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S12 b

-1.6 b
2.0
o 2 . r s 1070 (M
—— TRV-C2-PFC Cp COEFFI Cl ENT
. TRV-Q2- PFC- S
Fic. 15 - FEcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coefficient de

pression obtenu par le code INRIA (trait plein) et par le code ITAM (trait pointillé).

Ch

-.05 -
e
-.35 : :
e |
T S T— SR L

e

TR o PR S
Fic. 16 -  FEcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coefficient de

chaleur obtenu par le code INRIA (lrait plein) et par le code ITAM (trail pointillé).
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FiGc. 17 -

. 20E+05

. 16E+05

. 12E+05

. B0E+04

. 40E+04

. 00E+00

- Tw

1z m

xcoupe=1. 000

. TRV- @2- PFC
TRV- @2- PFC- S

COUPES
tenp

Ecoulement d’ozygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coupes transversale

de la température moyenne (x = 1.m) obtenu par le code INRIA (trait plein)et par le code
ITAM (trait pointillé).

Fic. 18 -

. 30E+05

. 20E+05

. 10E+05

. 00E+00

= Tt

Z(m

—— TRV- C2- PFC
v TRV-Q2-PFC- S

xcoupe=1. 000

COUPES
tenptr

Ecoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coupes transversale

de la température de translation (x = 1.m) oblenu par le code INRIA (lrail plein)el par le
code ITAM (trait pointillé).
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t enpr ot (K)
T

. 28E+05 [T
. 24E+05 |-
. 20E+05 |-i
(16E+05 |-
J12E+05 |
. 80E+04 |

. 40E+04 |-

T rw

1z (m

. 00E+00 -

—— TRV- 2 PFC

. TRV-Q2-PFC-S  COUPES
tenpr ot
xcoupe=1. 000

Fic. 19 - Fcoulement d’oxygéne autour d’une plagque avec déflecteur. Coupes lransversale
de la température de rotation (x = 1.m) oblenu par le code INRIA (trait plein)et par le
code ITAM (trait pointillé).

tenpvi b(K)

10000. |

8000. |

6000. |-

4000. -

2000. |-

= Tw

h B H B . " Tinf
I I I I I I I L z(m

—— TRV- 2 PFC
v TRV-C2-PFGS  COUPES
tenpvi b

xcoupe=1. 000

Fic. 20 - Fcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coupes lransversale
de la température de vibration (x = 1.m) obtenu par le code INRIA (lrail plein)el par le
code ITAM (trait pointillé).
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T
.16E+05 |-

(12E+05 |

. 80E+04 |- --

. 40E+04

.00E+00 -~

temp (K)

[~ Tw
"+~ Tinf

_’ﬁ vie. TRV- CR-PFC-S
xcoupe=. 500

Z(m

Fic. 21 - Fcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coupes lransversale
de la température moyenne (x = 0.5m) oblenu par le code INRIA (trait plein)et par le
code ITAM (trait pointillé).

. 24E+05 | |
20E+05 |
(16E+05 |-
12E405 |
_80E+04 |
_40E+04 ||

.00E+00

t enpt r (K)

T Tw

1z (m

—— TRV- C2- PFC

.. TRV-C2- PFC- S

xcoupe=. 500

COUPES
tenptr

Fic. 22 - Fecoulement d’oxygéne autour d’une plagque avec déflecteur. Coupes lransversale
de la température de translation (x = 0.5m) obtenu par le code INRIA (trail plein)el par
le code ITAM (trait pointillé).
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t enpr ot (K)

T T
.16E+05 -
12E+05 |
. 80E+04 | -:
. 40E+04 |-
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.00E+00 |- * . . . ' = Tinf

| | | | | | | | Z(m

00 .10 20 30 .40 .50 . 60 .70

—— TRV- 2 PFC

. TRV-Q2-PFC-S  COUPES
tenpr ot
xcoupe=. 500

Fic. 23 - Fcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coupes lransversale
de la température de rotation (x = 0.5m) oblenu par le code INRIA (trail plein)el par le
code ITAM (trait pointillé).

tenpvi b(K)

6000. :
5000. (-
4000. +
3000. |-

2000. |

1000. | o Tw
B H = Ti nf
0. |1 AVA'R' i 1
| 1 | | 1 | | L1z (m
.00 .10 .20 30 _40 .50 .60 .70
— TRV-C2- PFC
v TRV-Q2- PFC- S COUPES
tenpvib
xcoupe=. 500

Fic. 24 - Fcoulement d’oxygéne autour d’une plaque avec déflecteur. Coupes lransversale
de la température de vibration (x = 0.5m) oblenu par le code INRIA (lrait plein)et par le
code ITAM (trait pointillé).
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Fic. 25 -

de raréfaction du gaz.

Fcoulement d’azote autour d’une plaque avec déflecteur. Isolvaleurs de la
température moyenne.

Les oscillations au dessus de la plaque sont dues a un tauzx important
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FEcoulement d’azote autour d’une plaque avec déflecteur. Coefficient de friction
obtenu par le code INRIA (lrail plein) et par le code ITAM (trait pointillé).
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—— TRV-N2-PFC Cp  COEFFI Cl ENT
c TRV-N2-PFC-S

Fic. 27 - Fcoulement d’azote autour d’une plaque avec déflecteur. Coefficient de pression
obtenu par le code INRIA (lrail plein) et par le code ITAM (trait pointillé).

-.05 Lo
.15 |
S.25 Lo
-85 Lo 4
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Fic. 28 - FEcoulement d’azole autour d’une plaque avec déflecteur. Coefficient de chaleur
obtenu par le code INRIA (lrail plein) et par le code ITAM (trait pointillé).
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7 Probabilité d’échange d’énergie VV et probabilité de tran-
sition

Nous rappelons, dans cette partie, les sections efficaces pour ce nouveau modele, des-
quelles découlent les probabilités d’échange d’énergie V-V.

Les collisions sont classées en trois groupes selon le parametre adiabatique Ag, donné
par

£ d
(64) Ay = Wi ’
Pm
ou 1
(65) wh = SE +ub),
66 W = o fonl, k=1,

wn, = V(1 —2z.(ng+0.5)),

(66)
(67)
(68) P =\ (Ei + Ey),
(69)

Pk = KU,

[2E
(70) vk =] 2,
I

1, [ étant les indices de I’état initial et de I’état final, ny le nombre quantique, vy et Fj la
vitesse et ’énergie de translation pour le niveau k, we la fréquence de 'oscillateur, z. un
parametre de non harmonicité (qui se déduit de la formule (42)), p la masse réduite de la
paire de particules qui entrent en collision, et d un parametre du potentiel de Morse

Le parametre AT controle les transitions entre les niveaux d’énergie. Pour les gaz que
nous considérons AT > 1. Dans ce cas les collisions sont adiabatiques, c’est-a-dire que
le temps de collision est plus grand que la période de 'oscillateur. Les régles de propen-
sions adiabatiques déterminent alors le processus d’échange d’énergie. Ainsi les transitions
vérifient

(71) Anl =-A g,

ou Any = ngs — ng;. Cette relation signifie que le nombre quantique de vibration est un
invariant collisionnel.
Le second parametre d’adiabaticité, A™, permet de classer les collisions en trois groupes:

- collisions lentes

(72) 1 <A <A7,
- collisions rapides

(73) AT <A <,

- collisions modérées
toutes les autres collisions.
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Ci-dessus A; et Ay sont des constantes.
Nous rappelons maintenant les sections efficaces pour les transitions d’un état (ny;, ng;)
a un état (nqs, nay) pour chaque type de collision.

Collisions lentes

i— p
(74) Trogi—ml = p_)_tUTPVXH
1

ou g est la section efficace élastique totale correspondante, calculée pour p = p,,, et ou

Ayyexp (—2/\_.'{_ tg~! (\/m))

(75) Pyy =
VEn/D
_ 1 1
ATk (tg (\/Em/D)iEm/D_I_1 )
1
(76) Ko = §|An1—An2|,
G‘f‘f ﬂ-d _ 2R~
7 Ayy = =———— | — |a,w, pd — (2a4 — a,)\/2uD ,
(77) YV T ) <4h [a wopud — (2a, — a,)\/2u D
o Ev1€v2 e _ EUq _
(78) GVV = <—4 ) y Evg = hweq’ q = 1, 2.

Dans I'expression précédente, F,, est I’énergie du mouvement interne de la particule.

Collisions rapides

ny;—ny o Pf
ngi—ng) = 27d o
K]

(79)
ou J,,(z) est la fonction de Bessel, zg = zgo — lg (1 + 1+ Em/D), avec zgp = Ro/d et

[ o (1= e e e e (1 - a) — 20 (U, (1 (R ),

0 m

Dd
(80) F(k,z)= o» h./ﬂ'xalmegme_(g”_%o) (ale_(x_xoo) - 2\/5&2) ,

Evl ‘|’EU2
(81) g = AT B2
1 hweq

26, 1
2 U =12 B = =(Ei+ Ey).
(82) v . 5 (Ei + Ef)

Collisions modérées
Dans ce cas la section efficace de collision est obtenue par interpolation des sections efficaces
des collisions lentes et rapides.
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7.1

Implémentation

Ici encore il serait trop honéreux de calculer les sections efficaces de collision pour chaque
collision dans le solveur DSMC. Par conséquent, des matrices contenant les probabilités

de transition VV, sont calculées préalablement et utilisées comme données pour toute
simulation. Un élément de la matrice de probabilité est notée P, (s, ny;, ng;, n1y,i4). Les
notations utilisées sont les suivantes:

s = 1,2,..., Ng représente le type d’interactions considérées. Elles s’écrivent de la
maniere suivante: A(ny;) + B(ny) — A(nif) + B(ngy). s caractérise les especes A
et B; Ng vaut 1 pour un gaz d’une espece diatomique, 2 pour un mélange de deux
especes dont I'une est une molécule, etc.

ni, Mo = 0,1, ..., %yqaz est le niveau de vibration avant collision, respectivement
pour les particules 1 et 2. La valeur de n,,,, dépend de la molécule considérée. Pour
I'azote, la valeur de n,,,, est 46.

tg = 1,2,...,N, est l'indice de la matrice de probabilité correspondant a une
vitesse relavite v; de la pair de particules qui entre en collision. On choisit préa-
lablement une valeur maximale v,,,, de la vitesse relative ainsi qu’un nombre de
subdivision N, de I'intervalle [0..v,,45]. Alors I'indice 7,4, pour la vitesse v;, est donné

par la formule
L?V 1
(83) ig — g v; + 5

vmal?

niy est le niveau d’énergie de vibration de la particule 1 apres collision. Si ngy
désigne le niveau d’énergie de la particule 2 apres la collision alors n; ¢ et nyy doivent
satisfaire les conditions suivantes

(84) nif €0,1,2, -+ Npae €t nyp # 0y
et
(85) nof €0,1,2, - Nypar et nop = ng — (n1p — nyj).

Alors la probabilité de transition s’écrit

(86)

T sl (v7)

PU(S7n1i7n2i7n1f7ig) - UT(Ui)
0 sinon

si (84) et (85) sont vérifiées

Pour (s, ny;, ng;,1,) fixé, en sommant P,(s, nq;, ngi, n1y,1,) sur les indices nyy, nous ob-

tenons une nouvelle matrice Pyps (s, n1;, n2i, tg), qui exprime la probabilité de transition
du état de vibration initial (ny;,n2;) & un quelconque état de vibration final (nf, nay)
vérifiant les conditions (84) et (85). Un élément de cette matrice s’écrit

(87)

PUM(87n1i7n2i7ig) = Z P(87n1i7ni27n1f7ig)'
nypvérifiant(s4)e(ss)

Enfin, une nouvelle matrice P’ est définie de la maniére suivante

(88)

nlf

, .
P(Svnlivni%nlfvzg) — E :
i=1

P(37 Ny, ni27j7 7/g)
Par(s,nai, nig, i)
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Sous cette forme la probabilité de transition croit de 0 a 1 quand n;; augmente.
L’algorithme de la figure (29) détaille I’échange V-V lorsque deux particules ont été sé-
lectionnées. L’algorithme global de collision, prenant en compte tous les types de collisions

M = Rndl;m =0

Rnd?2 < P/(S,nliﬂiv#m?ig)

Non

m=m + 1

Oui

nif=m

ngf = Mg — (M — ny;)

5;‘ =&t - (€n2f - 8712:‘) - (Enu - Enli)

Fic. 29 - Algorithme déchange d’énergie dans une collision VV.

décrits précédement est représenté (30).
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Collision

|

— Rndl < Zr

l Oui
Non

T-R

Rnd2 < P(VT)

Non Oui

T-V

T Rnd3 < P(VV)

Oui

Non
V-V

Fic. 30 - Algorithme global de collision.
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7.2 Résultats numériques

Relaxation adiabatique dans une boite
Nous considérons un gaz formé de molécules d’oxygene. Les températures initiales de
translation et de rotation sont égales & 20000K, et la température initiale de vibration est
égale a 0. La figure (31) représente la relaxation des différentes températures dans le cas ou
I’on ne considere que des échanges VT et dans le cas ol ’on consideére des échanges VT et
VV. Nous remarquons que l'introduction du nouveau modele ne modifie pas sensiblement
la relaxation.

Ecoulement autour d’une plaque avec déflecteur

Nous considérons un gaz mono espéce, constitué de molécules d’oxygene.

Les parametres de ’écoulement et les données concernant la géométrie sont ceux donnés
au paragraphe 6-3.

Toutes les grandeurs que nous présentons sur les différentes figures, calculées a partir des
modeles d’échanges d’énergie V-T et V-V, sont comparées a celles calculées en ne prenant
en compte que les échanges d’énergie V-T pour le mode de vibration.

Les figures (32), (33) et (34) représentent respectivement les coefficients de friction,de
pression et de chaleur, dont les expressions sont rappelées ci-dessous

(o0-mn) -7 (c-n)-n (¢- n)
Ct=——-—F— C,=—>— Cp=——"—.
705 poo ul.’ P05 poo u2,’ " T 05 poo U,

Nous constatons que les solutions sont tres similaires.

Les iso valeurs des températures de translation , de rotation et de vibration sont re-
présentées respectivement sur les figures (35), (36) et (37). Les figures (38), (39) et (40)
montrent différentes sections transversales a la plaque des différentes températures. La
longueur de la plaque ( sans le déflecteur) est de 0.8m; les sections sont considérées aux
abscisses 0.8 et 1.1. Comme pour les coeflicients on remarque que les températures obte-
nues avec ou sans l'introduction du modele d’échange d’énergie V-V sont treés similaires.

Enfin, les coefficients a la paroi sont comparés avec ceux obtenus par le modele de
Borgnakke-Larsen discret [19], [2], [6]. Ce modele considére des énergies de vibration et
de rotation discretes. Les résultats sont tres voisins pour les coefficients de friction et
de chaleur. Une différence sensible apparait pour le coeflicient de pression au niveau du
déflecteur.
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FiG. 33 - Coefficient de pression C), oblenu avec le modéle de Borgnakke-Larsen discret,
avec le modéle d’échange V-T el avec les modéles V-T et V-V.
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Fic. 34 - Coefficient de chaleur C}, obtenu avec le modéle de Borgnakke-Larsen discret,
avec le modéle d’échange V-T el avec les modéles V-T et V-V.
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Fic. 36 - Iso valeurs de la température de rotalion avec les modéles V-T et V-V.
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Fic. 37 -  Iso valeurs de la température de vibration avec les modéles V-T et V-V.
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Fic. 38 - Coupes de la température de translation.
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8 Conclusion

Nous avons présenté dans ce papier le solveur Boltzmann que nous utilisons a 'INRIA.
En particulier, nous avons décrit ’approximation numérique de I’équation de Boltzmann
dont découle 'algorithme implémenté. De plus nous avons précisé le modele d’échange
d’énergie T-R de Borgnakke-Larsen et introduit un nouveau modele pour les échanges
d’énergie T-V et V-V, ainsi que les probabilités pour que de tels échanges se produisent.
L’implémentation de ce modele a été validée pour des écoulements d’oxygene et d’azote
dans le cas homogéne et autour d’une plaque munie d’un déflecteur avec une forte in-
cidence. L’introduction d’un modeéle T-V est nécessaire pour les écoulements a hautes
températures. La comparaison entre des solutions prenant en compte ou non le modele
V-V, pour le cas test proposé, montre que son importance est négligeable.
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ANNEXE: Le modeéle de Borgnakke-Larsen discret

Pour le modeéle que nous présentons maintenant les énergies de rotation et de vibration sont
quantifiées. Les échanges d’énergie T-R et T-V suivent le modele de Borgnakke-Larsen,
modifié pour la prise en compte du spectre discret des modes de rotation et de vibration.
Afin d’obtenir une relaxation compatible avec celle donnée par le modele de Landau Teller,
nous avons implémenté des probabilités de relaxation adéquates, ainsi que la méthode de
sélection par particules sans doubles relaxation [12], [18].

Energie de rotation: Le modéle du rotor

La modélisation d’une molécule diatomique par le modeéle du rotor introduit une quan-
tification des niveaux d’énergie de rotation. Ainsi, I’énergie du niveau j est donnée par
I’équation

(89) e (J) =30 + 1kb, (1—4xr (g-r)Qj(jJrl)),

ou k est la constante de Boltzmann, 8, et 8, les températures caractéristiques de rotation
et de vibration et x, un parametre variant de 0 & 1. Pour y, = 0, nous retrouvons le
cas du rotor rigide. Pour que le modele soit plus réaliste, on définit un niveau d’énergie
maximum J,., de telle sorte que &, (Jmaz) < £dis, OU £4:5 est I'énergie de dissociation de
la molécule. La distribution d’énergie de rotation a I’équilibre s’écrit, en tenant compte de
la dégénérescense des niveaux,

, £-(7)
(25 + Dexp | —
(90) L) = Q< Lzl )

ol (), est la fonction de partition associée a I’énergie de rotation, définie par

(1) Q=Y 2+ Neap (- g;f;’)) ,

k3

T représentant la température d’équilibre. Remarquons que dans le cas ou x, = 0, et
pour une somme infinie, la function de partition vaut 6,./T. Il est nécessaire d’utiliser
une méthode d’acceptation rejet pout tirer, selon la distribution f,, le niveau d’énergie de
rotation d’une particule. La distribution des niveaux d’énergie a I’infinie est donnée par
fr, en remplagant 7" par T, et a la paroi, en remplacant 7" par 7.

Nous devons encore définir la probabilité conjointe. Celle-ci permet de tirer le niveau
d’énergie d’une particule qui relaxe le mode de rotation aprés une collision. Dans ce but,
Boyd [6] utilise le schéma de Borgnakke-Larsen, modifié pour prendre en compte le carac-
tere discret de 1’énergie de rotation. La distribution est alors réécrite en introduisant une
masse de Dirac, comme le montre I’équation suivante

(92 folernd) = o i+ Deaw (— 2 )6 (52 - ).

Nous supposons, dans la formule (92), que @, est finie. D’autre part, la distribution d’éner-
gie de translation associée a la paire de particules qui entrent en collision, s’écrit, pour le
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modele VHS,
_ 1 £t 1-w Et )

ou w est lié & la section efficace de collision o, par la relation
(94) g ocg,

(w =0 pour le modele HS), et
1
(95) € = 5#927
est ’énergie de translation relative. Dans la formule précédente, p est la masse réduite
et ¢ la vitesse relative de la paire de particules qui entrent en collision. La distribution

conjointe est alors obtenue par la formule suivante
Ec
(96) Srihed = [ A = e = e el e

ol £, = & + &, = &, + €. est invariant dans la collision. Notons qu’une seule des deux
particules qui entrent en collision relaxe 1’énergie de rotation et par conséquent échange
de I’énergie avec le mode de translation. Apres calcul de 'intégrale, on obtient

(97) foe) = ﬁ&(zm 0 (%)1 on (=),

En supposant I’équilibre thermodynamique local, il résulte que T est une constante. De
méme, ’énergie totale €. de la paire est une constante dans la collision. On peut donc tirer
le niveau d’énergie 5’ de la particule apres collision en utilisant la distribution

(98) 9r (4" ee) o< (25" + 1) (ec — & (5)) 7.
La distribution normalisée g/ correspondante s’écrit

9 _ (2D —e ()
Gromaz  (2J' 4+ 1)(ec — ()~

(99) 9:(j' ec) =

ou

1 1 4e
1 =2 1-1 S S41)].
(100) d 2[ +\/3—2w <k0r+ )]

On utilise ensuite une méthode d’acceptation rejet pour tirer j' selon la distribution de
probabilité g/.

Energie de vibration: le modéle de I’oscillateur
Dans le cas de l'oscillateur les niveaux d’énergie de vibration sont également quantifiés, et
sont donnés par

(101) cli) = (3 3) 00 [1 - (5 +3)].

4e g;s

ol £4;5 est ’énergie de dissociation de la particule et y, un parametre de non harmonicité
de l'oscillateur variant de 0 & 1. Pour x, = 1 on retouve les niveaux d’énergie de ’oscillateur
harmonique.
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La distribution des niveaux d’énergie a I’équilibre est donnée par la formule

eTp <— 82(1.3))

102 Jo(d) = ;
(102 0= —g.
ou (), est la fonction de partition, qui s’écrit

v - kT )

Cette fonction de distribution permet de tirer les niveaux d’énergie des particules apres
une collision avec une paroi et les les niveaux d’énergie des particules a 'infini.

Ici encore, lors d’une collision, une seule des particules est sélectionnée pour échanger
de I’énergie avec le mode de translation. La distribution conjointe qui permet de tirer
le niveau d’énergie de la particule apres collision est encore obtenue par le schéma de
Borgnakke-Larsen modifié. Dans ce cas la distribution d’énergie de vibration, modifiée par
I'introduction d’une masse de Dirac [2], s’écrit

(104) folew,5) = %ew <_I§_ZUF) g (li_gf - 82(1{)) '

La distribution conjointe est alors donnée par la formule intégrale suivante

(105) foli' ee) = /OEC fier = ec — ) fuley, 5')del,

ou f; est la distribution d’énergie (93) du centre de masse, et ¢, = g;+¢, = e} +¢!, I"énergie
totale, invariante dans la collision. Apreés calcul, la fonction de distribution normalisée ¢/,
est donnée par

(106) gt = (1- ﬂ)

€

Finalement I'implémentation de cette formule utilise une méthode d’acceptation rejet
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