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AMSS-8v (1) dt=0.05, N=100 AMSS-8v (2) dt=0.05, N=100

AMSS-8v (3) dt=0.05, N=100
AMSS-8v (4) dt=0.05, N=100

AMSS-6v dt=0.05, N=100

Figure 58. Wes en coupe de I'ellipse selon son grangaour les 4 koix possible dé\O
pour AMSS-8v et pour AMSS-6v
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Figure 57. Ewlution de I'ellipse selon les 5 kémas possibles (dt = 0.05)
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ANNEXE E

lllustration des analyses multi-dw®lles

Comparaison des cing implémentations de
'AMSS
en fonction du choix du parameétie A,
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Figure 56. Wes en coupe de I'ellipse selon son granggour les 4 koix possible dé\O
pour EMSS-8v et pour EMSS-6v
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Figure 55. Ewlution de I'ellipse selon les 5 kémas possibles (dt = 0.2)
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Figure 54. Vues en coupe du disque pour les4 choix possi blede)\o pour EMSS-8v et pour

EMSS-6v
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Figure 53. Ewlution du disque selon les 5sémas possibles (dt = 0.4)
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ANNEXE D

lllustration des analyses multi-dw®lles

Comparaison des cing implémentations de
'TEMSS
en fonction du choix du parameétie A,

Rappel des diérents choix possibles pour le parametre Ifyedans le cas
de I'analyse euclidienn&MSS) implémentée selon le sché®@&oisins :

m ler cas, d'aprés (Aarez et al., 1994) :

_ u§+ 2u§—|ux Euy|

>
M 2 Uyt = U
(69)
2 2
N uy+2ux—|uX[uy| U<l
0 2 Uyt < Ju
m 2eme cas, d’apres (Sapiro et al., 1993) :
2 2. 2
Ao =05 0u|”™ = 0,5 [u, + uy) (70)
m 3eme cas, d'aprés (Advez, 1996) :
2 2 2
Ao = 0,2500u[” = 0,25 [uy + uy) (71)
m 4éeme cas, d'aprés (Cohignac et al., 1993) :
u4
_ 2 2 2 X
Ag = 0,5 E(ux+uy)—ux+ 5 (72)
UX + uy

Enfin, un dernier cas d’'implémentation de I'analyse euclidieBMSE) est
le schéma voisins pour lequel il n’y a plus de paramétre libre.
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AMSS - schéma 6 @isins

dt=0.5, N=100 & 500 dt=0.1, N=100 & 500
w image initiale
. __ dt=01
= — dt=0.2

Figure 52. Stabilité de 'AMSS - 6oisins
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Figure 51. Stabilté de TEMSS - 6oisins
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ANNEXE C

lllustration des analyses multi-dw®lles

Tests de stabilité

EMSS - schéma 6 eisins
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bruit 70% (SNR=-3.9)
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Figure 49. \We en coupe du disque bruité (70%) avant et apres EMSS (N=100, dt=0.2)

bruit 70% (SNR=-3.9) bruit 70% (SNR=-3.9) puis EMSS-8v (lambda0_1) ct=0.2, N=100

e
I
o

Figure 50. Avant (gaude, bruit 70%) et aprés (droite) EMSS-8igins
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Figure 47. e en coupe du disque aprés lissage gaussien potgrgifites valeurs de la
variance (en bleug“=30 ; en rouge, image non bruitée)
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Figure 48. \Ue en coupe du disque aprés EMSS (en rouge, dt=0.3, N=100)
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Figure 46. Comparaisons EMSS-Gaussienne pour le filtrage
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amss6v - 20% - dt=0.05, N=300
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Figure 45. \ues en coupe du disque aprés AMSS et EMSS



78 Laurence Lucido, Rachid Deriche, Luis Alvarez, Vincent Rigaud

80

70

60

50

40

30

20

10

10 20 30 40 50 60 70 80

Figure 44. Colonne de gatlne : images initiales, de haut en bas, sans bruit, 20%, 60% de
bruit, colonne de droite, apres analysediag (AMSS - 6 wvisins), pour dt=0.05 et 100
itérations.
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Figure 43. En haut contour image bruitée (10%) avant et aprés analyeea{AMSS - 6
voisins) pour dt=0.05 et 100 itérations ; en bas, vue en coupe
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Figure 42. En haut a gauiee, image bruitée (30%), a droite, vue d’'une coupgufes du
bas, apres analyse euclidienne (EMSS -disins) pour dt=0.1 et 100 itérations.
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Figure 41. En haut a gauge, image bruitée (20%), a droite, vue d’'une coup@ufes du
bas, apres analyse euclidienne (EMSS -dsins) pour dt=0.1 et 100 itérations.
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Figure 40. En haut a gaulee, image bruitée (10%), a droite, vue d’une coupigufes du
bas, aprés analyse euclidienne (EMSS -dsins) pour dt=0.1 et 100 itérations.
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ANNEXE B

lllustration des analyses multi-dw®lles

Tests sur des images synthétiques bruitées
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Figure 39. Invariance euclidienne AMSS 6 voisins
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dt’ = 0.5 dt = 0.005
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Figure 38. Irnvariance afine AMSS 6 wisins : illustration de t' = ./|det(A)| [
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Figure 37. EMSS - 6 eisins (dt=0.5, 200 itérations entre deux images successitle
gaude a droite, de haut en bas)
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Figure 36. Image synthétique de test 3
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Figure 35. EMSS - 6 @isins (dt=0.2, 400 itérations entre deux images succes3iv
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Figure 34. Image synthétique de test 2
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Figure 33. Ewlution du contour 0.5 par EMSS (dt=0.2 100 itérations entre deux images
successigs, de gauee a droite, de haut en bas)
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ANNEXE A

lllustration des analyses multi-dw®lles

Tests sur des images synthétiques
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Figure 32. Image synthétique de test 1
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8 Conclusion

Dans cet article, nousyans proposé un bilan, qui seut autonome, des ana-
lyses multi-échelles des imagessant interenir le formalisme mathémati-

gque des équations aux déms partielles. |l s’agissait de présenter les
résultats théoriques essentiels a la compréhension et I'utilisation de ces tech-
nigues mais aussi leur implémentation en illustrant leurs comportements sur
des images synthétiques. Now®rms implémenté, pour les analyses multi-
échelles euclidienne effimie, cing schémas numériquedéiénts, et nous les
avons comparés, notamment du point de vue de leur comporteacenad

bruit sur des images synthétiques en calculant le rapport signal a bruit, mais
aussi - pour figr les idées - en utilisant le critére d&wion du rayon d'un
disque, pour lequel nous connaissons la loi théorique. De plus, il nous a sem-
blé important d’attriber un poids non négligeable au critere visuel dans la
comparaison de ces schémas numériques et dans la détermination de la stabi-
lité des processus.

Enfin, nous deons préciser que le formalisme des équations auwédsrpar-

tielles pour I'analyse multi-échelles des images nous ouvre unelfwie

de recherche dans le cadre de notre étude concernant la mise en correspondan-
ce d'images bagimétriques sous-marines, en ce qui concerngylasetation

de nos cartes de profondenmais aussi en apportant un cadre théorique solide
al'ensemble de la méthode, notamment quant aux qualitéaigéinces mor-
phologique et euclidienne (ouiak) des opérateurs.
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Figure 31. Rissages par zéro du LoG - Cas D
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Figure 30. Rissages par zéro du laplacien d’une image lissée par une gaussienne - Cas C
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Figure 29. Rissages par zéro du laplacien d’'une image analysée par EMSS (dt, N) - Cas B



Sur quelgues $&mas de résolution d’EDP eraitement d’images 57

EMSS(0.01, 110) — EMSS(0.01, 100)

100

EMSS(0.05, 110) - EMSS(0.05, 100)

T T T e

Figure 28. Rissages par zéro de lafdifence de deux images aprés EMSS - Cas A
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Figure 27. Sbéma de principe
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Dans le cadre d’une représentation multi-échellze(i€lerink, 1984), la con-
volution de I'image originaleveec des gussiennes deaviances dffrentes

est la solution de I'équation aux déres partielles sumnte €quation de la

chaleur- éqt. (67)) :

(X, y,t) = 02 (X, y,t)
(X! y! 0) = IO(X! y)

(67)

i o
— 2

Dans ce cas, les axiomes de linéaritéaiimnce euclidienne, structurgrp-
midale et comparaison locale sont vérifiés. Rappelons que, si I'on souhaite
de plus satigfire a I'invariance morphologique, alors I'opérateur -qui n’est
plus une gussienne- est solution de I'EDPante (68):

O

Dol _ . Hu .0

Ea = |Oul| [G%"qu_mmtm ©8)
E I(X’ ya O) = IO(X! y)

Cet opérateurHuclidian Morpholgical Scale-Spadevérifie non seulement

les propriétés de laagissienne mais aussi il esvanant morphologique-

ment. En outre, une approximation du Laplacien d’uaasgienne peut
s'exprimer par la dierence de deux amssiennes successs (Deriche,
1989); qu’en est-il si nous &ctuons la ditrence de deux images a des
échelles succesa&s obtenues par I'opérateur EMSS?

C’est la comparaison, dans le cadre de la détection de caractéristiques, que
nous proposons dans cette application. Le schéma de pringcipetsésume

ces quatre algorithmes de détection.
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1u=100m 0 26 4‘0 éO éO ".160
Figure 26. Une carte bathymétrique et sa carte de falaise (droite)

Les cartes deafaises sont obtenues par détection des passages par zéro du
laplacien de I'image (65).

(65)
111
AL =301-81
111

Si nous traaillons sur des images préalablement lissées paraussignne
bidimensionnelle, alors I'opération de détection des contours dans I'image
du laplacien est équalente a la détection des passages par zéro dans I'image
du «laplacien de laagissienne».

Par suite, nous obtiendrons les cartesalaiges par calution de la carte
bathymétrique &ec un filtre «Laplacien d’'une Gaussienne» (filtre LoG) puis
recherche des passages par zéro. Dans le cas discret, le filtre kp@GrEe

par (66):

0 20
0%6(i, j) = —5(r* 209 epE-—Haecr® = 2+ 2 (6)
210 02070

pouri O[-M, M] etj O[-M, M]

Il dépend donc de deux paramétres :daancec? de la gussienne et le
rayonM du filtre.
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6.4 Conclusions sur la comparaison des schémas numériques

Afin de comparer les cing schémas numériques qui permettent d'implémenter
les analyses multi-échelles euclidienne &haf nous @ons utilisé deux cri-

teres quantitatifs, I'un étant I'élution du rayon d’'un disque (dont nous con-
naissons la loi théorique), l'autre étant le rapport signal a bruit. Une
comparaison qualitate est possible lorsque nous nous intéressons aux vues
en coupe successis dans le cas du disque.

S'’il nous apparait dicile d’extraire de cet ensemble de résultats une conclu-
sion définitve et sans appel sur ces schémas numériques, nousp@invre-
vanche donner quelques pistes dans le choix des schémas.

Ainsi le schéma numeérique d’apres (8§ 3.2.3) est celui dont I'erreur quadrati-
gue sur I'estimation du rayon du disque est la plus forte : il s’agit du schéma
qui produit une ésiution du disque la plus digrente de la loi théorique. C’est
aussi ce troisieme schéma qui conduit aux rapports SNR lesajillesfpar
rapport au autres schémas et dans les mémes conditions de tests.

Enfin, si nous considérons des résultats plus qualitatifs ((figure 21) eteAnne
D), nous constatons que si la propriété de stahiljjédonnée dans (Alrez

et al., 1994) n’est pas Vérifiée pour les cing schémas, on constate que les sché-
mas d’aprés (8§ 3.2.2) et (8 3.2.3) sont fortement instables de ce point de vue.
Nous la rappelons ci-dessous (64):

[stabilité L ] Soient c et d des réels. 5t U(X) < Calorss < TU(X) S € (64)

7 Application a la détection de caractéristiques

Le probléme de négation référencée terrain par mise en correspondance de
cartes batymeétriques passe par une étape préalable gimesgation du

signal.

Une premiére étude (Lucido et al.,, 1996), essentiellement fondée sur les
résultats obtenus par (Rodriguez et al., 1989), a montré que le passage a une
représentation des images hattétriques en «cartes dadises» (figure 26)
donnait des résultats probants dans cette phasgmestion : la conseav

tion des contours de forte pente esfisafte pour une mise en correspon-
dance correcte et une estimation des parametreyidgatian.



Laurence Lucido, Rachid Deriche, Luis Alvarez, Vincent Rigaud

Tableau 7 :SNR sur I'image du disque, pour AMSS (100 itérations, dt=0.01)

Méthode SNR (dB)
image initiale 2.42 -2.01 -4.93
AMSS - 8v -\ (8 3.2.1) 5.93 1.50 -1.42
AMSS - 8v -\, (§ 3.2.2) 6.21 1.79 -1.14
AMSS - 8v -A( (8 3.2.3) 5.0 0.58 -2.33
AMSS - 8v -\ (8§ 3.2.4) 5.91 1.48 -1.44
AMSS - 6v 5.76 1.33 -1.59

Tableau 8 :SNR sur I'image du disque, pour AMSS (100 itérations, dt=0.025)

Méthode SNR (dB)
image initiale 2.42 -2.01 -4.93
AMSS - 8v -A\; (8 3.2.1) 8.74 4.65 1.79
AMSS - 8v -A; (8§ 3.2.2) 8.96 4.88 2.01
AMSS - 8v -Aj (8 3.2.3) 7.03 2.79 -0.07
AMSS - 8v -\ (8 3.2.4) 8.75 4.65 1.80
AMSS - 6v 8.56 4.44 1.59
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En outre, nous précisons que le SNR est calculé sur des images «centrées» sur
la moyenne des meaux de gris. Les résultats sont présentés dans les tableaux

5 et 6 surants pour 'EMSS et dans les tableaux 7 et 8 pour 'AMSS. D’autre
part, en Annge B sont présentés f#ifents test des analyses multi-échelles

sur des images synthétiques bruitées.

Tableau 5 :SNR sur I'image du disque, pour EMSS (100 itérations, dt=0.1)

Méthode SNR (dB)
image initiale 2.42 -2.01 -4.93
EMSS - 8v -Ag (8§ 3.2.1) 12.33 8.75 6.18
EMSS - 8v -A; (8§ 3.2.2) 12.12 8.63 6.03
EMSS - 8v Ay (8 3.2.3) 11.30 7.37 4.69
EMSS - 8v -\ (§ 3.2.4) 12.27 8.71 6.15
EMSS - 6v 12.33 8.71 6.12

Tableau 6 :SNR sur I'image du disque, pour EMSS (100 itérations, dt=0.2)
Méthode SNR (dB)

image initiale 2.42 -2.01 -4.93
EMSS - 8v -Ay (8 3.2.1) 10.94 8.40 6.21
EMSS - 8v -A; (8 3.2.2) 10.83 8.13 5.82
EMSS - 8v -Ay (8 3.2.3) 10.39 7.44 5.05
EMSS - 8v -Ay (8§ 3.2.4) 10.84 8.33 6.16
EMSS - 6v 10.88 8.37 6.20
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D’autre part, il est égement intéressant de présenterdlétion dea(t) et de
b(t) séparément (figure 25) :

EMSS-8v (1)
20 : : :

18-
161
14r
12-

10

—w—— Qrand ag

—6——6— petit ae

| | | | | |
0 10 20 30 0 50 61 70 80 920 100
echelle = Ndt

Figure 25. Ewlution du grand ax et du petit a& de I'ellipse pour TEMSS-8 aisins (1)

On constate que I'@ution des deux as de I'ellipse corerge \ers des a-
leurs identiques dés I'échelle 90, pour laquelle I'ellipse esrdes un disque
de rayon 3,4 pigls.

6.3 Rapport Signal-sur-Bruit

Parmi les critéres quantitatifs les plus courants, neaasaretenu le rapport
signal a bruit (Signal to Noise Ratio, SNR). II>x@&me en décibels par le
rapport entre I'image de référence x et I'image y aprés analyse - euclidienne
ou afine (63) :

O x| C
SNR(dB) = 10og F——=C (63)

>
10x—y|°C

Dans les tableaux suints, nousans calculé le SNR apres analyse sur
'image bruitée du disque.rdis nveaux de bruit additif gussien sont
utilisés: 30% 6nr=2.42dB), 50%enr=-2.01dB) et 70% énr=-4.93dB).
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6.2 Extrapolation a I'évolution du grand-axe et du petit-axe de
I'ellipse

En utilisant les résultats concernant é&ution du rayon du disque, nous pou-
vons en déduire I'éiution du produit(t).b(t), a(t) étant le grand axetb(t)
son petit ag, dans le cas de I'ellipse (62), ce qui correspond alliGen de
son aire (figure 24):

a(t) th(t) = ag [y —2Ndt (62)
EMSS-8v (1) EMSS-8v (2)
18, 180%
160 160F
1401 100F
1201 120
|100 2100F
80 q 80
60 q 60
401 1 40
20 b 20
o 10 0 % 4 0 6 70 8 % 10 o 10 0 % 4 5 e 70 @ % 10
echelle = Ndt echelle = Nt
EMSS-8v (3) EMSS-8v (4)
180F 18
160 160F
140 100k
120+ 120k
£ 100] 4§ 100]
80 80
60 0
401 a0
20| 20|
o 10 2 % 40 50 6 70 80 % 10 o 10 2 % 40 s e 70 8 %0 10
echelle = Ndt echelle = Nat
EMSS-8v (5)
18
160
1401 , .
th
ol —_— eorie
8100
—6——o6— calcul
60}
401
20
o 10 2 0 40 W 70 @ % 10

50
echelle = Ndt

Figure 24. Evolution du produit grand-axe * petit-axe de |’ ellipse pour I'EMSS
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AMSS-8v (1) dt=0.025 - erreur=0.39
T

. . . AMSS-8v (2) dt=0.025 - erreur=0.36
20; T T T T
18
18
16
16
I
] @
? 7
%u £
§, = 14+
€
12
12
10
10(
0 5 10 15 20 25 8 L L L L
echelle=Ndt 0 5 10 15 20 25
echelle=Ndt
AMSS-8v (3) dt=0.025 - erreur=0.61 AMSS-8v (4) dt=0.025 - erreur=0.39
20; T T 20; T T
18 18 -
16 16 -
oy @
£ £
S1ap S1af 8
s s
g g
12 12 ,
10 10 S)
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
echelle=Ndt echelle=Ndt
AMSS-8v (5) dt=0.025 - erreur=0.44
20; T T
18 —
16 —
o
£
S 4
s
g‘ faY o ey z
g
6——6—=-6 courbe réelle
12 -
10 )
L.
. . .
courbe théorique
0 5 20 25

0 15
echelle=Ndt

Figure 23. Evolution du rayon d'un disque pour I’ AMSS (dt=0.025)
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AMSS-8v (lambda0_2)
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Figure 22. Evolution du rayon d’'un disque pour I’AMSS (dt=0.01)
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6.1.4. Résultats pour TAMSS

Comme précédemment, now®as superpose la courbe théorique et la cour-
be réelle d’éwlution du rayon dans le cas de 'AMSS et pour ses cing implé-
mentations.

Le rayon du disque est déterminé au sulelgixes, pour I'isophote dekleur

0.6, toutes les 100 itérations, pour dt=0.1 puis dt=0ePrdur quadratique est
calculée est présentée dans les tableaux 3 etahssii

Tableau 3 :Err eur quadratique sur le rayon calculé pour TAMSS (dt=0.01)

Méthode Erreur quadratique
AMSS - 8v -Aq (§ 3.2.1) 0.31
AMSS - 8v -A; (8§ 3.2.2) 0.29
AMSS - 8v -Aj (8 3.2.3) 0.46
AMSS - 8v -)Aq (§ 3.2.4) 0.30
AMSS - 6v 0.33

Tableau 4 :Err eur quadratique sur le rayon calculé pour 'AMSS (dt=0.025)

Méthode Erreur quadratique
AMSS - 8v -A\y (8 3.2.1) 0.39
AMSS - 8v -\ (8 3.2.2) 0.36
AMSS - 8v -\, (§ 3.2.3) 0.61
AMSS - 8v -\ (8 3.2.4) 0.39
AMSS - 6v 0.44
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EMSS-8v (Lambda0_1) di=0.4, N=100 EMSS-8v (Lambda0_2=0.5) dt=0.4, N=100
12 T T T — T T T ) ! ! ! ! ! ! !

Figure 21. Ewlution du disque en coupe selon les :iémas d’implémentation de
'EMSS
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Figure 20. Evolution du rayon d'un disgue pour I'EMSS (dt=0.2)
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Figure 19. Evolution du rayon d'un disque pour I'EMSS (dt=0.1)
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implémentations.

Le rayon du disque est déterminé au sulelgixes, pour I'isophote dealeur

0.6, toutes les 100 itérations, pour dt=0.1 puis dt=0.2 (figure '2@elr qua-
dratique est calculée est présentée dans les tableaux 1 et 2. Enfin, nous présen-
tons (figure 21) les vues en coupe du disque au cours de I'analyse euclidienne
pour ses cing schémas numériques.

Tableau 1 :Err eur quadratique sur le rayon calculé pour TEMSS (dt=0.1)

Méthode Erreur quadratique
EMSS - 8v Aq (§ 3.2.1) 0.29
EMSS - 8v -Aj (8 3.2.2) 0.08
EMSS - 8v Aq (§ 3.2.3) 2.12
EMSS - 8v Ag (§ 3.2.4) 0.27
EMSS - 6v 0.56

Tableau 2 :Err eur quadratique sur le rayon calculé pour 'EMSS (dt=0.2)

Méthode Erreur quadratique
EMSS - 8v Aq (§ 3.2.1) 0.297
EMSS - 8v -Ay (§ 3.2.2) 0.079
EMSS - 8v Aq (§ 3.2.3) 2.17
EMSS - 8v Aq (§ 3.2.4) 0.28
EMSS - 6v 0.58
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Le moins preient des coventions de signes qui sont sortantes pour la com-
posante normale etrv(u)=1/R(t)

Une solution de cette équation est :

R(t)= A/(Roz—tz) (57)
» Cas diine

De la mémedcon nous obtenons I'équationféientielle:

%R(t): [t x curv(u)]¥® (58)

Une solution particuliere de cette équation est :

3/4
R(t)= (Ro™ 3 —t¥3) (59)

6.1.2. Changement d'échelle

Il est important de noter que pour le calcul des images, I'équatféredifiel-
le est implémentée apres le changement d’échelle deisbiet. De plus, le
calcul est discrétisé et sfe€tue sur une période.dt

Ainsi t1=N.dt maistl = %x t2 dans le cas euclidien &t = gx t4/3 dans

le cas dine.

Les formules théoriques du rayon dans le cas discret sont dono/Brgesit

euclidien  R(t) = A/[R02—2 x N x dt] (60)
3/4
affine  R(t) = [Ro“/ 3—%‘ x N x dt} (61)

6.1.3. Résultats pour lTEMSS

Sur la figure swiante (figure 19), nousvans superposé la courbe théorique et
la courbe réelle d’éilution du rayon dans le cas de 'EMSS et pour ses cing
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5.4 Conclusions sur la stabilité des analyses EMSS et AMSS

Nous &ons pu constater sur les figures précédentes de ce paragrapieedes ef
du choix du parametrét dans la stabilité - ou I'instabilité! - des analyses.
Bien entendu, ces résultats sont visuels. Eanehe, ils permettent de mettre

en évidencex@érimentalement les limites théorique (dans le cas de TEMSS,
Cf. (53)) et @périmentée par d’'autres (dans le cas de 'AMSS, Cf. (54)). En
fait, nous constatons que ces limites dépendent de la forme et de la taille de
'image, mais il reste que, quelles que soient la taille et la forme de I'image
initiale, la stabilité n’est pas nécessaiment assurée au dela de ces limigs

c’est sans doute ce qu’il nowsutra retenir ici.

6 Comparaison des schémas numérigues

Dans le paragraphe précédent, nowma présenté quelqueseenples con-
cernant les analyses multi-échelles euclidiennefieeaen utilisant des ima-

ges synthétiques et en présentant lealuéon. En outre, nouans présenté

cing schémas numériquesfdiients pour implémenter ces analyses ; et cette
présentation ne saurait étre compléte sans une comparaison -gaaitati
guantitatve- des cing choix possibles d'implémentation. En ce qui concerne
les criteres de comparaison quantitatifs, nous nous fierons a celuiaa-I'év

tion du rayon d’'un disque (dont la loi peut étre déterminée théoriquement) et
a celui du rapport signal a bruit. Les critéres visuels sont quant a eux présentés
en Annees D et E de ce document.

6.1 Critére du rayon du disque

6.1.1. Calcul théorigue du rapn

* Cas euclidien
On a:

10 0 10
GH, T 05 5RO 0,75 (55)

Or G(t,curv(u))=t.curv(u) ceci nous mene directement a I'équatiofédén-
tielle suvante:

%R(t): —t x curv(u) (56)
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AMSS 6 voisins
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Figure 17. Stabilité de I'ellipse pour 'AMSS 6isins (100 itérations)

AMSS 8 voisins
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Figure 18. Stabilité de I'ellipse pour 'AMSS &isins (100 itérations)
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» EMSS6 voisins
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Figure 15. EMSS 6 @isins, 100 itérations

» EMSS8 voisins
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Figure 16. EMSS 8 oisins, 100 itérations
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* AMSS8voisins
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Figure 13. Stabilité du cercle pour 'AMSS &isins (200 itérations)

5.3 Tests de stabilité des analyses EMSS et AMSS sur une ellipse

50 T T T T T T T T T 50
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Figure 14. EMSS 6 oisins, dt=0.2 (gauce), dt=0.5 (droite), pas de 100 itérations
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* AMSS 6 voisins
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Figure 11. Stabilité du cercle pour 'AMSS @isins (200 itérations)

On constate, pour dt=0.2 et 200 itérations, une instabilité de I'analyse : en ef-
fet, I'isophote a tendance a se «losangéifier» et solutéan est inversée
(pourdt1>dt2, on doit aoir isophote2 [1 isophotel), ce qui n’est plus le cas
pour dt=0.2.
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Figure 12. Stabilité du cercle pour 'AMSS 6isins (400 itérations)
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Remarque L’instabilité apparait poudt=0.53 et N=100, soitdt.N=53
Que se passe-t-il lorsque I'on choit0.053etN=1000, soit un produit
dt.N constant ?

80

— dt=0.053, N =1000

401

301

—— dt=0.53, N =100

20

101

lb 26 36 4‘0 56 éO 76 80
Figure 9. lllustration de la remarque

Nous vérifions donc que l'instabilité dépend du choixdtet non

pas du produil.dt

EMSS 8 voisins (avek0 d'apres 83.2.1) :
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70r 550

60 500

50t sk ]S

40 40 {<

30t a5k S

20 E 30k

100 E 25)-

—_ dt=0.55etdt=0.6 — dt=
— dt

Figure 10. Stabilité du cercle pour TEMSS &isins (a droite, analyse plus fine), 100
itérations
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Nous traiterons pour les tests de stabilitgamtiles images binaires d’'un dis-

que (80x80 pigls) et d’'une ellipse (50x50 pmbs). Pour les deux analyses
multi-échelles - EMSS et AMSS - ainsi que pour deux implémentations dif-
férentes - 6 et 8aisins (&ecAy d’aprés §3.2.1) - nousv@ns swi le méme
protocole de test, a\aair : faire éwluer I'analyse ie. changer laleur dedt

pour un nombre identique d’itératioNsjusqu’a mettre en évidencexperi-
mentalement - I'instabilité du processus. Un autre test de stabilité des proces-
sus est présenté en AmeeC.

5.2 Tests de stabilité des analyses EMSS et AMSS sur le disque

Pour les figures sumntes, nous représenterons toujours I'isophote doatla v
leur est 0.5, la ligne dev@au en grt appartenant toujours a I'image initiale
(il s’agit de la ligne de meau atérieure).

« EMSS 6 voisins :

80 T T T T T T T 60

70r 1 551

60 1 50/

50

40

30r

20 . 30r

10 8 257

10 20 30 40 50 60 70 80 20 25 30 35 40 45 50 55 60

_ dt=055etdt=0.6 —— dt=0.52
— dt=0.53

Figure 8. Stabilité du cercle pour TEMSS 6oisins (a droite, analyse plus fine), 100
itérations
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55

50+

451

a0t

35

30F

25

20

15

10

16 Zb 36 40 50 60
Figure 7. Ewlution d’'un carré par AMSS-6 wisins (dt=0.05)

5 Stabilité de I'analyse

5.1 Théorie

Que ce soit pour 'TEMSS ou pour 'AMSS, le paramétreeprésente I'échel-

le de I'analyse ou plutét le pas de discrétisation de celle-ci, entant a cha-

gue itération. Il est clair que ce parameétre est trés important, car au dela d’'un
seuil, I'analyse sera trop rapide et le lissage trop fort pour obtenir des résultats
cohérentsdt définit donc la limite de stabilité.

En ce qui concerne 'EMSS, il est possible de déterminer théoriquement que
la condition pour assurer la stabilité de I'analyse est :

At <0, 5AX° (53)
OUAX est la discrétisation selon lesaxlans.

Quant a 'AMSS, (Aharez et al., 1994) constatent que la stabilitépén-
mentale» est fixée par la relationvauite :

At <0, 1AX2 (54)
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4.2 L’AMSS appliquée des images synthétiques

Comme nous I'eons fit précédemment pour I'analyse euclidienne, nous il-
lustrons ici I'analyse multi-échellesfile (AMSS) sur des images synthéti-
ques.

Dans le premier cas, I'image initiale est I'image binaire d’'une ellipsel§ix
intérieurs a 1, xérieurs a 0). Sur la figure ci-dessous (figure 6), on «suit»
I'isophote de nieau de gris & a 0.1. Entre deux contours successifs, il y a
100 itérations pour dt=0.05. Le dernier contour (au centre) est donc I'isophote
a 0.1 de l'ellipse analysée par TEMSS pour 600 itérations.

55

50

a5t

a0t

35r

30F

251

20r

151

101

lb Zb 36 46 56 60
Figure 6. Evolution d’ une ellipse par AMSS-6 voisins (dt=0.05)

Dans le cas de 'AMSS, tout se passe comme si chaque point d’'une isophote,
indépendamment de sonisinage, évlue arec une vitesse proportionnelle a
sacourkure afine La courlure afine d’'une ellipse étant constante, tous les
points de l'isophote considérée icichvent aec la méme vitesse et I'ellipse
éwlue \ers une ellipse

Pour illustration, nous présentons ci-dessous (figure ®lliéon de I'image
d’un carré par I'analyse AMSS, pour dt=0.05, et 100 itérations entre chaque
isophote.
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4 AMSS - Affine Morphological Scale-Space analysis

4.1 Implémentation

L’équation théorique de 'AMSS est celle proposée en (16), c’est-a-dire :

2 5 2 1/3
ou _ t1/3>< (uyuxx_ U, UyUyy uxuyy) (u 2, J 2)1/2 -
ot > 2.3/2 x tUy (47)
(U’ +u,”)
Ce qui nous méne a :
ou _ ,1/3 1/3
5t - U xF) (48)

De la mémedcon que pour 'EMSS il est possible de trewuwn changement
d’échelle qui éliming dans I'équation (48).

3,4/3
t,. = =t 49
1 4 (49)
Nous &ons alors :
%J _ F(u)1/3

t (50)

Et nous en déageons la récurrence gante:

n+l _ n n \1/3

Uj i = Ut dt EF(ui, j) (51)

Pour le calcul d&(u), nous utiliserons les mémes meéthodes que pour 'TEMSS

et donc, le calcul des masques sera identique a celui des chapitres précédents.
De méme, comme nous Vans fit précédemment pour 'EMSS, nous pou-
vons réécrire I'équation (51) sous la forme :

0
a—ltj = (|E|U|)2/3 E(Uzz)l/s (52)

. 2/3 . . .
ou le terme(|du|)™ = peut étre vu comme ldtesse de difision
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Sur la figure swiante (figure 4), on «suit» I'isophote deenu de gris &g a

0.1. Le premier contour X&rieur) est celui de I'image initiale ; entre deux
contours successifs, il y a 100 itérations pour dt=0.2. Le dernier contour (a
I'intérieur) correspond a 1400 itérations.

@ =
=

10

Figure 4. Ewlution d'un carré par EMSS-8 wisins (dt=0.2)

3.5.3. Evolution d’un losange

L'image initiale (figure 5) est I'image binaire d’'un losange €fgxntérieurs

a 1, etérieurs a 0). Sur la figure sante, on «suit» I'isophote deveau de

gris éagl a 0.1. Le premier contound@érieur) est celui de I'image initiale ; en-

tre deux contours successifs, il y a 200 itérations pour dt=0.1. le dernier con-
tour (a I'intérieur) correspond donc a 2000 itérations.

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figure 5. Ewlution d’'un losange par EMSS-8aisins (dt=0.1)
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3.5.2. Ewlution d’un carré

L'image initiale (figure 2) est 'image binaire d’'un carré ghsintérieurs a 1,
extérieurs a 0).
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3.5.1. Evolution d’uneéellipse

L'image initiale est I'image binaire d’'une ellipse (pix intérieurs a 1 x¢eé-

rieurs a 0). Sur la figure stainte (figure 1), on «suit» I'isophote deeru de

gris é@l a 0.5. Le premier contound@rieur) est celui de 'image initiale ; en-

tre deux contours successifs, il y a 100 itérations got0.1.

Le dernier contour (au centre) est donc I'isophote a 0.5 de I'ellipse analysée
par 'EMSS pour 1000 itérations.

55

501

451

401

35F

30

25

201

15

10

iO 20 50 46 Sb 60
Figure 1. Evolution d’'une éllipse par EM SS-6 voisins pour dt=0.2

Nous constatons que l'isophote considérémui/\ers un cercle : concréte-
ment, le processus defdi§ion induit par 'analyse EMSS tendairé éwluer
chaque point d’'une isophote indépendamment de @isingge &ec une Vi-

tesse proportionnelle a saurbure euclidienne.

Et quelle que soit la forme initiale des isophotes, nous constaterons cette pro-
priété d’éwlution vers une cercle dont la coure euclidienne est constante.
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Dans ce cas);=0 et nous arxions au masque ci-dessous pour la région

uu, <0 :
—u,u u2+u u 0
' y X7y
2 2 2 2
D — 4
Ui + Uy Uy, 2u., 2uy 2uxuy Uy + Uy Uy (45)
0 u2+u u —-u,u
L y X7y X7y |

Par rapport aux méthodes 8isins, il n'y a plus de parametre libre : tous les
coeficients sont entierement déterminés.

On peut remarquer que le systeme (25) permet aussi de eto@sunasques
6-voisins, en choisissam4:O pour le premier cas &t; =0 pour le second.

3.4 Calcul des gradients

Il est clair que pour calculer les éléments des masques il est nécessaire de cal-
culer au prealable le gradient augdig’étudey; ;.

Le calcul des gradients est réalisé pawvoartion avec les masques sants,

choisis pour obtenir une norme de gradiewdiiante a la rotation (ce qui dif-

fere par rapport aux masques classiques deitPm Sobel).

r 7 _2—f2 2—[2_
2-2 J2=1 2-.2 2 Y Tz
4 2 4
Ux=| o 0 0 Uy = ﬁz_l 0 —ﬁz_l (46)
2-.2 J2—=1 2-p2
4 2 4 2-.2 5 2242
- - i 4 4 |

3.5 L’EMSS appliquée a des images synthétiques

Dans ce paragraphe, nous souhaitons illustrer a partir d'images synthétiques
I'analyse multi-échelle euclidienne EMSS afin de matérialiser les propriétés
d’évolution que comporte I'analyse. Ainsi nous intéresserons-nous plus par-
ticulierement au cas de I'image d’'une ellipse. D’autres résulats concernant
I’évolution d’'images par ce processus sont présentés erxdwnde ce do-
cument.
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Nous en déduisons queg =0 dans ce cas de figure.

Les pixels pris en compte pour le calculFEl@l) apparaissent en noir sur la fi-
gure ci-dessus.

Nous &ons alors :

1
F(u) = h_z(—37\oui,j FAU ety o) P AU g U ) (4)
AU _q 1t Uieg o) +O(h)

En introduisant les dé&oppements deallor comme précédemment, nous
obtenons :

F(u) = ui,j(_s)\0+2)‘1+2)‘2+2)\3)+uxx()\2+)‘3) (43)
+ uyy()\l +Ag) + 2qu(—)\3) +0(h)

Ceci nous conduit au masque non-linéairgasti pour la régiormxu >0 :

y
[ 0 u2—u u u,u |
y X7y X7y
2 2 2 2 44
Uy Uy Uy, —2U5 — 2UJ, + 2U, U, U —U, U (44)
u,u u2—u u 0
L X7y y X7y _
. <
uxuy_O

Les pixels pris en compte pour le calcul le@1) apparaissent en foncé sur la
figure qui suit :
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alors on obtient :

2 2 2 o2
du _ Uy Uy = Uy Uy Uy, + Uy Uy, .
2 2 2
0¢ Uy +uy
ou _
a - UZZ (40)

Par conséquent, I'opérateur non-linédireorrespond ereft a la dénée se-
conde directionnelle dans la direction orthogonale au gradient, a condition
gue le ecteur gradient ait été au préalabtgmé L'équation (39) est donc,

par analogieac I'équation de difision de la chaleudu/ 0t = Au), une
diffusion anisotrope, puisqu’elle tiise uniquement dans une unique direc-
tion dépendant du gradient.

5
Soitﬁ la direction du gradient étla direction orthogonale au gradient, on a :

= _F(u)2 (41)
| Eul

Partant de cette constatation, nous souhaitaing tine interpolation entre les
6 pixels wisins les plus proches de la directionen plus du piel central,
pour I'estimation de la dérée seconde directionnelle.

Uz

Deux cas de figure peent alors se présenter :
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_ U4 U4 U4 _
2 X 2 X X
U~ 2 oUly  TAUxtUy 2 2,2 X7 2, 5 " 2UxYy
X Uy UX Uy UX Uy
U4 U4 U4
X 2. 20, ,2 X 2
—Uy +2 2, 2 2%}X+uym+4ux—42 5 —Uy +2 2, 2 36)
UX uy X Uy X uy
u4 u4 u4
X X 2
X777 2T oUkly AU tUy T2 2,2 X772 2%
I UX Uy UX Uy UX Uy |
3.3 Un nouveau schéma de résolution : le schéma ¥6isins»
Dérivonsu(x,y) dans une direction quelconqtie= (cosd, sinf). On a :
ou _ =7 —» _ .
5= Ou R = uX[bose+uyES|n9
2 37
9 U _ qou_ Ccosd + u_, Csind) Ch (37)
2 X y
on
= [t 26 + [si 26 +2 0 [5inO
= uXX (0N Uyy n UXyCO n
2
Par suite, si I'on choisit comme direction\plégieeg ,
] —u L
=
2 2
> u, + uy L
&0 C 38)
[] Uy L
[
] 2 2 [
OaUx * Uy L

c’est-a-dire la direction orthogonale au gradient (ie. la tangente adae)rf
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3.2.2. D’'apres (Sapio et al., 1993)

- 050042 = osc@;xwzi (31)

Le masque associé a ce choixkq)eest :

Ly uZ Zu,u
2-x-y y 2%y
2 2 2 2 32
U —2(U+uy) Uy (32)
Tuu 2 Lug
2-x"y y 2 %"y

3.2.3. D'aprés (Aharez, 1996)

Ay = 025E]Du| = 025[%1)(+u2[ (33)

0
Cette nouelle approche résulte de la minimisation de 'erreur résiduelle dans
le dé\eloppement dedylor de I'opérateuE(u), E(hP). En interprétant I'er-
reur en terme d’opérateurs directionnels, alors le choix,dest donné par
(33) et le masque qui lui est associé est :

1, 2 21 2
Z(UX + uy)—iuxuy i(—ux

1, 2
Z(X

2, 1

2

2,1, 2
uy) Z_(UX + uy)_—

1

2 2 2
y) _(ux + uy) é(ux_

2
uy)

L
2%

1

%(ui +U

2
y)_zuxuy é(_ux

2,1, 2 2
uy) Z(ux+ uy)—iuxuy

(34)

0 ! ( )

Le raisonnement qui a conduit a ce choix est identique a celui de (83.2.1) et
basé sur un compromis entre stabilité et simplicité du polyﬁ%rlg( u )
Le masque qui lui est associé est :
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*Région |uX| < |uy| etu,u, 20

2 2 2 2 ]
Ux—Uny —u, + 2uy—uxuy U, + 3uxuy
4 2 4
u2 u,u u2 u,u
XXy 2 2+ X UXTy
5 Uy 2uy uXuy >
2 +3 p 2
Uy uxuy —u u —u uy ux—uxuy
i 4 2 4 |
-Région|ux| > |uy| etu,u,<0
2
- + +
uy 3uxuy u uxuy uy uXuy
4 2 4
2 2 2
2u y+u uy —2u2—u2—u ’ 2uX y+uxu
2 X 7y TX7y 2
2 2
+ + —
uy uxuy uy uxuy 3uxuy
i 4 2 4
-Région|uX| s|uy| etu,u, <0
2 2 2 2 ]
— —us + +
Uy 3uXuy u, +2u, UyUy Uy +u,uy
4 2 4
2, 2,
U, + U,y —u2 2u2 Uy Uy + Uy Uy
2 y Xy 2
2 —u +2u +u,u u2—3u u
Uy + Uy Uy ~Hx y  UxUy OxTOUXCy
i 4 2 4 |

(28)

(29)

(30)
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3.2.1. D’aprés (Aharez

et al., 1994)

Les auteurs montrent que la stabilité de I'opérateur est directement liee aux
coeficients(\,),i = {0, 1,2, 3,4} qu'il faut choisir positifs. Or en consideé-
rant les relations (25) liant les cbeients, il est impossible d’obtenir a la fois

les A\. =0 et les relations (25), sauf dans certaines directions du gradient,
c’est-a-dire pour certainesbheurs de(u
parametrey est donné par :

A

0

u§+2u

|u Ly

u +2u

y). Partant de ce compromis, le

|u Ly

|1yl

| u

<
yl <[

(26)

Ci-dessous, nous résumons les masques trouvés pour chaque région. Ces mas-
gues s’appliqguent en chaque point de I'image. Rappelons que les masques suli-
vant permettent d’obtenk(u) d’apres I'équation (22) en tout poinEj de

l'image.

-Région|ux| 2|uy| etuxuyzo
[ u2—u u u2—u u
y "Xy y ~X
4 2
2
2u —u_—u,u
_X Yy Xy _ 2+
5 2u uy u,.u
2 2
+ J—
uy 3uxuy uy u,u
i 4 2

y

y

X7y

y
4

2u2 u2 —-u_u
X 7y Xy

2

< N
<

u,—u.u

2
u, + 3uxu

y

(27)
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2

_ 3
u(t,x,y—l)—u—luy+2uyy+0(l )
_ 10.2 2 0. ~03. .30
u(t,x+h,y+|)-u+th+Iuy+§%1 uxx+2hluxy+l uny+0% +h 0
_ 102 2 0. ~03. .30
u(t,x—h,y—l)-u—hux—luy+§%1 uXX+2thXy+I uny+O% +h 0
_ 1?2 2 0 3 3D
u(t, x + h,y—I)—u+th—Iuy+§%1 Uy=2hlu + | uny+0% +h g
_ 1.2 2 003, .90
u(t,x-h,y+|)_u-hux+|uy+§gw Uy=2hlu o+ | uny+0% +h g

Dans notre cas, on peut considérer lege=1 :
F(u) = U j(—4)\0 +2N  + 205+ 2053+ 20 ) + U (A +Ag+A,)  (24)

En identifiant gec I'expression dd-(u) dans (19), on en déduit les clbef

1, 2. 2
A= —)\O+§(ux+uy—uxuy)

cients:
U 2
HAg= 2g-uj
0, _ 2
D )\2— 2)\O—UX
N 1,2 2
E)\f —)\O+§(ux+uy+ uxuy)
]
]
]

Apest un parametre libre.

(25)

Plusieurs choix sont possibles payy pour tenir compte des critéres de sta-
bilité et d’invariances du schéma numérique. Dans les paragrapkastsyi

nous présentons ces quatre possibilités dans le choix de ce paramétre, ainsi
gue les masques qui en sont déduits pour I'approximation numérique de

I'opérateurF(u;").
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3.2 Schéma numérique 8 voisins

Dorénaant nous nous intéresserons atepoentral; ;
Ce schémadit intenenir ses 8 premierisins de Ia manlere s@nte :

1
F(u) = S+ A (U g #U ) F AU g jF U g ) 23
h

AU g a1t Uy o) FALU g et Y 1)) +O(h)

Soit le masque suant, au piel u; ;, en considérant que l'indi¢elésigne la
ligne etj la colonne, et que le repere est orienté ainsi : origine en hauta g
che, led croissants de haut en bas,jlesoissants deagiche a droite.

Uiijpa----- U - - - - Uii-1,1'+l Ay| Az2| A3
Y Ui Ui . A =8| M
Ui -1 L.JL+.1] l_J'1+_5L1+1 A3 Ao W

Sachant que, d’aprés les é@ppements dedlylor, on a :

u(t+k xy) = u+kut+0(k2)
ut-k x,y) = u—kut+0(k2)
h2 3
u(t,x+h,y) = u+th+ Euxx+0(h )
h2
u(t, x=h, y) = u— hu + = > XX+0(h )
2

+o(1%)

_ I~
u(t,x,y+I) = u+|uy 2yy
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3 EMSS -Euclidian Morphological Scale-Space Analysis

3.1 Rappel théorique et Implémentation globale

D’apres (15) on a:

2
-2u,u.u +Uuu

2
= toythoc “Uxtylyy yy

18)
t 2 2 (
u, +uy
Posons :
2 5 2
F(u) = Uy Uy = 2Uy Uy Uy + Uy Uy (19)
alors :
ou _ F(u)
3t tTZ (20)
u, +uy

En faisant le changement d’écheltd := %Ex t? I'équation deient (mean
curvature motion) :

D
c

F(u)

t 2 2
1 Uy +uy

(21)

(o]

Lorsqu’on discrétise le temps, nous pons dégger la récurrence sainte :
n
F(u: .

j 2 . 2
Ch j)x+ Ch j)y

n+1 _ n
uI’J _UI’

(22)

L’équation peut étre implémentée de maniere réeusglon deux schémas
numeériques dférents pour I'estimation de I'opérateur non-liné&renous
les appellerons les schémas numéri@nssins et6 voisins. En outre, dans
le casB voisins, nous &ons quatre possibilités pour 'implémenter
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2 2
u_u,.,—2u,u, u,., + u,u
|OuldivE2Y 0= Y Ty ey 7 Xy (14)
O0u(U 2+ 2
Uy, uy

Remarquons que, dans le cadre de la détection de contours, (Kitchen et al.,
1982) ont proposé une approche basée sur les maxima locaux de cet opérateur
Finalement, (13) se réécrit :

2
ou_ ¢ y Uy 2uxuyuxy+ Uy Uy

at 2 2
u, + Uy

(15)

avecu(x, y,0)= ug(x,y)

Si on remplace I'axiome d'irariance euclidienne dans le théoreme précédent
par I'axiome d’ivariance dfne, on obtient le théoréme gant :

2.7.3. Théoréeme 3

Il N’y a qu’'une seule analyse multi-échellgs, y, t) = TI(u)(x, y) qui sa-
tisfait aux axiomes de structurgramidale, de comparaison locale, de régu-
larité et d’irvariances dine et morphologique. Cette analyse efgtatfiée par
'EDP suvante (16) (Aharez et al., 1992) :

1

_ q0u 7
= |0Ouy| %d"’[pm [ (16)

avecu(x, y, 0)= UO(X, y)

Cette équation est utilisée poaire éwluer de maniére variante et dine les
courbes de meaux dans les imagesarfapport a I'équation (13), le terme de
courlure correspond maintenant a la composante de laweuafine et non
euclidienne. Ceci se traduit par I'élimination du dénominateur présent dans
(14) car (16) se réécrit :

ou 1/3, 2 1/3
- = +
5t t (uy X 2uxuyuxy uXuyy) (17)

avecu(x, y, 0)= uy(X,Yy).
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Cette équation, plus connue sous le noégdation de laltaleur, correspond

au cas ou la fonctioR définie dans I'axiome de régularité esaléga la trace

du Hessien Ku). La solution de cette EDP s’obtient par la\adation de
I'image initiale uy(X, y) avec I'opérateur Gaussien, et correspond au modele
étudié par Marr (1982) et utilisé ensuite patkil (1983).

2.7.2. Théoréme 2

Si une analyse multi-échelles saisfaux axiomes de régularité, diarian-
ces euclidienne et morphologique, de structyrarmpidale et de comparaison
locale, alors la solutiom(x, y, t) = Tt(u)(x, y) est une solution de 'EDP
suvante (12) (Aharez et al., 1992) :

ou_ 08 0,0
3 |DU|G%1|VI:|J|:|u|EtD (12)

avecu(x, y, 0)= ug(X, )

2 2
0uy Uythoc™ 2yt * Ullyy désigne la courlre en chaque
un| a0 2 2.3/2
(U +uy)
point(x,yt) de la ligne de meau définie pau(x,yt)=C et ou la fonctior(s,t)

est une fonction non décroissante par rapport ariable réelles.

ou div

Le cas particulier ou la fonction G est constante &ieéy+1 ou -1 correspond

aux opérations élémentaires de morphologie mathématique que sont la dilata-
tion et I'érosion.

Un autre cas particulier intéressant pour la fonction G est cel@(®b)=s.t

(13):

ou_ iyaBuC
3 t|DU|dIVun|[ (13)

avecu(x, y, 0)= uy(X, )

Cette équation correspond a undutifon anisotrope dans la direction des li-
gnes de nieaux de I'image, il s’agit d’une analyse morphologique euclidien-
ne. Elle est trés proche de I'équation de restauration afémeti€e prés que
G=s.

De plus:
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(Alvarez et al., 1992) montrent ghé = ./|det(A)| Ch

2.6 Linéarité

L'opérateur est linéaire par rapport a sggiarents (9) :
t t + plautbv) = aTt t + h(W +th t + h(V) 9)

2.7 Théoremes généraux

Siune analyse multi-échellé'ﬁ(u) satishit les axiomes de structurgrpmi-
dale, de comparaison locale et de régularité, alors la solution
u(x,y,t) = Tt(u)(x, y) est une solution de viscosité de 'EDPvanite (10):

ou_
ot
avecu(x, y, 0)= uy(x y), ot Hu) et Ju désignent respeegment le Hessien

et le gradient da etou F(H (u), Ou, u, X, y, t) est la fonction définie dans le
principe de régularité.

F(H(u), Ou, u, X, y, t) (10)

D’autre part, su(x, y, t) est une solution de viscosité de I'équation (10) alors
I'analyse multi-échelle§ (u)(x y) définie parT (WX y) = u(xyt) sa-
tisfait les 3 axiomes de structuryeramldale de comparalson locale et de ré-
gularité.

Ce théoréme est fondamental dans I'axiomatisation de I'analyse multi-échel-
les et permet de montrer le lien profond quste entre I'analyse multi-échel-

les et les EDP

Selon les axiomes considérés, d’autres théoremespiegive établis permet-
tant de relier un certain nombre devérax.

2.7.1. Théoreme 1

Si une analyse multi-échelles saisfaux axiomes de linéarité, dviariance
euclidienne, de structurg/@amidale et de comparaison locale, alors la solu-
tionu(x, y,t) = Tt(u)(x, y) est une solution de 'EDP sainte (11) :

ou_

37 Au(x . 1) (11)

avecu(x, y, 0)= ug(X,y)
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il existe une fonctiorF (A, p, a, x, y, t)) continue par rapport& non décrois-
sante et telle que

(Tt 4 p(W =W (X Vo)
h

- F(A p, a Xy Yo t)) quandh - 0.

2.4 Invariance morphologique

L'analyse doit commutevac toute redistriltion croissantg(.) des nveaux
de gris.

Ceci traduit le &it que seule la notion idbphote est importante lors de cette
analyse, d’'ou sa référence a la morphologie mathématique.

Soit une fonction croissantg R-> R, alors{Ju, on doit &oir (5):

Tt,t+ p(gou) = goT, ;, h(u) (5)

Cette ivariance morphologique est dite forte si cet axiome est respecté pour
toute fonctiong(.), croissante ou décroissante.

2.5 Invariance euclidienne ou affine

L'analyse doit étre wariante pour toute transformatiéiy, ,,: 02 . 02, dé-

finie parF 5 ,,(m)= £Am+ b), oum O O¢ A est une matricd 0 0° x 0° non
singuliere eb 0 O° (6) :

Tt t+n(WOF A b = Ty ¢4 n(UOF A 1) ©6)

Si A est une isométrie, notois la fonction définie pafAu(x)=u(Ax). Alors
I'invariance euclidienne stprime par (7):

ATitan = Toren® )
Dans le cas oA est une transformationfeife, I'opération de commutation ci-
dessus n'est plus aussi simple Agreut «réduire» ou «agrandir» I'image (par
exemple, cas du zoomAu(x)=u(kx), k constante posite) ; on ne peut alors
imposer dans le cas de Variance dfne qu’une propriété de commutation
faible (8) :

AT =T A (8)

t,t+h t,t+h
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comme suit (3):

T p(W)= Tt,t+h°Tt(u) ®3)

avecTy = Id etTt’t(u) = u.

Tt, t +pe&Stun filtre de transition.
De plus, on suppose que I'opérateur de transition agit toujours localement. En
d’autres termesTt + h(u)(x) doit essentiellement dépendre dakeurs de

ug(y) quandy se troue prés de. Dans (Morel et al., 1993), les auteurs don-
nent une interprétation phique de cetteypothese de localité : si les élé-
ments de base de Igramide sont supposés étre des neurones, cela signifie
gu’un neurone est d’abord influencé par sasins.

2.2 Axiome de comparaison locale

L’analyse ne doit pas introduire dans les images lissées des détails qui n'y
étaient pas aux échelles précédentes. Ceci se traduit par lagtiésdocale

de laaleur relatve des nieaux de gris, et 'énoncé de I'axiome est |eawi

4):

Si pour tout point(x,y) dans un wisinage d'un autre poingx,, yp)on a :

u(x, y) >v(x,y) (éalitée stricte, sauf @ntuellement erfxy, yp)), alors on

doit avoir :

Tt t+ (WX Yo) 2 Ty ¢ 4 p(V)(Xg Vo) pourhassez petit (4)

2.3 Axiome de régularité

Siu est une forme quadratique apisinage d’'un pointm, de coordonnées
(Xor Yo) » C'est-a-dire :

t 1 t .
u(x,y) = a+ p (m-mg) + é(m—mo) A(m-mg) sim-my| <e

ou m=(x,y), alors, quandh tend \ers 0, la aleur deTt t+ h(u)(xo, Yo) ne
doit dépendre que dealeurs de, p, A ’

Cet axiome peut si@rimer plus formellement par :

Soithj(x, y) = a+ pt(m—mo) + %(m—mo)tA(m—mO) une forme quadratique
den”,
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Nous rappellerons dans un premier temps les axiomes mathématiques utiles a
la compréhension des théorémes unificateurs pour lEsedifes analyses.

Puis nous nous intéresserons plus particulierement aux analyses euclidienne
et afine du point de vue de leur implémentation numérique : cing schémas nu-
mériques sont présentés en détail et implémentés. Enfin, précisons qu'il
n’existe pas de critere numérique dédié au traitement des images, le critére vi-
suel restant sans aucun doute le plus fiable. Aussi de nombxezaplesvi-

suels - restant a l'appréciation du lecteur - illustreront-ils legédéntes
méthodes a partir d'images synthétiques mais aussi sur des cartes de profon-
deur sous-marines (pour I'application qui nous concerne plus particuliére-
ment). Les problémes de stabilité qui pentvapparaitre en cours didution

seront analysés et illustrés. Nous proposerons deux méthodes quastitati
pour comparer les performances des cing implémentations des analyses mul-
ti-echelles, 'une basée sur le critere diéion du rayon d’un disque, I'autre

étant le rapport signal a bruit. Enfin, une application au problémextiate

tion de contours sera présentée.

2 Genéralités
L'analyse multi-echelles d’'une imagg,(x, y) consiste en la genération
d'imagesu(x, y,t) ou chaque image noeNe apparait comme unengion

lissée, a I'echellg, de I'image initialeuy(X, y) -
On peut écrire (2) :

[
E U(X! yl t) = Tt(uo)(X! y)
EU(X, Y, 0) = up(x,y)

)

L’axiomatisation de I'analyse multi-échelles est alors déterminée par la f
mille de transformationsTt) - dans laquelle I'image(x, y, t) est I'ana-
lyse deug(x, y) al'échellet.”~

Cet opérateu(Tt) doit vérifier selon I'analyse étudiée, les axiomevanis:

2.1 Axiome de la structure pyramidale

L'image a une échellig-h avech>0 peut étre obtenue a partir de Ersion a
I'échelle précédentt sans passer par I'image initiale. Cet axiome s’énonce
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1 Introduction

Depuis quelques années, la recherche en traitement d'images et vision par or-
dinateur g&ec la formalisation des notionsgale-space fait appel aux équa-

tions aux dériées partielles (EDP).Ces méthodes traitent de problemes aussi
divers que 'analyse multi-échelles, béwtion géomeétrique de courbes, I'amé-
lioration et la restauration d'images bruitées, la stési@m, la détection et le

suivi d'objets en mowments ; elles permettent une formalisation dans un ca-
dre unifié de diers problemes aupawnt traités séparément.

Ainsi une dizaine de théories de I'analyse multi-échelles des images sont-elles
désormais entierement axiomatisées et unifiées en «identifiant» leurs équa-
tions aux déxiées partielles ; parmi ces théories multi-échelles, citorase
primal sletch de Marr et Hildreth (Marr1982), lescale-spacede Witkin
(1983), les treaux de Kenderink (1984), leurvatue primal slketdh de Asa-

da et Brady (Asada et al., 1986). Cette classification dieseatifes analyses

a conduit, indépendamment, Sapiroatfienbaum (Sapiro et al., 1993) et Al-
varez, Guichard, Lions et Morel (Advez et al., 1992) a proposer une unique
analyse multi-échelle a la foisvariante d’un point de vue faie mais aussi
morpholajique et simplement définie par une équation auxvéés partiel-

les (1) :

__ q0u 3
IDUIE Edlqu i 1)

Depuis (Cohignac et al., 1994), sont proposés plusieurs schémas pour la dis-
crétisation de cette équation. Ce document est un bilan concernant I'applica-
tion du formalisme des équations aux dées partielles limité a I'analyse
multi-échelles des images, un état de I'art concernant les EDP et la vision par
ordinateur ayant été proposé par (Deriche et al., 1997).

Dans ce rapport, nous nous intéressons essentiellement au probléeme de la
mise en oeuvre de schémas numériquesaets pour la résolution d’EDP qui
apparaissent dans le cadre de I'axiomatisation de I'analyse multi-échelles, et
gue I'on retroue aussi dans le cadre des problémes de restauration d'images
et d’éwlution géométriqgue des courbes. En particuli@us proposons un
nouveau schéma numérique et nous comparons ses performances a celles ob-
tenues par quatre autres schémas.
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