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Rapport de recherche n° 3236 — 29 aoiit 1997 — 52 pages

Résumé : Ce rapport présente une méthode pour obtenir un maillage géomeétrique
enrichi de type élément fini & partir d’une triangulation initiale arbitraire d’une
surface. Pour ce faire, on construit, en premier lieu, un support géométrique de
continuité d’ordre G' associé i la triangulation initiale de la surface, représentant
ainsi une approximation adéquate de la géométrie de la surface sous-jacente. Puis
on optimise la triangulation initiale au regard de cette géométrie et de la qualité
en forme des éléments. Quelques exemples de maillages surfaciques destinés a des
applications différentes viennent illustrer Iefficacité de la méthode proposée.
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Geometric Surface Mesh. Part I: Enrichment

Abstract: This report introduces a method suitable to obtain an enriched geometric
finite element mesh. given an initial arbitrary triangulation of a surface. To this
end. we construct at first a geometric support G'! continuous associated with the
initial surface triangulation, which represents an adequate approximation of the
underlying surface geometry. The initial triangulation is then optimized with respect
to this geometry and the element shape quality. Several examples of surface meshes
intended to different application areas will emphasize the efficiency of our method.

Key-words: Surface mesh. Mesh quality, Polyhedral approximation. Mesh opti-
mization. Mesh adaption. :
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4 H. Borouchaki et P.J. Frey

1 Introduction

Un pré-requis essentiel dans la génération de maillages surfaciques est relatif au
contréle de 'écart du maillage représentant une approximation géométrique de la
surface avec la surface réelle (localement. cet écart représente. pour un élément du
maillage. la plus grande distance d'un point de cet élément & la surface). Par défi-
nition, cette contrainte est fondamentale et permet d’assurer, si elle est satisfaite,
la validité de I'approximation géométrique par rapport & une tolérance donnée. On
appelle maillage géométrique [6]. un maillage satisfaisant cette contrainte géomé-
trique. Dans le cas d'une surface composée de carreaux définis par des surfaces
polynomiales ou rationnelles (par exemple, la plupart des surfaces générées dans les
modeleurs géométriques), Sheng et Hirsh [14] et Piegl et Richard [12] ont proposé
une méthode de génération de maillage dans laquelle I'écart & la surface est controlé.
Pour d'autres types de surfaces telles que celles rencontrées par exemple dans des
applications biomédicales, le probléme est beaucoup plus crucial. dans la mesure ou
cet écart ne peut étre controlé par les méthodes de génération elles-mémes [11].

Dans le contexte des méthodes de discrétisation pour des applications de type
éléments finis, un autre requis vient s'ajouter au précédent. En effet. la qualité en
forme des éléments du maillage joue un réle prépondérant dans la convergence de
la simulation numérique et la précision des résultats [3]. Les méthodes classiques
d’optimisation de maillages permettent éventuellement de répondre a cette requéte,
sans toutefois respecter la géométrie de la surface. '

On s’intéresse ici a la génération de maillages géométriques surfaciques de tvpe
éléments finis. On suppose que la surface est représentée par une triangulation initiale
dotée éventuellement de spécifications géométriques (arétes vives, points singuliers.
etc). On définit un support géométrique (assez lisse. d’ordre G') associé 4 la trian-
gulation initiale de la surface représentant ainsi une approximation adéquate de sa
géométrie sous-jacente et on optimise le maillage de départ au regard

- de cette géométrie pour obtenir un maillage géométrique et également

- de la qualité en forme des éléments pour obtenir un maillage de type éléments
finis.

INRIA



Maillage géométrique de surfaces. Partie I : enrichissement 5

Ce support géométrique peut étre défini de maniere intrinseque (par le biais d’un
modeleur géométrique) ou d’une maniére indépendante (en définissant une géométrie
basée sur la triangulation d’origine de la surface). Dans le premier cas, on suppose
ainsi que I'optimiseur a acces a la définition géométrique analytique de la surface qui
a servi a construire une triangulation initiale. Dans le second cas, on suppose que
cette information n’est pas disponible et la seule donnée accessible de ’optimiseur
est la triangulation initiale de la surface. L’optimisation est basée essentiellement
sur un couplage de modifications topologiques locales (gouvernées par la qualité des
éléments de la triangulation et la géométrie de la surface) et des opérations visant a

- subdiviser les arétes trop longues,
~ supprimer les arétes trop courtes et
~ bouger les sommets du maillage.

La longueur des arétes est calculée dans une métrique appelée géométrique de telle
sorte qu'une longueur d’aréte idéale dans un maillage géométrique soit égale a un [1].

Section 2, on précise le support géométrique associé a une triangulation de
surface donnée et on indique les principales requétes de l'optimiseur au regard de
ce support. Section 3, on rappelle la notion de maillage géométrique d’une surface.
Section 4, on donne le schéma général de I'optimiseur et on détaille les principales
opérations impliquées dans ce schéma. Section 5, on donne différents exemples
d’applications, pou illustrer I'efficacité de la présente méthode. Enfin, Section 6, on
indique quelques extensions de l’approche proposée, dont une application particuliére
sera développée dans la seconde partie de cette étude.

RR n° 3236



6 H. Borouchaki et P.J. Frey

2 Support géométrique

Comme indiqué dans ’introduction, une tache essentielle de "optimiseur consiste
a subdiviser les arétes trop longues du maillage courant. Les points de subdivision
doivent nécessairement appartenir & la vraie surface. Ces points sont d’abord géné-
rés sur les arétes du maillage puis reportés sur la surface réelle, ce qui est réalisé
par P’intermédiaire du support géométrique associé a la surface. Ce support repré-
sente en effet la définition analytique de la surface qui est générée par un modeleur
géométrique (CAO). Ainsi, le support fournit la position d’un point de la surface
le plus proche d’un point donné suivant une direction spécifiée. Un deuxieme requis
essentiel concerne les spécifications géométriques de la surface au voisinage de ces
points, requis fondamental pour toute modification topologique locale du maillage.
Cette requéte fournit deux types d’informations, selon les caractéristiques de la sur-
-face au voisinage du point considéré. Dans le cas ol le point présente (au moins)
une continuité d’ordre C? (en pratique, une continuité d’ordre G*, continuité des
plans tangents, est suffisante), la normale & la surface et le plus petit des rayons
de courbure principaux en ce point sont les seules informations nécessaires. Dans le
cas ol le point présente une discontinuité des plans tangents, c’est le cas des points
appartenant a une aréte vive, les deux normales & la surface ainsi que les deux plus
petits rayons de courbure principaux de part et d’autre de ’aréte vive contenant le
point et la tangente a cette aréte en ce point sont fournis. Evidemment, ces infor-
mations sont retournées par le modeleur en méme temps que la position du point
‘considéré. '

Dans le cas ol une triangulation de la surface est la seule donnée disponible,
on construit d’une maniére interne un support géométrique définissant une surface
réelle sous-jacente a la triangulation. Dans la mesure ot cette triangulation est une
approximation fidele de la surface, ce support géométrique imite raisonnablement le
role du modeleur géométrique. Le probléeme consiste alors & construire une surface
composée (au moins) d’ordre G! & partir d’une triangulation de la surface, chaque
triangle représentant ainsi un carreau. Pour cela, deux carreaux adjacents doivent
avoir le méme plan tangent sur leur aréte frontiere commune, si celle-ci n’est pas
une aréte vive.

Différentes méthodes ont été proposées pour construire une surface composée
d’ordre G* définissant le support. Parmi ces méthodes, celles proposées par Piper [13]
et Farin [5], puis récemment par Walton [15] sont bien adaptées au contexte de cette
étude pour définir le support géométrique. En particulier, la méthode proposée par
Walton, présente 'avantage d’une part de prendre en compte de maniere explicite

INRIA
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les spécifications géométriques (notamment les normales a la surface aux sommets)
et d’autre part d’étre  la fois simple dans sa formulation et peu gourmande en
ressource mémoire. Avant de rappeler cette approche, on rappelle brievement celles
proposées par Piper et Farin.

Le schéma proposé par Piper [13] et Farin [5] consiste & subdiviser chaque triangle
en trois triangles et & définir sur chaque nouveau triangle un carreau polynomial de
degré 4 (quartique), de fagon & assurer la continuité des plans tangents transversaux
sur chaque aréte frontiére, entre d’une part les nouveaux triangles issus de la subdi-
vision du triangle d’origine et d’autre part entre les couples de nouveaux triangles
issus de la subdivision de deux triangles adjacents. Cette technique requiert une res-
source mémoire assez importante, en effet aprés subdivision, 28 points de controle,
dont 9 communs aux triangles adjacents, sont associés a chaque triangle d’origine.
Par ailleurs, chaque triangle définit trois carreaux et la définition de ces carreaux
.est étroitement liée & la qualité en forme du triangle d’origine (si celui-ci est trop
étiré, la méthode présente des instabilités dans la définition des carreaux).

La méthode proposée par Walton consiste a définir un réseau de courbes fron-
tidres aux carreaux, ainsi que les plans tangents transversaux a ces frontieres, in-
dépendamment les uns des autres, par interpolation des normales a la surface aux
sommets. Chaque carreau est alors défini, & partir de sa frontiere, d’une maniére
indépendante, tout en respectant les spécifications relatives a sa frontiere (les plans
tangents) par une approche de Gregory [8]. L'originalité de cette méthode réside-
dans le fait qu’elle définit ce réseau.de courbes & partir de la seule donnée des nor-
males aux sommets (chaque courbe ainsi que le plan tangent transversal associé est
complétement définie & partir de la donnée des normales aux extrémités). Chaque
courbe frontiere représente une cubique dont les normales principales (a la courbe)
coincident aux extrémités avec les normales a la surface. Les plans tangents trans-
versaux (aux courbes frontiéres) sont engendrés par les vecteurs tangents en chaque
point de ces courbes et des vecteurs issus d’une interpolation quadrique des binor-
males aux extrémités. Ainsi, la seule spécification des normales aux deux sommets
d’une aréte suffit & définir une courbe frontiére d’un carreau (s’appuyant sur les
deux extrémités) ainsi que le plam tangent transversal a la surface en cette courbe.
Enfin, & partir des plans tangents tranversaux de chaque triangle est construit un
carreau de Gregory par une approche classique. Chaque triangle est ainsi associé a
un carreau défini analytiquement par une fonction rationnelle a I'intérieur et par une
quartique sur les bords. Cette méthode requiert, pour chaque triangle, uniquement
9 points de contrdle communs aux triangles adjacents.

RR n’ 3236



8 H. Borouchaki et P.J. Frey

Pour conclure, rappelons que ce support geéométrique est utilisé pour
répondre aux requétes suivantes

— étant donnés un point et une direction, trouver le point de la surface
le plus proche,

— donner la normale et le plus petit rayon de courbure principal en
un point de la surface.

3 Maillage géométrique d’une surface

Avant d'introduire la définition de maillage géométrique, on rappelle brievement
la notion de maillage respectant (c’est-a-dire adapté &) une carte de tailles spécifiée.

Soient T une triangulation surfacique composée de triangles, .S I’ensemble de ses
sommets et H3(S) une carte de tailles associée & S. La taille en un sommet P de
T est représentée par un réel caractérisant, a posteriori, la longueur idéale de toute
aréte PX incidente a P, c’est-a-dire

IPX| = h(P) ' W

ou A(P) représente cette taille idéale. En interpolant cette carte discrete de tailles
#H3(S5) sur T, on obtient une carte continue H§ dans R®. On définit ainsi une structure
riemannienne en munissant B3 de la carte H5. Vérifier si T respecte la carte H3(S)
revient a montrer que
1
VPQeT, ~— < I(PQ) < V2 2
Q 7 (PQ) (2)
ou PQ est une aréte et [(PQ) sa longueur par rapport a H§. Rappelons que si I’aréte
PQest paramétrée entre 0 et 1 par P + tP , alors

HPQ) = I1PB) [ o

1
o Hpg(t)

dt. | (3)

ou Hpg(t) est une fonction monotone d’interpolation des tailles telle que, si h{P)
et h(Q) sont les tailles spécifiées aux sommets P et Q,

Hpo(0) = h(P) et Hpg(1) = h(Q)

INRIA



Maillage géométrique de surfaces. Partie I : enrichissement 9

Remarquons que ’expression de I’équation (3) peut étre calculée de maniere exacte,
si la fonction Hpg(t) est connue. Pour fixer les idées, on peut considérer une progression
géométrique en taille le long de 1’aréte PQ, on a alors

B (g%z%) | o
et par conséquent
B Q) — h(P) |
lpg = “m” h(Q)h(P) (log h(Q) —logh(P)) _ (5)

Il est possible de construire une carte de tailles Gz, appelée géométrique, associce ‘

aux points d’une surface (cf. Borouchaki et George [1]), telle que pour un maillage
respectant cette carte (maillage dit. géométrique), I’écart entre les triangles et la
surface est controlé. En réalité, la carte G3 impose, pour chaque point, une taille
proportionnelle au plus petit des rayons de courbure principaux, le coefficient de
proportionnalité contrélant cet écart. Dans [9] on trouve une procédure permettant
un calcul approché de la base principale et des rayons de courbure principaux, 3
partir de la seule donnée du maillage de la surface. En pratique, cette approche est
utilisée pour déterminer la carte G3. Par ailleurs, en un sommet P, si 7(P) représente
le plus petit des rayons de courbure principaux, alors r(P) peut étre approché par

la simple formule I
r(P):min—l—<Pi’Pi>, (6)
P. 2 < uyp,PP. >

ol P; parcourt I’ensemble des extrémités d’arétes incidentes a P et vp est la normale
a la surface en P.

En outre, comme les rayons de courbure peuvent changer de maniére significative
au voisinage d’un point de la surface, les tailles imposées par la carte Gz suivent cette
variation. Ainsi, la gradation d’un maillage respectant la carte §3 peut éventuelle-
ment ne pas étre bornée localement en un point, ce qui entraine une augmentation
du nombre d’arétes incidentes en ce point et par conséquent conduit a des éléments
de qualité médiocre au voisinage de ce point. Dans [2], on propose une procédure de
correction d’une carte de tailles destinée & contréler la gradation d’un maillage. Ainsi
la carte Gs est rectifiée au moyen de cette procédure en fonction d’une gradation
donnée définissant une nouvelle carte C73.

En résumé, un maillage respectant la carte géométrique rectifiée Gs
est un maillage géométrique de bonne qualité en forme.

RR n° 3236



10 . H. Borouchaki et P.J. Frey

4 Optimisation géométrique de la surface

Etant donnée une triangulation de surface, le but de ’optimisation géométrique
est de modifier cette triangulation pour aboutir & un maillage respectant la carte
géométrique de gradation contrélée G5 associée i la triangulation d’origine. Cette
optimisation est appelée enrichissment (géométrique) de la surface.

L’optimisation consiste essentiellement a subdiviser les arétes trop longues et i
supprimer les arétes trop courtes, les longueurs d’arétes étant calculées par rapport
a la carte géométrique G3. Plus précisément, la subdivision d’une aréte consiste a
introduire un point sur le milieu de aréte, celui-ci étant reporté sur la surface via
le support géométrique, ce qui a pour conséquence de remplacer les deux triangles
partageant ’aréte par quatre nouveaux triangles (cf. Figure 1). Une procédure clas-
sique de bascule d’arétes est alors appliquée a chaque paire de nouveaux triangles
pour améliorer

~ Papproximation géométrique, si les deux triangles partageant l’aréte initiale
sont loin de la géométrie, et

- la qualité des éléments, si ces deux triangles sont proches de la géométrie.

Alnsi, la bascule d’aréte est gouvernée par ’augmentation de la qualité géométrique
ou en forme des éléments du maillage. La suppression d’aréte consiste & identifier
les deux extrémités de l’aréte, ce qui a pour effet de supprimer les deux triangles
adjacents a cette aréte. Cette opération est effectuée si I'approximation géométrique
est préservée et si, en outre, la qualité des éléments n’est pas dégradée de maniére
significative (cf. Figure 2). Ces deux procédures sont appliquées itérativement tant
qu’une modification est apportée au maillage. Finalement, une procédure de bougé
de point est appliquée au maillage résultant, qui consiste a établir I’équilatéralité des
triangles incidents a tout sommet du maillage. En fait, & la différence de la procédure
classique [7], la position optimale du sommet est projetée soit dans le plan tangent
en ce sommet (si ce sommet est d’ordre G'), soit projeté sur la droite tangente
’aréte vive contenant ce sommet (si ce sommet appartient & une aréte vive) afin de
rester proche de la surface.

Avant de donner le schéma général de la procédure d’enrichissement géométrique,
on détaille la bascule d’aréte et le bougé de point, la suppression d’aréte étant décrite
dans la seconde partie de ce rapport. Notons que différentes procédures de suppres-
sion d’arétes peuvent étre appliquées, parmi lesquelles I’identification d’un sommet
avec l'autre a été retenue car la configuration résultante (aprés identification) peut
étre validée a priori du point de vue de I"approximation géométrique.

INRIA



" Maillage géométrique de surfaces. Partie I : enrichissement 11

FiG. 1 - Subdivision d’une aréte.

FiG. 2 - Suppression d’une aréte.

Bascule d’aréte. On s’intéresse ici a examiner si une configuration de paire de
triangles est “optimale” vis-a-vis de 'approximation géométrique et de la qualité des
éléments par rapport a la configuration alternative (aprés bascule d’aréte). Soient
K et K, deux triangles adjacents par une aréte, respectivement N(K;) et N (K3)
les normales aux triangles Ky, K3 et n;(K;), 1 <7 < 3,1 <7 <2 les normales aux
sommets 3 la surface de K, (cf. Figure 3). On va définir deux mesures relatives a la
géométrie et une mesure relative & la qualité en forme associées a cette configuration

"de deux triangles. La premitre mesure, désignée par MGy, quantifie I'écart a la

surface de cette configuration et est donnée par

MGy = min < ni(K;), N(K;) > . (7)
13522 |

Celle-ci mesure la fidélité de |’approximation de la surface par la configuration.

La deuxitme mesure, MGy, évalue la rugosité de la surface par rapport a cette
configuration et est définie simplement par '

MGy =< N(K1), N(K2) > . (8)

RR n°* 3236



12 H. Borouchaki et P.J. Frey

En pratique, ces deux mesures sont combinées en une seule représentant ’approxima-
tion géométrique et la rugosité de la surface pour cette configuration. Cette mesure
combinée est désignée par MG. La derniere mesure est une mesure classique de la
qualité en forme d’un élément et peut étre définie pour un triangle K par
S(K)
K) = 4\/5“—_-:— 9
1<1<3

ou S(K) représente I’aire du triangle K et [;(K),1 <1 <3, les longueurs euclidiennes
des arétes de K. Ainsi la qualité en forme de la configuration est donnée par

MQ = min(y (K1), v(K>)) - : (10)

La configuration K, K est ainsi caractérisée par le couple (MG, MQ).

K

FiG. 3 - Bascule d’aréte.

Considérons la configuration alternative (aprés bascule d’aréte) (cf. Figure 3, &
droite) et soit (MG’, MQ') son couple caractéristique. alors la bascule d’aréte est
appliquée si (MG’, MQ'") est lexicographiquement plus grand que (MG, MQ). Ceci
revient a dire que si la configuration initiale est loin de la géométrie, alors la bascule
d’aréte est gouvernée par la mesure géométrique, alors que dans le cas contraire, elle
est gouvernée par la mesure de qualité.

Bougé de points. Pour un sommet fixé, le bougé consiste & redéfinir les éléments
incidents & ce sommet. Pour cela, dans un premier temps a partir de chaque aréte
frontiere de cette configuration, on définit un élément optimal, donc un point, ap-
partenant au plan support de I’élément de la configuration contenant ’aréte. Puis,
on détermine le projeté du barycentre de ces points, soit dans le plan tangent au
sommet fixé & la surface (si le sommet est d’ordre G'), soit sur la tangente 3 I’aréte
vive contenant le sommet fixé (si le sommet est sur une aréte vive), définissant un

INRIA



Maillage géométrique de surfaces. Partie I : enrichissement 13

point idéal. Le bougé consiste alors a déplacer pas-a-pas le sommet fixé vers ce point
idéal si la qualité des éléments de la configuration est améliorée.

FIG. 4 - Bougé de point d'ordre G*. F1G. 5 - Bougé de point.

Par suite, on donne le schéma général de la procédure d’enrichissement géomé-
" trique d’une triangulation donnée.

~ Traitement des arétes du maillage courant

~ Boucle sur toutes les arétes du maillage courant

~ calcul.de la longueur de aréte
- suppression de 'aréte si la longueur est trop petite
- subdivision de l’aréte en son milieu si sa longueur est trop grande

— Itération du traitement des arétes tant qu’une modifcation est apportée au
maillage courant. :

- Bougé de points, couplé avec bascule d’aréte, tant que que le bougé est signi-
ficatif.
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5 Exemples d’applications

Dans cette section, nous allons présenter différents exemples de triangulations
de surfaces, ainsi que des maillages géométriques enrichis associés. Pour mesurer la,
qualité de ces maillages, nous précisons pour chaque exemple

- si la gradation est controélée,

- les écarts, spécifié et obtenu, en degrés entre les maillages et les surfaces {(qui
représentent les écarts entre les plans tangents 4 la surface aux sommets déduits
des normales aux sommets et les éléments adjacents i ces sommets),

I

la qualité en taille des arétes et

= la qualité en forme, normalisés entre 0 et 1 (1 pour le triangle équilatéral).

5.1 Téte

Cet exemple représente une reconstruction polyédrique d’une iso-surface biomé-
dicale (une téte humaine) & partir de données volumétriques et est utilisée dans le
contexte d’une simulation biomédicale de problémes inverses en magnétoencéphalo-
graphie (distribution des champs de courant). Cette triangulation comprend 67106
points et 134208 triangles (Figure 6), (donnée fournie par Low Temp. Lab., Helsinki
Univ. of Tech., Finlande). Avant d’enrichir cette triangulation, on a appliqué un
prétraitement qui a consisté & lisser “les marches d’escalier” présentes dans la trian-
gulation initiale et dues & la segmentation binaire de I'image volumétrique originale
(ces marches sont nettement visibles sur le sommet de la téte). La triangulation
lissée est illustrée par la Figure 8 et comprend les mémes nombres de points et de
triangles.

On enrichit cette triangulation pour une spécification d’écart 3 la surface de
3 degrés, avec controle de la gradation & H-choc 1.5 [2]. Le maillage enrichi (cf.
Figure 10) comprend 64048 points et 128092 triangles, I’écart moyen global obtenu
est de I'ordre de 3.5 degrés. Les longueurs d’arétes calculées dans la carte géométrique
rectifiée varient de 0.51 & 3.25, la moyenne des longueurs est de 1.01 et 99.99%
compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale (resp. moyenne) est de (.43
(resp. 0.92).

“Les figures 7, 9 et 11 montrent respectivement des agrandissements au niveau de
P'oreille gauche de la triangulation initiale, du maillage lissé, et du maillage enrichi.
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F1G. 6 - Triangulation initiale de Téte.
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Fic. 7 - Triangulation initiale, agrandissement de 1’oreille gauche.
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F16. 9 - Triangulation lissée, agrandissement de loreille gauche.

INRIA



Maillage géométrigue de surfuces. Partie I : enrichissement 19

R L Sl
S

FiG. 10 - Maillage géométrique enrichi de Téte (H-choc=1.5, écart de 3 degrés).
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5.2 Théiere

L’exemple considéré est une surface paramétrique par morceaux avant 4 compo-
santes connexes (modele de la théiere de I'Utah), quij est utilisée dans le domaine
de la visualisation graphique. La triangulation initiale de ce modéle est obtenue
en reportant les triangulations réguliéres des espaces de parametres sur la surface.
Chaque espace de parametres est en effet le carré unité et sa triangulation corres-
pond & une grille réguliere. La triangulation ainsi obtenue est composée de 8257
points et de 8192 quadrilatéres (cf. Figure 12). Cette triangulation représente une
bonne approximation géométrique de la surface, en revanche elle n'a pas une bonne
qualité en forme.

On enrichit cette triangulation pour une spécification d’écart a la surface de
5 degrés avec et sans controle de la gradation. Le premier maillage enrichi, sans
contrdle de gradation, (cf. Figure 13) comprend 72223 points et 143743 triangles.
’écart moyen global obtenu est de l'ordre de 4.2 degrés. Les longueurs d’arétes
calculées dans la carte géométrique rectifiée varient de 0.6 a 2.46. la moyenne des
longueurs est de 1.02 et 99.99% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale
(resp. moyenne) est de 0.41 (resp. 0.93). Le second maillage enrichi, avec controle de
gradation a H-choc 1.5, (cf. Figure 14) comprend 86877 points et 172768 triangles,
I’écart moyen global obtenu est de l'ordre de 3.9 degrés. Les longueurs d’arétes
calculées dans la carte géométrique rectifiée varient de 0.6 a 1.68, la moyenne des
longueurs est de 1.01. La qualité en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.47
(resp. 0.95).
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FIG. 12 - Triangulation initiale de Théiére.
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FiG. 13 - Maillage géométrique enrichi de Théiére (écart de 5 degrés).
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F1G. 14 - Maillage géométrique enrichi de Théiére (H-choc = 1.5, écart de 5 degrés).
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5.3 Squelette du pied

Cet exemple représente le squelette d’un pied (donnée fournie par Naval Air War-
fare Center Weapons Division), utilisé dans le domaine de la visualisation graphique
ou la simulation numérique en biomécanique. La triangulation d’origine approchant
cette surface comprend 2154 points et 4204 triangles (cf. Figure 15). Cette trian-
gulation ne représente pas une bonne approximation géométrique, en effet I'écart
global mesuré est de 'ordre de 25.5 degrés.

On enrichit cette triangulation pour une spécification d’écart a la surface de 8 de-
grés avec et sans controle de la gradation. Le premier maillage enrichi, sans controle
de gradation, {cf. Figure 16) comprend 161786 points et 323468 triangles, I’écart
moyen global obtenu est de I'ordre de 5.7 degrés. Les longueurs d’arétes calculées
dans la carte géométrique rectifiée varient de 0.5 & 3.18, la moyenne des longueurs
est de 1.02 et 99.98% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale (resp.
moyenne) est de 0.31 (resp. 0.92). Le second maillage enrichi, avec contréle de grada-
tion & H-choc 2., (cf. Figure 17) comprend 217180 points et 434256 triangles, I’écart
‘moyen global obtenu est de ’ordre de 5 degrés. Les longueurs d’arétes calculées dans
la carte géométrique rectifiée varient de 0.52 a 2.68, la moyenne des longueurs est de
1.01 et 99.99% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale (resp. moyenne)
est de 0.44 (resp. 0.94). :

AV P
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P aws A /AN
& BN
SRRl

Fi1G. 15 - Triangulation initiale de Squelette du pied.
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FiG. 16 - Maillage géométri(jue enrichi de Squelette du pied (écart de 8 degrés).

Fi6. 17 - "Maillage géoméirique enrichi de Squelette du pied (H-choc = 2, écart de
8 degrés). .
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5.4 Stanford bunny

Cet exemple teprésente une reconstruction polyédrique d’un objet numérisé par
un scanner (donnée fournie par Dept. of Comp. Sci., Stanford Univ., USA), utilisée
pour la visualisation graphique. Cette triangulation comprend 35947 points et 69451
triangles (Figure 18) et correspond a une bonne approximation géométrique de la
surface.

On enrichit cette triangulation pour une spécification d’écart a la surface de 2
degrés, avec contréle de la gradation a H-choc 1.5. Le maillage enrichi (cf. Figure 20)
comprend 270644 points et 539947 triangles, ’écart moyen global obtenu est de
lordre de 1.7 degrés. Les longueurs d’arétes calculées dans la carte géométrique
rectifiée varient de 0.49 & 4., la moyenne des longueurs est de 1.02 et 99.99% com pris
entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.49 (resp. 0.94).

Les figures 19 et 21 montrent respectivement des agrandissements au niveau de
la téte de la triangulation initiale et du maillage enrichi.
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FiG. 18 - Triangulation initiale de Stanford bunny.
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FiG. 19 - Triangulation initiale de Stanford bunny, agrandissement de la téte.
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Fic. 20 - Maillage géoméirique enrichi de Stanford bunny (H-choc=1.5. écart de 2
degres).
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Maillage géométrique de surfaces
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Fig. 21 - Maillage geométrique enrichi de Stanford bunny (H-choc=1.5, écart de 2

degrés), agrandissement de la téte
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5.5 Piece mécanique 'dcd90’

L’exemple considéré représente une triangulation d'une piece mécanique fournie
par un modeleur (donnée de Mac Neal-Schwendler Corp.), utilisée dans la simu-
lation numérique par des méthodes d’éléments finis et comprenant 1685 points et
3410 triangles (cf. Figure 22). Cette triangulation représente globalement une bonne
approximation géométrique de la surface, en revanche elle présente localement des
écarts a la surface trop importants (au maximum de I'ordre de 60 degrés). Ce mo-
déle comporte des arétes vives (discontinuités des plans tangents) contraintes (cf.
Figure 23) qui d’une part forment localement des angles trés aigus et d’autre part
sont tres proches. De ce fait, la-qualité en taille et en forme de tout remaillage
optimisé (par I’approche proposée) est majorée.

On enrichit cette triangulation pour une spécification d’écart & la surface de 5 de-
grés avec et sans controle de la gradation. Le premier maillage enrichi, sans contréle
de gradation. (cf. Figure 24) comprend 18001 points et 36042 triangles, [’écart moyen
global obtenu est de I'ordre de 4 degrés. Les longueurs d’arétes calculées dans la carte
géométrique rectifiée varient de 0.17 & 9.81. la moyenne des longueurs est de 1.06
et 98.8% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale (resp. moyenne) est
de 0.1 (resp. 0.88). Le second maillage enrichi, avec contréle de gradation & H-choc
1.5, (cf. Figure 25) comprend 36329 points et 72698 triangles, I’écart moyen global
obtenu est de I'ordre de 2.3 degrés. Les longueurs d’arétes calculées dans la carte
géométrique rectifiée varient de 0.25 & 5., la moyenne des longueurs est de 1.03 et
99.6% compris entre 0.5 et 2 . La qualité en forme minimale (resp. moyenne) est de
0.13 (resp. 0.94).
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FIG. 23 - Arétes contraintes de ded90.
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F1G. 25 - Maillage géométrigue enrichi de ded90 (H-choc = 1.5, écart de 5 degrés).

INRIA



Maillage géoméirique de surfaces. Parti€ I : enrichissement : 35

5.6 Sandale

Cet exemple représente une reconstruction polyédrique d’une sandale (donnée
fournie par Naval Air Warfare Center Weapons Division), utilisée dans la visualisa-
tion graphique. Cette triangulation comprend 2636 points et 4952 triangles (Figure
26, correspond & une bonne approximatiou géométrique de la surface (I’écart global
de 10 degrés) et présente des arétes vives (cf. Figure 27). De méme, la qualité en
taille et en forme de tout remaillage optimisé (par ’approche proposée) est majorée.

On enrichit cette triangulation pour une spécification d’écart a la surface de 5 de-
grés, avec et sans contréle de la gradation. Le premier maillage enrichi, sans contréle
de gradation, (cf. Figure 28) comprend 41734 points et 82594 triangles, I'écart moyen
global obtenu est de l’ordre de 4 degrés. Les longueurs d’arétes calculées dans la
carte géométrique rectifiée varient de 0.2 & 4, la moyenne des longueurs est de 1.03
et 99.8% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale (resp. moyenne) est
de 0.01 (resp. 0.90). Le second maillage enrichi, avec controle de gradation a H-choc
1.5, (cf. Figure 29) comprend 64848 points et 128287 triangles, I'écart moyen global
obtenu est de 'ordre de 3.4 degrés. Les longueurs d’arétes calculées dans la carte
géométrique rectifiée varient de 0.26 a 2.61, la moyenne des longueurs est de 1.01 et
99.99% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale (resp. moyenne) est de
.0.01 (resp. 0.94).

Les figures 30, 31 et 32 montrent respectivement des agrandissements au niveau
de la boucle de la triangulation initiale et des maillages enrichis sans et avec contréle
de gradation.
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FiG. 28 - Maillage géoméirique enrichi de sandale (écart de 5 degrés).

FI1G. 29 - Maillage géométrique enrichi de sandal (H-choc = 1.5, écart de 5 degrés).
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FiG. 31 - Maillage géométrique enrichi de sandal (écart de 5 degrés), agrandissement
de la boucle.

Fic. 32 - Maillage géométrique enrichi de sandal (H-choc = 1.5, écart de § degrés),
agrandissement de la boucle.

INRIA



Maillage géométrigue de surfaces. Partie I : enrichissement 39

5.7 Boeing 747

Cet exemple illustre une surface paramétrée composée représentant un avion
(Boeing 747, donnée fournie par Boeing), utilisée dans la simulation numérique des
écoulements fluides par des méthodes d’éléments finis. Cette triangulation comprend
43575 points et 45264 triangles et quadrilatéres (Figure 33), correspond a une bonne
approximation géométrique de la surface et présente des arétes vives ainsi que des
arétes contraintes frontieres de carreaux (cf. Figure 34).

On enrichit cette triangulation: pour une spécification d’écart a la surface de
11 degrés, avec et .sans contrdle de la gradation. Le premier maillage enrichi, sans
controle de gradation, (cf. Figure 35) comprend 62316points et 124660 triangles,
PPécart moyen global obtenu est de l'ordre de 8.6 degrés. Les longueurs d’arétes
calculées dans la carte géométrique rectifiée varient de 0.23 a 3.77, la moyenne des
longueurs est de 1.03 et 99.9% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale
(resp. moyenne) est de 0.12 (resp. 0.90). Le second maillage enrichi, avec controle de
gradation a H-choc 1.5, (cf. Figure 36) comprend 77291 points et 154610 triangles,
PPécart moyen global obtenu est de l'ordre de 7.5 degrés. Les longueurs d’arétes
calculées dans la carte géométrique rectifiée varient de 0.21 a 2.12, la moyenne des
longueurs est de 1.01 et 99.99% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale
(resp. moyenne) est de 0.19 (resp. 0.92).

Les figures 37, 39 et 38 montrent respectivement des agrandissements au niveau
des réacteurs de la triangulation initiale et des maillages enrichis sans et avec controle
de gradation.
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Fi1G. 33 - Triangulation initiale de Boeing 747.

FiG. 34 - Arétes contraintes de Boeing 747.
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FIG. 35 - Maillage géométrique enrichi de- Boeing 747 (écart.de 11 degrés).
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Maillage géoméirique enrichi de Boeing 747 (H-choc = 2, écart de 11
degrés).
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Triangulation initiale de Boeing 747, agrandissement des réacteurs.
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S

Fic. 38 - Maillage géométrique enrichi de Boeing 747 (écart de 11 degrés), agran-
‘dissement des réacteurs.
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FiGg. 39 - Maillage géométrique enrichi de Boeing 747 (H-choc = 2, écart de 11
degrés). agrandissement des réacteurs.
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5.8 Piéce mécanique ’lhmount’

L’exemple considéré représente une triangulation d’une piece mécanique fournie
par un modeleur (donnée de Mac Neal-Schwendler Corp.), utilisée dans la simu-
lation numérique par des méthodes d’éléments finis et comprenant 2946 points et

. 5908 triangles (cf. Figure 40). Cette triangulation représente globalement une bonne

approximation géométrique de la surface, en revanche elle présente localement des
écarts a la surface trop importants (au maximum de I’ordre de 60 degrés). Cet mo-
déle comporte des arétes vives (discontinuités des plans tangents) contraintes (cf.
Figure 41).

On enrichit cette triangulation pour une spécification d’écart a la surface de
2 degrés avec et sans contréle de la gradation. Le premier maillage enrichi, sans
contréle de gradation, (cf. Figure 42) comprend 17216 points et 34448 triangles,
’écart moyen global obtenu est de I’ordre de 1.7 degrés. Les longueurs d’arétes
calculées dans la carte géométrique rectifiée varient de 0.12 a 14.91, la moyenne des
longueurs est de 1.08 et 98.8% compris entre 0.5 et 2. La qualité en forme minimale
(resp. moyenne) est de 0.02 (resp. 0.9). Le second maillage enrichi, avec contréle de
gradation a H-choc 1.5, (cf. Figure 43) comprend 28870 points et 57756 triangles,
I’écart moyen global obtenu est de 'ordre de 1.2 degrés. Les longueurs d’arétes
calculées dans la carte géométrique rectifiée varient de 0.33 a 11.18, la moyenne des
longueurs est de 1.02 et 97.8% compris entre 0.5 et 2 . La qualité en forme minimale
(resp. moyenne) est de 0.22 (resp. 0.94).
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FiG. 40 - Triangulation initiale de lhmount.
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Fic. 41 - Arétes contraintes de lhmount.

RR n " 3236




H. Borouchaki et P.J. Frey

FiG. 42 - Mauillage géométrique enrichi de lhmount (écart de 5 degrésj.
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Fi1G. 43 - Maillage géométrique enrichi de lhmount (H-choc = 1.5, écart de 5 degrés).
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6 Conclusions

Dans ce rapport on a proposé une méthode pour construire un maillage géo-
métrique enrichi de type élément fini & partir d’une triangulation initiale arbitraire
d’une surface. En effet, la triangulation initiale est optimisée au regard d’une géomé-
trie et de la qualité en forme des éléments. La géométrie est définie via un support
géométrique assez lisse a partir de la seule donnée de la triangulation initiale de la
surface. Plusieurs exemples d’applications ont été présentés pour illustrer I'efficacité
de cette approche. _

Les maillages enrichis contiennent généralement un nombre important d’élé-
ments, qui rend leur utilisation délicate. Dans la seconde partie de cette étude,
nous allons montrer une application particuliere de cette approche, concernant la
simplification géométrique des maillages enrichis, dans le but de réduire le nombre
d’éléments de ces maillages.

Une extension de la méthode proposée est la construction de maillages géomé-
triques enrichis anisotropes, qui par conséquent doivent contenir moins d’éléments
que les maillages géométriques enrichis isotropes correspondants. Par ailleurs, l'inté-
gration de cette approche dans un schéma d’adaptation de maillage et sa validation
sur des problémes concrets de simulation constitue 'objectif & terme de cette étude.
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