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Résumé : Ce travail a pour objet la modélisation numérique de la propagation des ondes
électromagnétiques dans le proche sous-sol, a des fins de repérage d’objets enfouis, et de produire
des images du sous-sol, en utilisant des méthodes inspirées de la sismique.

La modélisation utilise la méthode de Yee pour résoudre les équations de Maxwell 2D
par différences finies dans le domaine temporel. Grace aux techniques d’états adjoints, on
peut ensuite calculer des images du sous-sol, montrant ol se trouvent des objets enterrés. Le
caractere conducteur du sous-sol rendant le phénomene irréversible en temps, on utilise un

technique due a Griewank pour minimiser le nombre de simulations, compte tenu de la place
mémoire disponible.
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Imaging of the Near Subsurface Using a Geologic Radar

Abstract: This work presents the numerical modeling of experiments using a geologic radar
to probe the near subsurface, to locate buried objects such as gas pipes.

Modeling is based on Yee’s FDTD algorithm to solve the 2D Maxwell’s equations. Then,
using adjoint state techniques, we produce images of the subsurface, showing the location of
the buried objects. Because the subsurface is conductive, the propagation is irreversible. We
have to resort to a technique due to Griewank to minimize the number of simulations, given
the available memory

Key-words: Electromagnetism, finite differences, geologic radar, detection of buried objects,
adjoint state
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1 Introduction

Dans un premier temps nous allons introduire les équations de Maxwell. La section (2)
expose la technique mise en oeuvre pour obtenir un résultat; elle présente la méthode de réso-
lution des équations de Maxwell choisie: une méthode de différences finies ou Finite Difference
Time Domain (FDTD), elle présente aussi quelques uns des résultats obtenus. Puis un résumé
rapide des diverses documentations (sur le probléme inverse) étudiées est fait dans la section
(3). Enfin la section (4) présente la méthode de résolution utilisée pour résoudre le probléme
inverse.

Nous nous intéressons dans ce projet, a des phénomenes électromagnétiques. Ces phéno-
menes se décrivent a ’aide des équations de Maxwell.

Un champ électromagnétique est décrit par un quadruplet de champs de vecteurs dans un
domaine 2 de R?:

E(z,t) :champ électrique en Volts/métre

auf]

(z,t) :champ magnétique en Amperes/metre

ol

(z,t) :champ d’induction électrique en Coulombs/metre?

B(z,t) :champ d’induction magnétique en Webers/métre?

Dans ce qui précede, z désigne le point courant de Q C R3? et t > 0 désigne le temps. Ces
champs de vecteurs sont reliés a:

p(z,t) :densité de charge électrique en Coulombs/metre? -
2

j(z,t) :densité de courant en Ampéres/méetre?

Les variations en espace et en temps de ces diverses quantités sont régies par les équations de
Maxwell :

f —
B o
66—t+ rot E =0
oD L
E— rOtH+]:0
3 (3)

divD:p
divB =0

\

En prenant la divergence de (3.2), en dérivant (3.3) par rapport au temps et en ajoutant membre
a membre les deux équations obtenues, on obtient 1’équation :

op .2
E—Fdwg—ﬂ (4)

INRIA
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qui exprime que les densités p et 7 sont reliées par la loi de conservation de la charge électrique.
Les équations (3) et (4) ne suffisent pas a caractériser le champ électromagnétique. Il convient
de:

(i) décrire les lois de comportement du matériau qui vont permettre de relier les
champs D et E d’une part, les champs B et H d’autre part.

(ii) décrire les propriétés de conduction du matériau qu1 vont induire une relation
entre la densité de courant j et le champ électrique E.

1.1 Lois de comportement dans les matériaux diélectriques

Nous nous contenterons ici de décrire les lois de comportement des matériaux les plus
simples, a savoir les lois des matériaux linéaires isotropes sans perte.Ces hypotheses entrainent

que l_j, respectivement B , est, proportionnel a E, respectivement H. On introduit alors deux
fonctions scalaires £(z) et p(z) telles que 'on ait en tout point et a tout instant :

D(z,t) = e(z) E(x, 1)

(2,t) = p(z) H(z,t)

()

wfl

ol par définition :
e(z) est la permittivité diélectrique du milieu en Farads/metre

wu(x) est la perméabilité magnétique du milieu en Henrys/métre

La dépendance en = de ces coefficients caractérise une éventuelle hétérogénéité du milieu de
propagation. Lorsque € et p sont constants, on dit que le milieu est homogene. Le vide est un
milieu homogene particulier. Dans ce cas on a:

e(r) =¢ey = (36m10°) ! en Farads/metre -
6

w(z) = po = 4m.107" en Henrys/metre

La vitesse de propagation ¢y des ondes dans le vide est donnée par:

o Mo C% =1 (7)
ce qui donne numériquement la valeur bien connue pour la vitesse de la lumiere:
co = 3.10%m /s (8)

Un milieu quelconque est souvent représenté “relativement” au vide. Ainsi on pose:

e(z) =epe(x)

w(x) = po pr(x)
RR n° 3255
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ol par définition :

e-(z) est la permittivité diélectrique relative

pr(z) est la perméabilité magnétique relative

a partir de quoi on définit I'indice du milieu (par rapport au vide) par:

e(r)p(x
() = /"D _ /e ) (10)
€0 Ko
De la méme fagon que I’on a défini en (7) la vitesse de propagation des ondes dans le vide, on

peut définir en tout point x la vitesse de propagation locale des ondes électromagnétiques dans
un matériau par:

e(z) p(w) cz)* =1 (11)

Il est alors facile de voir que ¢(z) est liée a la vitesse ¢y dans le vide par:

c(x) = (12)

Ce qui montre que plus un milieu a un indice élevé, plus les ondes électromagnétiques s’y
propagent lentement.

1.2 Modélisation des propriétés de conductivité

Il convient en général de diviser la densité de courant j en deux parties:

-

i@, t) = Js(@,) + el 1) (13)

ol js est un courant source, qui dans la pratique sera une donnée des problemes que I'on aura
a résoudre, courant imposé de facon “extérieure” et ou fc est le courant de conduction, du aux
mouvements des électrons libres dans le matériau.

Cest la caracterlsatlon de j. qui fait intervenir les propriétés intrinseques du matériau. Le
plus souvent, jc est relié au champ électrique E par la loi d’'Ohm:

jo(z,t) = o(z)E(z, 1) (14)

oll, dans un milieu isotrope, o(z) est une quantité scalaire et positive appelée conductivité du
matériau (unité le siemens/metre). Lorsque o = 0, le milieu est non conducteur. C’est par
exemple le cas du vide. En général ¢ > 0 est synonyme de phénomenes d’absorption: une
onde qui se propage dans un milieu conducteur est atténuée au cours de sa propagation. Ces
phénomenes d’absorption sont tres importants dans le sous-sol.

INRIA
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1.3 Réécriture du modele mathématique en tenant compte des pro-
priétés du matériau
On peut maintenant ecrlre un systeme d’équations ol seuls vont intervenir les champs

électrique et magnétique E et H. Ce modele se compose essentiellement de deux équations
d’évolution du premier ordre, tirées de (3):

.
H o
/LE—F rot £ =0
< - 15
saE—i- E otﬁ-l—_" 0 ( )
—+4+o0oE -1 s =
ot J
\

auxquelles on peut adjoindre les deux équations stationnaires:

div (¢E) = p (16)

div (uH) =0

Le “on peut” se justifie dans la mesure ou les équations (16) peuvent étre considérées comme
redondantes :

— I'équation p = div (55) peut étre considérée comme définissant la densité de charge
électrique p(z,t)

— I’équation div (MFI ) = 0 est une conséquence, a une dérivation par rapport au temps pres,
de la premiere équation de (15).

Les seules équations d’évolution (15) suffisent & déterminer de fagon unique la solution (E , H )
pourvu qu’on leur ait adjoint :

—des conditions initiales en ¢t = 0
—des conditions aux limites sur I' = 0f2

Pour étre cohérent avec la physique, il faut se limiter aux solutions d’énergie finie c’est a dire
aux solutions qui satisfont a tout instant:

E(t) = %/(5|E($,t)\2 + plH(z,1)|?)dz < 00

ou par définition £(t) désigne I’énergie électromagnétique de la solution & I'instant ¢.

RR n° 3255
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2 Méthode numérique pour la simulation

Cette section expose la technique mise en oeuvre pour résoudre le probleme direct, elle
présente la méthode de résolution des équations de Maxwell choisie, une méthode de différences
finies ou Finite Difference Time Domain (FDTD) (voir [1], [2], [3]).

Présentons le probleme direct :

On cherche les valeurs des champs électriques et magnétiques en tout les points du domaine
étudié en fonction du milieu.

Rappelons (voir chapitre 1) que I’évolution du champ électromagnétique (E, H ) dans un
milieu continu, homogene, isotrope, linéaire est régie par les deux équations vectorielles sui-
vantes:

s —
H .,
ME + rot E =0
., 17
oF +oFE tH+j,=0 "
e O ro Js =
\
D’ou le probleme direct est le suivant :
Trouver (E, H) solution de (17) sur Q en fonction des parametres (e, o) (18)

ol

E est le champ électrique,

H le champ magnétique,

Q) I’espace de résolution (02 est sa frontiere),

(¢,0) les parametres du milieu.
En dimension trois, le probleme direct revient a résoudre un ensemble de six Equations aux
Dérivées Partielles (EDP) scalaires couplées.

)

56E$ + ok, — < OH, _% ) +j§w)=0
Jy 0z

8%+0Ey— ( OH, _0H, ) +ji® =0
0z ox

E, _
OB | g < OH, 0H, )ﬂgz):(]

ot 0r Oy
9 (19)
0H, ( OE, OE, ) _
W - = =0
ot 0z oy
of, _ ( 0B, OE, ) _0
ot ox 0z

8Hz_<8E$ OE, ):0

Kot oy oz

INRIA



Imagerie au procne Sous-sotL par un raaar geoLogique J

Ce systeme de six équations peut se découpler en deux systémes partiels de trois équations
lorsque 'on peut faire I’hypothese suivante:

Les champs et la cible étudiée sont invariants par rapport a une direction donnée. Dans
notre cas comme nous le montrerons plus tard, nous avons choisi une invariance par rapport a
I'axe Oy, ( les dérivées par rapport a y sont nulles).

Les deux sous systemes disjoints sont associés a deux polarisations indépendantes, la po-
larisation Transverse Electrique (TE) (le champ électrique E reste dans le plan “transverse”
Ozxz orthogonal a la direction d’invariance Oy) et la polarisation Transverse Magnétique (TM)
(le champ magnétique H reste dans le plan “transverse” Oxz orthogonal a la direction d’inva-
riance Oy). Ces deux sous systémes décrivent alors les interactions électromagnétiques dans un
environnement bidimensionnel.

Le systeme (TE) en (E,, Hy, E,) s’écrit:

OF OH,
z B+ Y 4 @) —
€ TO z + 5% + Js 0
OF, 0H, .,
o ToP T gy =0 (20)
OHy _ ( 0F, _0E, ) 0
ot ox 0z
\

Le systeme (TM) en (H,, E,, H,) s’écrit:

)

OE
e—L+0E, — ( OH, _0H, )—i—jgy):()

ot 0z o0x
OH, _ % =0
q o 0z (21)
O0H, OE,
or oy 0

Désormais nous nous placons dans le cas de ’hypothése bidimensionnelle, et cela pour
plusieurs raisons:

— Pour des raisons techniques, ’extension d’'un code 2D au cas 3D souléve de nombreux
problemes de mise en oeuvre sans rien apporter de nouveau quant aux concepts. De plus,
cela nous laisse une plus grande latitude au niveau des simulations & venir puisque les
temps de calcul et la mémoire nécessaires a I'implémentation d’un code 2D sont nettement
plus faibles que pour un code 3D (si le temps de calcul en 2D est de l'ordre de n? alors
en 3D il est au moins de 1’ordre de n*).

RR n” 3255
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— On peut ensuite remarquer que le déplacement du radar s’effectuant suivant une ligne
droite (que 'on désigne comme étant I’axe O,), 'onde émise se propage alors dans le
plan O,, (ou O, est la profondeur). La plupart des tuyaux rencontrés coupent alors cette
trajectoire et donc peuvent étre considérés comme étant parallele & I'axe O,. De plus
le radar émet lui aussi un champ électrique parallele a 'axe O,, nous pouvons donc
considérer le milieu comme étant invariant par rapport a cette direction.

Malgré tout cette hypothese présente des limites, on ne modélise pas tres bien le milieu en
le supposant invariant par rapport a ’axe O,.

Le radar émettant un champ électrique paralléle & 1’axe O, nous résoudrons le systéeme (TM)
en (H,, By, H,).

2.1 Schéma de Yee

AX
j-1 i i ) mi=y
E | |
y\l | O Hz
e = EE D-----{9------1 A,
| | X Hx
I HX I
| N
j X X v
e e
| \ |
jrU2 - O -----{d----- -
j+1 5 5
i-1 i i+1/2 i+1

Fi1c. 1: Grilles de calcul, et positions des champs

Nous avons opté pour une méthode temporelle, il nous a fallu choisir dans 1’éventail des
méthodes instationnaires celle qui convenait le mieux a notre probleme. Les méthodes par
éléments finis présentent 1'avantage de modéliser avec précision des surfaces limites courbes,
mais a un cotit prohibitif pour notre probleme. Par ailleurs, a I’heure actuelle, les dimensions
des objets traités limitent ['utilisation de ces méthodes.

Nous nous sommes donc tournés vers une méthode de discrétisation par différences finies
des équations de Maxwell, et nous avons choisi d’utiliser un algorithme formulé par Yee en 1968
INRIA
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[3]. Cela pour des considérations de taille des problémes & prendre en compte, de vitesse d’exé-
cution, de facilité d’implémentation, pour le fait que cet algorithme est parfaitement adapté a
la discrétisation des équations de Maxwell et enfin par ce que cet algorithme est réputé robuste.

Nous allons présenter cette méthode, ses caractéristiques, et nous intéresser a sa mise en
oeuvre.

Nous nous plagons donc en dimension deux, nous découpons le domaine de calcul Q (le
sol) en une grille réguliére rectangulaire. Cette grille ne pouvant étre infinie, elle est composée
de (ny, — 1).(n, — 1) cellules de taille (Az, Az), o Az et Az sont respectivement les pas de
discrétisation le long des axes O, et O,. Le fait que la grille ne soit pas infinie entraine la
nécessité d’avoir des conditions aux bords absorbantes. Chacune des composantes des champs
E et H est évaluée a un endroit spécifique de la grille de calcul, décalée par rapport aux autres.
Le champ magnétique est tangentiel au milieu de chaque aréte de la cellule, le champ électrique
est normal au centre de chaque cellule. Nous avons donc en fait besoin de trois grilles de calcul
qui nous définissent trois espaces de suites de fonctions.

Il nous faut donc une grille de calcul pour:

— le champ électrique E), tel que Ey|(i+%’j+%) = Ey((i + 3)Az, (7 + ) Az),
— le champ magnétique horizontal H,, tel que Hz|(i+%,j) = H,((i + 3)Az, jAz),

— le champ magnétique vertical H,, tel que Hz|(i,j+%) = H,(iAz, (j + 3)Az).

O 1 i nx- 1/ 2
0 f Ox
1 172
]
: : : : : : : : nz-1
a2 |
: : : : : : : ' nz
1/2 nx-1  nx
Oz

Fi1G. 2: Maillage

RR n° 3255
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La discrétisation des dérivées partielles par rapport a x et z ne présente alors aucune diffi-
culté :

%‘(H%,ﬂ%) _ Hx|(i+§,j+1)A; Haliy 1) +0(A)

22
% (ijt+3) — Eyki%,ﬂ;)A_xEy‘(i%’ﬂ%) +0A) N
%M%J) = Ey‘(H%J%)A_ZEZJ‘(H%J_% +0(a7)

La figure suivante ilustre ce calcul, en détaillamt les différentes grilles mises en jeu.

i+1/2 i
: O Hz : : [ Ey
j — (] dHz/dx j —— O  dEyldx
Q- - --bFB-BF-- a2
ol ¥l
i i+1 i-1/2 i+1/2
i+1/2
! O  Hx [l Ey
i — T []  dHx/dz O  dEyldz
—-H-fd-4-- j+12 j
LT
i i+1 i i+1

F1G. 3: Discrétisation des dérivées spatiales

INRIA
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On ajoute a cette discrétisation en espace une discrétisation en temps de type saute-mouton
(At est le pas de discrétisation en temps et n, le nombre de pas de temps effectuées), c’est-a-dire
que le champ électrique est calculé un demi pas de temps consécutivement au calcul des champs
magnétiques. En tenant compte du fait que le calcul des composantes des champs électriques
et magnétique s’effectue avec un décalage d’'un demi pas de temps, les dérivées partielles par
rapport au temps s’écrivent :

OH, .1  H, ™' — H,|"

nta o(At?
a A TOBD)
(23)
aEy n Ey|n+% — Ey|n_% 2
= O(At
ot At +OAE)
On a donc les champs discrétisés suivant :
(
(me%,j)i,j,n tel que i€ [l.nz —1],75 € [1.nz],n € [1..nt],
1
9 (Ey|?jfj+l)i,j,n avec i€[l.nz—1],7 € [l.nz —1],n € [1..nt], (24)
29 2
\ (Hz|2j+%)i,jm ou i € [l.nz],j € [l.nz —1],n € [1..nt],
les conditions initiales suivantes :
.
H,|°=0,
H,|°=0,
\

et des conditions aux bords sur E, pour

;

j=0,i€[0.n],
j =mnz,1 € [0.nz],

i=0,j €[0..nz],

i =mnz,j € [0..nz].
\
On doit aussi discrétiser le milieu, pour cela on définit sur chaque cellule la permittivité
électrique et la conductivité électrique:
€irl il la permittivité électrique sur la cellule (4, 7),

Oifljpl la conductivité électrique sur la cellule (3, j).

RR n° 3255
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On peut alors remplacer dans chacune des équations du systéme (21), les quantités corres-
pondant aux dérivées partielles en espace (en se servant de (22)) et en temps (en se servant
de (23)) des champs électriques et magnétiques, ainsi que celles relevant de la présence des
composantes H,, E,, H,. Le schéma est explicite ce qui facilite 'implémentation des calculs.

n+l _ n n+3 _ n+3
MH”|(i+;,j) H’”'(H%,j) _ Ey‘(i+§,j+%) Ey‘(i%,j—%) -0
0 At Az
n_|_1 _ n ’I’L+% _ n+%
MHZ (i.d+3) Hz'(i,ﬂ%) " Ey‘(i+§,j+%) Ey‘(i—%,j+%) - 0
0 At Ax
n+3 _ n—3 nts n—3
o Bleaey = Bladaey 0 Bledn T Brladan
Z+§,J+§ At Z+§,]+§ 2 (27)
n _ n
_ H”‘(i+%,j+1) Hw‘(zﬂr%,j)
Az
n _ n
n Hz‘(i+1,j+%) Hz‘(z‘,ﬂ%)
Az
> |n —
* SUGERTES =0
Oit n—l—%

1 . 1 1
N 7 2 J+7 n—s . . N ’
ol on a remplacé o F par # [E,| +E,| 2 +'ﬁ i+ 1)] pour maintenir un systéme centré.
2 2

01 1
(Z+§:J+§)

INRIA
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Du systéme (27) on peut extraire le systéme suivant qui nous permet de calculer les valeurs
des champs a partir d’une condition initiale:

L= Hin, oo B B )
(it 3.4) Pla+sd) T Azt VGtgats) v+ 1
Al = H. — By Byl i jon)
z (’Lv]+%) (19.7+ ) Iu, A"L‘ Y (Z+2 .7+ ) (277.7+2)
1 Oy 154100
|"+% _ 261111 |
Yitgat+s) Oir1 41 AL Euliiigen)
14+ —2= 2
2€Z+2’]+2 (28)
1 At
+ H, o
- Oyl ’J_i_lAt Azg J+2 [ |(1+2 J+1) $|('l+%,])]
262+§,]+§
1 A
B At A : gy — Heligey)
| 4 Jipdts T O g o e
2£Z+2’]+2
1 At
- Jslisia i+1)
1+ 341441 AL Citdj+i (20%3
2641542

On a donc I’algorithme suivant :
1
e on connait E}, H?, H?,
e pour 1 < n < nt,

n+i . n
- on calcule dans l'ordre H}', H?, Fy, * connaissant Ejy

1
-3 gn-1 pgn-1
CHY ™ HY .

Du point de vue informatique, on déclare en fait trois tableaux (H,, E,, H,) décalés les un
par rapport aux autres afin de faciliter 'implémentation des équations (28).

et deux tableaux de coefficients

et la source
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]s(ZaJ) = js|i+%,j+%
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Informatiquement, (27) se traduit alors par:

H,(7,j) = H,(,j)+

LB, G, +1) — By, )]

oAz
HG0) = Hz(i’j)_ILOAAtx[Ey(i-i‘l,j)—Ey(i,j)]
o)A
() = —( SR ()
14 20T
2e(1,7) (29
1 At - N
* oA R,y )~ Helid ~ 1)
2¢(4, )
1 At o . |
- 1+MASC8(Z,])[HZ(Z’])_HZ(Z_L])]
2¢ (4, J)
1 At
) 1+M5(iaJ)JS(Z’j)
2¢(1, 7)

Il est évident que le modele ne peut étre utilisé pour calculer les dérivées partielles des
champs sur les frontiéres de notre domaine de calcul, le schéma de Yee faisant appel a des
points extérieurs au domaine. Pour résoudre ce probléme on a tout d’abord imposé une valeur
du champ électrique nulle sur tout les bords, et calculé les champs magnétiques et électriques
uniquement a l'intérieur du domaine. Mais cela induit des réflexions parasites; on a donc im-
plémenté des conditions absorbantes qui les suppriment. Ces conditions absorbantes sont des
conditions d’ordre 4; elles on été fournis par Mr. Francis Collino (voir [4]) il s’agit de travaux
de 'INRIA; et elles sont tres éfficaces.

Pour modéliser la source nous prenons une fonction qui est la fonction indicatrice en espace
et la dérivé d’'une Gaussienne en temps. C’est une impulsion courte, de fréquence centrale
F, (dans notre cas cette fréquence peut étre égale & 300MHz ou a 500MHz), et de fréquence
maximale (de coupure) F, (on prend F, = 2.5F). Sa formule est la suivante:

d
js (J;’ % t) = 6(558,25)(‘7"5 Z)Aaei(ﬂ-Fs(tito))z

ou (x4, zs) est la position de la source,
3

to = o est le temps ou la source commence a émetre.
S

2.2 Stabilité et dispersion du schéma

Rappelons les résultats de stabilité et de dispersion numérique du schéma de Yee (voir le
livre de Taflove [2]).
INRIA



Imagerie au procne Sous-sotL par un raaar geoLogique L/

Le schéma de Yee explicite est soumis a une condition de stabilité fixant la taille de I'incré-
ment temporel en fonction des incréments spatiaux.

At < , (30)

ce qui donne

At < —— 31
N Cmaz\/i’ ( )
si Ax = Az = h, oll ¢yq, est la vitesse de propagation du milieu d’indice de réfraction le plus
faible a I'intérieur du domaine modélisé, At I'incrément temporel.

Pour un schéma donné, la dispersion numérique caractérise les écarts de la vitesse de pro-
pagation numérique v, par rapport a la vitesse réelle de la lumiére ¢ dans le milieu considéré
(notée ¢y dans le vide). Elle dépend de la finesse de la discrétisation spatiale définie par le
nombre de pas de discrétisation par longueur d’onde et de la fréquence de coupure. Pour notre
cas (F, = 2.5Fy) il faut prendre:

Crin
h< 2.5F;N, (32)
ol Cpn est la vitesse de propagation du milieu d’indice de réfraction le plus élevé a l'intérieur
du domaine modélisé, N, le nombre de point par longueur d’onde.
En pratique on fixe N, = 10, on en déduit h par (32), et At par (31).

2.3 Résultats Numériques

Dans cette partie on va présenter quelques unes des simulations numériques effectuées.

On s’intéresse tout d’abord a la modélisation du radar et du milieu. Pour coller a la réalité
on choisit de prendre comme terme source une impulsion courte de fréquence centrale égale,
soit a 300 MHz, soit a 500MHz comme celle du radar de “GSSI”. On choisit aussi de prendre
le nombre de points par longueur d’onde égal a 10 (pour une question de rapidité des calculs).

Pour pouvoir faire beaucoup de simulations rapidement et donc tester notre programme, on
prend un domaine de calcul petit (nx = nz = 201), et pas trop de pas de temps (nt = 501). De
ces données on déduit par la formule (32) la valeur de Ax et Az (elles valent & peu prés 24 mm),
puis par la condition nécessaire de stabilité (31) la valeur de At (ce qui donne At = 5.65107!1s).
Le domaine fait donc 4,8 metres de long et de profondeur, on ’étudie sur une durée de 28ns
(sachant que la source dure 3ns). Les conditions initiales sont toujours nulles.

Maintenant, on va présenter deux des simulations numériques:

— Tout d’abord on modélise un sous-sol relativement simple, on prend donc un milieu & deux
couches : une couche d’air (de conductivité électrique oy = 0 et de permittivité électrique
relative £; = 1) et enfin une couche de terre (05 = 0.001, £9 = 8). Dans la couche de terre
on place un tuyau de fer (¢ = 10%,¢& = 1).

— Ensuite on modélise la fosse de sable de I’aire d’essai comme un milieu a deux couches:
une couche d’air (de conductivité électrique oy = 0 et de permittivité électrique relative
g1 = 1) et une couche de sable sec (oo = 0.00001,e, = 4). On place dans la couche
de sable trois tuyaux, un en acier, un en fonte (¢ = 10% ¢ = 1), et un en polyethylene
(0 =0,e =2.4).
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0
0 == Ox
Air
101
. Sol
=
Tuyau —~
151 - @— -
201
I
v 101 201

Oz

F1G. 4: Configuration simple, 1 seul tuyau

F1G. 5: Instantané sans conditions absorbantes auzr bords
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(L[] [ NANN

F1G. 6: Instantané avec conditions absorbantes auzx bords

[] ABOvE 1000
[] s18- 1000
] e3- 818
[  4s5- 636
Bl 23 455
[ | 91- 273
Bl o 9
Bl o o
B s o
Bl 6 455
Bl s 636
Il 000- 818
I ecLow -1000

F1c. 7: Trace sans conditions absorbantes auzx bords
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AENERERERET]

ABOVE 500
409- 500
318- 409
227- 318
136- 227
45- 136
45- 45
-136- -45
-227 - 136
-318 - 227
-409 - -318
-500 - -409

BELOW -500

(L[] [ BN

F1G. 8: Trace avec conditions absorbantes auxr bords

ABOVE 1000
818- 1000
636- 818
455- 636
273- 455

91- 273

-91- 91
273- 91
455 - 273
636 - -455
818 - -636
1000- -818
BELOW -1000

Fi1c. 9: Migration sans conditions absorbantes auzr bords
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[ ABoVE 1000
]  s18- 1000
] 636- 818
[ 455- 636
Bl 213 455
[ ] 91- 273
Bl o o
Il o o
s o
Bl 63 455
[
Il 000- 818
Il scLow -1000
F1c. 10: Migration avec conditions absorbantes auz bords
0]
- Ox
R Air
N
Om
Sable
T1 T2 T3
| | |
________@__ _____ __@_______________________@__ ______ im
15m
|
v 1m 2m 5m 6m
Oz
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T1tuyau d acier derayon 8 cm
T2 tuyau de fonte derayon 5 cm
T3 tuyau de PE de rayon 8 cm

Fi1G. 11: Configuration a 2 couches, 3 tuyaux
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ABOVE

ERNRERERRT]

BELOW

300-
200-
100-
- 100
-100-
-200 -
-300 -
-400 -
-500 -
600 -

400
400
300
200

-100
200
-300
-400
-500
-600

— pa

Fi1a. 12: Instantané avec conditions absorbantes auz bords

ABOVE

(L[ BN

BELOW

164-
127-
91-
55-
18-
18-
55
o1-
127 -
-164 -
-200-

200
200
164
127
o1
55
18
-18
55
91
-127
-164
-200

Fi1ac. 13: Trace avec conditions absorbantes aux bords
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ABOVE 500
409- 500
318- 409
227- 318
136- 227
45- 136
45- 45
-136- -45
-227- 136
-318- -227
-409 - -318
-500 - -409

BELOW -500

(L[] [ RN

F1a. 14: Muigration avec conditions absorbantes auz bords

Rappelons que la trace d’un milieu est la juxtaposition des enregistrements temporels recus
en fonction de la position du radar, un instantané est la valeur d’'un champ en tous les points
a un instant donné.

On peut voir que dans la simulation d’un milieu a 2 couches avec un seul tuyau, la position
du tuyau apparait clairement (sommet des hyperboles dans les figures 7 et 8, ou croix dans les
figures 9 et 10). On peut aussi remarquer que les conditions aux bords de Francis Collino sont
tres efficaces (comparer les figures 5 et 6).

La deuxieme simulation donne des résultats analogue aux mesures physiques, elle valide
donc le programme. On remarque aussi qu'une migration permet la encore de déterminer la
position des tuyaux.
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3 Synthese Bibliographique

Cette section expose et donne un résumé rapide de la diverse documentation étudiée. Tout
d’abord j’ai été amené & lire les livres [5] et [6] pour m’initier aux équations de Maxwell. Puis les
articles ([7, 8, 9]) fournis par GAZ DE FRANCE, m’ont apporté plus de précisions sur le sujet
du stage. A l'aide d’Internet, j’ai recherché des articles sur les radars géologiques ([10, 11, 12,
13, 14]). La bibliotheque de 'INRIA m’a fourni les articles ([15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]).
Et enfin j’ai requ les articles ([24, 25, 26, 27, 28, 29]) et la theése [30] de GAZ DE FRANCE.

Les divers articles bien que parlant tous des radars géologiques, peuvent se répartir en
plusieurs catégories, ceux qui présentent seulement les diverses applications possibles des radars
([7, 15, 22]), ceux qui résolvent le probleme direct (calcul des champs électriques et magnétiques
dans un milieu donné) en utilisant une méthode de différences finies soit en domaine temporel
([12, 30]), soit en domaine fréquentiel ([9, 10]), ceux qui résolvent le probleme de détection
d’objets enterrés en résolvant un probléme inverse ([18, 19, 20, 21, 13, 14, 23, 24, 26, 27, 28,
29]), enfin les articles qui cherchent & modéliser les antennes, I'impulsion ou le sol lui-méme
([16, 22, 25]).

Le radar géologique ou “Ground Penetrating Radar” (GPR) peut étre défini comme étant
un radar dont le but est de détecter et identifier les structures et objets présents dans le proche
sous-sol. Ses applications sont la prévention des risques souterrains, la préparation des chantiers
de génie civil, le contrdle d’ouvrages (ponts, tunnels), la prospection géologique, I’étude des
sites pollués (par des contaminants radioactifs, chimiques), 1’étude de sites militaires (comme
les terrains minés, ou les lieux de combats pour retrouver les munitions qui n’ont pas explosé),
Parchéologie... L’article le plus détaillé sur le sujet est [22]. Le probléme qui nous intéresse se
place dans le cadre de la gestion des réseaux urbains (électricité, gaz, télécommunications, eau,
assainissement, éclairage, ...), pour lesquels 'usage du radar concerne essentiellement le repérage
des réseaux enterrés afin de faciliter la préparation des chantiers de pose de branchements et
d’extensions.

Le radar est un boitier mobile composé d’'une antenne qui émet des impulsions bréves vers
le bas, et d’'une antenne de forme identique qui recueille les échos réfléchis par le terrain, la
totalité de ces échos est appelée trace radar. On déplace le radar le long de la surface et les traces
recueillies forment une section radar. On dispose donc de données dans le domaine (x,y,t), et
I’on cherche a retrouver les parametres physiques dans le domaine (z, y, 2)

Mathématiquement ce probleme entre dans la classe des problemes dits inverses. Dans ce
type de probléemes, on suppose donné un modele reliant les données observées (ici les enregistre-
ments du champ électrique) aux parametres physiques (perméabilité électrique et conductivité),
et on cherche a retrouver les parametres produisant des observations données. Contrairement
au probléme direct (ou simulation: étant donné un jeux de parametres, prédire les observations)
qui est déterminé de maniére unique, le probleme inverse n’a pas de solution unique, on dit
qu’il est mal posé.

Il existe diverses méthodes pour attaquer ce probleme. Elles peuvent se différencier par les
hypothéses a priori qu’elles font sur les parametres physiques. Par exemple, certaines supposent
que l'on cherche un objet de forme connue (circulaire) dans un milieu homogene ou stratifié.
On peut aussi supposer que le milieu est invariant par translation dans une direction, mais sans
imposer de forme pour les hétérogénéités, ou encore combiner ces deux hypotheses. Nous n’avons
pas trouvé d’article attaquant le probleme le plus général: retrouver une distribution «arbitraire»
des parametres physiques a partir des observations. L’expérience acquise par les géophysisciens
permet de penser que ce probleme est difficile (voir les travaux de M. Chavent [31]).

INRIA
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Nous allons résumer 3 articles [14, 22, 21] que nous considérons comme particulierement
significatifs. Les deux premiers utilisent une technique de reconstruction basée sur un mo-
dele de propagation assez simple (valable en milieu homogeéne ou stratifié horizontalement). Le
troisitme pose un probléme inverse (linéarisé), mais a essentiellement le méme domaine d’ap-
plicabilité que les deux premier. Tous trois sont en fait des méthodes d’imagerie (au sens de la
migration sismique): ils produisent une «image» du sous-sol ou les objets enterrés sont indiqués.
En poursuivant ’analogie avec la géophysique, les deux premier articles [14, 22] réalisent une
migration de Kirchhoff (voir [32]), alors que [21] met en ceuvre une inversion de Born.

La migration de Kirchhoff repose sur 'idée que (au moins dans un milieu homogene) les
traces radar correspondant a des positions voisines de I’antenne s’organisent selon des hyper-
boles. Dans un milieu homogene (ou formé de plusieurs couches homogenes) les points d’une
méme hyperbole sont liés au méme point en espace. La migration de Kirchhoff réalise (plus
ou moins explicitement) une intégrale le long de ces hyperboles pour produire I'image dans le
domaine (z,y, z).

3.1 Meéthode “Synthetic aperture imaging”

Nous résumons ici la méthode présentée dans ’article de E.M. Johansson and J. E. Mast [14].
On suppose:

e que l'on cherche un objet enterré dans un milieu homogene,

e que I'on possede N antennes de réception et M antennes d’émission,

e que I'onde recue par la n'®™® antenne et émise par la m'®™® est notée R, (t).

o Try, + Tt 7 : : : A A1
La quantité —— représente le temps mis pour une impulsion électromagnétique pour:
v

ieme ieme

aller de la n antenne d’émission au point (z,y, z) de 'objet, se réfléchir et aller & la m
antenne de réception. Dans un milieu homogene (cas simple), on peut supposer que I’'onde recue
en un point est simplement une version décalée en temps de ’onde émise. Une estimation de
la distribution de I’objet au point (z,y, z) est simplement la moyenne des ondes regues évaluée
aux temps de parcours pour chaque antenne.

0,1, 2) = o3 Ryt Tt (33)

ou
— v est la vitesse de propagation dans le milieu,
Tp, + 7T
— t=-"" "' 1o temps de parcours,
v

ieme

— 1., est la distance euclidienne du point (x, y, z) a la n'*™° antenne placée en (., Yn, 25),

ieme

7y, est la distance euclidienne du point (x, y, z) a la m'*™® antenne placée en (Z.,, Ym, 2m)

Pour s’affranchir de I’hypothése d’un milieu ambiant homogene, ’algorithme est étendu a
un milieu homogene par couche. Quand 'onde rencontre une nouvelle couche sa trajectoire et
sa vitesse changent, mais sa trajectoire exacte n’est pas connue, on ne connait que le point de
départ et le point d’arrivée de I’onde. Or I’algorithme a besoin de la distance parcourue dans
chaque couche. Les auteurs estiment donc les positions des points d’inflexions (en utilisant la
loi de Descartes) qui minimisent le temps de parcours.
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Un exemple synthétique est présenté, ou les auteurs tentent de retrouver des barres métal-
liques enfouies dans un barreau de béton.

Les limitations de la méthode quand le milieu est multicouche sont claires. En effet, 1a déter-
mination de '’emplacement des réflecteurs intermédiaires nécessite une procédure d’optimisation
pour chaque trajectoire de ’onde, ce qui ralentit beaucoup l'algorithme.

3.2 Méthode de diffraction tomographique

Résumons la méthode de diffraction tomographique multi-fréquences, telle qu’elle est pré-
sentée dans l'article de J. E. Mast and E.M. Johansson [13].

On suppose que le milieu est homogene par couche, et que I’objet a un champ réfléchi proche
de celui du milieu. Le champ réfléchi est alors égal a:

r(a, g5 ) = / lo(e,y, s K)u(a, y, 5 B)] * g(z, g, 23 k)d (34)

ol k est le nombre d’onde, o la distribution de I'objet, u le champ incident et g est la fonction de
Green. La fonction de Green est la solution de 1’équation des ondes avec pour second membre
(terme source) un Dirac. Dans un milieu homogene elle est donnée par la formule suivante :

ejkr

g(z,y, 2 k) = (35)

4rr
ou

r=+z%+y?+ 22,

Toujours en milieu homogene, u est en fait proportionnel a g. En dérivant r par rapport a
k on élimine la dépendance de r par rapport & ¢?. On peut donc ensuite utiliser une technique
classique de migration dans le domaine de Fourier. On obtient ainsi une estimation de o, c’est-
a-dire de la forme de 'objet.

Les auteurs présentent une étude de la limite de résolution de la méthode. Elle est liée a la
longueur d’onde utilisée et a la largeur de rayonnement de 1’antenne.

La méthode est validée sur le méme cas expérimental qu’au paragraphe précédent. Les
résultats semblent supérieurs, sans que 1’on puisse nécessairement généraliser cette observation.

3.3 Méthode de Born

Ces méthodes utilisent une approximation de Born, elles supposent en fait que I'objet est
une petite perturbation du milieu et elles linéarisent. Elles tiennent compte du fait que les
données fournissent deux types d’informations: les temps de trajet et leurs amplitudes. Les
temps de trajet des ondes donnent généralement des informations sur les composantes basses-
fréquences (le milieu ambiant ou «background») des parametres du milieu, c’est-a-dire sur
la partie lentement variable des parametres. Les amplitudes elles, donnent des informations
sur les objets présents dans ce milieu, c’est-a-dire sur les composantes hautes-fréquences des
parametres.

La méthode de Born est en fait une classe de méthode de perturbation. On suppose connu
le milieu ambiant, et ’on cherche les objets comme des perturbations au premier ordre de
ce milieu. En pratique, il est souvent nécessaire de connaitre la fonction de Green du milieu
ambiant ce qui présente une limitation sérieuse de ces méthodes.

INRIA
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Zil

Nous présentons maintenant I’application de la méthode de Born itérative selon I’article [21] :
Le milieu dans lequel on résout le probléme est constitué de deux couches, I'une étant un
milieu homogene (de perméabilité magnétique g, et de permittivité électrique £1), I’autre un
milieu inhomogene (de parametres i, et €2(r)) contenant un objet enterré (de parametres py,

et e(r)).
Le champ ¢ total vérifie I’équation suivante :
{V*+ & (r)}o(r) = q(r)

ol q est la fonction source, et k£ un scalaire qui satisfait :

)
w? e r € régionl

k*(r) = < w?pgea(r) 1 € région2

w?uoe(r) T € objet
\

Le milieu ambiant («background») est le milieu précédent sans l'objet (il est donc hétéro-

gene). On définit :

wlpoer r € régionl

w?uoea(r) T € région2
L’équation (36) devient :
{V? + &y (r)}(r) = a(r) — O(r)é(r)
ou
O(r) = k*(r) — k;(r)
Introduisons la fonction de Green du milieu ambiant g,(r, 7’),
{V? + k() }go(r,7") = —6(r — 1)
le champ total peut donc s’écrire sous la forme suivante :
o) = = [ latr) = 06" (. )
Soit ¢y, le champ incident donné par:

%Aﬂ:—/am%mwmw
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et ¢y le champ réfléchi,

Gsea(r) = /O(T’)(]ﬁ(r')gb(r, r')dr' (43)
alors le champ total est

¢(T) = ¢inc(7n) + qbsca('r) (44)

Le champ réfléchi est une fonction du profil de I'objet, (43) donné par une intégrale non-
linéaire du premier ordre en O(r), puisque ¢ est lui-méme une fonction de O. L’équation (43)
est résolue par une méthode numérique en utilisant une linéarisation (approximation de Born).

La fonction de Green dépend de la fréquence du signal émis, des caractéristiques du sol, de
la position des antennes réceptrices. En principe on peut la calculer analytiquement dans les
milieux diélectriques, en résolvant I’équation intégrale de Sommerfield. En pratique les milieux
étant parements homogenes la fonction est tres difficile a calculer. C’est pourquoi les auteurs la
calculent numériquement en utilisant une méthode de différences finies et une transformation
de Fourier. La fonction de Green est la réponse du milieu a une impulsion (c’est la solution
élémentaire de I’équation des ondes). On va donc la calculer en plagant une source en chaque
antenne de réception et en évaluant les champs électromagnétiques en tous les points du domaine
(ce que 'on fait en utilisant la FDTD). Une fois la fonction de Green connue, on calcule son
intégrale a I'intérieur de ’objet en supposant que ses variations sont linéaires sur chaque cellule.

L’équation (43) est résolue numériquement en discrétisant le probleme. Ceci est fait en
divisant le domaine en cellules sur lesquelles O et les champs sont constants. On doit alors
résoudre le systeme matriciel suivant :

[A]0 =D (45)

ou O est maintenant le profil de l'objet, D est un vecteur contenant les observations, et [A] une
matrice dépendant du champ total et de l'intégrale de la fonction de Green sur les cellules.

Malheureusement comme on 1’a déja dit le probleme n’a pas de solution unique. Les auteurs
résolvent donc le probléme inverse en utilisant la technique de régularisation de Tikhonov. La
régularisation remplace le probléme mal posé par un bien posé, elle minimise ||AO — DJ|? sous
la contrainte ||LO|| = constante, avec L un stabilisateur linéaire. On cherche en fait a résoudre
le probléme suivant :

min {||AO — D||* + X*||LO||*} (46)

ol A est appelé parametre de régularisation
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4 Probleme Inverse

Il s’agit en fait d’estimer les valeurs des parameétres inconnus du probléme direct (dans
notre cas les valeurs des constantes du milieu), connaissant une observation de la solution
de ce probléme (ici une observation du champ électrique). Il existe différentes méthodes pour
résoudre ce type de probleme inverse; elles sont pour la plupart basées sur le fait de minimiser
une fonctionnelle J dépendant des parametres. De ce fait, résoudre notre probléme inverse
revient & résoudre le probleme d’optimisation suivant :

)

—

J(e,0) = J(e,0,E, H)

Mmin(e,) 4 avec (E, H) solution de (21) pour (¢, o) donnés, (47)

ou (¢,0) appartiennent a ’ensemble des parameétres admissibles.
\

11 nous faut donc définir une fonctionnelle (dite fonction cotit), cette fonctionnelle doit étre
une mesure de la distance entre la solution calculée et la solution observée. Dans notre cas nous
choisissons une fonction de cout simple, la somme du carré des écarts entre les deux (le facteur
% est introduit pour des raisons de commodité dans les calculs).

T
J(e,0) = % / | Eupe(0z, 02, ) — By (oz, 0z, £) 2dt (48)
0
ou
T est le temps final de réception du signal observé (~ 30ns),
(ozx,0z) est la position du point d’observation,
Egps est le champ électrique observé (et obtenu par le radar),
E, est le champ électrique calculé.

Il faut maintenant minimiser cette fonctionnelle, ce qui n’est pas un probléme simple. En
effet, la plupart des méthodes de minimisation nécessitent la valeur de la fonction de cotit et
son gradient a chaque itération. Et malheureusement le gradient de la fonction coiit ne peut
pas étre calculé directement (la dépendance de J par rapport a (g,0) est assez compliquée). Il
est donc nécessaire :

— soit d’estimer ce gradient en approchant la dérivée dans chaque direction par une diffé-
rence finie, ce qui coute tres cher des que la dimension de l'espace des parametres est
grande (> 10), de plus le choix du parametre de discrétisation h est difficile,

— soit de le calculer en utilisant la méthode de I’état adjoint, méthode qui calcule le gradient
de fagon exacte (sans utiliser de parametre de discrétisation), qui est de coit modeste,
mais complexe a mettre en oeuvre.

Calculer le gradient par différence finie étant trop cofiteux dans notre cas, on va donc utiliser
la méthode de I’état adjoint. On se servira tout de méme du gradient calculé par différence finie
pour vérifier nos calculs.

La méthode de I’état adjoint est en fait une technique de minimisation sous contrainte, on
pénalise la fonctionnelle en lui ajoutant 1’équation d’état (21) mise sous forme de contrainte.
RR n” 3255



G. Vigo © M. Kern

La nouvelle fonctionnelle est alors appelée Lagrangien. Elle dépend des parameétres du milieu
(¢,0), des variables d’état (les champs: E, H ), et enfin d’une nouvelle série de variables: les
variables adjointes (les champs: E* champ électrique adjoint, H* champ magnétique adjoint).

Pour bien illustrer le phénomene on va tout d’abord calculer 1’état adjoint en continu, puis
pour pouvoir I'implémenter on refera les calculs en discret. En effet il n’est pas équivalent de
discrétiser le probleme adjoint continu, et de calculer ’adjoint discret.

4.1 Calcul de I’état adjoint en continu

Rappelons la définition de la fonctionnelle :

1 /T
J(e,0) = 5/0 |Egps(0x, 02,t) — Ey(ox,02,t)*dt (49)

le Lagrangien est alors égal a:

2

T
0H, OE
+ / < Y
0

T
E(S,J,E,ﬁ,ﬁ*,ﬁ*) = l/ |Egps (01,02, 1) — E,(0x, 02, 1)|*dt
0

”at 0z’ 50
T 0H, O0FE, (50)
Y H > dt
+ /0 <M6t + oz’ . >
T JFE
+ / <ea—ty+aEy—<3Hz_%>+j§y>,E;>dt
0 0z o0x

oll <, > représente le produit scalaire usuel dans L%, < u,v >= / uv. Pour faciliter les calculs
Q
on prend €2 comme étant R2, on supprime ainsi les problémes de bord.

On part de la remarque simple mais fondamentale suivante : si £, H;, H, vérifient ’équation
d’état (21) pour les parametres (g, o) alors

J(e,0) = L(e,0, By, Hy, H,, B3, H:, HY)  VE:, HE, H. (51)

Le calcul des différentielles partielles par rapport a (¢, o) se calcule comme une dérivée compo-
sée:

(07 _0L, 0L OB, 0L 0H,  OL OH,

d¢  O¢ OE, 0¢  0H, 0¢ OH, 0¢’

VE;, H;, H; < (52)
9] _oc , OL OB, 0L OH, 0L OH,

| 00 0o OE, 80 @ 0H, 0o  0H, do

On choisit alors I'état adjoint comme étant le triplet (Ey, Hy, H}) pour lequel on a:

oL oL oL
OE, O0H, OH, 0 (53)

(53) est ’équation adjointe (abstraite).
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On a alors
oJ oL
O O (54)
0J oL
00 do’

ce qui donne le gradient.

Explicitons 1’équation adjointe (53). Pour cela, réécrivons le Lagrangien en effectuant une
intégration par partie en espace et en temps:

2

T
E(s,a,ﬁ,ﬁ,ﬁ*,ﬁ*) = 1/ |Egps(0x, 02,t) — Ey(0z, 02, t)|*dt
0

T OH*
+ <wH(T),H:T)>-[ < Hm,p7 > dt
0
T
OH*
<E,,—=% >dt
* /0 Y 0z
T OH}
+ <pH,(T),H}T)>—-| < Hz,,uw > dt
T 0 (55)
/ < FE OH; > dt
0 v ax
T OE,
+ <eEy(T),E;(T) > —/ < Ey,gW > dit
0
T
+ / <oEy+j¥,E} > dt
0
+ /T[<H 0L, >—-< H OF, >|dt
0 0z “ Oz
A condition de prendre les conditions initiales:
(
H,(t=0)=0
{ E,(t=0)=0 (56)
H,(t=0)=0
\
et les conditions aux limites:
.
H$|6Q =0
1 Eyloa=0 (57)
\ Hz‘aﬂ =0
on lit directement sur cette équation la formulation variationelle de 1’équation adjointe. Par
oL
exemple, en prenant H, = H, =0, 9 = 0 donne I’équation suivante en E;
y
oE * *
s—y—aE;—<%_aHz)—f:0 (58)
ot 0z ox
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ou f(z,2,t) = (Ey(z, 2,t) — Eps(z, 2,t))0(x — o, 2 — 0z) et la condition finale:
E(T) =0 (59)

On résout de méme les deux autres équations et on obtient le systeme adjoint suivant :

( 0oH: OE,
,LL —_ =
ot 0z
oOH? 6E1;k
z 4 Y -0 60
# ot + 0x (60)
aE* * *
et — 0B - ( OH; _0H; ) —f=0
\ 0z ox
avec les conditions finales:
)
HX(T)=0
{ ExT)=0 (61)
H(T)=0
\

Le fait que I'on ait les conditions finales (61) rend le systéme rétrograde en temps (60)
stable. Il est bien connu que le systéme (60) direct n’est pas stable (& cause du signe négatif de
o) (on peut faire une analogie avec 1’équation de la chaleur).

D’apres (54), les gradients partiels de J sont donc tels que, pour tout ¢, 60, on ait :

T
oF
< V.J, b >= / < =2, Eybe > dt
0

ot
(62)
T
< Vyd, b0 >= / < Ey, E b0 > dt
0
On en déduit :
T
V.J = %E*dt
o Ot Y
(63)

T
VoJ = / E,E:dt
0
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4.2 Calcul de I’'état adjoint discret

Maintenant en se servant de nos calculs en continu comme guide, effectuons les calculs en
discret. Tout d’abord contrairement & la partie 2, on introduit un peu de formalisme (cela
simplifiera les calculs).

Introduisons les espaces dans lesquels on travaille :

— L% | = {suites de fonctions(u;, 1 ; 1);; € [*}, il permet de définir le champ électrique E,),
1 i+15+1)id y

(M

- ,C(Q),% = { suites de fonctions (u, ; +%)i,j € I’} qui définit le champ magnétique H,,

- [2
30

= { suites de fonctions (u; 1 ;);; € I*} qui définit le champ magnétique H,.
Z+2,] 5]

On munit ces espaces des produits scalaires suivants:

<u,v>11 = AzAz E Uil jil- Vgl o1,
,J
<u,v>o1 0 = AzAz g Ui i1Vl (64)
,J
<u,v>1, = AzAz E Uigd o Vigd o
2
0 .
On définit ensuite les opérateurs de dérivations — et — en discret :
ox z
4
D, : L3, — »C(Z) 1
) 33 '3
U; 1 01 —U; 1,1
D (u) t+35,J+35 t—5,J+5
A Az ’
¢ (65)
2 2
D,: Li,—Li,
< 272 27
Uyl ;01 — U3 1 ;1
D (U) _ Z+§:]+§ Z+§;]_§
z - I
\ Az

et leurs (opérateurs) adjoints (calculés par intégration par partie discrete) :

.
D* . EQ SN EQ
T 1 11
< O’2 272
D*(u) = C Yigrg+g T Mg
\ ’” Ax ’ (66)
"
Dr: [} — (2
R U
D*('U,) - _ Z+%7]+1 Z+%1]
\ ? Az
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Ces opérateurs vont permettre de simplifier les notations dans le schéma de Yee (voir le
systeme (27)). On ne les a pas utilisé dans la partie 2.1 car cela rend le systéme (27) plus
facile & programmer, par contre on les utilise maintenant pour avoir des expressions proches
des expressions continues, et ne prenant pas beaucoup de place.

On peut a présent introduire la fonctionnelle discrete :
nt

J(E, 0') = EZ [Ey| Eobs‘ ]2At7 (67)

‘ (ow+%,oz+%) o (oz+%,oz+%)
n=

et le Lagrangien discret (somme de la fonctionnelle discrete et d’une contrainte dépendant de
I’équation d’état discrete):

nt

* * * 1 n+i n+g
L(e,0,E,, Hy, H,,E;, Hy, HY) = EZ [Ey\(ozi%m%) — Eobs\(%i%,oz%)]mt
n=1
- H, "+ — H,|" , 1
warY < o T pm ey sy,
n=0
ks H,|™' — H, | . .
+ALY < 1o A7 + Dy (Ey[""2) VHZ™E >0 (68)
n=0
nt 1 1 1 1
EI?J|n+5 — Ey'n—§ Ey|n+5 + Ey‘n—g *|N
+Atzl< € Al +o 5 ,Ey| >11
n=
nt
+ALY < D7 (Hz|") = Dy(H:[") + js|" JESY >
n=1
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En faisant exactement les mémes calculs que dans le cas continu, mais en utilisant des
intégrations par partie discrete, on réécrit le Lagrangien discret :

* * * 1 “ n+3 n+3 2
E(S) g, Ey; Hm; Hz; Ey’ Hz; Hz) = EZ [Ey|(oa;—2|-%,oz+%) - EObS‘(OJ}i%,Oz—}—%)] At
n=1
nt—1 1 1
ein 1 H*|n+§ _ H*|”_5
+ < /,L()Hw‘nt,Hw‘nt 2 >%,0 — Atz < Hw|n,,ul() £ At L >%,0
n=1
nt—1 . ;
- ALY < EB["f, Di(H;"2) >
n=1
nt—1 1 1
-3 HemE — Hp
+ < poH ™, HI M2 >4 — AtY < H[" o~ A >0,1
n=1
nt—1
1 1
+ ALY < E"e Dy(HI|) >10 (69)
n=1
) nt—1 ) E*|n+1 _ E*|n
TEB[MREM >y = A <BMretm >y
n=1
nt—1 1 *
oAt Lo v By + B
<GB EM >+ ALY < BT ot >
n=1
nt nt
+AY < Hy|", Do(E;") >1 — ALY < H,[", Dy(E;") >4
n=1 n=1
nt
+ ALY < g B >11
n=1
A condition de prendre les conditions initiales:
(
Hx‘nzo — 0,
\ E,"=2 =0, (70)
Hz‘nzo =0,
\
et les conditions aux limites:
Eylon =0, (71)

on obtient le systeme adjoint discret suivant :
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E*n E*n

|(z+ 5.4) w'(z‘+§,j) _ Yiit3.0+3) Y (+3.0-3 — 0
At Az
zl(i+d) (w+ ) yl+l+d) (z_,,ﬁ )
Ho + =0
At Ax
x|n+1 *|n *|n+1 *|n
Ey YI(i+3,5+3) — Ey (i+3,J+3) Ey Yli+15+3 )+E YI(i+5.0+3)
Citli+d At — Titdj+d 9
(72)
_ |(z+ g+ |<z+ )
Az
3 _oIg* nt3
i Hz\(z‘+1,j+%) Z|(i,j+%)
Ax
- Frts = 0

n+3 1 n+3 n+3
OuF( 2 [y‘~21-1_ Obs‘~21~1
i) T AgAz" Vlt3itd) (i+3.+3)

On a les conditions finales suivante :

]6(1-_%]-_%) peut étre considéré comme une source.

)
A
Hym-s =~ 22D, (),
o
At nt+1
* | nt 2
$ Ey v+l i+d) = Z+2’]+;At F(i,j) ’ (73)
€irlget T — 9
At
H: M=% = =2, (B;).
\ Ho
Si l'on prolonge les champs comme suit
)
H;|nt+% — 0,
\ Ex"t*t =0, (74)
H;‘RH_% =0,
\

on peut alors utiliser le systéme (72) un pas de temps plus loin (cela facilite 'implémentation
et permet d’avoir les méme conditions finales en discret qu’en continue).

On va tout d’abord supposer que les conditions aux bords sur les champs adjoints sont des
conditions de Dirichlet (ici E;|an = 0). Ensuite on supposera qu’elles sont absorbantes.

Le fait que l'on ait les conditions finales (73) fait que le systéme (54) est rétrograde en
temps (on part du temps final nt et on arrive au temps initial 0). De plus pour calculer les
INRIA
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gradients partiels on doit connaitre les valeurs des champs F,, H,, H, a tout les instants. On
a donc le choix soit de stocker les champs E,, H,, H, en mémoire, soit de les recalculer. Pour
les recalculer on pourrait penser gagner du temps en résolvant le systeme de facon rétrograde,
malheureusement le systéme (21) rétrograde n’est stable que si le milieu est non conducteur.
On présentera dans la partie suivante divers algorithmes qui résolvent ce probleme.

Une fois £, Hy, H} et E,, H;, H, connus on peut calculer les gradients partiels. On a alors

les “gradients partiels” V.J = % au point de coordonnée (i + %, J+ %) :
nt
V.J, =SB, M B2 |n 75
e(i+30+3) — Z[ y‘(i+%,j+%) B y|(i+§,j+§)] yl(i+3.+3) (75)
n=1
oL . o1 s 1
et V,J = %0 au point de coordonnée (i + 3,5 + 3):
o
1
S Ey|(i+é,j+%) + Ey|(i+%,j+%) x|n

Vodiird ey = Bt

n=1

92 Yl(it5,5+3)"

4.3 Algorithmes de calcul de I’état adjoint

Dans cette partie on va présenter les divers algorithmes possible pour calculer I’état adjoint
et les gradient partiels, et principalement 1’algorithme de Griewank.

Comme on ’a déja dit on ne peut pas calculer les champs de facon rétrograde sauf dans le
cas d’une conductivité nulle o = 0, ol le systéme (21) est réversible donc rétrograde. Dans ce
cas l'algorithme est le suivant :

o on connait E,|"*3, Hx["s Hy "+, H,|™, H,["™, E;|™

epournt>n>1

- on calcule dans I'ordre Ey\"_%, H,|" ', H,|""! connaissant Ey|"+%, H,|", H,|",
-et Ex["Y H[" 2, H[" 2 connaissant E;|”,H;\”+%,H:\”+%.

Dans le cas ou le milieu est conducteur la premiere solution est alors de sauvegarder les
champs direct a tous les pas de temps et donc de calculer le gradient en une fois (la complexité est
de l'ordre de o(nt)). Malheureusement cela revient trés cher en place mémoire d= nt ou (d est le
nombre de champs & sauvegarder). La deuxiéme solution (voir la figure 15), ne demandant pas

de place mémoire (d= 0), consiste a recalculer les champs a chaque fois (nombre de répétition
) . . nt?

de calcul t= nt), ce qui cette fois ci est cher en temps de calcul (la complexité ¢, = 0(7))

Une solution intermédiaire (voir la figure 16) consisterait a sauvegarder les champs a intervalle

régulier, ce qui prendrait moins de taille mémoire, mais nécessiterait tout de méme beaucoup
2

de temps de calcul £, = o(g). On peut remarquer qu’'une fois utilisée la mémoire allouée ne

sert plus.

L’algorithme que on va présenter maintenant permet de calculer les champs adjoints et les
gradients, en optimisant le temps de calcul en fonction de la place mémoire. Cet algorithme dii
a A. Griewank a été amélioré par J. O. Blanch et W. W. Symes (voir [33] et [34]).

La solution de Griewank consiste a utiliser au mieux la place mémoire. Au lieu d’avoir des
sauvegardes a temps fixés qui une fois utilisées occupent de la place mémoire pour rien, on se
sert d’une pile qui permet de réutiliser la mémoire en empilant des sauvegardes intermédiaires
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nt nt-1
nt-2
g
g
()
o
3
=]
[=
= 5
4
3
2
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘
1 2 3 nt-4 nt-3 nt-2 nt-1 nt
Indice de calcul
nt?

Fi1a. 15: Calcul de l'adjoint sans sauvegarde d = 0, alors la complexité t. = 0(7).

nt nt-1
nt-2
nt-p+2
nt-p+1

ntp L
8
g
(<5}
©
38
©
£

p L J_Q

P; 0-2
3
11
l ,,,,,,,,,,,,,,,,,
1 2 3 p-2 pl p
Indice de calcul
) \ , . nt?
Fic. 16: Calcul de l’adjoint avec des sauvegardes a temps fizé. La complezité t. = O(ﬁ)'
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que I'on dépile une fois utilisées. En fait c’est un algorithme récursif (voir figure 17).
Nommons s I’ensemble des champs directs, F 1'opérateur (discrétisé) qui calcule s un pas de
temps plus loin, § est ’ensemble des champs adjoints et des gradients et F I'opérateur adjoint
(discrétisé) et 'opérateur de calcul de gradient.
La procédure récursive s’appelle treeverse, elle utilise les 3 fonctions suivante :

sauvegarder(s) qui met dans la pile le champ s,

charger qui dépile le champ s,

et mid qui détermine a quel indice de temps on doit sauver les champs.
Les variables de treeverse sont : le nombre de sauvegardes restantes 6, le nombre de répétition
de calculs restants 7, l'indice de temps ( que l’algorithme a atteint au moment de I'appel,
I'indice de temps o que ce “fils” (nom des appels récursifs) doit atteindre, I'indice de temps ou
le prochain calcul d’adjoint doit avoir lieu ® et I’'indice de temps final ®,.

treeverse(d, 7, 3,0, P, ®,)
si ¢ > (3 alors
6 =6—1; on décrémente le nombre de sauvegarde
sauvegarder(s); on empile
pour j = (3 a o — 1 faire s — Fj(s); on simule
fin de si
tant que x = mid(4, 7,0, P) < P faire
si k < @4 alors treeverse(6, 7, 3,0, ®,®,;); appel récursif
T=7—1; on décrémente le nombre de calculs
P = k;
fin de tant que
si ® — o > 1 alors sortie (“échec de treeverse”)
s« F,(s); on simule une fois
5« F,(5); on calcule I'adjoint et les gradients
si 0 > [# alors charger; on dépile
fin de treeverse

Le premier appel a treeverse est le suivant: treeverse(d, t, 0, 0, ., nt), ou p, est le pas
de temps maximum que ’on peut atteindre avec d et t; il est calculé par la formule suivante
(explicitée dans l'article [33]):

(d+1)!
tld!

pr(d, t) = (77)

Un exemple d’application de ’algorithme est décrit sur les figures 17 et 18:

Le schéma commence tout d’abord par sauver les champs initiaux (indice de temps i; = 1,
indice de calcul 7. = 1). Il voit (en utilisant la fonction mid) que la prochaine sauvegarde se
fera au pas de temps ¢; = 57 , il calcule donc les champs jusque 14 et les sauvegarde (fleche 1).
Il voit que la prochaine sauvegarde se fera au pas de temps t; = 78, ce qui est plus que le pas
de temps final t; = 69. Il incrémente donc i, (fleche 2) ¢; est alors égal & 72 ce qui est toujours
trop grand d’ou i, = 3 (fleche 3) alors t; = 67. Il sauve les champs au temps 57 et les calcule
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1 831
: : 8o
3 ; : 81: 80 .
78§ ,,,,,,,,,,,, T S N SRR L A S er S
: 77 7
: : : : [EEE
L 72k S
: ‘ 71
: : 707 - <58
} X 5 X s 69 — S
: L= A —
: 67 66
3 \65'\52‘7\
} 63
. . 62%\
s % ah 60
! ‘ 59
57; 2 2 2 %
56 [T
\
55 )
53‘
51 *
059
M
46

o e
a4
a2 *
38
36 37 %

BT

30
M

Indice de temps

31

21 20
19
14\ 17 \’\B\Y\

8 7
5 6
4
3 [ —
> —
1
1 2 3 4 5 6

Indice de calcul

Fia. 17: Schéma de récursivité pour un temps final de 69 avec trois sauvegarde en mémoire
(d=38), et siz calcul (t=6). Les lignes en pointillé ne sont pas parcourues par l’algorithme. La
complexité est alors t. < to(nt). Les fleches normales représentent une séquence directe de
Ualgorithme, celle en tirets le calcul de 'adjoint et du gradient.
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8 e
‘ 82
: M

7
3 75

67

ee\g

Indice de temps

63

” \
uT 60

A N 58
57"
1 2 3 4 5 6
Indice de calcul

F1G. 18: Zoom du schéma de récursivité.
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pour arriver au pas de temps 67 (fleche 4). La il évite de calculer les pas de temps 71 et 70
(fleches 5 et 6) et calcule les champs jusqu’a 69 (fleche 7), il calcule alors 1’adjoint et le gradient
pour le temps final (fleche en tirets 1). Ensuite il récupeére le champs au pas de temps 67 (il le
dépile), incrémente i. (fleche 8), calcule les champs en 68 (fleche 9) et calcule ’adjoint (fleche
en tirés 2), puis le calcule & nouveau en 67. Maintenant il récupere les champs en 57, incrémente
ic (fleche 10), calcule les champs jusqu’en 63 (fleche 11), sauvegarde, calcule jusqu’en 66 (fleche
12), et calcule I’adjoint (fleche en tirets 3).
Présentons aussi I’algorithme de mid qui calcule la position de la prochaine sauvegarde :

mid(6, 7,0, D)
si (& =0 + 1)ou(é6T = 0) alors
mid = P
sinon
oo + 7P

6+T1
fin de mid

mid =

4.4 Résultats Numériques

Comme dans la section 2.3, dans cette partie on va présenter quelques unes des simulations
numériques effectuées. Les données de simulation restent inchangées a I’exception de la taille
du modele: le calcul de I’état adjoint et du gradient étant plus coiiteux en temps, on prend
un domaine de calcul plus petit (nz = nz = 101), et peu de pas de temps (nt = 301). De
plus on déclare une place mémoire raisonnable d = 7, et on calcule le nombre de répétition de
calcul t = 4 en résolvant 1’équation (77), pour initialiser les variables utilisées par 1’algorithme
«treeverse».

Pour étudier la sensibilité de la fonctionnelle J(e,0), on a effectué plusieurs simulation.
Présentons-en une. Rappelons I’équation de la fonctionnelle :

nt

1 n42 nti 9

JE0) = 5D (Bl poysy = Bamligg s o) * O (78)
n=1

— T est le temps final de réception du signal observé (~ 30ns)(T = ntAt),

— (ozx,0z) est la position du point d’observation,

— Eys est le champ électrique observé (et obtenu par le radar),

— B, est le champ électrique calculé.

Pour représenter facilement les variations de J, et vérifier le gradient, on se ramene a une
fonction d’une variable ¢, en introduisant la fonction j :

Jj(t) = J(go + the, 09 + thy,) (79)
ou

— t est une variable scalaire (¢ € [0, 1], on se déplace sur un segment de I’espace des para-
metres),
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— (g0,00) sont les parametres du milieu initial ou ’on a effectué 1’observation,

— (he, hy) représentent les variations des parameétres.

Le milieu initial est constitué de 2 couches, une d’air, et 'autre de conductivité électrique
non nulle ¢ = 4 et de permittivité électrique relative ¢ = 4. h,, h, sont de petites perturbations
(he, hy sont nuls partout sauf sur une couche située a la profondeur j = 77 large de 5 mailles.
La figure 19 montre les valeurs de j en fonction de ¢ pour ¢ € [0, 1]. On peut observer que méme
si les valeurs de la fonctionnelle 7 sont petites, les variations du milieu apparaissent clairement.

1.18e-07 T

1.16e-07

1.14e-07

1.12e-07

1.1e-07

1.08e-07

1.06e-07

1.04e-07 I I I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fia. 19: Fonctionnelle 7 en fonction de t. Ici on introduit dans le milieu initial a 2 couches
une petite couche non conductrice.
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1e-11 L L L L L L L L L
le-11 le-10 1e-09 1le-08 1le-07 1le-06 le-05 0.0001  0.001 0.01 0.1

Fic. 20: Erreur relative entre le gradient calculé par état adjoint et le gradient calculé par
différences finies.

Pour vérifier le gradient calculé par I’état adjoint, celui ci est calculé également par diffé-
rences finies. La figure 20 montre 1’erreur relative entre les deux en fonction du pas h utilisé
pour calculer le gradient par différences finies. On peut constater 1) que 'erreur est faible
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(1071% pour h = 107%), 2) que c’est une fonction convexe. Cette forme particuliere est due au
fait que quand h > 10~* le pas de discrétisation est trop grand pour que le gradient calculé par
différences finies soit précis, et que lorsque h < 10~® les erreurs d’arrondies faussent le calcul.
Pour & bien choisi 107* < h < 1078 'erreur est minimum et notre gradient est validé.

La figure 21 est obtenue en sommant sur les points de tir les gradients par rapport a
€. Chaque gradient est calculé par la méthode de l'état adjoint en déplacant le radar. On
peut interpréter ce résultat comme le gradient de la fonction coiit somme sur tous les tirs des
fonctions cout définies précédemment. Ce procédé est connu en sismique réflexion sous le nom
de migration avant sommation. On peut comparer ce résultat a une migration apres sommation
(voir figure 22). Dans les deux cas on voit apparaitre le tuyau, mais le calcul par migration
apres sommation est beaucoup plus rapide.

F1G. 21: Somme des gradients, migration avant sommation.

F1G. 22: Migration apres sommation.
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A Annexe

Cette annexe présente les astuces qui ont permis d’écrire la procédure treeverse en fortran.

Comme le fortran n’est pas récursif on a donc « triché » en gérant une fausse pile et en
utilisant des instruction GOTO.

Structure de la fausse pile: Elle est en fait composée de plusieurs tableaux, un pour
chaque variable de la procédure. Tout d’abord, de tableaux de dimension 1 d’entiers:

— delta_t pour 6,

theta_t, pour 7,
— beta_t, pour g,
— sigma_t, pour o,
— phi_t, pour P,
— phi_k_t, pour &,
— k_t pour &,
ensuite, de tableaux de dimension 3 de réels pour les champs:
— Ey_t pour E,,
— Hx_t pour Hy,
— Hz_t pour H,.

Pour la gérer, on utilise deux compteurs: cnt qui s’occupe des tableaux d’entiers et snap qui
lui s’occupe des tableaux de réels. A chaque appel récursif (appel de treeverse dans I’algorithme),
on empile les anciennes valeurs dans les tableaux d’entiers, on les dépile a la sortie de I'appel.
La pile de réels, elle est utilisée pour simuler les fonctions sauvegarder et charger.

Pour simuler la récursivité, on utilise I'instruction GOTO; en fait on I'utilise deux fois, une
premiere fois pour simuler I’appel a treeverse et une seconde pour sortir de 'appel. On utilise
un autre GOTO pour faire la boucle tant que.
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