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2 A. Bagnérés, S. Durbiano

Résumé : On utilise une technique de transformée de Fourier rapide, aussi appelée algo-
rithme de “O-padding”, pour calculer le champ démagnétisant dans un matériau magnétique
de géométrie quelconque en dimension 3.

Aprés discrétisation, on peut écrire le champ comme le produit de convolution d’un
noyau, le tenseur démagnétisant, par I’aimantation. En continu, on sait que la transformée de
Fourier du produit de convolution de deux fonctions est égale au produit de leur transformée
de Fourier. Dans le cas discret, on a un résultat similaire avec des fonctions périodiques
et des transformées de Fourier discrétes. Il ne peut pas s’appliquer directement pour le
calcul du champ démagnétisant, les opérandes du produit de convolution n’étant pas, a
priori, périodiques. La technique par transformée de Fourier consiste, dans un premier temps,
a placer le noyau et ’aimantation dans un contexte périodique. On calcule, ensuite, les
coefficients de Fourier des nouvelles variables par transformations de Fourier discrétes, et
ceux du champ démagnétisant en faisant le produit de ces coefficients. Ce dernier est alors
obtenu par transformations de Fourier discrétes inverses.

On présente I'algorithme et démontre qu’il donne le résultat attendu.

Des calculs de ce type ont déja été publiés pour des matériaux de géométrie cubique ou
parallélépipédique [1, 5, 10, 17, 18]. On généralise la technique au calcul dans des matériaux
de géométrie quelconque. Le matériau est plongé dans une boite d’air parallélépipédique : le
domaine fictif, et la méthode est adaptée.

Ce nouvel algorithme présente donc la qualité premiére de I’algorithme initial : son effi-
cacité - la complexité est en O(N log N) pour N noeuds de maillage au lieu de N? lorsqu’on
fait le produit directement - avec, en plus, de la souplesse pour le choix de la géométrie.

On donne les résultats obtenus sur calculateur paralléle, le Cray T3E, pour un cube, une
sphére et un pole de téte d’enregistrement magnétique.

Mots-clé : Champ démagnétisant, micromagnétisme, produit de convolution.

(Abstract: pto)
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Calculation of the demagnetizing field in a magnetic
material of arbritary shape by a Fourier transform
technic and the fictive domain method

Abstract: A Fast Fourier Transform (FFT) technique , also called the “0-padding” al-
gorithm, is used to compute the demagnetizing field in a magnetic material of arbritary
shape.

After discretisation of the variables, the field can be written as the convolution product
of a kernel, the demagnetizing tensor, by the magnetization. In the continuous case, we
know that the Fourier transform of the convolution product of two functions is equal to the
product of their individual Fourier transforms. There is a similar result for periodic functions
and discrete Fourier transforms, but it cannot be applied directly for the computation of the
demagnetizing field as the operands of the convolution product are not periodic. The first
step of this FFT technique is to place both the kernel and the magnetization in a periodic
frame. We calculate the Fourier coefficients of the new variables by doing FFTs, and those of
the demagnetizing field by a simple product of these coefficients. The field is finally obtained
by inverse discrete Fourier transform.

We prove that the algorithm gives the expected result.

Demagnetizing field calculations of this type have already being published for material of
parallelepipedic and cubic shape, [1, 5, 10, 17, 18]. This work is a generalization for material
of arbritary shape. The magnetic body is plunged in a parallelepipedic box containing air:
the fictive domain, and the algorithm is adapted. The new technique has the first quality
of the initial one : the number of computations is of order O(N log N) for N mesh points
instead of O(N?) for the direct convolution product, with some flexibility in the choice of
the geometry of the magnetic body, as well.

We presents results for a cube, a sphere, and a piece of a magnetic recording head,
obtained on a Cray T3D parallel computer.

Key-words: Demagetizing field, micromagnetic calculation, “0-padding” algorithm, cyclic
convolution, fast Fourier transform.
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Calcul du champ démagnétisant par une technique de transformée de Fourier 5

1 Introduction

Les matériaux ferromagnétiques présentent une aimantation spontanée M de norme
constante et de direction pouvant varier. L’aimantation induit un champ, le champ dé-
magnétisant, présent dans tout l’espace et que ’on souhaite déterminer dans le matériau.
Le calcul étant & effectuer de nombreuses fois, - pour la résolution d’équations évolutives,
par exemple - il est nécessaire que ’algorithme soit efficace.

Pour un matériau de géométrie parallélépipédique, on subdivise le domaine d’étude en
mailles réguliéres. L’aimantation est supposée constante par maille. Si S = J;_;  Sr est
I’union des interfaces entre éléments du maillage, avec I’hypothése m constante f)ar maille,
I’énergie démagnétisante discréte s’écrit :

N M2 mi(r).ai(r) x m(r').a(’) o,
Ep(m) = / g l| — || ds' ds (1)
— ZUIUJ/ /S TE=s Hdsf ds (2)

ol 01 = 0; j p = M.7l|g, sont les “charges magnétiques surfaciques”. Le champ démagnétisant
moyen sur chaque élément de maillage s’obtient alors en prenant la dérivée variationnelle de
I’énergie démagnétisante par rapport a m:

- dEp

D= T m
Chaque composante de ce champ moyen s’écrit comme une somme de produits de convolution
d’un noyau K par la variable d’aimantation.

On utilise une technique de transformée de Fourier rapide, aussi appelée algorithme de “0-
padding” [4], pour effectuer ces produits de convolution. D’aprés le théoréme de convolution,
la transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions est égale au produit
de leur transformée de Fourier. I.’algorithme de 0-padding s’inspire de ce théoréme. Ici, on a
a faire des transformées discrétes. Les variables, qui sont non périodiques initialement, sont
placées dans un contexte périodique. Les effets de périodicité sont neutralisés en doublant
la zone de calcul dans toutes les directions (cela revient & prendre une boite huit fois plus
grande en dimension 3) et en initialisant la variable d’aimantation & zéro dans les régions
ajoutées. Les coefficients de Fourier de Hp sont alors obtenus en faisant un simple produit
des coefficients de la nouvelle variable d’aimantation par ceux d’un “noyau”.

La complexité du calcul passe de O(N?), dans le cas du calcul direct du produit de
convolution, & O(Nlog(N)) dans le cas de ’algorithme de 0-padding, d’oti un gain appréciable.

D’abord vu comme une méthode de transformation pour résoudre 1’équation de Poisson
pour des systémes isolés [7, 4], et également présenté dans [11] pour calculer le produit de
convolution de deux fonctions non périodiques dont une est & support compact, I’algorithme
a été utilisé plus récemment pour calculer le champ démagnétisant dans un matériau ferro-
magnétique de géométrie cubique ou parallélépipédique [1, 5, 10, 17, 18]. On ’applique ici
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6 A. Bagnérés, S. Durbiano

au calcul du champ dans des matériaux de géométrie quelconque. Le domaine d’étude est
plongé dans une boite parallélépipédique maillée réguliérement. L’algorithme s’applique di-
rectement au nouveau domaine si la variable d’aimantation est mise a zéro lorsque le centre
de la maille se situe dans la partie d’air.

On a écrit un code pour le Cray T3E, machine paralléle de type MIMD & mémoire
distribuée. Le programme a été testé sur un cube, une sphére et une piéce de téte d’enregis-
trement. On donne les résultats dans tous les cas. Pour le cube, on a pu les comparer avec
des résultats obtenus avec le logiciel Flux3D. Dans le cas de la sphére, on connait la valeur
analytique du champ que ’on compare également aux résultats numériques.

Dans le paragraphe 1, on donne les équations de la physique liant I’aimantation et le
champ démagnétisant. Le paragraphe 2 décrit ’algorithme de résolution. On donne en par-
ticulier la valeur des intégrales:

1
WIJ:// ————dS" dS
St 5J||7“_7“||

constituant le noyau. Puis, on décrit I'algorithme de “0-padding” et on démontre qu’il donne
le résultat souhaité. Le paragraphe 3 est consacré & la description des structures de données,
de I’algorithme séquentiel et de I'implémentation en paralléle.

Les résultats de calculs sont présentés au paragraphe 4.

2 Le probléme physique

A Dintérieur des matériaux ferromagnétiques, on observe des régions ot M a une méme
orientation. Ce sont les domaines. Les transitions entre domaines sont d’épaisseur trés fine.
On les appelle les parois.

Soient M; le coefficient de saturation magnétique, m ’aimantation normalisée : M =
Mgm et m* son prolongement par 0 en dehors du matériau. L’aimantation induit un champ
HD, le champ démagnétisant, présent dans tout ’espace. Il vérifie les équations issues des
équations de Maxwell suivantes (en unité CGS):

div Hp = —4rdivm* (3)
rot ﬁD = 0 (4)
p e IL*(R) (5)

On déduit de ces équations qu’il existe un potentiel scalaire ¢ vérifiant :
Vo = Hp (6)
A¢ = —4ndiv m* (7)
Vo e LR (8)

La seconde équation admet pour solution [16]:

¢=gxdivm* ou g(r) = ||71"|| (9)

INRIA



Calcul du champ démagnétisant par une technique de transformée de Fourier 7

On peut écrire ’énergie démagnétisante sous 'une des trois formes suivantes:

M2
ED(T)_:L) = s / mHDdV (10)
2 .
_ ]\.Js // div m(7)d1xl/ m(r )dV JV (11)
2 R3xR® | r—r"
M? ~s
= £ Hpd 12
8w R3 b v ( )

3 Le calcul numérique du champ démagnétisant

3.1 Introduction

Pour le calcul numérique de ﬁD, on discrétise la deuxiéme formulation de 1’énergie dé-
magnétisante. On suppose, dans un premier temps, que le matériau est un parallélépipéde
que I’on subdivise en sous-parallélépipédes de tailles égales. On suppose que M est constante
par maille. Cette hypothése, par rapport & des calculs plus complexes [12], a I’avantage de
faire intervenir des calculs simples & mettre un oeuvre. On pense qu’elle est d’une précision
suffisante pour nos calculs.

L’énergie démagnétisante discréte vaut alors:

Ep(m) = MQ//I r) x m) A jor g (13)

I|7—7“’||

2
_ M // o1()os() i 4 (14)
SrJS;y ||’P—T’/||

IlJl

ol les surfaces Sy, I = 1,...K sont les interfaces entre parallélépipédes élémentaires. Ils sont
au nombre de K = 3LMN 4+ LM + MN 4+ LN s’ll y a respectivement L, M, N pas de
subdivisions dans chacune des directions oz, oy et oz. Pour une interface S; horizontale,
or = Jff]{k = (Mijr—1— M k), t=1,...L j=1.Metk=1,.N+1, quantité qui
est constante par sous-plaque et qu’on peut donc sortir des intégrales. Les “charges” pour
les deux autres types d’interfaces, les interfaces verticales paralléles aux plans zoz et yoz,
s’écrivent de fagon similaire.

Le champ démagnétisant moyen sur chaque élément de maillage s’obtient alors en prenant

la dérivée variationnelle de 1’énergie démagnétisante par rapport a m:
- 0F
Hp = —— D
om
Il s’écrit comme le produit de convolution d’un noyau K, & déterminer, par la variable
d’aimantation.
Pour un matériau de géométrie quelconque, le calcul se fait par la technique de domaine

fictif. On plonge le matériau dans un parallélépipéde que I'on maille, & nouveau, réguliére-
ment. Les coefficients d’interaction peuvent alors étre calculés comme précédemment. Par

RR n 3289



8 A. Bagnérés, S. Durbiano

contre, la valeur de la variable d’aimantation est fixée & (0,0,0)7 si le centre de la maille est
dans la partie externe, et a sa valeur dans le matériau, sinon.
On calcule numériquement le produit de convolution par la technique de “0-padding”.

3.2 Le calcul de la matrice noyau

Pour calculer ﬁD, il nous faut donc calculer les coefficients d’interaction entre plaques

1
Wiy = / / ——_dg' ds.
SrJSy ||7°—7° ”

Ils sont donnés sans détails de calcul dans la référence [5]. De par la géométrie du maillage,
il y a seulement deux types de coefficients d’interaction a calculer : les coefficients pour des
plaques paralléles entre elles ou orthogonales.

Figure 3.1: Représentation de plaques paralléles entre elles. On donne les coordonnées des
bords de chaque plaque par rapport au repére local (0,z,y,2) ou (0',z',y', 2’).

Soient (oz, oy, ox) et (o'z’, o'y, o'2') les repéres locaux centrés au centre de chacune des
plaques. Pour des plaques paralléles entre elles et horizontales, séparées par une distance

V P2+ Q%+ R?, ot P, Q et R sont les longueurs entre centres de plaques dans les directions

ox, oy et oz, respectivement, le coefficient d’interaction & calculer est :

b a b a
1
WP, ’RI/// dudyda’ dy'
(7.5 oS ) Pzt @yt rRE

C’est une intégrale quadruple de valeur:

W (P, Q,R) = [[[[f(P -z +2', Q—y+y, RZZ2 V=", 1220, 1020,

INRIA



Calcul du champ démagnétisant par une technique de transformée de Fourier 9

ol
F(Em.0) = 2607 — Vg + g€ — )Ly —Endc + (37 =12 (19)

avec
P=VETERC, Le=mnlr+6), Li=ln(r+n) o A= Caretan (£2)).

Le détail de son calcul est donné en annexe.

><-I

O

-C

Figure 3.2: Représentation de plaques perpendiculaires entre elles. On donne les
coordonnées des bords de chaque plaque par rapport au repére local (0,z,y,z) et
(0/’ I/’ y/’ Zl)‘

Pour des plaques orthogonales entre elles, une horizontale, ’autre verticale paralléle au
plan yoz, le coefficient d’interaction est :

W (P,Q, R) = [[lg(P— . @—y+y, Rt 22t 2 2 e,
ol
9E1.C) = LynC+ B —E) Le+ 2030 ~C) L= pn( A +3ALE+3A0) ~ 2reC. (16

Attention: les formules pour P, Q et R ne sont pas les mémes que précédemment [5].
Les coefficients W¥?%2 WY2¥2  WTYTZ ot WT2Y? g’obtiennent par permutation circulaire

des variables. De plus, on a

Waabb(P, Q,R) = Wbbaa(—P, —Q,—R) aa,bbe {zy zz,yz}. (17)

RR n 3289
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Yyz

Oik> respectivement 0'2 2

Soient 0'” s

, les charges surfaciques d’une plaque I = (i, j, k)

d’orientation respective zoy, yoz, zoz, 1 énergie démagnétisante vaut alors:

1 Imn+1 Imn+1 I+1,mn I+1,mn
2 E : z 2 : TyzT 2 : 2 : 2Yz
ED: Ms [E( O’i,g,k O-’A’k’WZ—yZ y]_7/k k’+ ,]k 0-/A/k/I/VYZy_Zy‘]_7
k=1 i, k=1 k=1 ik =1
I,m+1n I,m+1n
E : o2 E : TIwz
+ 1,7,k ’ ’k’v i—i! j—j'k— k’)
i,5,k=1 i’ i k=1
Imn+1 I+1,mmn I,mn+1 I,m+1n
z TYyyz TyTz
+ E: o7k E: ol i Witing g e—ir + E: ok E, o3 i e Wit st e
i,5,k=1 il k=1 i,5,k=1 il kI=1
I+1,mmn I,m+1n
2 : yz 2 : yzrz
+ Ui,j,k 0' i IkIVV;—Z G-l k— kl]
i k=1 i gl k=1
et le champ démagnétisant :
HY K*® K% K% my
HY, = KY* KvYY KY? my
H, K*= K% K m,
ot les éléments de la matrice noyau sont :
T _ y2yz y2yz y2yz
Kiisige = 2Wii ik~ Wilili soik—k ~Witi—ig—j k-
yzrz yzrz Y2z yzrz
[XIZ WJi, Kk — WI+1—2J j—-1,K— k+W—2J 7, K-k WI+1—2J 7, K-k W—ZJ J—1,K—k
’ _ yzzy yzoy yzzy yzoy
Kilsixe = Wil goirk—k1tWr g ke = Wrisilig—ik—r —Wilig_jk—k-1
~YY _ TzT2 TzT2 T2
Ix” gikk = Wi ikk = WiZia i ik Wi o K-k
_ Y2z yzrz Y2z yzrz
Ki; gikk = Wil s ik YW i ks =W i ke — Wi o Kk
zyTy zyTy zyTy

ZWI—ZJ 7, K—k WI—ZJ 7, K—k—-1 WI—ZJ 7, K+1—k

722
I\u,Jj,Kk

On retrouve les autres coefficients grace a la formule (17).

Un calcul du noyau différent est donné dans I’article de Newell et al. [9]. Tl consiste a
considérer non plus des interactions entre plaques mais des interactions de paires de plaques
ou cellules. Si les formules finales différent, le résultat est identique.

3.3 L’algorithme de “0-padding”

On va, tout d’abord, présenter la technique dans un cadre général. On veut calculer
numériquement le produit de convolution d’une fonction de Green g par une distribution p

INRIA



Calcul du champ démagnétisant par une technique de transformée de Fourier 11

a support compact I:

8(@)= [ gla' = 2)pla')ds' (18)

I

En continu, le calcul se fait simplement en utilisant les transformées de Fourier :

- g se transforme en g,

- penp,

- ¢ est alors la transformée de Fourier inverse du produit q; =g.p.
Le principe est le méme si on prend les transformées de Fourier discrétes des fonctions a
ceci prés que les fonctions doivent étre périodiques. Ce n’est pas le cas ici. Cette difficulté
est contournée en doublant le domaine d’étude dans chacune des directions de ’espace et en
prenant les fonctions périodiques associées a g tronquée et p.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons présenter I’algorithme en détail puis démon-
trer qu’il donne le résultat attendu.

3.3.1 L’algorithme

Pour simplifier les notations, on va raisonner en dimension 1. I est un intervalle de R
que ’on subdivise en N mailles {I;} de taille égale H. Pour la discrétisation de l'intégrale
de convolution, nous avons différents choix possibles. En voici deux :

- soit on prend un échantillonage de p: p1 = [[ p ot [] est le peigne de dirac [[(z) =

+oo _8(z —n). Cest ce qui est fait dans Particle de Eastwood & al. [4].

- soit on suppose p constante par maille. Notons z; la coordonnée au centre la maille I,

G; = fIl g(z")dz' et p; = p(x;). Pour i = 1,...N, ¢;, la valeur de ¢ au point z; s’écrit donc:

N
¢ =Y piGi_ir.
i'=1

C’est ce que nous faisons pour le calcul de Hp.
Pour ¢ = 1,...N, on prend:

oo = {0 RSN (19)
Ga;) = Gla) -N<i<N-1 (20)
ple+2nNH) = p(x) Vn e N (21)
Gz+2nNH) = G(z) (22)

L’algorithme consiste & calculer :

— les transformées de Fourier discrétes des échantillons périodiques {G; };=1 . an et {EZ.}Z':LHQN :
{Gitiz1,.an et {pi}ti=1,. 2N,

— les produits Glﬁl, pour : =1,...2N,

RR n 3289



12 A. Bagnérés, S. Durbiano

— la transformée de Fourier inverse de {G}.p; }i=1,. 2N,

Le résultat du calcul pour ¢ = 1,...N donne le produit de convolution (18).

3.3.2 Preuve
La transformée de Fourier discréte de p et G est:

2N-1

. 1 L. Nng
= gy 2 2o (i)
AR n
G, = IN 2 G exp <—227r )
Jj=0
2N—g-—1 .
= L Z G ex —2i7rﬂ car GG est périodique
T 9N 2w TP 9N = st periodid
i=—q
aIN-1
1 V)
= v Z G;_,exp <—227r 5N
j=0
Donc
| 2N-12N-
2NGppn = Z_Z ﬁqQ]_leP (—227rm>
g=0 j=0
= C,

aN-1 nk
C, = ZC’nexp <—2’L7Tﬁ)

| 2No1 faN-ieN-a y .
= v 2 (X X aGgew (<) e (i)

] 2N-12N-1 2N-1 n(j — k)
= W EqQ7—q Z exp <—227T TN )
q=0 j=0 n=0

Or

Qilexp <—2m”(3_'27];k)> = 0 si(j#k)

2N  sinon

INRIA
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Ce qui conduit &

2N-1
Ce= Y p,Giy Vk=10,.2N -1
q=0
D’ou, pour k=0,..N —1,
N-1
Cr=Y_ psGr—qg.
q=0

Ce qui prouve que 'algorithme donne le résultat attendu:
é(zx) = Ck

lorsque le maillage est suffisamment fin.
3.3.3 Complexité

Les étapes 1 et 3 sont en N log(N), I’étape 2 en N.
4 L’implémentation

4.1 L’implémentation en séquentiel

Pour simplifier les notations, plagons-nous en dimension un. Le noyau et ’aimantation

sont stockés dans des tableaux de tailles 2N de la fagon suivante :

K 0 1 N-2 | N-1| * |-N+1-N+2 -2

M 0 1 N-2| N-1} * * * *

Les caractéres * représentent les zéros ajoutés. L’algorithme de 0-padding comporte trois

étapes:

1 - Calcul des transformées de Fourier discrétes des variables de taille 2N, K et M.

2 - Calcul du produit terme & terme de Ket M. (2N produits a effectuer). On obtient Hp.

3 - Calcul de la transformée de Fourier discréte inverse de H'D pour obtenir ﬁD sur

0,..N—1.

Le stockage et ’algorithme se généralisent de fagon triviale a la dimension 3.
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Remarque: Nous avons également programmé le calcul du produit de convolution en
séquentiel par la méthode directe et comparé les résultats avec ceux obtenus avec la technique
de “O-padding” sur des maillages comprenant jusqu’a 24 x 24 x 24 éléments. Les résultats
sont identiques & la précision de la machine prés. La FFT n’introduit donc pas d’erreurs
numeériques supplémentaires.

4.2 La parallélisation du code

On a porté le code séquentiel sur T3E, ordinateur de type MIMD & mémoire distribuée.

Le principe de 'implémentation est le suivant. On divise le maillage en barreaux, c’est
a dire, en parallélépipédes dont une direction contient tous les noeuds du maillage. Les
barreaux sont répartis sur les processeurs. Chaque processeur alloué traite un et un seul
barreau et n’a dans sa mémoire que la portion des variables propres au barreau (plus,
éventuellement, celles des éléments de maillage frontiére des barreaux voisins.)

Une direction est donc dégénérée puisqu’elle est complétement interne au processeur.
Ceci est nécessaire pour les FFT 3D. La FFT 3D est décomposée en trois FFT 1D. On
effectue la premiére FFT 1D dans la direction interne au processeur. Cela se fait donc sans
échange entre processeurs. Le tableau est ensuite transposé suivant une direction. Cette fois,
des échanges de parties de tableau entre processeurs sont nécessaires. La seconde FFT 1D est
alors possible. On transpose le tableau suivant une deuxiéme direction pour pouvoir effectuer
la troisitme FFT 1D en local. Le tableau est alors re-transposé deux fois pour retrouver la
configuration initiale.

Nous avons écrit la routine de calcul du noyau de telle maniére qu’elle ne nécessite pas
de communications inter-processeurs

5 Les résultats numériques:

Nous avons testé le code sur un cube, une sphére et, dans un contexte plus réel, d’un
pole de téte d’enregistrement.

Pour le cube et le poéle, nous avons comparé nos résultats avec des calculs fait avec le
logiciel Flux3D. Ce logiciel permet de déterminer le potentiel scalaire associé au champ
démagnétisant dans un matériau de géométrie quelconque pour des configurations d’aiman-
tation constante par sous-domaines. La méthode de résolution [2, 3, 8] est basée sur la
discrétisation de 1’équation de Poisson A¢ = —4ndivm par éléments finis prismes d’ordre
deux. Le probléme du calcul dans la partie externe du matériau est résolu en faisant une
transformation spaciale. Les points de ’extérieur sont ramenés dans un domaine fermé qui
est lui-méme maillé. Le champ démagnétisant est obtenu, en post-traitement, par différen-
ciation du potentiel scalaire suivant les trois directions d’espace.
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Calcul du champ démagnétisant par une technique de transformée de Fourier 15

5.1 Cas test numéro 1: aimantation uniforme dans un cube.

La géométrie choisie est un cube de 1 cm? présentant une aimantation paralléle 4 1’axe
0z, de norme un.
Les courbes de la figure 5.1 ont été réalisées dans le contexte suivant :

— Code paralléle : maillage ayant 16 x 16 x 16 = 4096 noeuds.
— Flux3D: maillage de 60347 noeuds d’ordre 2 (éléments finis P2).

— Pour un cube centré en (0,0,0), on a tracé les trois composantes du champ démagné-
tisant suivant la droite (y = —0,03125 ¢cm ;z = —0,03125 em), (j=7, k=7 dans notre

discrétisation).
HD1 HD2
0.015 [~ T T T T T T | 0.0014 [~ T T T T T T |
0-padding —— 0-padding ——
Flux3D -------
0.01 - 0.0012
0.005 - 0.001 -
0r 0.0008
-0.005 - 0.0006
-0.01 - 0.0004 i B
»0015 1 1 1 1 1 1 1 00002 ‘1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
HD3
0.22 T T T T T T
0-padding ——
Flux3D -------
0.24 -
0.26 -
0.28 -
0.3 -
0.32 -
»034 1 1 1 1 } 1 1 1

0o 2 4 6 8 10 12 14 16
Figure 5.1: Les trois composantes du champ démagnétisant suivant la droite

(y =—0,0625 em ; z = —0,0625 cm).

Comparaison avec Fluz3D (courbe en pointillé).

Précisons d’abord que les oscillations sur la seconde composante de la courbe obtenue
avec Flux3D sont négligeables par rapport a la norme du champ.

On note une bonne cohérence entre les résultats obtenus avec les deux codes. Les diffé-
rences relatives sont en 1072 ou 1073 suivant les courbes.
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16 A. Bagnérés, S. Durbiano

5.2 Cas test numéro 2: cube entouré d’une couche d’air

La géométrie choisie est un cube entouré d’air dans une boite d’une dimension totale de
1 em?. L’aimantation est paralléle & I’axe oz et de norme un.
5.2.1 Résultats avec un maillage 16 x 16 x 16

De nouveau, on compare nos résultats avec ceux de Flux3D en utilisant les maillages
suivants:

— Code paralléle : maillage 16 x 16 x 16 = 4096 noeuds, 4 mailles d’air sur chaque coté.
— Flux3D : maillage de 60 347 noeuds d’ordre 2.
— Tracé suivant la droite (z = —0,0625 em ; y = —0,0625 cm).

HD1 HD2
0.03 T T T T T T T 0.03 T T T T T T T
0-padding —— 0-padding ——
Flux3D ------- Flux3D -------
0.02 |- B 0.02 |- B
0.01 |- B 0.01 |- B
0r B 0r B
-0.01 B -0.01 B
-0.02 b -0.02 b
»003 1 1 1 1 1 1 1 1 »003 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
HD3
05 T T
0.4 | B
03 | b
02 F 4
0.1 | B
O = -
01 4
-0.2 -
-0.3 -
04 | 4
-05 7
’06 1 1 ' 1 1 1 1 ! 1 1

) 0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 4
Figure 5.2: Les trois composantes du champ démagnétisant.

Comparaison avec Fluz3D (courbe en pointillée).

On observe, sur la troisiéme composante, un saut aux frontiéres du matériau. On note
que les droites, au niveau du saut, ont une pente différente. La différence provient du fait
que le maillage 16 x 16 x 16 ne permet pas de calculer le champ démagnétisant aussi prés
du bord du matériau que le maillage utilisé par Flux3D.

De nouveau, on note une bonne cohérence entre les résultats obtenus avec les deux codes.
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5.2.2 Résultats avec un maillage 64 x 64 x 64

L’expérience est faite sur un maillage ayant beaucoup plus de noeuds que précédemment,
64 x 64 x 64 au lieu de 16 x 16 x 16, de facon & vérifier le comportement de 1’algorithme sur
un gros maillage.

On a tracé le champ démagnétisant dans deux plans, I’'un horizontal coupant le matériau
quasiment en son centre, ’autre vertical paralléle au plan zoz, proche de la surface arriére
du cube. Les caractéristiques du maillage et du tracé sont les suivantes:

— Maillage 64 x 64 x 64 = 262 144 noeuds, 4 mailles d’air sur chaque coté.

— Coupe suivant le plan z = 0,0078125 cm, (k=32).

XA
Sl
st
il

80

20
00

Figure 5.3 : Les trois composantes du champ démagnétisant suivant le plan

2=0,0078125 cm (k=32).
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— Coupe suivant le plan y = —0,4297 cm, (j=5).

00

Figure 5.4 : Les trois composantes du champ démagnétisant suivant le plan

y = —0,4297 em, (j=5).
On note que les courbes sont bien lisses et ne présentent pas d’irrégularités méme proche

des bords du cube.

5.3 Cas test numéro 3: sphére aimantée uniformément.

Nous avons ensuite calculé le champ démagnétisant dans une sphére aimantée uniformé-
ment, de norme un. Sa valeur est, dans ce cas particulier, connue. Elle est constante égale a
o -
Hp =—M/3.

5.3.1 Reésultats

Deux maillages ont été retenus:
— un maillage 27x 27 x 27 = 19 683 noeuds,
— un maillage 64 x 64 x 64 = 262 144 noeuds.
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Calcul du champ démagnétisant par une technique de transformée de Fourier 19

De par la symétrie de révolution du probléme, les deux premiéres composantes du champ

démagnétisant sont identiques. C’est ce qu’on observe sur les résultats.
On donne, ci-aprés, le champ suivant les deux coupes y &~ 0 et z &~ 0, pour les deux

maillages.

Figure 5.5: La troisiéme composante du champ démagnétisant pour le maillage 27 x 27 x 27
sutvant le plan y = 0, a gauche, et z =0, a droute.

Figure 5.6 : Premiére et seconde composante du champ démagnétisant pour le maillage
64 x 64 x 64 suwant le plan y = 0,008 cm.
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20 A. Bagnérés, S. Durbiano

Figure 5.7: Troisiéme composante du champ démagnétisant pour le maillage 64 x 64 x 64

sutvant le plan y = 0,008 c¢m, a gauche, et z = 0,008 cm a drozte.

On a tracé les courbes de niveau dans les mémes situations.

S

5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

Figure 5.8: La troisiéme composante du champ démagnétisant pour le maillage

27 x 27 x 27 suwvant le plan y = 0, a gauche, et z = 0, a droite. Courbe de niveau.
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10 20 30 40 50 60

Figure 5.9: Premiére ou seconde composante du champ démagnétisant pour le maillage
64 x 64 x 64 swwant le plan y = 0,008 ecm. Courbe de niveau.

iif”“ N
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40

30 (
» @
20
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Figure 5.10: Troisieme composante du champ démagnétisant pour le maillage 64 x 64 x 64
sutvant le plan y = 0,008 ¢m, a droite, et z = 0,008 cm a gauche. Courbe de niveau.

Les figures ci-dessus montre que le champ calculé est bien constant et de valeur approxi-
mativement égale & —M /3 dans la sphére dés qu’on s’éloigne de la zone de cubes frontaliers.
On note des pics sur la bordure.
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Nous avons calculé les erreurs relatives en norme L', L? et L™ sur I’ensemble des cubes

dont le centre est dans la sphére. Nous donnons figure 5.11.a ’erreurs en fonction de la racine
cubique du nombre d’éléments du maillage.

0.11

0.1
0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

Erreur L1

Erreur L2

T T T T
Erreur sur HD1 et HD2 —+—
Erreur sur HD3 ---x---

7 0.009 |

T T T T
Erreur sur HD1 et HD2 —+—
Erreur sur HD3 ---x---

Erreur Linfini

09
0.8 X,

07 |

X
0.6 -

05 -
04
03 -
02 -

0.1 1 1

T T T T
Erreur sur HD1 et HD2 —+—
Erreur sur HD3_-==0¢-
%=

oK

1 1 1 1

0 10 20

30 40 50 60

70

70

Figure 5.11.a: Erreurs relatives L', L? et L™ en fonction du maillage. Erreurs sur la
composante 3 en pointillé.

Les erreurs relatives L' et L? décroissent lorsque la taille du maillage croit. Pour un
maillage 64x 64 x 64, elles ne sont plus que de 0,5% sur les composantes z et y du champ et
2% sur la composante z en norme L', et, respectivement, de 0,006% et 0,02% en norme L2.

Par contre, ’erreur relative en norme du sup ne décroit pas. Elle est d’environ 20% sur la

premiére et la seconde composante, et varie entre 65% et 90% sur la troisiéme composante.

Cela traduit la présence des pics figure 7. Ce résultat est a pondérer par le fait qu’on calcule

un champ moyen par sous-cube. Pour les cubes comprenant une partie d’air et une partie de

matériau, le calcul de I’erreur est donc faux. Figure 5.11.b, on donne les tracés des erreurs
dans les différentes normes lorque ’on ne prend pas en compte ces cubes. On note qu’a
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nouveau ’erreur L™ ne décroit pas avec le maillage mais qu’elle n’est plus que de 3 & 7%

pour la premiére et la deuxiéme composante du champ, et de 11 & 18% pour la troisiéme.

Erreur L1 Erreur L2
0.03 AT T T T T 0.004 T T T T T
\ Erreur sur HD1 et HD2 —+— Erreur sur HD1 et HD2 —+—
Erreur sur HD3 ---x--- 0.0035 X Erreur sur HD3 -——-»-—-—- |
0.025 - |
0.003 - -
0.02 - -
0.0025 -
0.015 R g 0.002 |- g
AN 0.0015 4
0.01 P ) B y\
T 0.001 E
0.005 X o
0.0005 B
0 1 1 1 1 1 1 O e =
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Erreur Linfini
0.18 T T T T T T
X X Ermeur sur HDDet-HD2 —+—
0.16 F [ Err/e/ursur HD3 ---x-—-- |
0.14 | N i
o X
012 | i
b3
0.1 -
0.08 | 4
0.06 | 4
0.04 B
002 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 4 5 60 70
Figure 5.11.b: Erreurs relatives L', L? et L™ en fonction du maillage. Erreurs sur la

composante 3 en pointillé.

5.3.2 Temps de calcul

Nous donnons, dans les tableaux 5.1 et 5.2, respectivement, les temps CPU du calcul
sur Cray T3E des éléments de la matrice noyau et de celui du champ pour trois maillages
différents, les maillages 16 x 16 x 16, 32x 32x 32 et 64 x 64 x 64 en fonction du nombre de
processeurs.

Rappelons que, lorsqu’on utilise 4 processeurs, seul 1 contient la structure en elle-méme.
Les 3 autres sont dédiés au stockage des 0 pour la technique de “O-padding”. Le premier
tableau donne les temps de calcul du noyau, le second, ceux du calcul du champ lorsque
noyau et aimantation sont stockés. Le troisiéme donne le facteur d’accélération lorsqu’on
double le nombre de processeurs pour un maillage donné.

A titre indicatif, le plus gros maillage qu’on ait pu testé sur une station Sun Ultra Sparc
170 Mhz avait 24 x 24 x 24 éléments. Les temps de calcul des éléments du noyau et de
I’algorithme de “0-padding” étaient, respectivement, de 12 et 11 secondes pour un maillage
16x 16 x 16 et de 42 et 41 secondes pour un maillage 24 x 24 x 24. Ces temps sont beaucoup

RR n 3289



24 A. Bagnérés, S. Durbiano

inférieurs sur le Cray T3E puisqu’ils sont, respectivement, de 0,44 seconde et 0,68 seconde
pour le maillage 24 x 24 x 24, en utilisant 4 processeurs.

| Maillage | 4 proc. | 8 proc. | 16 proc. | 32 proc. |
16x 16x 16 | 0.143 | 7.98E-2 | 4.28E-2 | 2.2TE-2
32x32x 32 | 1.127 0.555 0.285 0.159
64 x 64 x 64 - - 2.192 1.114

Table 5.1: Temps CPU de calcul du noyau (en secondes).

| Maillage | 4 proc. | 8 proc. | 16 proc. | 32 proc. |
16x 16x 16 | 0.256 0.14 7.32E-2 | 4.66E-2
32x 32x 32 | 1.815 0.945 0.503 0.274
64 x 64x 64 - - 3.952 2.00

Table 5.2: Temps CPU de calcul du champ (en secondes).

Calcul du noyau | Calcul du champ
4—8p. [8—=16p. [ 16 532p. [[4—=8p. [8—=16p. [ 16 = 32 p.
16x 16x 16 1.79 1.86 1.885 1.83 1.91 1.6
32x 32x 32 2.03 1.95 1.79 1.92 1.89 1.84
64x 64x 64 - - 1.967 - - 1.98

Table 5.3 : Facteurs d’accélération.

Le tableau 5.3 donne les facteurs d’accélération lorsqu’on double le nombre de processeurs
utilisés. Ils varient entre 1,8 et 2 indiquant un bon degré de parallélisme du code. C’était
prévisible pour le calcul du noyau puisqu’il ne nécessite pas d’échanges de messages. C’est
plus étonnant pour le calcul du champ puisque la procédure de calcul des FFT 3D met en
Jjeu des communications inter-processeurs. Elle présente donc un bon degré de parallélisme.
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5.4 Cas test numéro 4: maillage de la sphére en éléments parallé-
lépipédiques
Nous avons testé notre code avec des maillages de la sphére non plus en sous-cubes mais

en sous-parallélépipédes. Les erreurs sur la solution restent du méme ordre de grandeur avec
la méme remarque que ci-dessus pour ’erreur L™ et les éléments de la bordure.

| Maillage | Nbre de noeuds intérieurs | Erreur L' | Erreur L? | Erreur L*> |

16x 16x 8 HD1 1104 2.48E-2 1.26E-3 0.150
HD2 1104 2.48E-2 1.26E-3 0.150

HD3 1104 9.50E-2 4.75E-3 0.679

32x 32x 16 HD1 8664 1.42E-2 3.69E-4 0.232
HD2 8664 1.42E-2 3.69E-4 0.232

HD3 8664 4.80E-2 1.23E-3 0.920

48 x 48 x 24 HD1 29056 1.0E-2 1.70E-4 0.224
HD2 29056 1.0E-2 1.70E-4 0.224

HD3 29056 3.37E-2 5.55E-4 0.950

24 x 48 x 48 HD1 29056 1.01E-2 1.70E-4 0.224
HD2 29056 8.44E-3 1.43E-4 0.219

HD3 29056 3.03E-2 4.91E-4 0.746

64x 64x 32 HD1 68928 7.63E-3 9.66E-5 0.222
HD2 68928 7.63E-3 9.66E-5 0.222

HD3 68928 2.49E-2 3.12E-4 1.001

64x 64x 128 HD1 274400 4.55E-3 3.61E-5 0.233
HD2 274400 4.55E-3 3.6E-5 0.233

HD3 274400 1.57E-2 1.2E-4 0.827

Table 5.4 : Erreurs relatives pour un maillage en sous-parallélépipédes

On ne note pas vraiment de différence suivant le rapport d’aspect des éléments du
maillage : les erreurs relatives L! et L? sont du méme ordre pour les maillages 48 x 48 x 24
et 24 x 48x 48.

5.5 Cas test numéro 5: aimantation uniforme dans un pole de téte
de lecture.

Nous avons également calculé le champ démagnétisant dans un poéle de téte d’enregistre-
ment. Nous donnons figure 5.12 une vue de dessus de ce pole. Dans la troisiéme direction, il
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est plat et d’épaisseur constante. L’aimantation est prise uniforme dirigée suivant ’axe oy
et de norme un. Le pole rentre dans une boite de taille minimum 140pm x 100pm x Tum.

gy

i

X

Figure 5.12: Péle d’une téte d’enregistrement vidéo.
Les calculs ont été fait avec les maillages suivants:
— Code paralléle : maillage 100 x 72 x 5 = 36 000 noeuds.
— Flux3d : maillage de 34 917 noeuds d’ordre 2 (éléments finis P2).

HD1

T 0.25 T T T
Code //
Flux3D ---i-- 0.2 -

Code /| ——
Flux3D ------- B

0.05 i 0.15
o 01
! 0.05

-0.05 i
[ 0

0.1 |
! -0.05
-0.15 01
02 | [ 015

-0.25 1 1 1 1 1 1

-0.2

0 20 40 60 80 100 120 140
HD3

0 20 40 60 80 100 120 140

Figure 5.13: Champ démagnétisant. Tracé suivant la droite (y = 56,25um, z = 0,7um).
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Mis a part les deux régions comprenant l'interface matériau-air, on a une trés bonne simili-
tude entre les deux courbes pour chaque composante.

Figures 5.14 et 5.15, nous donnons les représentations 3D des deux premiéres composantes
du champ démagnétisant obtenues avec notre code dans le plan horizontal passant au centre
du matériau, ainsi que les tracés d’isovaleurs correspondants. La troisiéme composante du
champ est approximativement nulle.

Figure 5.15: Deuriéme composante du champ démagnétisant obtenue avec notre code.

Sur les schémas des courbes de niveau, on voit bien la téte se dessiner avec, a 'intérieur,
un champ constant s’opposant & ’aimantation.

Nous donnons, figure 5.16, les résultats obtenus avec Flux3D sur la méme coupe que
précédemment pour un péle en symétrie miroir d’axe ox. On trouve des tracés similaires
a ceux des figures précédentes. L’interface matériau-air est une créte dans les résultats de
Flux3D. Celle-ci est moins réguliére avec des pics dans ceux obtenus avec le code paralléle.
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Ceci peut s’expliquer par le fait que la frontiére étant moins bien prise en compte dans la
méthode des transformées de Fourier.

0.5

-0.5
150

-0.5

-1
150

150
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H
| 1\«“\\@\1\“\“\“\\ |
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0

uuuuumwm
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Figure 5.16 : Premuere et deurieme composante du champ démagnétisant obtenue avec

Fluz3D.
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6 Conclusion

Nous avons implémenté en séquentiel puis en paralléle, et testé 1’algorithme de “0-
padding” pour le calcul du champ démagnétisant dans un matériau ferromagnétique. Il
permet, grace au calcul d’un produit de convolution dans ’espace des fréquences en uti-
lisant des transformées de Fourier discrétes, un gain de temps substantiel par rapport au
calcul direct de ce produit. En effet, ce coiit est en O(N log N) au lieu de O(N?) pour le
calcul direct, si N est le nombre d’éléments du maillage. Le stockage est en O(N) au lieu de
O(N?) si on utilise une grille irréguliére.

Cet algorithme a été utilisé, dans un premier temps, pour calculer le champ dans un
cube. Les résultats sont comparés avec des valeurs obtenues avec le logiciel Flux3D pour la
méme géométrie. Ils sont du méme ordre de grandeur.

Le passage en domaines de géométrie quelconque a consisté en une adaptation du code
précédent. Le matériau est plongé dans un parallélépipéde d’air, la variable d’aimantation
est mise & zéro quand le centre de la maille est situé a I’extérieur du matériau. Ceci conduit
nécessairement a faire une approximation des frontiéres du matériau.

Nous avons testé ce code sur une sphére aimantée uniformément suivant oz. Dans ce
cas, on connait valeur analytique du champ. On 1’a comparée aux résultats numériques. Les
erreurs relatives L' et L? décroissent lorsque la taille du maillage croit. Pour un maillage
64 x 64 x 64, elles ne sont plus que de 0,5% sur les composantes z et y du champ et 2% sur
la composante z, en norme L', et, respectivement, 0,006% et 0,02% en norme L2. L’erreur
relative en norme du sup, par contre, ne décroit pas avec le nombre de mailles. Elle varie
entre 3 et 7% pour la premiére et la seconde composante, et entre 11% et 18% pour la
troisiéme composante. On a noté la présence de pics sur la bordure de la sphére.

Les calculs sur des maillages en éléments parallélélipédiques donnent des erreurs du méme
ordre de grandeur.

Remerciements: Nous remercions Marc AID, LETI, CEA Grenoble, qui a effectué les
calculs avec le logiciel Flux3D.

7 Annexe: calcul des coefficients d’interaction

7.1 Plaques paralléles

Il s’agit de calculer

W (P, @, R dzdydz'dy’

) _ /b /(1 /b a 1

—bJ—aJ-bJ—a \/&2 +772 +C2
oné=P—z+2, n=Q—y+y, (=Ret P, Qet R représentent la distance entre les
centres des deux plaques dans les directions oz, oy et oz, respectivement.

Soit r = /€2 + n? 4 (2. Pour chaque intégration, on précise si le résultat a été obtenu a
I’aide

RR n 3289



30

A. Bagnérés, S. Durbiano

du logiciel Maple,

de tables d’intégration [15],

(a)
(b) de formules données dans 'article [13],
(c)
(d

) du logiciel Mathematica.

— 1 - Intégration en x:

[ Ldz =(@) —In(€ +7)

- 92-

Intégration en y:

(1) = = In(E + r)dy =) €In(y+ ) + In(E +7) — Carctan (£) —

+Carctan (%) — €+ Carctan ( £)

— 3 - Intégration en x’:

J€m(n+r)de’ =) 1€ + ) In(y + ) + gor — 1

[1In(¢ +r)dz’ =(e) En(E+r)—r

[ arctan (%) dz' =) ¢ arctan (%) +¢In(n+r) — 1¢In(€% + 7).

Donc

J()da' = 1(&2 =) In(n+7) — 1r? + &nin(€ + r) — EC arctan (E—Z)

_%ma + %C2 ln(£2 + C2) — &n+ EC arctan (%)

— 4 - Intégration en y’:

[ prdy’ =(@) +r?
[ arctan (2) dy' =(%) parctan (%) — 2¢In(n? + ¢*) + ¢1n(Q)

D7

~

ol
1 ! !
— dzdydz'dy
r

Em* —¢*)In(r+&) + -n(€* = ¢*) In(r + 1)

N | —
N | —

Taxy

(3¢% — r?)r — &nC arctan <_77

r

&nC <arctan <§) + arctan <g )

€+ (3 + 561 567100

| =
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Certains termes du membre de droite de ’égalité ci-dessus se simplifient lors du calcul de la
primitive entre les bornes, si bien que I’on retrouve le résultat du paragraphe (2).

7.2 Plaques orthogonales

Il s’agit de calculer

W (P, Q, R) = —— dxdydy'd?’

/_c/ / / ~/€2+77 + (2
ou, cette fois, E = P—z, n=Q —y+y, ( = R+ z. Comme précédemment, P, Q et R

représentent la distance entre les centres des deux plaques dans les directions oz, oy et oz,
respectivement.

Soit, de méme que précédemment, r = /&2 + 2 + (2.
— 1 - Intégration en x:
[ Ldz =(@) —In(€ +7)

— 2 - Intégration en y:

2) = — [In(€ 4+ r)dy =®) EIn(n +7) + nIn(€ + r) —  arctan (C—”) —n+ (arctan <%)
— 3 - Intégration en y’. On dispose des égalités suivantes:

[In(n+r)dy = nin(n+7r) —r
S oln(E +r)dy = L(n? + ) In(€ + ) + Ser — 1r?
[ arctan (ﬁ) dy =) narctan( )+Cln(5+r) 3CIn(n* +¢%).

Donc
J@)dy = L0 = ) In(¢ + 1) = S+ éntn(n + 1) — nC arctan (&)
—1r? = In? — 2¢In(¢) 4 n¢ arctan (g)
— 4 - Intégration en z’. On a:
[ In(€ 4+ r)dz! =@ 1n2¢ — L¢3 4 Lecr — LyParctan (g)
+LP arctan (£8) = Le(€ + 37%) In(C + 1) + 33 In(€ + 1)

_fCarctan( ) dz' = 2{ arctan (’gC) + %772 arctan (5_5)
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—$(¢% arctan (gr) Enln(¢ +7)

f Carctan (%) dz' =(e ) 2 arctan (%

N’

%772 arctan (%) + %7](

D’ont

//// ! dzdydy'dz’
r

EnCIn(n +7) + £ (3" — ) In(C +7)

£ = e+ )

- l77 (7] arctan <£C) + 3{'2 arctan <£) + 3(’2 arctan <€_77))
6 nr 3 (r

— —r{C EnC + én?’ arctan <C> + %7]@ arctan <Z>

Lexg

+ 1752 arctan (%) — £C3 — Enzc ~ 2

On retrouve, comme dans le cas des plaques paralléles, que certains termes de la formule
ci-dessus se simplifient lors du calcul final.
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