
HAL Id: inria-00073346
https://inria.hal.science/inria-00073346

Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Kalman Filtering for General Discrete-time Linear
Systems

Ramine Nikoukhah, Stephen L. Campbell, François Delebecque

To cite this version:
Ramine Nikoukhah, Stephen L. Campbell, François Delebecque. Kalman Filtering for General
Discrete-time Linear Systems. [Research Report] RR-3343, INRIA. 1998. �inria-00073346�

https://inria.hal.science/inria-00073346
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

ap por t  


de  r ech er ch e 


INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Kalman filtering for general discrete-time linear systems

Ramine Nikoukhah , Stephen L. Campbell , François Delebecque

N ˚ 3343

Janvier 1998
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\�]_^`"a�`*b	ced&fgaih3jlknmofqp�r�`sm�put3mofqa1fgvwknmofgpurx `+vzy&vzm ^`"a�`"v*{"pua1t3jg`"|&`"v}�~ pH��`"m+��� \����

� knt3t@p ~ m x ` ~ `"{ ] ` ~ { ] `�r��J���nbJ�:c��Jknr&�&fg` ~��H���u� c � b	tXkn��`"v

�����"���n�X�n���e� `"{"h ~ vzfg�u`	vzm�knmz`i`svzmzfga knmzfgp�r:t ~ pu�Cjq`sa�v$�<p ~ `"|&t3jgfg{"fgm�k�r x fga1t3jgfq{sfqm�mzfga�`��Sfgr&�uk ~ flk�rJm$jgfgr3`Hk ~ vzy&vzmo`"a�v��@�Xp�m ]
�7p ~ vzy&vzmo`"a�v	��fgm ] knr x ��fgm ] puh3m�h3r3 &r3pn��r¡fgr3t3h3movH��{Hk�r¡�X`��<p ~ aih3jlknmo` x knv	k vzfgr3��jq`it ~ pu�Cjq`sa¢h3vohXknjgjgy ~ `��<` ~o~ ` x mzp£k�vx `"vz{ ~ fgt3mzp ~i¤ k�jga:knr¦¥Xjgmz` ~ fgr3�X§¨d&pujgh3mofgpur3v�mop£m ] fgv�t ~ pu�Cjq`sa ] k��u`��@`"`"r5t ~ put@puvo` x fqr¡m ] `�jgfgmz` ~ knmoh ~ `�� ] pn�$`"�u` ~ ��m ] `"vo`
vopujgh3mofqp�r3v$`"fgm ] ` ~ r3`"��jq`s{"mNt@puvovzfg�3jg`�{"p�rJm ~ fg�3h3mofgpur3v�p��'�7h3mzh ~ ` x y&rXkna1fq{sv©mopim ] `�{sh ~z~ `"r&m�`svzmzfga knmz`*p ~ a:kn �`�h3r3r3`s{"`"vzv�k ~ y
k�vzvoh3a�t3mofgpur3v�p�rim ] `+vom ~ hC{"mzh ~ `�pn��m ] `*vzy&vzmo`"a£§�ªSr1m ] fgv$tXknt@` ~ �©`+t ~ put@puvo`�k�vzpujgh3mofgpurimzp	m ] fqv$t ~ pu�3jg`"a«� ] fq{ ] jq`�k x v$mzp
k	{spur3vom ~ hC{"mzfg�u`	a�`sm ] p x jgf¬�7mzfgr3�	m ] `"vo`�hCr3r3`"{"`svzvwk ~ y¡knvovzh3a1t3mzfgpurCvH§ \�] fqv*a�`"m ] p x h3vo`"v�ki��`"r3` ~ knjgfg­Hknmofqp�r pn��m ] `�v ] h&®�`
k�jg�up ~ fgm ] a¨§
¯1°&±@²w³�´X�uµ����¶¤ k�jqa knr	¥Xjgmo` ~ fgr3�@§�·>fgr3`Hk ~ voyJvomz`"a1vH§$d&fgr3�uh3jlk ~ voyJvomz`"a1vH§�d&mop&{ ] knvzmofg{�voy&vzmz`sa�vH§�¸*`"vo{ ~ fgt3mop ~ vzy&vzmo`"a�v�§
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�5�"��
.� ����� � � ���������	��� � !.-�!.
���+�)�N! �"������*�������N!��� 
��+���:!�� �"!�#$����
�����+�	�� � ��
��


��°3�������°�� ·>`sv�t ~ p��3j ^`"a�`"v x�� `"vomzfga:k�mzfgpur ~��`"{"h ~ vzfg�u` x `�j � �`"m�knm x `+vzy&vzm ^`"a�`"vN· \ ª�fga�t3jgfg{"fgmz`"v�`"m�`"|&t3jgfg{"fgmz`"v�t@`"h3��`"r&m��`"m ~ `
�7p ~ aihCj �`sv x k�r3v�jg`�{Hk x ~ `�hCr3f��JhC` x h ¥Xjgm ~ kn��` x ` ¤ knjga:k�r x `svNvzy&vom ^`"a1`"v x `svz{ ~ fqtCmz`"h ~ vH��knh3vovzf.�3fg`"r�t@puh ~ jq`svNvzy&vom ^`"a1`"v ^k
`srJm ~��`"`sv�{spur3r&h3`"v��&h3`�fqrC{"pur3r&h3`svH§
¸*f�� �` ~ `"r&mz`sv'vopujgh3mofqp�r3v ^k�{s`�t ~ p��3j ^`"a�`�p�rJm �`sm �`$t ~ p�tXp�v �`"`"v x knr3v>jlk$jgfgmzm �` ~ k�mzh ~ `©a knfgvX{s`"v�vzpujgh3mofgpur3v>p�h��Cfq`sr�r3`�t ~ `"r3r3`srJm

t@knv$`"r�{"p�a�t3mo`�jg`"v©{spur&m ~ fq�Ch3mzfgpurCv x `sv x y&rXkna1f��&h3`svB�7h3mzh ~ `"v�t@puh ~ j � `svzmzfga knmzfgp�r�{"puh ~ knr&mo`�p�hi�3fg`"ri�7pur&m x `"v ] y&t@pum ]>^`"vz`"v~ `"vzm ~ fg{"mofq��`"vNfgr&h3mofqjg`"v�voh ~ jlk�vom ~ h3{"mzh ~ ` x h vzy&vzm ^`"a�`u§
¸+knrCv�{s`itXknt3fg` ~ �>pur¨t ~ put@puvz`ihCr3`�vopujgh3mofqp�r£{spur3vom ~ hC{"mzfg�u` �&h3f �`"jgfqa1fgr3`+{"`"v ] y&tXp�m ]>^`svz`"v ~ `"vom ~ fq{smzfg�u`"v�§�·Bk1a �`"m ] p x `

v � knt3t3hCfq`*vzh ~ h3r3`+� �`sr �` ~ k�jgfqv�knmofqp�r x `+j � k�jq��p ~ fqm ] ai` x `"!zv ] h&®�`�#X§
$ ´@�n��²"�&%'�°¡�)( fgjqm ~ k��u` x ` ¤ k�jga:knr.§©d&y&vzm ^`"a�`sv�jgfgr �`Hk�f ~ `"v�§Nd&y&vzm ^`"a�`"v*vzfgr3��h3jgfq` ~ vH§+d&y&vzm ^`"a�`svNvzmop&{ ] knvzmof��JhC`"vH§�d&y&vom ^`"a1`"vx `"vz{ ~ fgt3mz`"h ~ vH§
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�C§ � d&fga1t3jgf¬�7yJfgr3� � vovzh3a1t3mzfgpurCv�§�§+§�§�§�§+§+§�§+§+§�§+§+§�§�§�§+§�§+§+§+§�§+§+§�§+§�§+§�§+§+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§ :
�C§ �<; `"jgj �StXp�vz` x rC`"vzv+knr x {"p�r3vzfgvzmo`"r3{"y §�§+§+§�§+§+§�§+§+§�§�§�§+§�§+§+§+§�§+§+§�§+§�§+§�§+§+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§ =7 
�°?> ��%<�C��°3�s��0 �¡�3��0<´ /8@ �n´X��%7°'��� A
b@§ � � `"�uh3jlk ~ fgmSy §+§�§+§+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§+§+§�§+§+§�§+§+§�§�§�§+§�§+§+§+§�§+§+§�§+§�§+§�§+§+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§ �
b@§ � � `"�uh3jlk ~ fg­Hknmofgpur §+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§+§+§�§+§+§�§+§+§�§�§�§+§�§+§+§+§�§+§+§�§+§�§+§�§+§+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§ ��B

b@§ � § � \�] `�vzmopJ{ ] k�vzmofq{+v ] h ®�`�knjg�up ~ fgm ] a §+§+§�§+§+§�§�§�§+§�§+§+§+§�§+§+§�§+§�§+§�§+§+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§ �u�
b@§ � § � � `"�uhCjõk ~ fg­Hk�mzfgpur1h3vzfgr3�	vzmopJ{ ] k�vzmofq{�v ] h&®�`�knjg�up ~ fgm ] a §+§+§+§�§+§+§�§+§�§+§�§+§+§�§+§+§+§�§+§�§�§�§ �H�C ¯1��% �¡� /ED %<��°&� ��´ / �s�H�&���n��07´ / ,F794GIH>��� @ %<° , AJ4K+´ / � % ���$0<´ / 2ML

� NB��0 %7�3�PO � / ����07´ / � 2MLQ NB��0 %7�3� �s��� @ %<° �"°3����07´ / 2M2R S ��
B����� 
�#$
'�s�i�
\�] ` ~ ` ] knv��@`"`"r£k	{"p�r3vzf x ` ~ kn�Cjq`	kna�p�h3r&m�pn� ~ `"vz`Hk ~ { ] pur�m ] `�t ~ pu�3jg`"a�pn� ¤ knjga:k�r	¥Xjgmz` ~ fqrC�	�<p ~ jgfgr3`Hk ~ mofqa1`Nfgr&�uk ~ fõk�r&m
voy&vzmz`sa�vH§.ªSrim ] ` !zvzm�knr x k ~ x #UTl`"|&t3jgfg{"fgm x y&rXk�a�fg{"v�knr x r3p+h3rC JrCpn��rifqrCt3h3mWV.{Hk�vz`u�&m ] `�t ~ pu�3jg`"a fgv��$`"jgj3h3r x ` ~ vzmop&p x knr x
r&h3a1` ~ fg{Hk�jgjqy ~ pu�Ch3vzmNk�jq��p ~ fqm ] a�v ] k���`N�@`"`"r�t ~ put@puvo` x §�ªSr�m ] `�t ~ `"vo`"r3{"`	pn� x `"vz{ ~ fgt3mzp ~ T fqa1t3jgfg{"fgmWV x y&rXkna1fg{"vH� ] pn�$`"�u` ~ �
m ] ` ¤ k�jqa knr+¥@jqmo` ~ fgr3��t ~ p��3jg`"a«�@`"{"pua1`"v�a1p ~ `�{spua�tCjq`s|�knr xix f �>` ~ `"r&m�t ~ p��3jg`"a �<p ~ aih3jlknmzfgp�r3v ] k���`��X`s`"r t ~ p�tXp�vz` x fqr
m ] `+jgfqmo` ~ k�mzh ~ `u§X r3`�p��'m ] `+�<`Hk�mzh ~ `"vNp�� x `"vz{ ~ fgt3mzp ~ voyJvomz`"a1v�fgv�m ] k�m$�<h3mzh ~ ` x y&rXk�a�fg{"v${Hknr�k �_`"{smNm ] `�t ~ `svz`"r&mN�uk�jgh3`"v�pn��m ] `�vzmwk�mz`u§Y h3m+fgr£a1puvom$�<p ~ aih3jlknmzfgp�r3v©p�� m ] ` ¤ k�jga:knr1¥Xjgmo` ~ fgr3� t ~ pu�3jg`"a��<p ~ x `"vz{ ~ fgt3mzp ~ vzy&vomz`"a1vH�>m ] `�`svzmzfga knmz`	fgvN{"p�r3vzm ~ h3{smz` x
vopujg`"jgy��Xk�vz` x pur1tXknvom x y&rXkna1fg{"v�knr x p��3vz` ~ �uknmofqp�r3v&Tlvz`s`��<p ~ `"|3kna1t3jg`[Z � ���3�F:3��=]\^Vs§ \�] fqv$fgv x p�r3`��&y�a kn &fgr3� ~ `"vzm ~ fg{"mzfg��`
k�vzvoh3a�t3mofgpur3v.pur	m ] `�vom ~ hC{"mzh ~ `Np��_m ] `�vzy&vzmo`"a vzh3{ ] k�v`_+�Spu�3vo` ~ �uk��3fgjqfgmSy&§ \�] `�vzp�jqhCmzfgpur�fgv�m ] `"r	{"purCvzm ~ h3{"mo` x �Jy	knrXk�jqp��uy
��fgm ] m ] `*r3pur&� x `"vo{ ~ fgt3mop ~ {Hk�vz`+� ] ` ~ `��<hCmzh ~ ` x yJr@kna�fg{"v x p�r3pum${"pur&m ~ fg�3h3mo`Nmzp	m ] `N`"vomzfga:k�mz`�pn�Bm ] `N{sh ~z~ `"r&mNvzm�knmo`u§ \�] `~ pujg`$pn�@�<h3mzh ~ ` x y&rXk�a�fg{"vBfgv�{"p�r3vzf x ` ~ ` x fgraZ � �$\_k�v©knrik��StXp�vzmo` ~ fgp ~ f3{"p ~z~ `s{"mzfgpur1mzp+m ] `�`"vzmofqa knmo`©�Xk�vz` x p�r�t@knvzm x y&rXkna1fq{sv
k�r x pu�Cvz` ~ �uknmzfgp�r3vH§ \�] ` x ~ k����Xk�{w 	fgv�m ] knm�m ] `�a�`"m ] p x �©p ~  &v�p�r3jgy�f �_m ] `Nvomwknmo`Nfgv�`"vomzfga:k��3jg`©�@knvz` x pur	tXk�vzm x y&rXkna1fq{sv
k�r x pu�3vo` ~ �uk�mzfgpur3v�k�jqp�r3`u�Bk1{"p�r x fgmzfgp�r£� ] fg{ ] fqv+r3p�m�r3`"{s`"vzv�k ~ y&§ � r3p�m ] ` ~ x ~ k����Xk�{� �pn��m ] fgv+a�`sm ] p x fqv+m ] knm+fgm+h3vz`"v
t@pujgy&r3p�a�flknj&a:k�m ~ fq|	a:k�r3fgt3h3jlknmofgpur3v�knr x fgv�r3p�m©r&h3a1` ~ fg{Hk�jgjqy	m ~ kn{"m�kn�3jg`u§\�] `*�<p�jgjqpn��fgr3��`"|3kna�tCjq`�fgjgjgh3vzm ~ k�mz`"v ] pn� �<h3moh ~ ` x y&rXk�a�fg{"v${Hknr�k �_`"{smNm ] `�t ~ `"vo`"r&m�`svzmzfga knmz`�§GIH>��� @ %<° ,Mb�,dcfe �g�������
��h`�^���U�i [�j ����Ikl�
��m`h`�$���n����	`���W��mo ��"��! e �� �����!����$ �!��$� kp�"���) �*� ������
mq B �BrBEs qutwv T�x&y � VtMz T�x&y � V s|{ q �.BB �}s qutwv T"x'VtMz T"x'V s y q B~ s�� T"x'V���x�� B � T � § � Vh e ���%� � �
 j�a ��W���F����!W���%�j��������k����'�����'�^m������%��#%���(���8�F�'���^#%�����������'!(�������� ( ������8�����'�����������������$���$ ����`���F ��������j� e �j����# ����������"�����F � T�x'V { t z T"x'VnyE�FT�x'V$��x�� B � T � § � Vh e ���%� � �i ��a ��(���F���'!(�U�%�����'����k'���'�����'�^m���������#%���(���8�F�'���^#%�����������'!(�a������ W ������������'�����������$�����$���$ (m���������k����'�����'�&�%� � �� �����������
	��
�����`�����&� e �
 & �*� ��"����!W�����%�$ "k����'�� 
�"�U� e ���%�(!��?�� ��^���
!(���F ������F!����^�������q �tfv T��"V

�tlz T��"V s|{|��� qutwv T��"VtMz T��"V s � T � V$�������l� � T"��V�  T � §Ô��V
Æ.Æ Ó`¡sá"á"ß"á
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�W���(��*������ e �i �!(�� �� t v T��"V �
 ��^�'����k����'�����'���������� ����������"�����F � T B V � e ������� e � T��"V � cfe �i ���(���F �� e ��� !W���'���^�������'�(�a���� e �$ ������� ����������"�����F (m t v T"��V �%���������F ��������#%���W���������Uh`��� e �����������'!(� ~ z	� �'���"��� e ��� t v T"��V {�� ~ � T��My � V�� � cfe �� 

�t v T��"V { B�� T � § b?V�(�`�
 & �������� � e � ������h`�������"�j e ��h � e ���
�t z T"��V { ~ z

� y�~ z
� T"��V$� T � §���V���'�U� e ���o� e �������%���[!(��������������!W�������"�����

��� { � � qutwv T"��V � �twv T"��VtMz T"��V � �tMz T"��V s q tfv T"��V � �tfv T"��Vtlz T"��V � �tlz T"��V s! !" { q ~ z BB #%$v'& # $ s � T � § :�Vcfe �
 j�
 ���h`���^� #
k'�� ��(���$ ����^�����������akf�%���$�������)(
��h`�������(m ��� !(���'�'���&�(�j ��������W���� �������� e ������� e ���� &kp���� ����'�"�W�}�������'*��%�� e � �����"�������"�F�%� !����"�(�j���(�����
 �����!W� ���`�����$ ������ ����"�
 ���*�� e �
�� ( ��F��kf���^���F 
�����������a� e �� �� k'�(k'���( ��+*��
 e �����n!(�����
�(��!,������ e �i `kp�����$����� �
���"���&���-�l�(!��"�����/.��
\�] `ia1`"m ] p x t ~ `"vo`"r&mz` x fgr¡m ] fgv�t@knt@` ~ fgv��@knvz` x pur�k ~ `"{"h ~ vzfg�u` ~ `svzm ~ h3{"moh ~ fgr3�¡knjg�up ~ fgm ] a��<p ~ m ~ knr3v¾�<p ~ a�fgr3��m ] `

`svzmzfga knmzfgp�r�t ~ pu�3jg`"a�fgr&mzp�p�r3`+� ] ` ~ `��<h3mzh ~ ` x y&rXkna1fg{"v x p	r3pumNk �_`s{"m�t ~ `svz`"r&mNvomwk�mz`�`"vomzfga:k�mz`"v&Tlfgr1� ] fg{ ] {Hknvo`��$`�v�k�y
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�>k�vwk x ­"fgr3vz &fS� � § Y k�vzvopur X rXk�rXkNk�r x d>§ �Npn��kn upn��vo &f'T �H��� ��V"§ ¤ k�jqa knr ¥Xjgmz` ~ fqrC����fqm ] h3r3 &r3pn��r
fgr3tCh3mzv$�&fõk�putCmzfga:k�jJvomwk�mz`+`"vzmofga:knmofgpur	pn�'vofgr3�uh3jlk ~ vzy&vzmo`"a�v�§ �W�'�"���F� �l*� ��"���  ��l!��^� ��� ´ % b�2 9 ��� ´ b ,'L � ��BC� ��� ��B��u� §Z :]\�¸+k ~ puh@kn{ ] �&�¡§g�J�¡§��>knv�k x ­sfqrCvz &f_k�r x ¸	§u� ` ] x f`T �H�u� ��Vs§ud&mwk�mz`*`"vzmofqa knmofqp�r�p��BvzmopJ{ ] k�vzmofq{*vzfgr3��h3jlk ~ jgfgr3`Hk ~ vzy&vzmo`"a�v�§�(�'�"���F���M*� ��"���
 ��l!���� ��� ´ % b`2���� ´ b`2 �X�nb%���z� ��bX§Z =]\ ¤ `"jgjg` ~ �>�X§ � §g�Bd § �*pn� k� upn��vo Jf�knr x �¡§>¸�k ~ p�hXkn{ ] T �H���u� V"§Xd mwknmo`�`svzmzfga knmzfgp�r k�r x � knfgjgh ~ ` x `smz`"{"mofgpur¡fgr�vzfgr3��h3jlk ~
voy&vzmz`sa�vH§ �`���'�"�%��� # cfe �W����*
���'� � �������'!(�W� c �(! e �'���
�W��* ��� ´ % b A ��� ´ b�7 �'= � �(��=�: � §Z � \�· `"�&yJ� Y § ( §g� � § Y `"r&��`"r3fgvzmo` k�r x � § �Nfg up�h3  ] k ] T ���u� :�V"� @ fg� ] � jg`"��`"jnt ~ fqa1fgmzfg�u`"vC�<p ~B~ `s{"h ~ vofg�u`$a:kn|&fga	h3a�jgfg u`"jgf ] p&p x
`svzmzfga knmzfgp�rB� � � � � c �����F ������ � �F�"�������"���`����������� � ��K*² 7 , � �u�H� ��� �u� b �3§Z � \�· `"��fgvH� ( §�·�§FT ���u��B V"§7@+`"pua1`"m ~ fg{ x `"vzfg�ur�mz`"{ ] r3f��&h3`"v.�<p ~ p��3vz` ~ �u` ~ v�fgr+vzfgr3�uhCjõk ~ voyJvomz`"a1vH§ � �?�"�������"��!(� � 2 9 ��b �u� � b � �C§Z ��B \�· h3`"r&�@` ~ ��` ~ �>¸	§
@i§fT ��� = � V"§ \ fga1`�� fgr&�uk ~ flknrum x `svz{ ~ fqtCmzp ~ voyJvomz`"a1vH§ � �F�"�������"��!(� ��� ´ % bg,?7 �&b?=����Sb ��B §Z ��� \ �*fg upuhC  ] k ] � � §g�nd>§H·�§ ( k�a�t3�@`"jgjS� ( §(¸*`"jg`"�@`"{��&h3`�� X r�p��3vz` ~ �u` ~ x `svzfg�ur+�7p ~ ��`"r3` ~ knj&jgfgr3`Hk ~ mzfga�`é� fgr&�uk ~ fõk�r&m3vzy&vzmo`"a�v��� �F�"�������"��!(� �&mop�knt3t@`Hk ~ §Z ��� \ �*fg upuhC  ] k ] � � §g�N¸	§ \ k�y&jgp ~ � � §g� � §�d>§ ; fgjgjqvo &y knr x Y § ( §�·>`s�Jy T �H�u� ��Vs§ @ ~ knt ] d m ~ hC{"mzh ~ ` k�r x � `s{"h ~ vofg�u`
� vzmzfga knmzfgp�ripn� �*pufgvzy ·>fgr3`Hk ~N� `"jlk�mzfgpur3v�§ �F�`��� ����� e � �l*� ��"���  (m �  ����^�����������Fmo���'���`���'������� � C���7�� � � �z��=3§Z � ��\ �*fg upuhC  ] k ] � � §g� � §Jd>§ ; fgjgjgvz &y�knr x Y § ( §3· `"�&y�T �H�u��� Vs§ ¤ knjga knr+¥Xjgmo` ~ fgr3�iknr x � fg{"{HknmofX` �Jh@knmzfgp�r3v��7p ~ x `svz{ ~ fqtCmzp ~
voy&vzmz`sa�vH§ � � � � c �%���� �� � �F�"�������"���`���'�"�%��� � ��KN² 1 J � � � � �(� � �nb � §Z � b�\�d fqjg��` ~ a knrB��·�§u�¡§�T �H� : � V"§�ªSr&�u` ~ vzfgpurip��Xaih3jgmzfg�uk ~ flkn�3jg`Bjgfgr3`Hk ~ vzy&vzmo`"a�v�§ � � � � c �%���F �� � �?�"�������"���`����������� � ��KN² ,?7 �� = B � � =�:3§
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