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Constructing First and Second Order Wall Laws for
Rough Domains by Asymptotic Analysis

Abstract: In this paper we present a new method to construct the wall laws for
rough domains. The method is based on two scales asymptotic development theory
and applied for Laplace equation and incompressible Navier-Stokes equations. We
construct first and second order wall laws, which are valided for several numerical
problems.
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1 Introduction

Dans ce travail, on étudie la simulation des écoulements sur des domaines ru-
gueux. La caractéristique principale de ce type de probléme est 'existence de dif-
férentes échelles de longueur dans le domaine. De ce fait, la prise en charge de
I'influence des petites échelles sur les grandes est tres cotiteuse en 2D et pratique-
ment impossible en 3D, en raison de la nécessité d’'un maillage trés raffiné dans la
couche limite contenant les rugosités.

On retrouve ces types de problémes dans de nombreux domaines de la simulation
numérique. Par exemple en aérodynamique, les parois lisses deviennent rugueuses
par abrasion, ce qui change les profils de vitesse et augmente le frottement pariétal.
Des parois rugueuses sont aussi utilisées pour réduire la trainée de certains avions
(Airbus). Ce méme type de probléme est retrouvé en oceanographie-méteorologie
otl les vagues, villes et montagnes ont des influences significatives sur la simulation
de la circulation atmosphérique. I.’étude de la modélisation de I'influence de petits
obstacles sur I’écoulement global a commencé au début du siécle par les études de
Nikuradze [19]. Ces études expérimentales sont consacrées a l'influence de la forme
des rugosités sur I'écoulement quand celles-ci sont disposées & la paroi d’'un canal.
Par la suite, ces résultats ont été étendus par Prandtl et Schlichting [20] & des
écoulements sur des plaques rugueuses. De nos jours, le probléme est loin d’étre
résolu. Plusieurs études expérimentales et plusieurs stratégies de modélisation du
phénoméne sont proposées (voir [16] et [14] par exemple), surtout dans le cadre
des écoulements turbulents. Malheureusement jusqu’a nos jours, aucun modéle ni
approche générale n’ont été établis pour simuler correctement I'impact des rugosité
sur ’écoulement global.

[’approche couramment utilisée pour répondre a ce probléme est 1'utilisation
d’une condition aux limites équivalentes (la loi de paroi) imposée a l'intérieur du
domaine, reproduisant I'influence des rugosités sur la vitesse, pression et frottement.
Les lois de paroi ont été jusque la utilisées pour des parois lisses afin de retirer
du domaine du calcul une partie de la couche limite, cotiteuse numériquement. Ces
techniques ont donné de bons résultats méme pour des problémes considérés difficiles
([18] et [17]). Historiquement, les lois de paroi ont premiérement été établies dans
le cadre des écoulements turbulents sur des plaques lisses [13] (lois logarithmiques).
Par la suite, "application de lois de paroi a été étendue & des domaines rugueux,
en modifiant certaines constantes (voir [16] pour plusieurs références). Cependant
encore une fois, 'approche manque de généralité, car elle ne peut étre employée de
fagon systématique pour différentes formes de rugosités. De plus, ces lois de paroi
ont I’handicap de maintenir un cofit élevé de calcul, puisque elles sont imposées a
une distance constante de la paroi: donc, méme si une partie de la couche limite est
retirée, les lois de paroi suivent la forme de la rugosité [25]. Finalement, il reste a
établir un cadre mathématique bien défini, ot on pourrait développer de nouvelles
lois et étudier les erreurs d’approximation.

La premieére tentative d’établir une méthode plus générale pour construire des
lois de paroi, a été présentée par Carrau [10] et Carrau-LeTallec [11] dans le cadre
d’écoulements laminaires compressibles sur des parois rugueuses périodiques. La mé-
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thode est basée sur une approche par homogénéisation, a partir de la décomposition
de domaine en une partie locale, contenant des rugosités périodiques, et une partie
globale ou est imposée la loi de paroi. Cependant, la mise en oeuvre est cotiteuse
et le cadre mathématique proposé n’est pas adapté a ’analyse d’erreur. A partir
de I'idée originale de Carrau-LeTallec, une deuxiéme approche & été proposée par
Pironneau et Achdou [2] pour I’équation de Laplace. A partir de cette approche, les
lois de paroi sont établies de fagon analytique dans un cadre mathématique adapté
a l'analyse d’erreur. Par la suite, Achdou et al. [4] I'ont étendue au probléme de
Stokes & l'ordre un et deux.

L’objectif de ce travail est d’introduire une nouvelle approche pour développer
des lois de paroi adaptées & des domaines rugueux. Les lois de paroi sont construites
dans un cadre mathématique bien défini, basé sur des développements asympto-
tiques a deux échelles (M.D.A.) ([21], [7], [8] et [9]). L’utilisation des M.D.A. pour
développer des conditions aux limites équivalentes a été introduite par Achdou [1]
et poursuivie par Zebic [5] dans le cadre des équations de Maxwell, pour traiter des
obstacles contenant une fine couche de matériaux composite. I.’idée était de retirer
du domaine du calcul cette fine couche, en simulant son influence par le biais d’'une
condition aux limites équivalentes tenant compte des héterogéneités. En utilisant la
méme idée de base, on commence par développer des lois de paroi d’ordre un et deux
pour ’équation de Laplace, pour ensuite appliquer la stratégie pour les équations
de Navier-Stokes incompressibles (voir aussi [3] et [6]). Les nouvelles lois de paroi
sont générales, s’adaptant automatiquement a la forme de la rugosité par le biais
de constantes d’homogénéisation calculées & partir d’un simple probleme de cellule.
[’application des lois de paroi ne suit pas la forme des rugosités, car on remplace le
domaine rugueux par un domaine régulier.

Dans la premiére partie de ce travail, on présente 1’'idée de base de la méthode
par développement asymptotique. La deuxiéme partie est consacrée a ’application
de I’approche M.D.A. pour I’équation de Laplace, en développant des lois de paroi
d’ordre un et deux, suivie d’une analyse d’erreur. Des lois de paroi d’ordre un et
d’ordre deux pour les équations de Navier-Stokes sont construites dans la troisiéme
partie. Plusieurs validations numériques sont présentées sur des domaines d’intérét
pratique. Dans la derniére partie de ce travail, on donne des conclusions et des
pespectives.
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2 La méthode

Par simplicité, on se place en dimension deux. I.’idée principale de 1’approche
par M.D.A. consiste a retirer du domaine de calcul 2 la région proche de la paroi T’
contenant les rugosités. On introduit & l'intérieur du domaine une interface fictive
Iy (supposée droite) séparant le domaine en une partie globale gy et une partie
locale noté €,,. Les sections latérales de €1 sont notées I';, et ',z et interface
supérieure par ['.,. Le domaine local contient les rugosités périodiques de dimension
caractéristique e (petit devant 1'unité). On note par € _ une cellule semi-infinie
contenant une rugosité, limitée inférieurement par une partie de la paroi I'y notée
I'2,. Alors si on note les variables cartésiennes par x = (xy, ©2),

€
loc

= {(z1,22), z1 € rugosité, z, > '} }
et @ = Qo J Q5. (nr = nombre de rugosités). Le domaine ; _ dilaté par un facteur
=1

— est noté par Q. et I';, par I, donc
€
X € Q?oc <~ y = (ylayQ) = g S Qloc;

X EFZ} = y:(yl,yg):ger.

On notera aussi par Iy, la restriction de I'y & une cellule, par I's I'interface a
xy = 4, le vecteur tangentiel a 'y par s = (1,0) et la normale extérieure a I'y par

n=(0,—1).

r6
X2 Q
X5 >0 o 5
X1
Qigoc
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o
rsup
N
X5 <0

o(g)

FiG. 1: Le domaine local est constitué par des cellules semi-infinies.
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Les opérateurs de dérivation par rapport a y, seront indexés par y. L’absence de
d’indice signifie que la dérivation est faite par rapport a x. Donc si u (x) = @ (x,y),

1
Vu = —-Vyu+Vu

1
Vau = -Vy.ii+V.i (1)

1 2
Au = —Ayu+ —Ayxyu+ Au
€ €

Pour la simplicité de la présentation, on se place dans le cadre d’un probléme
aux limites linéaire elliptique, posé dans le domaine rugueux €. On suppose que les
conditions aux limites a la paroi rugueuse et sur I'y, sont de type Dirichlet homogéne
et on impose des conditions de périodicité en la variable z; sur I';, et I'y;. On
appelle u® la solution du probléme. La construction des lois de paroi par analyse
asymptotique pour approcher u® quand e tend vers zéro, est basée sur I'introduction
d’une séquence d’ansatz.

U (%) = T (x) + 3 5 (5 vk+1an|p0) vx € Q. 2)

k<n

Les fonctions w,, (x) sont définies comme étant les solutions des équations aux
dérivées partielles originales dans )y, avec une condition aux limites équivalente du
type Robin ou Navier,

Uy, (x) = Z eFC .V, (%), sur T, (3)

k<n

L’idée est de construire les correcteurs vy, de facon a approcher la solution exacte
u® par u, dans g et sur 'y avec une précision d’ordre ¢”. Les correcteurs v sont
définis en variable rapide y, périodique dans la direction y; et s’annulant quand y,
tend vers l'infini. La construction des vy est faite de facon a corriger localement
U, (x) dans Q7 _ a l'ordre €” pour avoir la condition aux limites sur I'y & 'ordre £”.

La construction des ansatz est faite récursivement de la facon suivante:

i) on suppose connus les n premiers ansatz et u, (x),

. . . X ~ P
ii) on introduit un pseudo-correcteur v, (—, V”+1un|p0> défini dans Qf . tel que
6 C

o~ k~ X k+1~ ) n (X n4+1- >
= Up E —, V" |, n = Vi g,
u(x)=1u,(x)+ )y vy <£ Unlr, ) + ™0 . U |1

k<n
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satisfasse les équations aux dérivées partielles originales dans ) et les condi-

. . X ~ . . .

tions aux limites sur I'; & O (¢”). De plus, v, (—, V”un|p0> satisfait une condi-
€

tion aux limites du type

lim v, = C,,V"u,|r, = Cte (par rapport & la variable y)

Y2 —> 00
a l'infini.

iii) on utilise le fait que @,41 ~ u, proche a I'y et on écrit le n + 1léme ansatz
comme

~ ~ (X ~
Uit (%) = g (3) + 3 5B (3, V5l ) +

k<n

X
177 177
+ <€nvn (g’ Vn+ Un+1|ro> - 6n0ﬂvn+ Un+1|ro>

X X
~ ko k41 ~ 17
= Tt (x) + Y My (—,V + un+1|F0> + €™, (g,V” un+1|F0>

€
k<n
o~ e~ (X v
= Upyr (X) + ek < Un+1|ry
k<n+1

(4)
oll U,y est solution du probléme aux dérivées partielles originales avec la loi
de paroi d’ordre n + 1

ﬁn-}—l = E €k0kvk+1ﬂn+1—|—€n0nvn+1ﬁn+1

k<n

= E Ek"'le\_/kﬂnH
k<n+1
imposée sur I'g.

Remarque 1:

Les solutions u® et u;, 2 € N* sont des pertubations de la solution wuy. Cette
supposition peut étre rigoureusement prouvée dans les cas linéaires et sera démontrée
pour le probléme de Laplace dans la prochaine section. Dans [4] une analyse d’erreur
pour le probléme de Stokes est présentée, basée sur une approche par décomposition
de domaine.

Remarque 2:

Par simplicité, on a choisi de travailler en dimension deux. Evidemment, tous les
résultats peuvent étre généralisés en dimension trois.

Par la suite, on s’intéresse a appliquer cet algorithme au probléme de Laplace et
aux équations de Navier-Stokes, afin de développer des lois de paroi d’ordre un et
deux.
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3 Application au probléme de Laplace

Soit u® (x) solution du probléme de Laplace

—Au® = f dans €2,
u® = 0 sur ['p, -
u® = 0 sur 'y, (5)
u® périodique,

avec f (x) ’suffisamment réguliere’, dont le support n’intercepte pas I'y.

On écrit la solution exacte u® par le développement asymptotique a deux échelles

u’ (X) ~u (X) + 5’50 (X7 y) + 5251 (Xa Y) + 53’52 (Xv Y)
et on le substitue dans (5). Alors,

1 ~ ~ ~
- (5 8yT0) + (= Ax U (x) = f) + (= Ay0r) +
(200 T0) + € (—200yT1) + 2 (—AyTy) +¢%. = 0 dans @, (6)
u(x) 4 evo (x,y) + 201 (x,y) + %02 (x,y)... = 0 sur [y

On est prét & commencer la construction des ansatz. On remarque d’abord qu’a
I’ordre zero, on a pas de correcteur, alors

u® (x) & U (x) dans Q,

avec g (x) solution du probléme de Laplace

—Auyg = f dans €,
g = 0 sur [y,
u = 0 sur ', (7)
U périodique.

Cette approximation s’avére insuffisante pour des rugosités de dimensions plus
importantes. En effet, le résultat de convergence suivant a été établi dans [1]

Lemme 1 (ordre zéro)
La solution Uy converge fortement dans H' (Q) vers u® et
= Toll, g < ce?

avec ¢ indépendante de ¢.

Démonstration : voir [1]

On s’intéresse donc a développer des approximations d’ordre plus élevé en intro-
duisant des correcteurs, en particulier des approximations a ’ordre un et deux.
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3.1 Loi de paroi d’ordre 1

[.’objectif est de construire une approximation de la solution exacte u® dans €2,
de fagon a ce que l'erreur soit de 'ordre de ¢ dans la norme H'(Q). On débute
I’approximation par I'introduction d’un pseudo-correcteur vg (x,y) défini dans Qf__,

tel que
u® (x) & u(x) = g (x)+evg(x,y) dans €,

a lordre €.

Comme la fonction u doit introduire une correction d’ordre € dans le domaine

local 7., le nouveau pseudo-correcteur vy satisfait

—Ayvg =0, dans Q.. (8)

De plus, la condition aux limites & la paroi u® = 0 doit étre satisfaite a l'ordre
et donc

g + evg = 0 sur ', (9)

avec la condition aux limites & 'infini

lim vy = Co%h“o = ('te. (10)

Y200 on

On remarque que, si on étend ug a la paroi I'y, par un développement de Taylor,
la condition aux limites (9) s’écrit

~ _~ T2 8'&0 aao
2,‘:UO|Fb = _u0|Fb = _u0|F0 + 6?6—n|ro = 2,‘:y?a—nho
et donc
Bty )
Vo (ilflaY) = y2a—n|ro sur 7. (11)

Le nouveau pseudo-correcteur vy doit & la fois étre solution de I’équation de
Laplace (8), avec les conditions aux limites (10) et (11). Donc par linéarité, on
définit

o 0dug .
Vo ($17Y) =X (y) 6—1’1|F0 dans Qloc7

avec x° (y) solution du probléme de Laplace

—Ayx® = 0 dans Qy,.,
XO Fw = y27
(12)
lim x° = ¥°=Cle,
Y2 =00
X y; — périodique.
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Finalement, le nouvel ansatz est donné par

- ou
up (x) = u+e(x’—%% #ho
n (13)

= u; +¢evy dans 2,

ol 1y est I’approximation a I’ordre un de u® dans (g, solution du probléme de Laplace

—Auy = f dans €,
~ du
o= X g sl (14)
u = 0 sur 'y,
Uy périodique.

L’erreur d’approximation de u® par u; est de l'ordre de O (5%) , comme le montre

le résultat suivant :

Lemme 2 (ordre un)

La solution u; converge fortement dans H' (Q) vers u® et

[uf — ]|, o < ce?

avec la constante ¢ indépendante de

Démonstration :

Soit la fonction erreur e définie par e (x) = u® (x) — U1 (X) — v (x,y), Vx € Q.
Alors e satisfait le probléme de Laplace

—Ae = O(1) dansQ,
(15)
e = O(*) surly.

Mais le terme de droite de (15) est de 'ordre O (1) et on doit donc le corriger en
faisant un pas en avant dans le développement asymptotique. Soit €(x) = e (x) —

g2yt (?) g:;ls Iry, Vx € 2 ot la fonction x! est la solution du probléme de Laplace
—Ayx' = 2 g?;j dans €.,
x' = 0 sur [y,
lim ' = Cle,
Y2 —00
X! y; — périodique.
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Alors la fonction € satisfait
—Ae = Of(e) dansQ,
€ = 0(e?) surly,

mais la norme L? du second membre de I’E.D.P. est de 'ordre de O(eg) car il est
localisé prés de la paroi dans une couche de taille O(e).

Donc

~ 3
el o < ce?. (16)
De plus, pour les mémes raisons,
a U1 3
e? {Ix < cex. 17
0n8s|r0 Lo e’ (17)

Finalement par I'inégalité triangulaire,

0%
onds Iry

L 0%y

aa'“

< J[ellyq + e ||x S

1,

lelly o = ||+ ™'

d

Remarque 3:

Il est possible d’imposer la loi de paroi d’ordre un (14) sur I's en modifiant la
constante d’homogénéisation. En effet, par un développement de Taylor sur uy, la
loi de paroi d’ordre un devient

~ Jdu
U |r, = (eX° = 0) aul Irss

en négligeant les termes d’ordre inférieur a &2.

Dans le cas particulier d’une plaque plane, le probléme de cellule devient 1D et
la constante d’homogénéisation est donnée analytiquement par X, = 0. Alors la loi
de paroi d’ordre un s’écrit simplement comme

@ul

= 0.
@n|‘5

Ur|p, + 6

3.2 Loi de paroi d’ordre 2

On effectue une étape de plus dans le procédé récursif de facon & obtenir une
condition aux limites équivalente au deuxiéme ordre. 1l s’agit de diminuer I'erreur a

l'ordre &? dans la norme H' (Q).
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La premiére phase est d’introduire un nouveau pseudo-correcteur vy (x,y) défini
dans Q5 _ et d’approcher u® (x) par

u® (x) & u(x) = U (x) +evg (x,y) + vy (x,y) dans Q.

La fonction u doit satisfaire (6) a lordre &% avec la condition aux limites a la
paroi
Uy (%) + v (x,y) + 1 (x,y) = Osur [, (18)

Par I'expression du premier correcteur dans (13) on a:

~ (9'121 8)(0 82,’121 83'121
—Ayvy = —Ayx’—|r, — 2¢ —— |, — &%X°
yto yX G T 9y, 9nds ™ 5 X Gnasz
ax® 9*uy 0Py
= —e2————|r, —&*x’'——==1|r, dans Q¢
oy 8n85|r0 X Onos? Iry foe?
alors le pseudo-correcteur y; —périodique vy, doit étre solution de I’équation
ax° 0*uy .
—Ayvl = 28y1 mho dans Qloc? (19)
avec la condition aux limites & I'infini
0%,y
li =Ci———|r, = Cte. 20
AL = Crgngsit = e (20)

En procédant de la méme facon qu’a I'ordre un, on étend wu; (x) a I'y par un
dévellopement de Taylor et on réécrit (18) comme

€2U1|Fb = —ﬂ1|rb—€5o|rb

- 9 a2~
| Vg +€x28u1| €2x28u1|
= —ui|r, — €Vo|r — ot — € 55 a5l
° ° e On° 2¢?2 gn? 7’
2 2
B O
22 gn? "°

2 Q277
200

2 On?

|F07

Cependant, en utilisant ’équation de Laplace (5) et en dérivant deux fois la loi
de paroi d’ordre un (14) par rapport a s,

o, 0%

On? Iro = Os?

et donc a l'ordre deux, on a simplement

|F0 ~ 0 (E)



Y. Achdou, O. Pironneau & I'. Valentin

v1 (21,y) = Osur 1. (21)

Alors le nouveau pseudo-correcteur vy est solution du probléme de Laplace (19),
avec la condition aux limites a 'infini (20) et la condition aux limites (21) a la paroi.
Donc par linéarité, vy s’écrit comme

0%y .
v (21,y) = x1(y) mh dans O},

ol le nouveau correcteur y! est solution du probléme de Laplace

ax°
—Ayy' = 22 dans Oy,
y)& ayl locs
1
X, = 0
7 (22)
lim ' = ¥' = Cle,
Y2 — 00
I y; — périodique.

Finalement, le nouveau ansatz a I'ordre deux s’écrit comme

0%y

onds Iry

U9 (X) = ag —|—€,'I\J/0—|—52 (Xl —Xl)

= ag + EI’I\JJO + 52,’171 dans Q,

oll Uy est I'approximation a 'ordre deux de u® dans g, solution du probléme de
Laplace

—Auy, = f dans g,
~ _ Ouy 0%,
:lfg = EXO 8—11 —|— EXl m sur Fo, (23)
uy = 0 sur ',
U périodique.

[’erreur d’approximation de la solution exacte par uy; dans € est de l'ordre

0 (55) , comme le montre le résultat suivant

Lemme 3 (ordre deux)

La solution uy converge fortement dans H' (Q) vers u® et

5
2

[u® — u2“1,9 < ce?,

avec la constante indépendante de ¢ .
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Démonstration :

De fagon analogue a 'ordre un, soit e (x) = u®

Alors e satisfait le probléme de Laplace

—Ae = Of(e) dans{,
e = O(&% surly.

(x)—1 (x)—cvy (x,y)—e?01 (X,Y).

(24)

Le terme de droite de (24) étant d’ordre O (), on effectue un pas en avant dans
le développement asymptotique. On remarque d’abord, qu’en dérivant la loi de paroi
d’ordre deux trois fois par rapport a s et en utilisant ’équation de Laplace

DUy

M'FO =0 (¢)

et donc ce terme ne doit pas étre corrigé a I'ordre £2.

N x\ O0u ) )
S?it e(x) = e(x) — &%y <g) aTg;m, ot la fonction n est définie dans €.,
solution du probléme de Laplace

—Ayn = ¥° dans €.,

n =0 sur Iy,
limp = Cle,

Y2 —+00

n y; — périodique.

Alors € satisfait

—Ae = 0(e?) dansQ,
e = 0(&®) surly,

mais la norme L? du second membre de I'E.D.P. est de ’ordre de 0(5%) car il est
localisé pres de la paroi dans une couche de taille O(e). Donc |[€]|, o < ces et pour

. . 5| 9P 5
les mémes raisons, ¢° ||n———|r, < ce2.
dnds La
. . e e . . ~ 3 83ﬂ2
Finalement par construction et par 'inégalité triangulaire, |||, o = ||€ + €’n—=r, <
’ onos? " °||, o
0%, 5
o~ 3 =
€ + e r < ce?
H HI,Q nanas| 0 Lo
O

Remarque 4:

En effectuant un développement de Taylor sur u, et en négligeant les termes
inférieurs & €2, la loi de paroi d’ordre deux imposée a I's s’écrit

Dy L, 0%

Usr, = (X" —0) %h‘ Tex 8nas|r‘5'

(25)
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Alors si on dérive (25) par rapport a s,

aa? 0 82ﬂ2 \
— 1, = (eX —90) ——— &?
ds Iry = (=X ) @n@s|r‘S +0(e)
on peut réécrire (25) comme
~ _o 0 Ouy X Oty ‘
Uslr, = ¢ (XO - g) 8—n|r‘5 +e (26)

Ir
F "
)

Cette loi de paroi ne porte que sur les dérivées premiéres, ce qui facilite son
implementation numérique. Les deux lois sont différentes, mais les solutions des

a lordre deux.

problémes globaux correspondants différent par une erreur d’ordre inférieur & deux.
Remarque 5:

Dans le cas d’'une plaque plane lisse, les problémes de cellules deviennent 1D et
les solutions sont nulles. Alors, les lois de paroi d’ordre un et deux coincident avec,

u—l—é.@:() sur ;.
on

De plus, dans le cas ou les rugosités sont symétriques, x' est antisymétrique et
donc X! = 0. Alors la loi de paroi d’ordre deux est en effet d’ordre un.

4 Application aux équations de Navier-Stokes in-
compressibles

Il s’agit de développer des conditions aux limites équivalentes pour les équations
de Navier-Stokes incompressibles. La stratégie est similaire a celle mise en place
pour le probléme de Laplace, en utilisant le procédé recursif de la section 2.

Le but est de construire des approximations pour (u® (x), p® (x)) dans le domaine
global €2, solution du probléme de Navier-Stokes avec la viscosité fixée & v = ey

(vo = Cte =0 (1))

(Vu®) .u® —eppAu*+ Vp® = f dans Q,
Vu =0 dans €2,
(27)
u” = 0 sur 'y,
u® = 0 sur ',
u® périodique

avec f (x) 'suffisamment réguliére’, dont le support n’intercepte pas I'.



Construction des Lois de Paro1 d'Ordre | et 2 par M.D.A.

On suppose 'existence d’une branche de solutions isolées pour (27), correspon-
dant & un régime laminaire. Pour une étude approfondie de ’existence et de 'unicité
de solutions pour les équations de Navier-Stokes, voir par exemple [23], [24] et [15].

Les fonctions u = (u’,u™) représentent la vitesse et p la pression statique. Le
systeme d’équations (27) modélise les fluides incompressibles. Dans le cas des écou-
lements sur des domaines solides, la plupart des importants phénomeénes physiques
se concentrent dans une fine couche proche & la paroi, la couche limite. Donc, la
prise en compte de cette région dans les simulations numériques est essentielle et
constitue un sujet permanent de recherche en mécanique des fluides (voir Cousteix
[13] et [12] par exemple). L’introduction de l'interface fictive Iy est faite dans cette
zone. Donc, si on souhaite que les lois de paroi représentent bien les solutions dans

cette région, on doit tenir compte a priori des échelles caractéristiques particuliéres
(4

1
811:1 s =0 <$> (voir [22]). Pour rester cohé-

rent avec la physique du probléme, on effectue le développement asymptotique par
rapport a une échelle d’ordre /z, donc

a la couche limite, en particulier

u(x) 4+ vevo (x,y) +evy (x,y) + ..., ¥x € 0,

c(')
%
2

(28)
PP (x) = p(x)++veq(xy)+eq (x,y)+ ..., Vx € Q.

En introduisant (28) dans (27) et en identifiant les termes du méme ordre, on
obtient

1 - - o~ ~ ~
% (—v0Ay Vo + Vyqo) + ((VU) .u — evpAu+ Vp — )

~ ~ 1 o~ SNy -\~
+ (—VoAyvl + qul) + (% (VyVO) u -+ \/EVOVU + (VyVO) .V0>

—2\/51/0Axy§0 + \/E(Vygl) ﬁ + \/EVqNO + O (5) = 0 dans Q,
1 ~ ~ ~ ~
ﬁvy.vo +Vau+Vyvi++1eVvg+0(e)... = 0 dans{,
u(x)+evo(x,y)+evi(x,y)+... = 0 surly.
(29)

Encore une fois, on doit tenir compte de I'ordre des termes de (29) dans la couche
limite, associé a la solution globale (11 (x),p(x)) et a ses dérivés. A lintérieur de la
couche limite (voir [12])

ou' 1 0*u’ 1 0*u’ 1
8—n_0<$>’ anas_0<$>’ on? _O<g>.

On est prét a commencer la construction des ansatz itérativement. A 'ordre zéro,

aucun correcteur n’est introduit, et ’approximation s’écrit simplement comme
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u®(x) ~ ug(x) dans ), (30)
p°(x) &~ po(x) dans Q,
ou (U, po) est la solution du probléme de Navier-Stokes
(Vﬁo) .ﬁo — 51/0Aﬁ0 + Vﬁo = f dans Qo,
Va, = 0 dans €,
(31)
U = 0 sur I'g,
U = 0 sur ',
U périodique.

Remarque 6:

On s’intéresse aux cas ou les rugosités sont contenues dans la couche limite
visqueuse (& \/v). Pour fixer les idées, on a choisi v = €14 et on verra que par la
suite, le choix sera commode. Evidemment, d’autres régimes sont possibles, ce qui
nous aménerait a utiliser d’autres développements asymptotiques. De toute facon,
la démarche de faire tendre e vers zéro est en quelque sorte artificielle pour le cas
réel, puisque la viscosité et la géométrie sont fixées d’avance. Donc, il n’y a pas une
réelle nécessité d’avoir les parameétres v et ¢ variant de fagon indépendante. Il suffit
de choisir une dépendance représentant raisonablement le cas réel.

Remarque 7:

Le choix du développement asymptotique a 1’échelle /¢, s’explique en remar-
quant que ’erreur commise par ’approximation a 'ordre zero de u® sur le bord T
est

~ ou ou®
u®|p, = Uo|r, ‘|‘5a—nO|Fo = 5a—n|Fo =0 (\/E) )

et donc le premier correcteur doit effectivement introduire une correction d’ordre

NG

Si on choisit d’interrompre le procédé itératif a ce stade, I'approximation de la
solution exacte du probléme (29) est faite par (U, po) solution du probléme (31), en
introduisant une erreur d’ordre /¢ a 'intérieur du domaine local et sur le respect
de la condition aux limites u = 0 a la paroi. Cependant, cette approximation s’avére
insuffisante pour des problémes comprenant de rugosités plus importantes ou pour
des écoulements a fort nombre de Reynolds. Donc, dans les prochaines sections, il
s’agira de développer des approximations d’ordres plus élevés, en particulier a ’ordre
un et deux.

4.1 Loi de paroi d’ordre 1

[’idée est d’avancer dans le développement asymptotique en introduisant un
nouveau correcteur pour mieux approcher (u®,p®) dans Q. La premiere étape est
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d’introduire un pseudo-correcteur y;-périodique (vo (X,y),qo (x,y)) et de définir les
fonctions (u(x),p(x)) dans Q par

(u (X) y P (X)) = (ﬁo (X) + \/C:VO (X7 Y) 7§0 (X) + \/qu (Xv Y)) . (32)

On construit (vo, go) de fagon a ce que (u, p) satisfasse (29) a I'ordre /2 et que la
condition aux limites exactes sur I'y soit aussi respectée a I’ordre y/c. Par I'expansion
(29), les fonctions (v, go) doivent donc satisfaire

—1oAyvVvo+Vyg = 0 dans Q)] _,
Vyvg = 0 dans Q)] _, (33)
P
lim Vo = COﬂ|F0 = (Clle
Y2 =00 on
et a la paroi la condition aux limites
Ug + v/evp = 0 sur Ty, (34)

On remarque d’abord que, par un développement de Taylor de ug a la paroi Iy,
la condition aux limites (34) peut étre réecrite comme

T ou
\/EVO|FI,— —Uo|r, + 2\/_\/_ 0|

alors

Vo (‘1;17 ) - yQ\/_ |F07 SUI’F (35)

Les pseudo-correcteurs (vg,qp) sont solution du probléme de Stokes (33), avec
les conditions aux limites sur vq a la paroi donnée par (35). Alors, par linéarité, on
écrit vo dans )} . comme

Ju
Vo (xl7y) = XO (Y)\/g on 0|F07

et sa pression associée gy par

Ju
Qo (z1,y) =p° (y) Ve ano o

ott les fonctions (x° (y), p° (y)) ont des valeurs dans R?**? et R? et sont solutions du
probléme de Stokes bien posé (voir annexe)
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—10Ayx° +Vyp® = 0 dans Qy,.,
Vyx? = 0 dans Qy,.,
lim x° = Y°=cte (36)
Y2 —> 00
xX° =yl sur 'y,
(x°,p°) y; — périodique.

Les fonctions (x°, p°) sont écrites en forme matricielle, notées par

XO XO
Xo = {X{: X0} = { Xé”“ XS” ] , P =1}

On est prét a construire le nouvel ansatz (uy,¢). En suivant 'algorithme de la
section 2, la nouvelle approximation pour la vitesse s’écrit

~ ou
b= G VEOR) VS
" (37)
= u; + +/evo dans
et sa pression associée
- Ju

Go= P —I_\/E’OO\/E@ |1,

" (38)

= D1+ VEqo dans Q.

Les fonctions (uy,p1) sont les approximations d’ordre un de la solution exacte
u®, p°) dans g, solution du probléeme de Navier-Stokes
' P ) p

(Vﬁl) .ﬁl — EVoAﬁl + Vﬁl = f dans Qo,
Vua = 0 dans Qg,
. _, iy (39)
u; = €y sur Iy,
~ on
u = 0 sur 'y,
u, périodique.

Remarque 8:

L’introduction du correcteur apporte une correction locale sur I'approximation
de (u®,p®). Le correcteur d’ordre un introduit a la fois une correction d’ordre /e
dans Qf _ et une correction d’ordre /e sur le respect des conditions aux limites
exactes sur ['p.
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Remarque 9:

Le probléme de Navier-Stokes (39) peut étre réécrit comme

(Vﬁl) .ﬁl — €VOAﬁl + Vﬁl = f dans Qo,
vVaua = 0 dansQg,
~ _, 0} A0
Uy = EXtt In sur I, (40)
uy = 0  surly,
u, = 0 surl,
u, périodique.

En effet, par la contrainte d’incompressibilité dans (36) et la y;-périodicité de x?

0 = /Vy.X?dx

Qloc

_ / 0. ds + X2, [Taup|

Cw

— / [ y()2 ] nds —|—an T sup|

Cw

_ /Vy. { yOQ } dx + Y2, |Taup|

Qloc

= Y?n |FSUP| = X?’n = O

Donc, par la contrainte d’incompressibilité dans (39) et I'expression de la loi de
paroi d’ordre un

ALYRL VRS
_ — &
on 0s T
alors
o
~t —0 —0 \/ga—1|ro
. 7 n
~ Uy _ Xttt Xnt
W= || = NG A E »
1 in nn 8u1

\/g on |F0

~1
u
= e X?t\/g ! |F0
Ve on
0
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en négligeant les termes d’ordre inférieurs a e.
Remarque 10:

D’aprés (40), il est inutile de calculer le vecteur x? car il n’intervient pas a 1’ordre

Remarque 11:

Le probléme (40) peut étre mal posé si Y3, est positif, puisque la formulation

Yo ot
—_/O/uv.
Xtt

o

variationnelle contient le terme

Alors, pour cette raison, on effectue un développement de Taylor, et on remplace
la condition aux limites (40) par

N ., 0 o}
ul = e <X?t - g> 5% sur I's, )
41

uf = 0 sur I's.

Comme Y9, est bornée (voir annexe), pour § suffisamment grand le probléme de
Navier-Stokes avec les conditions aux limites (41) sera bien posé. Ce probléme sera
résolu dans la section 5.

4.2 Loi de paroi d’ordre 2

Dans de nombreuses applications, I'influence des termes de convection et de
gradient de pression sont importants, en raison de la géométrie du domaine ou en
raison d’un nombre de Reynolds élevé. Comme ont remarqué Mohammadi-Pironneau
[18] dans le cadre des écoulements turbulents, les lois de paroi doivent prendre en
compte ces nouveaux termes. Il faut donc introduire dans la loi de paroi, des termes
de correction sur la pression et sur la convection. On s’intéresse donc & poursuivre
le développement asymptotique a 'ordre deux, avec I'objectif de développer des lois
de paroi contenant ces nouveaux termes.

On commence ’approximation a I’ordre deux en introduisant un nouveau pseudo-
correcteur (vq (X,¥),q1 (x,y)) défini dans Q. tel que

loc)

(u(x),p(x)) = (W (x)+Vevo(xy) +evi(xy), P (x)+ "
\/Efﬁo (Xv Y) +ep (Xv Y)) dans Q,

satisfasse I’équation (29) et la condition aux limites exactes sur I'y a ordre e.

Alors, le pseudo-correcteur (vy,p;) est solution du probléme de Stokes
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1 <5 -~y 7 <5 <5 <5 4
—V()Ayvl + qul —? (VyVO) Uy — (qul) Vg — (VyVO) Vo dans Qlo 5
Vy.vy 0 dans Q] .
lim Vi C1 = Cte,
Y2 —> 00
vy y; — périodique
(43)
satisfaisant la condition aux limites a la paroi Iy
ﬁl + \/gqo +evy =0. (44)

Les second membres du probléme (43) sont les termes convectifs venant de I’ap-
proximation a I'ordre un. En utilisant I'expression (37) et en prolongeant la solution

globale u; et ses dérivés dans le domaine local 7 _ par un développement de Taylor,
on réecrit chaque terme de droite de (43) par:

\}g (Xofaull )-(ﬁllro yavely/e

Nk

1 aﬂi
\/gﬁ\/ga—nho
oxY
a—sﬁ' (X?t - y?)
Xy
Kt- (X?t - y2)

I Oxi
Js on
aX?uf 8X9Lt
Js on

0

(

Ve

o\
—nl|F0> 3

—0
Xt —

aul

=% (xovEG2n ) (Ve - wel) VEG

Y2

)
)

e ottt
)&nt \/g_
on

an — Y2 0

(45)
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b)
o~ - _ oua,y
(Vxui).vo ~ (Vililry) - (Xo — Xo) \/Ea—n|ro

dul | @Tfl |

T Fo T Fo Xor = Xor - Xot = Xomt \/Ea—aﬁ
= : on

—|F0 |F0

T a[EQ

_ _X?n a_ﬁi ’
- [ ()

(46)
et le dernier terme
c)
~ o~ ou, B ou,
(VyVo) Vo = Vy <X0\/Ea—n|ro> - (X0 = Xo) Ve ~Iro
aX?t aX?t . .
/0 — YV /0 — v
dul Oy1 Oy Xtt — Xttt Xnt — Xnt it
— \/:a—n|Fo o o . . . » 8n
8Xn7f aXnt th X'rm — Xnn 0
oy 0y
ax; _ ox?
9 “ (X?t - X?t) + 9 ttX?n )
yl y2 a”[\fi
= <\/Ea—|po> .
ax° 910 n
Xnt (XO _ YO) + )&ntXO
By, Xt tt By, Nt
(47)

Donc, le correcteur (vy, p1) doit étre solution d’un probléme de Stokes dans €
avec le terme de source donné par:

ox? ox?
att(x?t—y2)+x?n< -1
Y1

- - <f£> o (48)

on
aX?ﬂf —0 0 aX?Lt
e (Xtt - y2) + Xin o

D’autre part, le prolongement & I'y de la solution globale u;, a introduit une
erreur sur le respect de la condition aux limites exacte. L’approximation a l’ordre
un a réduit cette erreur a 'ordre /2 et le nouveau pseudo-correcteur v; doit le
corriger a l'ordre . Donc, a partir de la condition aux limites (44) et de I'expression
de la loi de paroi d’ordre un dans (39)

~t
Juy

|F0
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~ ou -
eviir, = _u1|ro + yQ\/E\/Ea—nl|Fo - \/EVO|Fb
ou ou
= —57) anl |F0 + yQ\/E\/ga—nl|Fo
(49)
VAR ) D, - ) O
R 2 on2 "
_ (92)2658261 |
N 2 on2 T
alors
(y2)2 0*uy .
Vi = — 5 E:Wh“o sur Fw' (50)

En résumé, le nouveau pseudo-correcteur (v, ¢1) est défini comme étant solution
du probléme de Stokes (43) avec la condition aux limites a la paroi (50). Alors par
linéarité, on écrit le pseudo-correcteur pour la vitesse comme

0% o, N\
Vilie) = )i ) (Vg ) dans 9,

et celui pour la pression par

27 ~1
0 u; 8u1

2
q1 (y7:1:1) = pl (y)éfmh“o + p2 (y) <\/Ea—n|F°> dans Q5 .

ol x1 (resp. p1) est une fonction matricielle (resp. vectorielle) et xa (resp. py) est
une fonction vectorielle (resp. scalaire), satisfaisant respectivement les problémes de
Stokes:

—vpAyx' +Vypt = 0 dans Qy,.,
Vyx! = 0 dans Qy,.,
lim x' = ¥' = Clte,
Y2 —>00 X X (51)
2
X' = —(yQ) I sur [y,
2
(x"p') y1 — périodique

et
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(x% p%)

Y2
dans .,
aXOt 0 aXOt
n -0 + 0 n
o (X = Y2) + Xin 5 5
dans Qy,.,
sur [,
y; — périodique.
(52)

Une fois les pseudo-correcteurs définis, on est prét a construire le nouvel ansatz
(us (x),p2 (x)) d’ordre deux. Alors,

u (x) = o+ vE(Xo—Xo) VEo—Ire +e (X' —X")e

du

9*u,

on on?

|F0+

oo () g

et sa pression associée

p2 (%)

—~ ou 0
P2 (%) + VR VES 2y + e p'e

9~
Uy
2 |F0+

on

N (f%) (54

P2 (%) +vEq (%) +eq1 (x).

Les fonctions (us, p2) sont les approximations d’ordre deux de la solution exacte
(u®, p®) dans o, solution du probléme de Navier-Stokes
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(v{ig) .ﬁg — EVoAﬁg + V§2 = f dans Qo,

Vau, = 0 dans g,

- o *u oL\ 2
u; = 5X08—112 + X! 8n22 + e3y? <8—r12> sur ['g,

u, = 0 sur I'o,

U périodique.

Remarque 12:

De facon analogue & I"approximation a l'ordre un, on peut réécrire la condition
aux limites a la paroi dans (55). En effet, par I’équation de la continuité dans (55)
et I’expression de la loi de paroi d’ordre un

ou! ou! ou? ou? ou?
0(5) = a—SQ|FO = <6—82|F0 - 8—1'12|F0 + 8—1’12|F0> = a—nQ|F0'

En utilisant les conditions d’incompressiblité de (51) et (52) et la y;-périodicité
des fonctions y! et x? on a:

0 = /Vy.xidx

Qloc

= /X% -nd5+y7}n|rsup|

Tw
(v’
=/ > | nds 4+ X [T
Tw 0

()’ B
- /vy. 2 | dx X, T
0

Qloc

= Y%n |FSUP| = Xl}n = 0

et
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Alors en négligeant les termes d’ordre inférieur a ez,

30
ut Xtt
~ _ 2 _
u; |F0 - :Jn - \/g
2 YO
in
—1
Xtt
+e
-1
)&tn

NG

Le probléme de Navier-Stokes au

(Vﬁg) .ﬁg — E:VOAGQ + Vﬁg

V.u,

~¢
Uy

/ Vy.x?dx

Qloc

/X2 nds + YZ |Fsup|

Cw

Xn |Fsup| = X7, = 0.

wlw

[ ol
Yoo ]| Veanie
B ou”
Xnn
\/Ea |F0
[ 0%l
Y}’Lt ¢ anQ |F0 y?
e { % } (f
Xom || O0E "
L “ on2
0*ut
Y}té‘ a 2 |F0
+e€ + ¢
0 0
deuxiéme ordre devient
= f
=0
out 0% out
_ oY% 2—1 2 2—2 [ OUg
= &Xu on + € X4 In? + X5 In
= 0
= 0
périodique.

:

dans g,

dans g,

sur g,

sur g,

sur ',

(57)
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Remarque 13:

La loi de paroi d’ordre deux imposée sur I'y dans (57) prend en compte 'in-
fluence des termes de convection (non-linéaire) et de gradient de pression. En effet,
I’expression de la loi de paroi d’ordre deux implique

! (u) )2 es(\/_a | >2+O<5§>
) 21T0) — a. 1T 2
(x%)’ 2

et par I’équation de Navier-Stokes originale

82 i apg

62|F0_ |F0+O(€)'

El

Donc, la solution globale & 'ordre deux (us, ps) satisfait le probléme de Navier-
Stokes

(Vﬁg) .ﬁg — €VOAﬁ2 + V'ﬁQ = f dans Qo,

Vu, = 0 dans Qg,

~ N1 OP2 | Ni 2
W = VX xﬁf n T g T (K?Z)Q (ir3)" sur To,

uy = 0 sur Io,
u, = 0 sur ',
u, périodique.

(58)

Remarque 14:

Comme pour 'approximation & l'ordre un, le changement de la hauteur de 1'in-
terface modifie les constantes d’homogénéisation, ce qui permet de bien poser le
probléme aux conditions aux limites (58). En effet par un développement de Taylor
et en négligeant les termes d’ordre inférieurs a 52 la loi de paroi d’ordre deux dans
(58) est remplacée par

~ J out € ) 52\ Ip:
Uy = \/E<Y?t_2> ga—rf—l__o(X”—l_ —Xtr — )a—:

2e2

—I—Xit (ﬂé)Z sur I's,

~n —
Uy =

e}

sur ['s.

Dans le cas particulier d’une plaque plane lisse, les constantes d’homogénéisation
sont données analytiquement par X7, = X;; = X; = 0. Alors (59) est simpliée et s’écrit
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~ out 182 9p-
ué—}— ﬂ—l———ﬂ = 0 sur I,

81’1 v 2 aS (60)

uy = 0 surls.

5 Validations numériques

Dans cette partie, on s’intéresse a la validation des lois de paroi pour les équations
de Navier-Stokes construites dans les sections précédentes. On rappelle que pour le
probléme de Navier-Stokes

(Vu).u—erypAu+Vp = f dansQy,
Va = 0 dansQ,

I’approximation a ’ordre zéro consiste & imposer

u = 0 sur Iy, (61)
a lordre un
Iut
v Y sur I's,
on 0 _ é
€\ Xt - (62)
u* = 0 sur ['s,
et & Pordre deux
_~1 é—/o + 5_2
ou’ v - At EX” 2¢2 ) Op
V— = ——u —
on _, O ) Js
EN Xt — Xt —
€ €
—2
—VX—tS (ut)2 sur I's, (63)
o O
el Xer — -
ut = 0 sur I's,

avec les constantes X%, X}, et X7 calculées a partir des problémes de cellules (36),(51)
et (52), respectivement.

Il s’agit d’étudier numériquement les améliorations apportées par 'augmentation
de l'ordre d’approximation en fonction des différentes formes du domaine. Pour
chaque probléme abordé, cette comparaison est faite par

i) les isolignes des solutions (u et p),
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u
ii) des coupes des solutions et de Cy = v——.s & 23 = C'te au-dessus de la paroi.

on

La résolution des équations de Navier-Stokes dans {1y, avec les conditions aux
limites (62) ou (63) sur I's, suit I’algorithme suivant :

1. on fixe le paramétre e comme étant la hauteur caractéristique de la rugosité,

2. on construit le domaine local dilaté par un facteur —, avec une interface su-

périeure Iy, ’suffisamment éloignée’ de la paroi rugueuse. La viscosité du
probléme de Stokes local est fixée par vy, avec une condition de Dirichlet a
la paroi (dépendant de l'ordre de I'approximation), condition aux limites pé-
riodiques dans la direction tangentielle et condition de Neumann homogéne
pour la vitesse tangentielle et vitesse normalle nulle & I'infini. La contrainte
de périodicité est cruciale pour 'obtention de la décroissance asymptotique
des solutions et doit étre parfaitement vérifiée. On remarque finalement que la
contrainte imposée a l'infini est cohérente avec la théorie, puisque les solutions
des problémes de cellule tendent vers des constantes exponentiellement vite
(voir annexe),

3. une fois le probléme de cellule résolu (trois pour I'approximation a l'ordre
deux), la valeur des constantes est calculée comme étant la trace de la vitesse
tangentielle sur I'y,p. Finalement, on introduit la constante (trois constantes a
l'ordre deux) dans les lois de paroi, et on choisit la hauteur de couplage §.

Les validations sont faites a partir de cinq cas tests:

i) une plaque plane lisse avec bord d’attaque, ot on valide le cas dégéneré (les
cellules sont 1D),

ii) une plaque plane lisse suivie d’une plaque rugueuse, contenant des rugosités
symétriques de petites dimensions,

iii) un canal contenant une partie lisse suivie d’une partie rugueuse constituée par
deux formes differentes de rugosités,

iv) un diffuseur comprenant sur sa partie inférieure une plaque plane lisse, suivie
d’une plaque rugueuse avec des rugosités sinusoidales et d’une nouvelle plaque
plane lisse,

v) une plaque plane suivie d’une plaque rugueuse contenant des rugosités non
symétriques d’importantes dimensions.

Pour chaque probléme, on effectue d’abord un calcul direct, consistant a résoudre
les équations de Navier-Stokes, avec u = 0 imposé a la paroi rugueuse. Les maillages
doivent étre suffisament raffinés, afin que la géométrie des rugosités soit bien appro-
chée et les solutions soient assez précises pour servir de comparaison avec celles
obtenues en utilisant les lois de paroi. Par la suite, on notera par A la période de la
rugosité et par A son amplitude.
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5.1 Probléme dégénéré: plaque plane

Dans les applications pratiques, on trouve souvent des alternances de parois lisses
et rugueuses. On peut vouloir appliquer les lois de paroi sur ces types de domaines,
en les utilisant & la fois sur les parois lisses et rugueuses. De plus, on profite de
cette géométrie pour effectuer les premiéres validations et pour étudier 1'utilisation
de maillages plus grossiers.

Les caractéristiques du probléme pour la plaque plane sont :

- Re =103,
- domaine: [—0.1,10] x [0,1] avec bord attaque. Plaque plane commengant a
Ty = 0,

- condition de Dirichlet u = (1,0) a I’entrée, Neumann homogeéne a la sortie,

t
al =0 et u” =0 & l'infini,

on

- et loi de paroi d’ordre un, d’ordre deux ot Dirichlet homogéne pour la vitesse
a la paroi.

Les problémes de cellules sont dégenérés et les constantes d’homogénéisation sont
données par:

—0 _ —1 —2
Xet = Xzt = Xt = 0.

CALCUL DIRECT - LIGNES DE COURANTS LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - LIGNES DE COURANTS

LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - LIGNES DE COURANTS

FiG. 2: Les lignes de courants retrouvées avec les lois de paroi d’ordre un et deux
sont similaires a celles obtenues par un calcul direct (u =0 a la paroi).
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Donc, les lois de paroi d’ordre un et deux imposées a une hauteur § de la paroi,

s’écrivent respectivement

Ot
Va—un = % u' surTy,
u” = 0 sur I's
et
ou’ v, 00p
- _ Z _Z7 I
Yo T 3" Tags MUE
u” = 0 sur I';.

Les conditions aux limites équivalentes sont imposées & § = 107>, L’emploi des
lois de paroi nous a permis d’utiliser des maillages deux fois plus grossiers par rapport
aux maillages utilisés dans le calcul direct. Les profils de vitesse et de pression
retrouvés avec les differentes lois de paroi, sont similaires & ceux obtenus par le
calcul direct (figures 2 et 3).

CALCUL DIRECT - PRESSION LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - PRESSION

LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - PRESSION

FiG. 3: Les iso-pressions retrouvées avec les lois de paroi d’ordre un el deux sont
similaires a celles obtenues par un caleul direct (u =0 a la paroi).

Le choix de la hauteur de couplage est important et doit étre toujours fixé de
facon a ce que l'interface fictive I's soit a l'intérieur de la couche limite. Dans ces
cas (figures 4 et 5), les profils de u’, C; et de pression obtenus avec les lois de paroi
coincident avec ceux obtenus par le calcul direct. En contrepartie, en plagant I's a la
hauteur § = 1072, la région proche au bord d’attaque reste en dehors de la couche
limite et I"approximation se dégrade (figure 5).



Y. Achdou, O. Pironneau & I'. Valentin

LOI DE PAROI D'ORDRE 1
LOI DE PAROI D'ORDRE 2
CALCUL DIRECT
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FiG. 4: Comparaison entre le C; el la vitesse tangentielle a & = 107 sur plaque
plane. Les profils obtenus avec les lois de paroi coincident avec ceux oblenus par
un caleul direct. En raison du faible gradient de pression, ordre un el deux sont

similaires.
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LOI DE PAROI D'ORDRE 1 PRESSION
LOI DE PAROI D'ORDRE 2

07 CALCUL DIRECT
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— CALCUL DIRECT Ccf
LOI DE PAROI D’'ORDRE 1

0.085
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0.08
0.0775
0.075
0.0725
0.07
0.0675
0.065
0.0625
0.06
0.0575
0.055
0.0525
0.05
0.0475
0.045
0.0425
0.04
0.0375
0.035
0.0325
0.03
0.0275
0.025
0.0225
0.02
0.0175
0.015
0.0125
0.01
0.0075
0.005
0.0025

s S—

-0.0025
-0.005
-0.0075
-0.01
-0.0125

o018 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I

o
X
o
IS
o
©
B
»
B
©
N
»
N
©
[
IS
[
©
IS
IS
IS
©
[0
»
4]
©
o
IS
o
©
~
N
~
©
©
»
©
©
©
IS
©
©

F1G. 5: Comparaison entre les profils de pression a § = 1072, obtenus par les dif-
férentes approches sur la plaque plane (en haut). En appliquant la loi de paroi a
§ = 1072 au-dessus de la plaque plane, 'approximation & l'ordre un se dégrade prin-
cipalement preés du bord d’attaque, ou la loi de paroi est imposée en dehors de la
couche limite (en bas).
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5.2 Plaque avec rugosités symétriques

La paroi est constituée d’une plaque plane suivie par une plaque rugueuse avec
des rugosités sinusoidales. Les caractéristiques des problémes en fonction des condi-
tions aux limites sont :

- Re =103,

- condition de Dirichlet u = (1,0) a 'entrée, Neumann homogéne a la sortie et
du’ o
U — 0 et u" =0 a infini.
on

- Les caractéristiques pour le calcul direct sont :

domaine [—0.01, 1] x [0, 0.5] avec bord attaque. Plaque plane commengant
a x1 = 0 et plaque rugueuse a ;1 = 0.18 et finissant a z; = 0.98,

condition de Dirichlet u = (0,0) a la paroi,
20 rugosités de dimensions (A, A) = (0.05,0.005) ,
9000 éléments Q1-Q1.

- Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre zéro sont :

- condition u = (0,0) a la paroi,
- domaine [—0.01, 1] x [0,0.5] plaque plane lisse avec bord attaque,
- 2500 éléments Q1-Q1.

- Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre un et deux sont :

- domaine [—0.01, 1] x [0,0.5] plaque plane lisse avec bord attaque,
- loi de paroi d’ordre un ou deux imposée a la paroi,

- 2500 éléments Q1-Q1.

Les problémes de cellules ont les caractéristiques suivantes :

- Re =10,
- domaine Q;,. “="[0,10] x [0, 20],
- rugosité de dimensions (A, A) = (5,0.5),

- 2500 éléments Q1-Q1.
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ISO-LIGNES VITESSE TANGENTIELLE - CELLULE D'ORDRE1

0.3

0.29
0.28
0.27
0.26
0.25
0.24
0.23
0.22
0.21

0.19
0.18
0.17
0.16
0.15
0.14
0.13
0.12
0.11
01

0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.00999998

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04

-0.05
O -0.06

-0.07

-0.08
-0.09
-0.1

-1.49012e-08|

VITESSE TANGENTIELLLE - X =25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Y

ISO-LIGNES VITESSE TANGENTIELLE - PREMIERE CELLULE D'ORDRE2

0.01
0.00500001
7.45058e-09
-0.00499999
-0.00999999
-0.015

-0.02

-0.025

-0.03

-0.035

-0.04

-0.045

-0.05

-0.055

-0.06

-0.065

-0.075

-0.08

-0.085
-0.09

-0.095

-0.1

VITESSE TANGENTIELLLE - X =25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Y

Fia. 6: Isovaleurs de la vitesse tangentielle calculés a partir des problémes de Stokes
locauz. En accord avec la théorie, les solutions tendentl exponentiellement vers une

constante a linfini.
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Le paramétre ¢ est fixé 4 1072 et on impose les lois de paroi d’ordre un et deux
a la hauteur 6 = 0.01. Par la résolution des problémes de Stokes dans les celulles
(figures 6 et 7), on obtient les valeurs des constantes :

X% = 0.24936, X!, = —0.064 et Y% = —4.5 x 1075,

A partir de figures 8 et 9, on remarque la capacité des lois de paroi a repro-
duire l'influence des rugosités sur I’écoulement. En raison des petites dimensions
des rugosités, la pression et le coefficient de friction ne sont pas influencés de fagon
significative. Néanmoins, le profil de vitesse est décalé vers le haut, ce qui est par-
faitement approché par les lois de paroi d’ordres élevés. L’approximation a | 'ordre
un est deja suffisamment précise pour que le passage & l'ordre deux apporte des
corrections significatives (figures 10 et 11).

- T, - '
ISO-LIGNES VITESSE TANGENTIELLE SECONDE CELLULE D'ORDRE2 VITESSE TANGENTIELLE - X=25

0375 ]
035 ]
0325 ]
03 ]
0275 ]
025 ]
0225 ]
02 ]
0175 ]
015 ]
0.125 ]
01 ]
0075 ]
005 ]

0025 ]

37252909

N
I 1

” rrrrrrrrrrrrrrrTrT

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 1B 4 15 16 17 18 19 2
Y

FiG. 7: Isovaleurs de la vitesse tangentielle calculés a partir du probléme de Stokes
local, associés au terme nonlinéaire contenu dans la loi de paroi d’ordre deuz.
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ISO - PRESSION CALCUL DIRECT 1SO - PRESSION ORDRE 1

)

ISO - PRESSION ORDRE 2 1SO - PRESSION ORDRE 0

NI

FiG. 8: Les isolignes de pression retrouvées avec les lois de paroi d’ordre 1 et 2
imposées a 6 = 0.01 approchent bien la solution avec u = 0 a la paroi. La paroi est
constituée d’un bord attaque suivi d’une plaque plane et d’une plaque rugueuse.
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VITESSE TANGENTIELLE

CALCUL DIRECT

VITESSE TANGENTIELLE

ORDRE 1

VITESSE TANGENTIELLE

ORDRE 2

VITESSE TANGENTIELLE

ORDRE 0

FiG. 9: Les isovaleurs de la vitesse tangentielle trouvées avec les lois de paroi d’ordre
1 et 2 imposées a & = 0.01 approchent bien la solution avec u =0 a la paroi

ruqueuse.
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— CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE
—— LOI DE PAROI D’ORDRE O
LOI DE PAROI D'ORDRE 1
LOI DE PAROI D'ORDRE 2
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RNN
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54L,000000000000000000000000000000000000000RRERRREERRERERERRERRERRER

- 72520000
-0.0!
-0.075
-01

[o ]
01N

-0.01 0.04 0.09 0.14 019 024 0.29 034 039 044 049 054 059 064 069 074 079 084 0.89 094 0.99
X

— CALCUL DIRECT Cf
—— LOI DE PAROI D’ORDRE O
LOI DE PAROI D'ORDRE 1
LOI DE PAROI D'ORDRE 2

0.1 ]
0.095 —
0.09 -
0.085 -
0.08 —
0.075 -
0.07 -
0.065 —
0.06 -
0.055 -
0.05 —
0.045 -
0.04 -
0.035 —
0.03 -
0.025 -
0.02 —
0.015 -
0.00999999 -
0.00499999 —
-7.45058e-09 —
-0.00S00001 —
-0.01 —
-0.015 -
-0.02 -
-0.025 —
-0.03 -
-0.035 -
-0.04 —
-0.045 -
-0.05

-0.01 0.04 0.09 0.14 019 024 029 034 039 044 049 054 059 064 069 074 079 084 0.89 094 0.99
X

Fia. 10: Comparaison entre les lois de paroi d’ordre zéro, un, deux el le calcul
direct. A partir des profils de vitesse et de Cy faits a partir des coupes a 6 = 0.01,
on remarque ['amélioration apportée par les lois de paroi d’ordre élevé.
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0.78
0.755
0.73
0.705
0.68
0.655
0.6e3
0.605
0.58
0.555
0.53
0.505
0.48
0.455
0.43
0.405
0.38
0.355
0.33
0.305
0.28
0.255
0.23
0.205
0.18
0.155
0.13
0.105
0.08
0.055
0.03
0.005
-0.02
-0.045
-0.07
-0.095
-0.12

— CALCUL DIRECT

—— LOI DE PAROI D’ORDRE O
LOI DE PAROI D'ORDRE 1
LOI DE PAROI D'ORDRE 2

PRESSION

-0.01 0.04 0.09 0.14 019 024 0.29 034 039 044 049 054 059 064 069 074 079 084 0.89 094 0.99

X

FiG. 11: Comparaison entre les profils de pression a 6 = 0.01.

5.3 Canal avec 2 types de rugosités

Le troisiéme probléme est constitué d’un canal avec, a la frontiére inférieure,
une plaque plane suivie d’une plaque rugueuse constituée de rugosités de géométries
différentes. La premiére partie rugueuse est constituée de rugosités non-symétriques
et la deuxiéme par des rugosités sinusoidales. Les objectifs de ce probléme sont :

i) montrer la flexibilité de ’approche pour traiter des domaines contenant diffé-
rentes formes de rugosités,

ii) étudier I’apport de la loi de paroi d’ordre deux en présence d’un gradient de
pression plus important et

iii) vérifier 'amélioration apportée par les lois de paroi pour simuler correctement

la zone de transition entre les différentes plaques.

Les caractéristiques des domaines, en fonction du type de condition aux limites
utilisées sont :

- Re = 100,

- un profil parabolique a 'entrée, a la frontiére supérieure u = (0,0) et p = 0 et
u” = 0 a la sortie.
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— Les caractéristiques pour le calcul direct sont:

Condition de Dirichlet u = (0,0) a la paroi,

- Domaine: paroi inférieure plane [0,0.25] x [0,0.5], paroi avec rugosités
non-symétriques [0.25,0.75] x [0, 1.5], paroi avec rugosités sinusoidales

0.75,1] x [0, 1.5],

10 rugosités non symétriques de dimensions [0,0.05] x [0,0.025] et 6 ru-
gosités sinusoidales de dimensions [0,0.04] x [0,0.01],

12000 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre zéro sont :

- Condition de Dirichlet u = (0,0) a la paroi,
- Domaine: plaque plane [0,1] x [0,0.5],
- 2500 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre un et deux sont:

- Loi de paroi d’ordre un ou deux a la paroi,

- Domaine: plaque plane [0,0.25] x [0.025,0.5], plaque rugueuse [0.75,1] x
[0.025,0.5],

- 2400 éléments Q1-Q1.

Les caractéristiques du probléme de cellule avec rugosité non-symétrique sont :

- Re = 2.5,
- condition de Dirichlet & la paroi (en fonction de I'ordre de I'approximation),
t
u
condition de y;-périodicité pour u a ’entrée et sortie et o DOetu"=04a
n
I'infini,

aprox

— domaine Q;,. = [0,2] x [0, 5],
— rugosité de dimensions (A, A) = (1,1),

- 2500 éléments Q1-Q1.

Les caractéristiques du probléme de cellule avec rugosité symétrique sont :

- Re = 2.5,
- condition de Dirichlet a la paroi (en fonction de I'ordre de I'approximation),
t
condition de y;-périodicité pour u a ’entrée et sortie et I Oetu"=04a
n

I'infini,
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aprox

— domaine ,. = [0,1.6] x [0, 5],
— rugosité de dimensions (A, A) = (1.6,0.4),

- 2500 éléments Q1-Q1.

1SO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE CELLULE D'ORDRE 1
VITESSE TANGENTIELLE - X

1SO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE PREMIERE CELLULE D'ORDRE 2 VITESSE TANGENTIELLE - X=1

FiG. 12: Probleme de cellule d’ordre un et premier probléme de cellule d’ordre deu.
On remarque que les profils de vitesse tangentielle tendent vers des constantes avec

Ya.
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1SO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE SECONDE CELLULE D'ORDRE 2
VITESSE TANGENTIELLE - X=1

0.0095 -

0.0085 -

0.0075 -

0.0065 -

0.0055 -

0.0045 -

0.0035 -

0.0025 -

0.0015 -

0.000500001

-0.000499999—

-0.0015 -

-0.0025 -

-0.0035 -

-0.0045 -
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Y

FiG. 13: Deuxiéme probleme de cellule d’ordre deux associé a la rugosité non symé-
triqgue. Encore une fois, la vitesse tangentielle tend vers une constante avec y,.

1SO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE CELLULE D'ORDRE 1
VITESSE TANGENTIELLE - X = 08

FiG. 14: Probleme de cellule d’ordre un pour la rugosité symétrique.
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ISO-LIGNES VITESSE TANGENTIELLE

PREMIERE CELLULE D'ORDRE 2

0.00999999

0.00499999
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-0.00500001

-001

-0015

002

-0025

003

0035

-0.065

-007
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0 020406081 1214 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44 46 48 5
Y

FiG. 15: Problémes de cellules d’ordre deux pour la rugosité symétrique.
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VITESSE TANGENTIELLE

I P L ey

=—___ti s

CALCUL DIRECT

VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 0

VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 1

VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 2

FiG. 16: Les isovaleurs de la vitesse tangentielle obtenus par un calcul direct sur les
rugosilés et en utilisant les différentes lois de paroi. Pour les lois de paroi d’ordre

un el deuzx, la distance a la paroi est § = 0.025.
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1SO - PRESSION CALCUL DIRECT I1SO - PRESSION ORDRE 0

1SO - PRESSION ORDRE 1 I1SO - PRESSION ORDRE 2

a

FiG. 17: Les isopression oblenus par un calcul direct sur les rugosités et en utilisant
les différents lois de paroi. Pour les lois de paroi d’ordre un et deuz, la distance a la
paroi est 6 = 0.025.
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— CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE

LOI DE PAROI D'ORDRE O

LOI DE PAROI D’ORDRE 1 Y = 0.025

— LOI DE PAROI D' ORDRE 2
0.22 -

0.21 ]

0.2 —

0.19
0.18 -
0.17 -
0.16 -
0.15 —
0.14 —
0.13 —
0.12 —
0.11 —
0.1 -
0.09 -
0.08 -
0.07 —
0.06 ]
0.05 —
0.04 —
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0.01 -

oot I I I I I I I I I I I I I I I I I

o 005 o011 015 0.2 025 03 035 04 045 05 055 0.6 065 0.7 075 08 0.85 O.

9 0.95

— CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE

—— LOI DE PAROI D’ORDRE 0O
0.3 -] LOI DE PAROI D’'ORDRE 1
— LOI DE PAROI D'ORDRE 2
0.29 ]
0.28 ]

0.27 ]

Y = 0.035

0.26
0.25 —
0.24 —
0.23 —
0.22 —
0.21 —
0.2 —
0.19 —
0.18 —
0.17 —
0.16 —
0.15 —
0.14 — f
0.13 —
0.12 —

0.11 ]

0.1 I I I I I I I I I I I I I I I I I I

o 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 0.7 075 08 085 09 0.9

X

FiG. 18: On compare le profil de vitesse tangentielle entre un calcul

direct et les

differentes lois de paroi a § = 0.025 (en haut). En se plagant a la hauteur § = 0.035,
on remarque que les lois de paroi se rapprochent du profil donné par le caleul direct.
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CALCUL DIRECT
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VITESSE TANGENTIELLE
Y = 0.025
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X

0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

FiGg. 19: Zoom de la vitesse tangentielle. L’ordre deux apporte une amélioration
senstble a lapprozimation d’ordre un (6 = 0.025).
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— CALCUL DIRECT (=33

—____ LOI DE PAROI D’ORDRE O Y = o0.045
LOI DE PAROI D'ORDRE 1

— LOI DE PAROI D'ORDRE 2

0.1 -
0.0975 ]
0.095 ]
0.0925 —
0.09 ]
0.0875 ]

0.085 —

aces  — AN

0.0775 —
0.075 -
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0.07 ]
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— ___ CALCUL DIRECT PRESSION
LOI DE PAROI D'ORDRE O

LOI DE PAROI D'ORDRE 1 Y = 0.04

LOI DE PAROI D'ORDRE 2

0.475 ]
0.45 ]
0.425 ]
0.4 ]
0.375 ]
0.35 ]
0.325 -
03 ]
0.275 ]
0.25 ]
0.225 ]
0.2 ]
0.175 —
0.15 ]
0.125 ]
0.1 ]
0.075 ]
0.05 ]
0.025 ]
-3.72529e-09 —
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X

FiG. 20: On compare les profils du Cy a 6 = 0.045 et de pression a 6 = 0.04.
On observe la nécessité de l'utilisation des lois de paroi d’ordre élevé pour simuler
correctement les profils de C'y, pression et les zones de transition entre les différentes
géomélries. L’ amélioration apportée par l'ordre deux est importante principalement
pour le coefficient de friction.
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D’abord, on résout les problémes de cellules associés aux différentes formes des
rugosités (figures 12-15). On fixe le parameétre e = 0.025 et on choisit dans un premier
moment d’imposer les lois de paroi a § = 0.025. Pour chaque type de rugosités, on
résout trois problémes de cellules. Pour la rugosité non-symétrique, on obtient les
constantes d’homogénéisation :

T, = 0.8411, Y, = —0.363 et Y2 = 2.63 x 107°.
Pour la rugosité sinusoidale, les constantes sont :
Xi =03, X}, = —0.05 et X7 =9 x 107,

et pour la partie plaque plane Y%, = XL, = X7 = 0.

[’utilisation des lois de paroi permet de reproduire correctement I'influence des
différentes formes de rugosités sur I’écoulement, par le biais des constantes d’homo-
généisation (figures 16 et 17). En effet, par des coupes de la vitesse, de la pression
et du Cf, on remarque la nécessité de leur utilisation, puisque toutes ces variables
sont influencées de fagon significative, par la présence des rugosités (figures 18 et
20). De plus, le passage a I'ordre deux apporte des améliorations sensibles sur 1’ap-
proximation (figure 19).

5.4 Diffuseur avec rugosités sinusoidales

Le domaine est un diffuseur contenant sur sa partie inférieure, une plaque plane,
suivie d'une plaque rugueuse avec des rugosités sinusoidales et d’une nouvelle plaque
plane. L’objectif est de vérifier I'importance de l'utilisation des approximations
d’ordre élevé pour des écoulements présentant un important gradient de pression.
De plus, on étudie la prise en compte par les lois de paroi des transitions plaque
plane-rugueuse-plane, souvent retrouvées dans la pratique. Dans un premier temps,
le nombre de Reynolds est pris de fagon a respecter la théorie, pour ensuite étre fixé
a la limite de celle-ci. Les caractéristiques du probléme sont :

- Re = 100 et Re = 500,

- un profil parabolique a I'entrée, & la frontiére supérieure u = (0,0) et p = 0 et
u” = 0 a la sortie.

— Les caractéristiques pour le calcul direct sont:

- Condition de Dirichlet u = (0,0) a la paroi inférieure,

- Domaine avec la paroi inférieure: plane [0,0.26], rugueuse [0.26,0.74],
plane [0.74,1], 'entrée de dimensions [0,0.2] avec un angle 0 ~ 21.8,

- 12 rugosités sinusoidales de dimensions (A, A) = (0.04,0.01),
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- 9600 éléments Q1-Q1.
— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre zéro sont :

- Condition de Dirichlet u = (0,0) a la paroi,

- Domaine: plaque plane [0, 1], entrée de dimensions [0, 0.2] avec un angle

0~ 21.8,
- 2600 éléments Q1-Q1.

— Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre un et deux sont:

- Loi de paroi d’ordre un ou deux a la paroi,

- Domaine: plaque plane [0, 0.26], plaque rugueuse [0.26, 0.74], plaque plane
[0.74, 1], 'entrée de dimensions [0.01,0.2] avec un angle 6 =~ 21.8,

- 2400 éléments Q1-Q1.
Les caractéristiques du probléme de cellule sont :

- Re =1 et Re =5,
- u = (0,0) a la paroi, condition de périodicité pour u a l'entrée et sortie et
ou’ ou’

— =1 (ot —— =5 a 'ordre deux) et u™ = 0 & 'infini,

On on

- Domaine: [0,4] x [0, 5] avec rugosités de dimensions [0,4] x [0, 1],

- 2000 éléments Q1-Q1.

La résolution des problémes de cellules & I'ordre un et deux (figures 21 et 22)
avec ¢ = 0.01 et la distance & la paroi fixée & § = 0.015, nous donne les constantes
d’homogénéisation pour la frontiére rugueuse avec Re = 1,

Y%, =07, X, = —0.05 et Y2 = —1.5x 107,

et avec Re =5,

Y0, = 0.7, X, = —0.05 et Y2 = —7.5 x 107*.
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Pour la partie plaque plane, les constantes sont données simplement par Y9, =
Yl}t = Yz? = 0.

L’utilisation des lois de paroi d’ordres élevés avec le Reynolds fixé & 100, est
nécessaire pour approcher correctement les profils de vitesse, pression et coefficient
de pression (figures 23 et 24). Les coupes des solutions (figures 25 et 26) montrent

clairement les améliorations sur la précision de I'approximation. De plus, le passage a
l'ordre deux apporte une correction sensible sur "approximation a 'ordre un (figure

27).

A Reynolds 500, les mémes caractéristiques sont retrouvées (figure 28). Cepen-
dant, I’écoulement reste a la limite de la théorie et on remarque une certaine perte
de précision de I'approximation (figure 29), bien que celle-ci reste encore assez satis-
fessant. Pour des écoulements a forts Reynolds, proches de la turbulence, on devra se
placer dans un régime asymptotique différent, conduisant a un autre développement.
Ce sera fait dans de prochains travaux.

ISO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE CELLULE D'ORDRE 1
VITESSE TANGENTIELLE - X =05
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Fi1G. 21: Probleme de cellule d’ordre un. Isovaleurs et coupe de la vitesse tangentielle.
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1SO-LIGNES VITESSE TANGENTIELLE
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-0.01
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-0.016
-0.018
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VITESSE TANGENTIELLE - X =05

F1G. 22: Problémes de cellule d’ordre deux associés au terme de pression el au terme
non-linéaire contenu dans la loi de paroi d’ordre deux.
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VITESSE TANGENTIELLE CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 0

VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 1 VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 2

FiaG. 23: Les isovaleurs de la vitesse tangentielle obtenus par un calcul direct sur les
rugosités et en utilisant les différentes lois de paroi a Re=100. Pour les lois de paroi
d’ordre un et deux, la distance a la paroi est fizée a § = 0.015.
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SO - PRESSSION CALCUL DIRECT 1SO - PRESSSION ORDRE 0

I1SO - PRESSSION ORDRE 1 SO - PRESSSION ORDRE 2

F1G. 24: Les iso-pression obtenus par un calcul direct sur les rugosités et en utilisant
les différentes lois de paroi. Pour les lois de paroi d’ordre un et deux, la distance a

la paroi est fixée a § = 0.015 (Re=100).
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CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE
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Fia. 25: Comparaison entre les lois de paroi d’ordre zéro, un, deux et le calcul direct
a Re=100. Les profils de vitesse fails a partir des coupes a 6 = 0.017 et § = 0.03,
montrent la convergence des profils vers la solution oblenue par le calcul direct,
validant la théorie.
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Fia. 26: Comparaison entre les lois de paroi d’ordre zéro, un, deux et le calcul direct

@ Re=100. Le profil du coefficient de friction et de pression est

fait a partir des

coupes a 6 = 0.04. Le passage a des approximations d’ordre supérieur, apporte une

amélioration sensible.
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Fia. 27: L’utilisation de la loi de paroi d’ordre deux apporte une amélioration plus

sensible

6 =0.01

Uapprozimation de la solution exacte (zoom de la vitesse tangentielle a

p
7 a Re=100).
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LIGNES DE COURANT CALCUL DIRECT LIGNES DE COURANT ORDRE 0

LIGNES DE COURANT ORDRE 1 LIGNES DE COURANT ORDRE 2

Fia. 28: Les lignes de courants par un calcul direct sur les rugosités et en utilisant
les différentes lots de paroi @ Re=500. Pour les loits de paroi d’ordre un et deux, la
distance a la paroi est § = 0.015.
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F1G. 29: Zoom de la vilesse tangentielle & § = 0.017 (Re=500). Les lois de paroi
d’ordre élevé améliorent sensiblement 'approximation par rapport a l'ordre zéro. De
plus, la loi de paroi d’ordre deux apporte une plus fine qualité d’approximation, méme

st, en ratson du nombre de Reynols élevé, ce probléme reste a la limite de la théorie.
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5.5 Plaque avec rugosités non-symétriques

On s’intéresse & ’application des lois de paroi sur une plaque contenant des rugo-
sités non-symétriques. Les caractéristiques des problémes, en fonction des conditions
aux limites sont :

- Re =103,

- condition de Dirichlet a ’entrée provenant d’un profil de vitesse développé sur
t

plaque plane, Neumann homogéne & la sortie et — =0 et u™ = 0 a U'infini.

on

- Les caractéristiques pour le calcul direct sont :

domaine [—0.02, 1] x [0, 0.5]. Plaque plane commence a z; = 0 et plaque
rugueuse a ry = 0.18,

- condition de Dirichlet u = (0,0) a la paroi,
- 16 rugosités de dimensions (A, A) = (0.025,0.025) ,
- 6500 éléments Q1-Q1.

- Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre zéro sont :

- condition de Dirichlet u = (0,0) a la paroi,
- domaine [—0.02, 1] x [0,0.5] plaque plane,
- 2200 éléments Q1-Q1.

- Les caractéristiques avec la loi de paroi d’ordre un et deux sont :

- domaine [—0.02, 1] x [0.025,0.5] plaque plane,
- loi de paroi d’ordre un ou deux imposée a la paroi,

- 2200 éléments Q1-Q1.

Le probléme de cellule avec le parameétre ¢ fixé & 2.5 x 1072 se caractérise par :

- Re = 25,
- domaine Q;,. “="[0,1] x [0, 5],
- rugosité de dimensions (A, A) = (1,1),

- 2500 éléments Q1-Q1.
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On résout les problémes de Stokes dans les cellules (figures 31 et 32) et on obtient
les constantes d’homogénéisation suivantes:

0 = 08411, Y., = —0.363 et Y2=2.6x 107"

LIGNES DE COURANTS CALCUL DIRECT

Fia. 30: En raison de la dimension des rugosités, on retrouve des recirculations en
aval des rugosités, el [’écoulement est décalé vers le haul.

On impose les lois de paroi a § = 0.025. En raison des importantes dimensions
des rugosités, on retrouve de grandes recirculations en aval. [’emploi de conditions
aux limites d’ordre un et deux améliore sensiblement la qualité de I’approximation et
on récupeére les bons profils de Cy et de u’ (figures 34 et 35). L’amélioration apportée
par I'approximation au deuxiéme ordre est ici négligeable, en raison de I’absence de
gradients de pression. Méme si les caractéristiques de 1’écoulement sont a la limite
de la théorie, les résultats sont convaincants.
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et 2 par M.D.A.

1SO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE

CELLULE D'ORDRE 1

VITESSE TANGENTIELLE - X = 05

o4 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
05 07 09 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49

Y

1SO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE

PREMIERE CELLULE D'ORDRE 2

VITESSE TANGENTIELLE - X = 05

04 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1T
05 07 09 11 13 15 17 19 21 23 ¥5 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49

Fia. 31: Solution du probléeme de cellule d’ordre un et du premier probléeme de cellule

d’ordre deux.

1SO- LIGNES VITESSE TANGENTIELLE

SECONDE CELLULE D'ORDRE 2

VITESSE TANGENTIELLE - X = 05

i
£
3
L e e e i

ot T T T T T T T T T T T T T T T T

05 07 09 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49
v

Fia. 32: Solution du deuziéeme probleme de cellule d’ordre deuz.
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I1SO - PRESSION

CALCUL DIRECT

I1SO - PRESSION

ORDRE 0

1SO - PRESSION

ORDRE 1

W

I1SO - PRESSION

ORDRE 2

)/

FiG. 33: Les isolignes de pression retrouvées avec les lois de parot d’ordre 1 et 2
imposées a 6 = 0.025 s’approchent bien de la solution avec u =0 a la paroi. Le

domaine est constitué d’une plaque plane suivie d’une plaque rugueuse.
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VITESSE TANGENTIELLE CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 0

VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 1 VITESSE TANGENTIELLE ORDRE 2

FiG. 34: Les isovaleurs de la vitesse tangentielle retrouvées avec les lois de paroi
d’ordre 1 et 2 imposées a & = 0.035 s’approche bien de la solution avec u =0 a la
parot.
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CALCUL DIRECT

— LOI DE PAROI D'ORDRE O
LOI DE PAROI D’'ORDRE 1
LOI DE PAROI D’'ORDRE 2

VITESSE TANGENTIELLE

Y = 0.035

\/\/\/\/

-0.02 0.03 008 0.13 018 023 028 0.33 038 043 048 053 058 063 0.68 073 0.78 083 0.88 093 0.98

X

CALCUL DIRECT

— LOI DE PAROI D'ORDRE O
LOI DE PAROI D’ORDRE 1
LOI DE PAROI D’'ORDRE 2

Cf
Y = 0.035

-0.02 0.03 0.08 0.13 018 0.23 028 0.33 038 043 048 053 058 063 0.68 073 0.78 0.83 0.88 0.93 0.98

X

F1G. 35: Comparaison entre la vitesse tangentielle et le Cy a § = 0.035. L utilisation
des lois de paroi d’ordre élevé est essentiel pour bien approcher la solution oblenu

par le caleul direct.
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6 Conclusion

Dans ce travail, on a présenté une nouvelle stratégie pour développer des lois de
paroi pour des domaines rugueux, basées sur la méthode de développement asymp-
totique a deux échelles (M.D.A.). Les lois de paroi construites par cette approche ont
la caractéristique de s’adapter & la géométrie de la rugosité en simulant I'influence
des petites échelles sur ’écoulement global.

[’approche par analyse asymptotique nous a permis de construire des lois de
paroi non-linéaires. En effet, on a pu développer des lois de paroi d’ordre un et deux
pour les équations de Navier-Stokes, contenant des termes de gradient de pression et
des termes non-linéaires liés & la convection. Dans le cadre des équations linéaires,
on a construit des lois de paroi d’ordre un et deux pour le probléeme de Laplace, et
une analyse d’erreur a été effectuée. Les lois de paroi construites par cette nouvelle
méthodologie sont indépendantes du choix de la hauteur, puisque les constantes
d’homogénéisation varient en fonction de la hauteur du couplage. Les valeurs des
constantes sont obtenues en résolvant simplement un probléme linéaire dans une
cellule.

Les validations numériques ont été faites en résolvant plusieurs problémes de
Navier-Stokes dans divers domaines, contenant différentes géométries de rugosités.
On a remarqué I'importance de 1'utilisation des lois de paroi d’ordres élevés pour
retrouver les bons profils de pression et de C'; a I'interface plaque plane - plaque
rugueuse et pour récupérer le décalage du profil de vitesse. La nécessité de 1'uti-
lisation des lois de paroi d’ordre deux a été mise en evidence pour des problémes
contenant de forts gradients de pression. En effet, le terme de gradient de pression
dans la loi de paroi apporte une correction plus sensible sur les profils de vitesse et
friction. L’influence du terme non-linéaire dans la loi de paroi d’ordre deux n’a pas
apporté d’amélioration significative sur les approximations, certainement en raison
du comportement laminaire des écoulements.

La méthodologie est trés flexible pour traiter différentes formes de rugosités et
I'implémentation numérique des lois de paroi, prise de facon faible, est immeédiate. Le
gain sur le maillage et, en conséquence, sur le temps de calcul, est sensible. Les lois
de paroi nous permettent d’utiliser des maillages de quatre a cinq fois plus grossiers
comparés a ceux utilisés dans un calcul direct, en gardant une excellente précision.

En conclusion, on a introduit un nouveau cadre mathématique pour développer
des lois de paroi en mécanique des fluides. Cette stratégie allie de bons fondements
théoriques a d’excellents résultats numériques obtenus a faible coiit. L’utilisation des
lois de paroi constitue une alternative pratique pour baisser le cotit du calcul dans
des problémes comprenant différentes échelles de longueur. Cette approche pourra,
par la suite, étre appliquée au développement de lois de paroi pour des écoulements
a plus grand Reynolds et en particulier, pour des modéles de turbulence du type

k—e.
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7 Annexe: Etude du probléme de cellule

7.1 Existence et unicité

Soit Y une cellule et Y =Y N {y, < §}, avec Y et Y’ ses contours ayant la
partie sur la paroi notée dY,, (respectivement dY,2). On introduit S,.. (Y)) Iespace
des fonctions définies dans Y de décroissance rapide en variable y,, 2mr—périodique
en variable y;. On définit par LZET (Y') I’espace des fonctions dans Y, 2r—périodique
en variable y; et de carré integrable dans Y, et par H)_. (Y') C L2 (Y) I'espace des

fonctions ayant les dérivées premieres dans L. (V). Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1

Il existe une unique paire de fonctions (x, p) et un unique vecteur Y € R?lels que

X=X € (HL (V)N (Sper (V) p € L2, (Y) 1 Sper (V) satisfaisant

per

—1pAyx+Vyp = 0 dans Y,
Vyx =0 dans Y,
X = [ y02 ] sur dY,, (64)

X—X € (Sper (Y))2 y P E SPGT (Y)
au sens faible.

Démonstration :

La démonstration consiste a étudier un probléme équivalent obtenu en tronquant
la cellule Y dans la direction y;. Pour simplifier les notations, on assume vg = 1 et
on note par X5 la section Y°N{y, = §}. On suppose que (64) a une solution (x,p) .
Alors dans y, > 4, ces fonctions peuvent étre prolongées a 1’aide d’un développement
de Fourier dans la variable y; :

“+ o0 + oo +oo
_ ko _ . ko _ ke
Xt = E Xt k€™ Xn = E Xn k€, p= § pretI.

k=—c0 k=—0c0 k=—0c0

Comme les équations de Stokes sont homogénes dans y, > 4, on obtient le sys-
teme d’équations différentielles ordinaires pour le k"¢ coefficient de Fourier (k # 0)
de x et p suivant:

—Xek” + E*xer + ikpr = 0,
—Xnk” + E Xnk + P 0,
ikxik + Xnp = 0.

La solution de ce systéme peut étre calculée si xj (§) est connu. En effet, on a

Xeg = (Xer (6) +h(=sgn () Xtk (8) = ixnk (0) (y2
Xk = (Xnk (8) + K (—ixex () + sgn (k) Xk () (y2
pr = 2k (sgn (k) xnk(8) —ixer (9)) e~ k(v2=9)

§)) ek,
§)) k5 (65)
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Evidemment, on a que ;o et xno ne dépendent pas de y;. De plus, la pression
p est définie & une constante prét.

Cela permet immédiatement

aXt,k
dys
aX'rz,k B
dys

= k(—2x¢k —isgn (k) xng) sur Xs,

= k(2xnk +isgn (k) xer)  sur X

Donc, nous avons la condition aux limites équivalente

Ox + p =Ty sur X,
dys

1

2 1 2
ou T : (Hﬁer (Eg)) — (Hp_@? (Eg)) est un opérateur intégro-differentiel défini

par
+oo
Z k(2x:x (8) +1sgn (k) Xng) e

Tx=| "5
Z (2xnk (8) — i sgn (k) xix) €F0

k=—0c0

La démonstration revient a montrer qu’il existe une unique solution y € (H;er (Y‘s))Q ,
peL? (Ys) du probléme

per

1A +V,p = 0 dans Y?,
Vyx =0 dans Y79,
X = [ %2 ] sur 9Y2, (66)
— Ox +p = Tx sur s,
Yo

pour aprés les étendre a toute la cellule Y par la formule (65).

On va démontrer I'existence et I'unicité pour le probléme (66). Soit H 'espace

H = {X € (Hl (Ys))Q,Vy.X =0dans YS}

per

et
Hy = {X € H,X:()dansYuf}.

Soit ¥ = y — { yo2 ] , alors Y € Hy satisfait

~— o~ 1 |_
VyXVyi + (X, 1) = —/ { 0 }n, Vn € Hy. (67)
ys s
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La forme linéaire (67) est hermitienne positive définie et donc coercive. Alors,
le probléme (66) a une unique solution avec la partie imaginaire clairement nulle,

puisque (T'Y,X) = / TX. X est réel .
s
O

7.2 Constante d’homogénéisation

Il est possible d’obtenir des bornes inférieures et supérieures pour la constante
d’homogénéisation :

Proposition 2

Soient Hpin = min(yz € YY) el Hpax = max (yo € 9Y). Alors la constante Y,
satisfait les bornes
Hmin § Yt § Hma.x-

Démonstration :

Soit H une constante plus grande que Hyax. Par la démonstration du théoréeme
précédent, on a

_om (Y, — H) = /Ya V3V 4 (TR R) > 0,

par la positivité de 'opérateur T'. Donc, X, > H et on obtient la borne supérieure
en faisant tendre H vers Hax.

Pour I'obtention de la borne inférieure, d’abord on note que la formulation varia-

Y2
0

tionnelle pour xy — [ ] est I’équation de Euler pour le probléme de minimization :

w5 ([ wemermean)« [ 4]« (63)

et la contante Y, peut étre retrouvée par

" (X~ H) = inf + ( [ Vv <T5,5>) - [ § { i ] £ (69)

E€EH, 2
Soit Y9 le domaine Y% = (0,27) X (Humin, H) et H, I’espace
i, = {5 €H!, (175) V.6 = Ot € (y1, Hunin) = o} .

Clairement Hy est un sous-espace de ﬁ]o, par prolongement des fonctions par
zéro. Alors,
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7 (%, — H) > inf 3( TV <T§,§>> +f 5 { : ] & ()

¢eHo

Finalement, on remarque que | 'infimum est atteint par la fonction [

avec la valeur 7 (Hpin — H) et le résultat suit.

d
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