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Natural Semantics: Specifications and Proofs

Abstract: This document contains the lecture notes of a graduate course on Natural Semantics given
at the DEA “Mathématiques Discrétes et Fondements de I'Informatique” at Marseille University, from
1995 to 1997. We present Natural Semantics and more generally the basic notions for the specification of
programming languages, together with the different technics of proofs in natural semantics, all of which
are based on induction. A chapter fonctional abstract syntaz presents this method, usually called higer-
order abstract syntaz. Finally, a chapter recursion on fonctional abstract syntaz presents the problems of
the subject, and propose different solution to it, including a kernel system for a new type theory.
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Sémantique Naturelle 7

Chapitre 1

Introduction

La sémantique d’un langage est la donnée d’un systéme qui permet de donner un sens & chaque
programme de ce langage. Ce sens peut étre abstrait (un modéle mathématique) ou concret (I’ensemble
des théorémes valides sur ce programme, obtenu en utilisant les régles d’évaluation des programmes dans
le langage en question, par exemple). Dans tous les cas, le systéme doit répondre a différents soucis du
programmeur et du concepteur du langage considéré.

1.1 La sémantique - ses buts

Les buts de la sémantique peuvent étre présentés en deux groupes, selon le point de vue que ’on
adopte:

— Le point de vue du programmeur:

— Le premier souci du programmeur est de bien comprendre les subtilités du langage.

— Ensuite, il veut avoir une grande (sinon totale) confiance dans les outils qu’il utilise (typique-
ment le compilateur). Ceci parceque, lorsque le programme se comporte de maniére imprévue,
il veut savoir s’il doit uniquement suspecter une erreur de sa part, ou s’il peut, ou doit, aussi
mettre en cause ’outil utilisé!

— Enfin, il peut étre interessé & effectuer des preuves de propriétés de ses programmes.
— Le point de vue du concepteur du langage (parfois appelé “I’utilisateur méta’):

— La premiere tache du concepteur est ’écriture d’une spécification, qu’il lui faut pouvoir tester.
— Ensuite, idéalement en paralléle, il lui faut réaliser des preuves de propriétés de son langage.

— Enfin, lorsqu’il a obtenu la spécification recherchée, il lui faut écrire, idéalement générer, dif-
férents outils pour ce langage: typiquement des outils d’analyse, de vérification de types ou de
compilation.

Si 'on veut pouvoir considérer la chaine de dévelopement complete, on constate que l'utilisateur,
ordinaire ou méta, cherche & réaliser quatre taches distinctes:

1. donner une description claire et non ambigué du langage,

RR n° 3359



8 Joélle Despeyrouz

2. disposer d’un prototypage facile et confortable de cette description,
3. générer, différents outils pour le langage,

4. faire des preuves sur machine, en un temps raisonable.

La Sémantique Naturelle, que nous présentons dans ce cours, apparait comme un trés bon compromis
pour réaliser ces objectifs.

1.2 Différentes sémantiques
A Dheure actuelle, les sémantiques les plus reconnues, et utilisées, sont divisées en trois classes:

— dénotationelle: c’est la plus abstraite, mais elle est inadéquate (trop compliquée) pour le parallélisme.
Elle permet des définitions et des preuves abstraites, bien adaptées, par exemple, aux preuves
d’équivalence de programmes.

— axiomatique: c’est la donnée d’un systéme logique avec pré- et post- conditions (logique de Hoare).
Elle permet des preuves de corrections partielles. C’est actuellement la mieux adaptée aux preuves
de programmes.

— opérationnelle: elle décrit 'implémentation. Elle est donc idéale pour le prototypage, mais & priori
moins bien adaptée aux preuves. Cependant, nous verrons que les formes modernes de sémantique
opérationnelle sont bien adaptées aux preuves.

Il existe de nombreux livres d’introduction & la sémantique dénotationelle. L’un des livres de reférence
est celui de J. Stoy [Sto77]. La sémantique axiomatique est également décrite dans de nombreux ouvrages
[dB80, LS84], ainsi que dans I’article de référence de K. Apt [Apt81]. Les problémes de complétude de la
logique de Hoare sont exposés notamment par E. Clarke [Cla85].

Ce cours décrit uniquement l'une des formes modernes de la sémantique opérationnelle: la Séman-
tique Naturelle [Des84, CDDK86, Des86]. Cette sémantique est issue de la Sémantique Opérationnelle
Structurelle présentée par Gordon Plotkin dans ses notes de cours [Plo81].

1.3 Sémantique Naturelle

La Sémantique Naturelle est maintenant beaucoup utilisée, tant dans le projet Croap de I'Inria, ou elle
a été développée, qu’a I'extérieur. Elle est la sémantique choisie dans le systéme Centaur [BCD*88, JR92],
systéme générateur d’environnements de programmation, qui, & partir de la description formelle d’un
langage (syntaxe et sémantique), produit un environnement de programmation interactif pour ce langage
(éditeur structuré, vérificateur de type, interpréteur, traducteur...). La Sémantique Naturelle a été utilisée
pour décrire de trés nombreux langages, aussi bien pour fixer une norme de langages utilisés depuis
longtemps (comme Pascal ou Le Lisp), que pour prototyper de nouveaux langages (comme Esterel, Eiffel//
et Sisal). Elle est souvent choisie dans les livres de cours sur la sémantique [Win93, NN93, Sch94], ce qui
témoigne de son succés. Cependant, force nous est de reconnaitre que nous n’avons pas fait beaucoup (ou
du moins pas assez) de progrés dans la compréhension formelle de notre sémantique depuis nos premiéres
tentatives [CDDK86, Des86]. L’article de référence [Kah87] rappelle ces travaux, ainsi que la syntaxe
du langage d’implémentation choisi (Typol) [Des83, Des84, Des88| dans le systéme Centaur. Mais nous

INRIA



Sémantique Naturelle 9

n’avons jamais essayé, par exemple, de connaitre le pouvoir d’expression de notre sémantique (i.e. de
caractériser I’ensemble des langages de programmation qu’elle peut décrire).

Les travaux de Delphine Terrasse [CT95, Ter95a, Ter95b| regroupent nos premiers progrés depuis
86. On y trouve d’une part une interprétation de la Sémantique Naturelle suivant ’approche de la
programmation logique, d’autre part une traduction, certifiée correcte, de notre sémantique vers le Calcul
des Constructions Inductives. Ce n’est pas une étude formelle directe de notre sémantique. Cependant
cela nous permet de l'utiliser de maniére saine pour faire des preuves sur ordinateur, dans ’assistant &
la démonstration Coq, qui implémente le Calcul des Constructions Inductives. Il faut noter, cependant,
deux difficultés dans cette traduction. La premiére est le manque de sous types dans Coq, ce qui oblige &
introduire des coercions explicites dans la traduction. La deuxiéme difficulté est I'impossibilité de déclarer
des syntaxes inductivement, dans les systémes d’aide au développement de preuves actuels, si ’on utilise
la syntaxe abstraite fonctionnelle. Nous décrirons plusieurs solutions au dernier probléme dans le chapitre
6.

Les travaux de Thierry Despeyroux, Pierre Leleu et André Hirschowitz [HDL98] proposent une défini-
tion formelle de la syntaxe abstraite (d’ordre un ou fonctionnelle) ainsi que différents principes d’induction
intéressants. Ceci devrait nous conduire, d’une part & une définition formelle d’une extension de la Sé-
mantique Naturelle & l’ordre supérieur, d’autre part & un nouveau systéme l'implémentant.

1.4 Plan

Aprés avoir montré (chapitre spécifications) quelles sont les notions de base nécessaires 4 la description
(spécification) d’un langage de programmation, nous montrons (chapitre sémantique Naturelle) en quoi la
Sémantique Naturelle peut répondre & nos besoins, et quels sont ses manques. Ces deux premiers chapitres
sont illustrés par deux exemples, un langage impératif (Imp) et un langage applicatif (Mini-ML). Suit un
chapitre sur les preuves en Sémantique Naturelle, ott nous rappelons les différentes techniques de preuve en
Sémantique Naturelle: de 'induction sur la structure d’une expression ou d’une preuve, technique utilisée
en particulier pour les preuves de correction de traduction, & la traduction d’une sémantique vers un
formalisme plus puissant comme le Logical Framework (LF) [HHP87, HHP93], développé & Edimbourg,
ou le Calcul des Constructions Inductives (CCind) [CH85, CH88, CPM90], qui est implémenté dans le
systéme Coq, développé a 'Inria Rocquencourt et & 'ENS-Lyon [HKPM95]. Un chapitre syntaze abstraite
fonctionnelle présente cette méthode, plus communément appelée syntaze abstraite d’ordre supérieur, sur
I’exemple de Mini-ML. Puis le chapitre récursion en syntaze abstraite fonctionnelle présente les problémes
de ce domaine, et propose différentes solutions.

RR n° 3359
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Sémantique Naturelle 11

Chapitre 2
Spécifications

Pour spécifier un langage, il est naturel de rechercher le méta-langage le mieux adapté au langage
(alors appelé “langage objet”) a décrire. Parfois la Sémantique Naturelle est bien adaptée, mais le plus
souvent elle est seulement “presque”’ bien adaptée, en un sens que nous préciserons dans les chapitres
suivants, en illustrant notre propos par des exemples. D’autres candidats naturels pour le méta-langage
cherché, sont les “Logical Frameworks”, comme le Logical Framework d’Edimbourg (LF) [HHP87, HHP93],
développé & Edimbourg, ou le Calcul des Constructions Inductives (CCind) [CH85, CH88, CPM90], qui
est implémenté dans le systéme Coq, développé a 'Inria Rocquencourt et 4 'ENS-Lyon [HKPM95]. LF
est & ce jour le seul systéme permettant la description des langages en utilisant la syntaxe abstraite d’ordre
supérieur, que nous appelerons ici syntaze abstraite fonctionnelle. Ce concept, que nous décrivons dans
le chapitre 5 forme avec ’induction ’ensemble des outils nécessaires & des spécifications et des preuves
de haut niveau. Mais LF & ses limites. En particulier, il n’est pas encore possible de faire des preuves par
induction dans ce systéme. En fait, la syntaxe abstraite fonctionnelle et I’induction sont deux concepts
qui se marient trés mal. Nous présentons ce probléme, et décrivons des propositions récentes pour le
résoudre dans le chapitre 6.

Finalement, le langage mathématique usuel, et plus précisément la logique, restent le méta-langage
le mieux adapté dans la plupart des cas. Les descriptions sémantiques en Sémantique Naturelle, en LF
ou en Coq seront donc des implémentations des spécifications données dans un méta-langage que nous
appelerons informel (mes excuses auprés des mathématiciens purs!).

Nous donnons ici deux exemples -un petit langage impératif: Imp, et un petit langage fonctionnel:
Mini-ML- que nous reprendrons dans le cours de ces notes, pour en donner une implémentation en
Sémantique Naturelle, ou en LF, selon les cas, ainsi que des preuves de différentes propriétés.

Mais auparavant, quelques mots sur la syntaxe.

2.1 Syntaxe

La syntaxe concréte décrit la forme textuelle des programmes, tandis que la syntaxe abstraite décrit
la forme arborescente. Les sémantiques seront toujours données sur les arbres de syntaxe abstraite, qui
représentent un programme sous une forme non ambigiie.

Un programme subit donc d’abord une analyse lexicale. La construction de ’arbre de syntaxe abstraite
est confiée au processus d’analyse. Cet arbre peut ensuite étre décompilé, pour restituer une forme
textuelle. Par exemple, une expression arithmétique est analysée puis affichée de la maniére suivante:
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12 Joélle Despeyrouz

14+2x%3 _,parsing plus _ pretty—print | +92%3
var times
1 var var
2 3

Notons que I’analyse de I’expression 1 + (2 * 3), comportant des parenthéses inutiles, aurait donné le
méme résultat.

La syntaxe concréte des expressions est donnée par la grammaire (BNF) suivante:

exp = exp+ factor
exp = factor
factor = factor xterm
factor = term
term = ident
term = (exp)

Cette présentation de la syntaxe concréte permet de définir, par 'emploi de non-terminaux en cascade
(ici: exp, factor, term), les priorités respectives des opératuers + et *. Nous renvoyons le lecteur a un
cours d’analyse pour un plus ample enseignement.

La syntaxe abstraite du méme langage d’expressions est donnée par la grammaire suivante, sous une
forme compacte:
exp e =z|e+e |exe

Ou bien alternativement sous une forme plus précise, qui donne le nom des noeuds des arbres, et la
relation de sous-typage:

sortes var, exp
sous sortes var C exp

constructeurs
var : Ident —  exp
plus,times : exp Xxexp — exp

La sémantique est toujours donnée sur la syntaxe abstraite. La syntaxe concréte ne sert que d’interface
a 'utilisateur. Bien entendu, la syntaxe concréte et ’affichage doivent étre en phase. Autrement dit on
doit toujours pouvoir analyser un terme décompilé, et ceci en produisant le méme terme.

2.2 Exemple 1: un petit langage impératif: Imp

Le langage Imp est le langage choisi par Glynn Winskel dans son livre de cours [Win93]. Il permet
une bonne illustration des preuves.

2.2.1 Syntaxe

La syntaxe de Imp est définie comme suit:

INRIA



Sémantique Naturelle 13

type t = integer | boolean
exp e =z |nlete |e—¢ |true| false|e==¢ |e>e |ene |eVve | -e
stmt s = skip|xz=e|s;s |if ethen s else s’ | while e do s

Ou bien par la forme plus longue suivante:

sortes var, exp, stmt
sous sortes var C exp; integer, boolean C type

constructeurs

var : Ident —  var
int : Integer —  exp
true, false —  exp
plus, minus I exp X exp —  exp
eq, gt,and,or : exp X exp —  exp
not T exp —  exp
skip —  stmt
assign T var X exp —  stmt
seq 1 stmt —  stmt
if : exp X stmt X stmt — stmt
while 1 exp X stmt — stmt

2.2.2 Sémantique statique

La sémantique statique (naturelle) d’un langage est donnée par deux ensembles: d’une part len-
semble des types du langage, d’autre part ’ensemble des régles d’inférence décrivant les régles de typage
du langage. Ici, et dans toute la suite, nous omettrons de donner la sémantique des expressions, qui
est extrémement simple. Le type des expressions et des commandes est évalué dans un environnement,
constitué ici d’une liste de paires (variable, type):

types t = integer | boolean
env I'= .|, (z:%)

Les régles de typage sont les suivantes:

Judgement : env - exp : type; env - stmd;
int: T Fint n:integer
var : T'kwar z:t (T'(z) =1t)

- Tke:t The:t
eqr 'k (e ==¢) : boolean

. T'tax:t Thre:t
assign :

T'Fx=e¢
ks Tk
eq: TFs;s

RR n° 3359
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I'Fe:boolean ThFs TFES
TkFif ethen s else s

if :

I'ke:boolean T F s
T'+while e do s

while :

2.2.3 Sémantique dynamique

De méme que précédemment, la sémantique dynamique de Imp est donnée par ’ensemble des valeurs
considérées et par un ensemble de régles d’inférence déterminant comment associer des valeurs a des
programmes. Les environnements sont constitué ici d’une liste de paires (variable, valeur):

values v = n | True | False
env = .|, (z:v)

Reégles pour 1’évaluation:
Judgement : env F exp — value; env F stmt — env;
mt: pkintn— Intn

var: pkovar x — v (p(z) =v)

pre—=v pke —w pre—=v pke =
eqf:

eq v#v

pFe==¢€ < True pFe==¢" — False
skip: plk skip—p

pFe—wv

assign : Py —

p'_s(_>p/ pll_sl‘_>pll

seq :

p s s — p'
if, pre—=True pks<—p i) pte— False pks —p
Y pFif e then s else s — p/ I+ DFif e then s else s' — pf
, pre—=True pks—p p' Fwhileedos— p' . pke— False
while, : whiley :

p F while e do s — p" p F while e do s — p

2.2.4 Sémantique des déclarations

Jusqu’ici, nous n’avons rien dit sur les déclarations. Nous avons plusieurs choix possibles pour les
spécifier.

Une premiére possibilité est de ne rien dire. C’est ’option choisie par G. Winskel dans son livre [Win93].
L’un des défauts de cette solution est que ’évaluation d’une variable peut échouer, si le programme ne
I’a pas initialisée.

La seconde solution est justement de décider que toutes les variables seront initialisées, par exemple &
0. 11 faut dans ce cas écrire un ensemble de régles dont le but sera de parcourir ’ensemble des déclarations,
afin d’initialiser chaque variable.
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Une troisiéme solution serait de modifier le langage de maniére & forcer 'utilisateur a choisir cette
initialisation. Pour ce faire, il faudrait changer le type d’une déclaration en decl d = (x = v : t).

Nous ne détaillions aucune de ces solutions ici. Le lecteur pouvant aisément le faire par lui-méme,
comme un exercice facile.

2.3 Exemple 2: un petit langage fonctionnel: Mini-ML

Le langage Mini-ML que nous considérons ici est un A-calcul avec constantes augmenté de construc-
tions let et case et de fonctions recursives. Ce langage est celui choisi par Frank Pfenning dans ses notes
de cours [Pfe92]. C’est une variante du langage que nous avons décrit dans [Des96, CDDKS86], ou les
entiers sont définis par les constructeurs 0 et succ, au lieu d’entiers primitifs, et ou la conditionelle (if)
a été remplacée par le raisonnement par cas (case), qui donne lieu & des régles plus intéressantes. Une
derniére différence est le choix de 'opérateur fiz pour implémenter I'opérateur de déclaration récursive
letrec.

Le principal intérét de Mini-ML est la notion de polymorphisme. Nous donnerons d’abord les régles
d’évaluation du langage, qui sont simples. Le typage, le plus intéressant, mais aussi le plus difficile, sera
donné ensuite.

Dans ses notes de cours, Frank Pfenning donne d’une part une spécification du langage, que nous
reprenons dans cette section, d’autre part une description du méme langage en utilisant une syntaxe
fonctionnelle, que nous reprendrons dans le chapitre 5.

2.3.1 Exemples

Nous donnons ici quelques exemples typiques de programmes (expressions) Mini-ML:
Structure de block:
let x =z in let x = s(x) in x

Polymorphisme:
let f =lam x.x in (f f)

Fonction d’ordre supérieur:
let pred = lam z.(case z of z = z | s(z') = 2')
in let twice = lam f.lam z.(f(f x))

in ((twice pred) 2)

Fonction récursive:
letrec plus =
(lam z.lam y.case x of z = y | s(z') = s(plus ' y))
in (plus 2 3)
= let plus = (fiz plus =
lam x.lam y.case x of z = y | s(z') = s(plus 2’ y))
in (plus 2 3)

2.3.2 Syntaxe

La syntaxe des expressions est définie comme suit:
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extpe = x| z]|(se)|lam z.e| (e e3) | let x =e1 in e | letrec x = ey in ea
firz=ce| (casee; of z= ez | (s x) = e3)

Ou bien par les déclarations suivantes:
sortes exp, var
sous sortes var C exp

constructeurs

var : — var
z —  exp
S :exp —  exp
app : exp X exp —  exp
lam, fix : var X exp —  exp
let,letrec : exp X var X exp —  exp
case : exp X exp X var X exp — exp

2.3.3 Evaluation

La sémantique dynamique de Mini-ML est donnée par ’ensemble des valeurs que peuvent prendre les
termes de Mini-ML, ainsi que par ’ensemble des régles qui déterminent comment associer une valeur &
un programme.

valeurs: v= z|(sv)|lam z.e

Reégles pour I’évaluation:

Judgement : F exp — exp;
e =

ZiZ2—=2Z Sim

lam : lam x.e — lam x.e

e1 — lam z.e ey — vy e[va/z] — v

: — appel par vale

app G e oo ppel par valeur
let - e —wv e[v/x] — v

letx=¢eine—v
fiz e[fifc x=efz] =0

firxr=e—wv
e1— 2 €2 — v er — (s ') es[v'/x] — v

case, : cases :

case ey of z=> ey | (s )= e3> case e; of z=> ez | (sz)=>e3—w

La sémantique donnée ci-dessus décrit 'appel par valeur. Pour décrire ’appel par nom, il suffit de
modifier les régles choisies pour décrire ’application et le let:

er < lam x.e elea/z] — v
appn, - — appel par nom
(e1 €2) — v
et ele'/x] — v

n - .
letx=¢"ine—wv
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Remarque: dans les deux cas, nous devons avoir ’équivalence suivante, au niveau de la sémantique
dynamique (ce ne sera plus vrai pour les régles de typage): (let x =€’ in e) = (lam z.e €').

2.3.4 Exemples d’évaluation

Pour le lecteur non familié avec la Sémantique Naturelle, nous donnons ici quelques exemples d’exé-
cution de programmes trés simples.

Noter que ’exécution d’un programme correspond pour nous & la recherche d’une preuve dans la
logique (systéme de régles d’inférence) définissant la sémantique du langage.

Une expression trés simple: (lam z.x z).
lam z.x — lam z.x 2z z[zjr] =2 2

a
(lam z.x 2) — z bp

Une deuxiéme expression trés simple, (pred s(z)), ot pred = lam x. (case x of z = z | s(z') = 2'):
Z2>
2=z 8(z) = s(z)
s(z) — s(z) case s(z) of 2=z | s(z') = 2
(pred s(z)) — z

zZ =z

pred — lam x.e

Une fonction récursive, plus, ot Plus = lam z.lam y.case x of z = y | s(z') = s(plus z' y)):
let plus = (fix plus = Plus in (plus 2 3) — 3

2.3.5 Théoréme: I’évaluation donne une valeur

Nous sommes maintenant en mesure d’effectuer une preuve simple sur notre langage. Une des preuves
les plus simples consiste & montrer que I’évaluation donne bien une valeur. Pour cela, il nous faut spécifier
I’ensemble des valeurs:

valeurs v =z | (s v) | lam x.e

Régles pour les valeurs:
val, 2z :val
e :val

s(e) : val

valy lam x.e : val

val,

Maintenant, nous pouvons prouver le théoréme suivant:
Thm Ve, v. e = v = v :val.

Preuve: La preuve se fait par induction sur la structure de la preuve de e < v (nous expliquerons
cette technique dans le chapitre 4):

— cas z. 2 — z. Par val, on a z : val.
e—v
(se) = (sv)
Par hyp. d’ind. sur la preuve de e — v on a v : val.
par vals on a (s v) : val.

— Cas S.
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e1 = lam x.e ey — vy efvg/x] — v

(e1 €2) = v
Par hyp. d’ind. sur la preuve de e[vs /2] — v on a v : val.

— cas app.

— les autres cas sont similaires.

2.3.6 Reégles de typage de Damas et Milner

Nous nous intéressons maintenant aux régles de typage de Mini-ML. La principale difficulté est ici de
traiter le polymorphisme. Comme nous allons le voir ici et dans le chapitre 5, il n’existe pas & ’heure
actuelle de systéme de régles parfait, au sens satisfaisant a la fois du point de vue description, exécution
et preuve (les aspects description et preuve vont souvent de pair).

Pour exprimer le polymorphisme, Damas et Milner ont défini la notion de schéma de type [DM82]:
types t =bla|tot
schemas de types o = T1t| forall a.o

Typiquement, I’identité polymorphe lam z.x aura pour type Va.a — «, comme nous allons le voir.
Le systéme de type est le suivant:

var (x:0) €T
I'kx:0o
inst T'te: forall a.o inst! ket
Tke:oft/a] Fhe:t
The:o T'he:t
FV (T e
I T forallaw @ EFVE) 9o o

Lox: Tthe:t
T'Flam x.e : t =t

lam

T'khe:t' =t ke :t
Tk(ee):t

app

Tke 0o T(x:0)kFe:o

let
€ Thletz=¢€¢ ine:o

Les régles inst’ et gen’ sont souvent passées sous silence dans la littérature. En fait, elle seraient inutiles
si le méta-langage utilisé permettait les sous-types.

Exemple
Pour comprendre les régles ci-dessus, le mieux est toujours de tracer un arbre de preuve pour une
expression simple donnée, ici une expression polymorphe, typiquement: let f = lam x.z in (f f):

z:aFz:a '-f:Yaa—a I'-f:Vaa—a
Flamzx:a—a LEf:(b2b)—>0—ob) THf:bob
Flam z.x :Va.a — a TH(ff):b—b

Flet f=lamx.xzin (f f):b—Db
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ouTl'=(f:Va.a— a)

Algorithme

Bien entendu, ces régles ne peuvent pas étre utilisées telle quelles dans une implémentation, parceque
les régles gen et inst les rendent hautement non-déterministes. On a donc cherché & dériver un algorithme
a partir de ces régles. Ceci peut étre obtenu en cherchant & normaliser les preuves, dans le systéme exprimé
dans le style de la déduction naturelle (que nous donnerons plus loin) [Har90]:

Normalisation des preuves:

— on réduit les gen immeédiatement suivies d’inst.

— on fait les inst et les gen le plus tot possible.

Ceci donne l’algorithme suivant, dont on peut facilement vérifier qu’il correspond & l’exemple donné

précédemment:
:0) el .
var % t = inst(o)
Iz: the:t
la

mI‘l—lamfc.e tt—t

'kFe:t' =t ke :¢
T'k(ee):t

app

Tre T(x:0')Fe:o
THletx=¢€"ine:o

let o' = gen(T,t')
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Chapitre 3

Sémantique Naturelle

La Sémantique Naturelle [Des83, Des84, CDD*85, CDDK86, Des86, Des87, Kah87, Des88| est issue de
la Sémantique Opérationnelle Structurelle, présentée par Gordon Plotkin [Plo81]. Comme cette derniére,
elle consiste en la description d’un langage par un systéme logique, ou systéme de régles d’inférence
(présenté dans le style naturel de la déduction naturelle). Cependant, la Sémantique Naturelle n’est a priori
ni opérationelle -au sens “description d’'une machine abstraite, d’un systéme de transition”- ni structurelle
-au sens “dirigée par la syntaxe”. Un jugement typique en Sémantique Opérationnelle Structurelle est, par
exemple: p —2 p/, qui signifie: “le programme p se réécrit en p’ en produisant I’action a”. Un jugement
typique en Sémantique Naturelle est, par exemple: - e — v, qui signifie: “I’expression e s’évalue en v”.
Du point de vue de la présentation, la Sémantique Opérationnelle Structurelle apparait comme un cas
particulier de la Sémantique Naturelle, le cas ou ’on décrit un systéme de transition. On parle alors
de style “little step”, par opposition au style “big step”. Au niveau sémantique, cependant, les deux
approches différent. La sémantique d’une présentation selon la Sémantique Opérationnelle Structurelle
est une sémantique comportementale: on s’intéresse au comportement du systéme de transition décrit.
Les preuves en sémantique sont interactives, par induction sur la longueur des transitions. Les preuves
de programmes sont automatiques et sont des preuves de bisimulation [Li83], souvent réalisées par une
méthode appellée “model-checking”, qui consiste a inspecter tous les modéles possibles du systéme de
transition. La sémantique d’une présentation selon la Sémantique Naturelle est celle de la logique: on
s’intéresse & ’ensemble des théorémes valides. Les preuves sont le plus souvent réalisées par induction
sur la structure des termes, ou sur la structure des preuves. La Sémantique Opérationnelle Structurelle
semble seule adaptée a la description de la sémantique dynamique d’un langage paralléle, tandis que la
Sémantique Naturelle est mieux adaptée aux sémantiques statiques (spécifications et preuves).

La Sémantique Naturelle est maintenant beaucoup utilisée. Elle a été choisie pour décrire de nombreux
langages: Fortran77 et Fortran90 [DAL93], ML [Cle87], Esterel [Ber90, Sai91], Lustre, VDM, Lotos, Asnl
[DHM93], Eiffel [ACE96, Att96], Sisal [ACGW96, ACW96, Att96], Adl, Alpha, Signal, Manifold, mu-Crl,
L, Set] [FK88] et Oberon [Kut96] (pour ML, Asnl et Eiffel, seule une partie du langage a été décrite). La
Semantique Naturelle est souvent choisie dans les livres de cours sur la sémantique [Win93, NN93, Sch94],
ce qui témoigne de son succes.
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3.1 Sémantique Naturelle

La Sémantique Naturelle d’un langage est donc donnée par un systéme formel (une logique), formé
d’un ensemble d’axiomes et de régles d’inférence. Ce systéme décrit généralement des jugements (d’intérét
principal) de la forme: T Fe:t, pt e — v ou le cas échéant: s — s'.

Le systéme définit un ensemble de théorémes valides, que nous considérons comme constituant la
sémantique du langage décrit.

Un exemple trés simple en Sémantique Naturelle est ’évaluation d’une expression arithmétique:

Set eval is
Judgement : env F exp — value;

int: pkintn— Intn
var: pkuvar z —v (p(x) =v)

pre—=n pke —n

plus : (n+n')=m

pFe+e —m
end eval

Les preuves sur ce type de systéme se font par induction
— sur la structure d’un terme (ex: exp),
— sur la structure d’une preuve (ex: preuve de p - e — v) ou

— sur la longueur d’une transition (ex: s =" s’).

Nous reviendrons sur les deux premiéres techniques dans le chapitre 4. Les preuves sur la longueur
d’une transition sont spécifiques & la Sémantique Opérationnelle Structurelle que nous ne décrirons que
de maniére trés succincte.

11 est trés facile de décrire le non déterminisme en Sémantique Naturelle. Par exemple, I’évaluation du
ou séquentiel est décrit par les régles suivantes:

pFe—=u pke = _ ,
Vi TFeve oo (v=uVau)

Tandis que le ou paralléle est décrit simplement par les régles suivantes:

pFe— True

A\

B hFeve < True

v, pke — True

2 preve < True

v pke— False pt e — False
f:

pFeve — False
INRIA
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3.2 Sémantique Opérationnelle Structurelle

La Sémantique Opérationnelle Structurelle d’un langage est donnée par deux éléments. D’une part
un systéme formel apparenté & celui donné pour la Sémantique Naturelle du méme langage, bien que
ne décrivant pas les mémes jugements. Le systéme formel utilisé ici décrit un systéme de transition, sur
lequel on définit le deuxiéme élément de la sémantique: une relation de bisimulation. La sémantique du
langage est en fait le systéme de transition, et la notion de bisimulation choisie pour ce systéme.

L’évaluation d’une expression arithmétique, par exemple, sera spécifiée par le systéme de régles suivant:

Judgements :
(exp, env) — (exp,env); (exp,env) — exp;
(stmt, env) — (stmt,env); (stmt,env) — stmt;

(e1,p) = (€1,p) (e,p) = (¢, p)

(usy : luss :
PO e e = (@ tenp) D7 (ntep) = (n+e.p)
plusy: (n+m,p)—p (p=n+m)
seqq : (s1,p) = (s1,0") seqn - (s1,p) = p'

(81582, p) = (81582, p') (81;82,p) = (82,0')
) e, p) — True ) e,p) — False
if, (e, p) if (e,p)

(if e then s else sa,p) — (8,p) (if e then s1 else s3,p) = (s2,p)

3.3 Comparaison des deux styles

La différence entre les deux styles de sémantique est illustrée par la donnée d’une exécution dans les
deux systémes. En Sémantique Naturelle, I’exécution d’une conditionnelle, par exemple, est donnée par
P’arbre de preuve suivant:

pbEsi—p1 p1Fs2— po
pF(s1582) = pa
pFif true then (s1;82) else s3 — pa

p Ftrue — True seq

ift

Tandis qu’en Sémantique Opérationnelle Structurelle, ’exécution du méme programme est donnée
par une séquence d’états du systéme de transition:

(if true then (s1;s2) else sz, p)
= (s1;82,p)
= (81;82,p1) =% (52,p2)
= (s,05) =" (ps)

Les différences entre les deux styles peuvent se résumer dans le tableau suivant, qui donne les avantages
de chaque approche:

— Sémantique Naturelle:

— preuves par induction sur la structure d’une preuve,
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— non déterminisme facile & décrire.
— Sémantique Opérationnelle Structurelle:

— preuves par induction sur la longueur d’une transition

— parallélisme avec “interleaving” facile a décrire.

Nous préferons toujours la Sémantique Naturelle, excepté pour décrire le parallélisme, pour laquelle
elle semble mal adaptée.

3.4 Autres variantes de la Sémantique Naturelle

Différentes méthodes de descriptions sémantiques proches de la Sémantique Naturelle ont été propo-
sées dans la littérature.

L’une d’elle se nomme Eztended Natural Semantics [HM88, Han93]. Elle consiste en ’extension de la
Sémantique Naturelle par une notion de fonction (A-terme). Autrement dit, 'utilisation de la syntaxe
abstraite fonctionnelle en Sémantique Naturelle. C’est en fait cette sémantique que nous illustrerons en
donnant des spécifications de Mini-ML basées sur une syntaxe fonctionnelle (chapitre 5). Parmi toutes
les variantes de la Sémantique Naturelle publiées & ce jour, c’est celle que nous préférons.

Nous travaillons & un nouveau style de description sémantique, appelé pour linstant Sémantique
fonctionnelle, basé sur les idées exposées dans [DH94| (chapitre 6). Dans cette approche, nous utilisons
une notion de syntaxe abstraite fonctionnelle différente de la notion usuelle, sans encore lui avoir donné
un nom différent.

Une autre variante & été proposée par Rod Burstall et Furio Honsell sous le nom de Natural Operational
Semantics [BH91, Mic94]. Elle consiste a remplacer la notion d’environnement de la Sémantique Natu-
relle (voir la sous-section suivante), par une notion plus proche de la Déduction Naturelle [Pra65, Pra71],
qui en fait rend les hypothéses explicites. La motivation initiale est bonne; le fait que les environnements
ne soient pas des hypothéses nous a toujours paru étre un défaut de la Sémantique Naturelle. Cependant,
A notre avis, la sémantique obtenue perd beaucoup en clarté par rapport & la Sémantique Naturelle.
Une étude compléte trés intéressante des avantages et inconvénients des différentes méthodes proches
de la Sémantique Naturelle (Sémantique Naturelle, Extended Natural Semantics, Natural Operational
Semantics) se trouve dans la thése de Marino Miculan [Mic97]. Cette étude est illustrée par de nombreux
exemples, dans des logiques objets non triviales: 1a logique modale, 1a logique dynamique de Furio Honsell,
la logique de Hoare et le u-calcul propositionnel de Dexter Kozen. De plus, ce travail présente plusieurs
Relations de Conséquences [Avr87| possibles pour chacune des logiques objets étudiées. Ici, nous avons
préréré nous concentrer sur le seul systéme de régles, qui dans certains cas, comme celui des régles de
typage pour Mini-ML, comporte déja un grand interét.

3.5 Description des variables

Pour décrire les variables, et leur manipulation, c’est & dire essentiellement la substitution, & « conver-
sion prés, il existe deux techniques, ou familles de techniques. La premiére, la syntaze abstraite d’ordre
un, consiste & décrire les variables directement, soit comme des indices de de Bruijn, soit comme des
noms. La seconde, la syntaze abstraite fonctionnelle, consiste & représenter les variables du langage objet
(le langage spécifié) par des variables du méta-langage (le langage de spécification). En conséquence, les
constructions liantes des langages objets (typiquement les abstractions dans les langages fonctionnels)
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sont représentées en utilisant ’abstraction du méta-langage. Nous reviendrons plus loin (chapitre 5) sur
cette technique. Notons ici deux variantes intéressantes de la premiére technique.

James McKinna et Robert Pollack utilisent pour spécifier des régles de typage (typage des systémes
de types) [MP93, Pol95] une technique d’ordre un intéressante, qui formalise la notion de variable par une
notion de paramétre. Leurs exemples sont décrits complétement dans Lego [LP92, Pol94]. Leur méthode
a avantage de pouvoir décrire les régles de typage entiérement, substitution comprise. Le prix & payer
est bien entendu la perte en clarté et en concision, & la fois des spécifications et des preuves, par rapport
a l'utilisation de la syntaxe abstraite fonctionnelle.

Andrew Gordon et Tom Melham proposent [GM96] ’ajout d’axiomes dans le systéme HOL pour
spécifier I’a-conversion. Ceci devrait permettre de décrire les termes a ’ordre un, et la substitution, en
s’affranchissant des problémes d’a-conversion.

La technique la plus abstraite est la syntaxe abstraite fonctionnelle. Elle convient naturellement bien
aux langages fonctionnels. Pour les langages impératifs, des travaux sont en cours: 'appel par valeur
semble poser des problémes. Pour nous, il est évident que la syntaxe abstraite fonctionnelle doit étre
préferée a la syntaxe abstraite d’ordre un chaque fois que cela est possible, c’est & dire, pour l'instant,
pour décrire les langages fonctionnels, et lorsque ’on est pas intéressé a décrire la substitution. Le dernier
cas ne concerne que le “boot-strap”, par exemple la formalisation compléte du Calcul des Constructions
dans le Calcul des Constructions Inductives. Dans les autres cas, 'expérience [Hue94, Hir97] montre
qu’utiliser la syntaxe abstraite d’ordre un est trés pénalisant. En effet, en utilisant les codes de de Bruijn
(technique la plus utilisée), les trois quarts du développement (spécification et preuves) concernent la
manipulation de ces codes, et non la sémantique elle-méme.

3.6 Les environnements

Les jugements définis par une sémantique naturelle sont donc typiquement de la forme p F e : ¢t ou
p e < v, ol pest un environnement, c’est a dire une liste de couples clef/valeur, ou la clef peut étre une
simple variable, ou un terme quelconque. A la différence du langage idéal de spécification, les environne-
ments en Sémantique Naturelle sont des arbres de syntaxe abstraite, ensemble de paires clef-valeur que
I’on doit construire et analyser comme tout autre terme. La Sémantique Naturelle différe 14 nettement
de la Déduction Naturelle, au contraire des méthodes citées ci-dessus. Comme nous ’avons déja dit, ceci
nous a toujours paru étre un défaut. Cependant, le langage d’implémentation de la Sémantique Natu-
relle, Typol, fournit des primitives de manipulation des environnements, écrites en Typol bien entendu.
De plus, l'utilisateur peut choisir 'implémentation qui lui semble la plus efficace pour son cas, et en
changer (coercion) d’une sémantique & l’autre si besoin est.

— déclaration d’un environnement. Un environnement est vu comme un dictionnaire, dont 1’utilisateur
peut choisir I’implémentation parmi ’ensemble: liste, liste ordonnée, arbre, arbre équilibré.

— recherche dans un environnement. Une primitive (look up) de recherche de la valeur associée & une
clef est fournie, de type {_ — _} € enwv.

— mise & jour d’un environnement. Une primitive (update) de mise & jour d’un environnement est
fournie, de type env =env[_ — _].

— insertion dans un environnement. Une primitive (insert) d’insertion dans un environnement est
fournie, de type envU{ — }.
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— coercion. Une primitive (coerce) de coercion d’un environnement dans un autre est fournie, de type
env F env — env.

— négation d’une recherche. Une primitive (not in) est fournie, qui vérifie qu'un élément ne figure
pas dans un environnement. Son type est env .

— coercion. Une primitive (not _empty) teste si un environnement est non vide. Son type est (env).

Les sémantiques naturelles données dans la suite différeront donc des spécifications correspondantes,
au moins en ce que les environnements y seront manipulés explicitement, au travers des primitives ci-
dessus, excepté dans les cas, comme pour ’opérateur de point fixe de Mini-ML, ou I’environnement devra
étre manipulé de maniére non-standard (typiquement pour “dérouler” un point fixe). Dans nos exemples,
nous omettrons de fixer une implémentation des environnements.

3.7 Exemple 1: un petit langage impératif: Imp

La syntaxe de Imp [Win93| a été donnée au chapitre 2. Dans cette section, nous décrirons le langage
Imp & ordre 1.

3.7.1 Sémantique statique

On peut reprendre ici les régles données précédemment pour la spécification du typage, excepté pour
la régle var.
types : t = integer | boolean
Reégles de typage:
Judgement : decl F exp : type; decl - stmt;

mt: T'Fint n:integer

{var z -t} €T
var ;. —————————
TFoar x:t

The:t ThHe :t
Tk (e==¢) : boolean

eq :

T'tFax:t Thre:t

assign : e

Ths Tk
sed TFs;s
7 I'ke:boolean Ths TFs
S TFif ethen s else s
while - I'e:boolean T F s

) '+ while e do s

o dtks
prog : I'kd;s
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3.7.2 Sémantique dynamique

Ici encore, on peut reprendre les régles données précédemment pour la spécification de 1’évaluation,
excepté pour la manipulation de 'environnement (régles var et assign). Ces régles sont aussi celles
données par Glynn Winskel [Win93|. La sémantique des expressions, omise ici, est implémentée en faisant
appel & des fonctions primitives externes (fonctions Prolog pour Typol).

values : v = n | True | False

Régles pour I’évaluation:
Judgement : env F exp — value; env F stmt — env;

mt: pkintn— Intn

Avar x = v} €p

var :
pFuvar r — v
pre—=v pke —w prke—=v pke <= ,
eqs : — eqs : — vFEV
pFe==¢€ < True pFe==¢ — False

skip: plk skip— p

: pFe—=v o =plx =]
assign : ;
pFr=e—p
seq - phsop prs <o p!
) pE s s — p
if, pre—=True pks<—p i) pbe— False pks —p
L pEif ethen s else s’ — p fe pEif ethen s else s' — p
while. - pre—=True pks—p p' Fwhileedos— p' whiles - pke— False
b p F while e do s — p” I 5 F while edo s — p
dFs—p
rog: ———————
prog pbd;s— p

3.8 Une preuve trés simple

Nous donnons ici une preuve n’ayant pas besoin d’induction. D’autres preuves, plus intéressantes
utilisant ’induction), sont données plus loin (voir le chapitre 4).
7
Thm : s;skip = s ie. (Vp,p',s. pk s;skip— p' & pks—p')

Méme pour une preuve extrémement simple comme celle-ci, on a besoin d’inverser une régle:
pFS%pI p'l—s"—>p"

Inversion de la régle :
v gle seq T o

Lemme inv_seq :
Vo, p", s, 8" (pks;s' — p") Fp'(pks—p) & (p'Fs = p").
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Preuve. immédiate: il y a une seule régle applicable & seq: seq.

Preuve du thm:

=)
Hypothése: p b s;skip — p' [H].
Preuve:
Par le lemme inv_seq, appliqué & H, on a: Ip1.(pF s — p1) [Hi] & (p1 F skip — p') [Ha].
La seule régle applicable & skip est skip, d’ou p' = p; [H3].

D’ou la conclusion p - s < p', par H; et Hs.

Hypothése: pF s — p' [H].
Preuve:

La conclusion p I s; skip — p’ est immédiate par application de la régle seq & H et a I'instance de
la régle skip: p'  skip — p'.

3.9 Exemple 2: un petit langage fonctionnel: Mini-ML

Nous donnons ici les spécifications a I’ordre 1. Différentes présentations & I’ordre supérieur sont données
dans le chapitre 5. Les sémantiques données ici pour Mini-ML sont des variantes de celles données dans
[Des86, CDDKB86], ot les entiers sont définis par les constructeurs 0 et succ, au lieu d’entiers primitifs,
ou la conditionnelle a été remplacée par le raisonnement par cas et la définition récursive est décrite a
I’aide d’un opérateur de point fixe.

3.9.1 Evaluation

valeurs: v= z|(sv) | [lam z.e;p]

Régles pour I’évaluation:
Judgement : env F exp — value;

p o var r— v
var :

pFuvar x —w

s pFe—v
ph(se) = (sv)

zipkz—z

lam : p+ lam x.e — [lam z.e; p]
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'pl—el<—>[lamx.e;p1] pFes—wvy (pr,z—wv)Fe—w
) pt(e1 €2) = v

app

let.pl—e"—w)’ (pr—v)Fe—w

phletx=¢e me—wv

(p,x = [lam x.e;5p]f) Fe—w

fiz :

pEfirx=e—w

prei—=z phFe—=w case pFer = (sv)  (pr—uv)Fes—w
phcaseei of z=>ex| (sx)=>e3—w s

case, :
8 phcaseei of z=>ex|(sx)=>e3—wv

La recherche dans l’environnement est ici non standard, puisqu’il faut “dérouler” un point fixe (la
closure [lam y.e; p1]y):

Set val is

|_
vary : (p,x—v)Fx—wv varoz(pwp'_)j):);_}v TF£Yy
fiz - (py = le;s(pr,y = [lam y.es pi]f)) F 2z — v

p,y— [lamye;p)fFx—w
end val

3.9.2 Compilation vers la Cam

Cam signifie “Categorical Abstract Machine” [CCM85]. C’est une machine trés simple dont les fonde-
ments sont catégoriques et qui apparait comme la machine abstraite idéale pour traduire les langages de

la famille ML. Les descriptions syntaxiques et sémantiques données ici sont les mémes que celles données
dans [Des86, CDDKS86].

Cam - syntaxe

La syntaxe de la Cam est la suivante:
sortes val, com, coms
sous sortes coms C com

constructeurs

com : com* — coms

int,bool : —  val

quote : val — com

car, cdr, cons — com
push, swap, app —  com
cur,rec : coms —  com
branch : coms X coms — com

Cam - évaluation

La sémantique dynamique de la Cam est trés simple:
valeurs : v = intn | (v,0") | [¢;v]
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Régles pour I’évaluation:

skcp— 581 S1Fcy— 89
nop : sk coms[] — s coms :

sk ;e — 8o
int : a.s F quote(int n) — int n.s

car : (o, B).s F car — a.s cdr: (o, 3).s Fedr — B.s
cons : a.f.s b edr — (8,a).s

push : a.s F push — a.a.s swap : a.B.s F swap — B.a.s

(p,a).stc— s
[e,p],@).s F app — s1

cur : p.s b cur(c) < [c, pl.s app : (

(p,a).sFc— a.s
rec:
p-s Frec(c) = a.s

skcp — s skcy— s .
b ho : b hn @ - 0
rancho int 0.s - branch(ci,ca) — $1 ranc int n.s b branch(cy, ce) — s1 ifn#

Traduction de Mini-ML dans la Cam

La traduction de Mini-ML dans la Cam est sans surprise. La encore, les régles données ici sont des
variantes de celles données dans [Des86, CDDK86], correspondant & la variante du langage source (Mini-
ML) choisie dans ces notes.

Judgement : env F exp — com;

P Faccess var x — ¢
var :

plFwvar r — ¢

. p e — quote(int n)
" pk (s e) = quote(int (n + 1))

z:plk z < quote(int 0)

lam. (pﬁx)ke(_)c
" pklam z.e = cur(c)
app pher—c phkey—ce
" pF (e e2) — push; cy; swap; ca; cons; app
let - phel— ¢ (p,x) F ez — co
" plklet x = e in es — push;cy;cons;cy
fix' (p7x)|_e;>c
"pk fiz z=e— rec(c)
case - pFeir—c phkey—>ca phkez—cs

ptcase ey of z= ey | (s x) = ez — push;cy;branch(ca,c3)
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Des chemins d’accés doivent étre générés pour les variables:
Set access is
p—coms|Fz—c

init
pFr—c
oFx—c

r#y

vary :x—cokx —c varg :
y—cd.okr—c

p2 — c;cdr, py — c;car.g b x—
(p1,p2) = cpbx =

pair :
end access

Traduction des valeurs sémantiques

La correction de la traduction a besoin de la traduction des valeurs sémantiques [Des86].
Soit p un env pour Mini-ML, de la forme ((z — a,y — 3),z — ), on définit:

Definition 3.9.1 p: environnement pour la traduction:

Definition 3.9.2 j: valeur pour la Cam:
~4=0
- T—=a=t(a)
= (p1,p) = (P1, D)
Exemple. Pour p = ((z — 1,y — 2),2 +— 3), on a:

p= (((_7x)7y)7z) et p= (((07 1)72)73)'

Set t is
PEmi cam lam z.e — cur(c)
clos : =

zit(z)=int0  s: H(s v) = int (n+ 1) t([lam z.e,p]) = [c, 7]

end t

3.9.3 Typage

Comme c’est souvent le cas, les régles en Sémantique Naturelle vont étre les mémes que celles décrivant
I’algorithme, excepté pour la recherche dans ’environnement. La encore, nous donnons une variante des
régles choisies dans [CDDK&6], en ce qui concerne les entiers et les opérateurs fix et case.
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{x =o}el’
var t =inst(o)
T'Fe:nat
T+ t -
? zina SFI—(se):nat
Iz: the:t

{
amFI—lamx.e ct—t

F'kFe:t' =t Tre:t
F'k(ee):t

app

Tke:t T(z:0)kFe:o
let ’ "= r,t
¢ Thletz=¢ine:o o' = gen(T,¥)

fiz p,x:tke:t
'k fixx=e:t

T'Fey:nat They:t T,x:nathes:t
Thcaseey of z=ex| (sz) =>ez:t

case

Cependant, une difficulté inhabituelle s’est ajoutée ici: nous n’avons pas donné la description de I’ins-
tantiation et la généralisation d’un type. C’est tout simplement que cette description ne peut se faire
proprement de maniére simple en Sémantique Naturelle (contrairement & ce que prétendent en toute
bonne foi les auteurs dans [CDDK86] - seuls les fols ne changent pas d’avis!). Pour décrire proprement
Pinstantiation et la généralisation, la meilleure solution nous semble étre de recourir & la syntaxe abstraite
fonctionnelle, qui malheureusement nous éloigne d’une spécification donnant directement un algorithme
satisfaisant, comme nous le verrons dans le chapitre 5.

3.10 Sémantique exécutable

Les premiers travaux dans I’équipe CROAP & I'INRIA [Des83, Des84, CDD* 85| présentaient une
compilation de Typol vers Prolog, qui a été maintenue et améliorée depuis. Dans [Att96], Isabelle Attali
rappelle cette approche, et propose deux nouvelles compilations: 'une vers les grammaires attribuées,
Pautre vers un langage fonctionnel [AC90, ACG92]. Ces deux compilations ne s’appliquent qu’a une
classe restreinte de programmes Typol (essentiellement les programmes sans unification réelle). Sur cette
classe de programmes, elles devraient permettre une exécution beaucoup plus efficace des programmes;
quoique cela reste relativement théorique, puisque ’implémentation de ces outils n’a malheureusement
jamais été menée a son terme.

La compilation de Typol vers Prolog permet 1’exzécution d’une spécification, ce qui permet deux choses:
d’une part son prototypage, d’autre part la génération d’outils & partir de cette spécification (vérificateur
de type, traducteur, compilateur, etc...).

3.10.1 Prototypage d’une spécification

L’exécution d’une spécification permet de tester cette spécification. Cette phase du développement
d’une spécification est particuliérement importante car elle permet de détecter de nombreuses erreurs a
un coit bien inférieur au cott des preuves de correction de la spécification considérée.
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Le debuggeur de Typol [Des83, Thé94], le langage d’implémentation de la Sémantique Naturelle, est un
outil sophistiqué, permettant le prototypage d’un programme Typol dans des conditions trés confortables:
exécution des régles pas & pas, visualisation de la valeur d’une variable d’une régle & la demande, saut
d’une partie de preuve, arrét de la preuve sur un critére donné (le passage dans telle régle, ou bien ’entrée
dans une sous-preuve concernant tel sujet de régle). Une partie de cet outil est écrite en Esterel.

3.10.2 Génération d’outils a partir d’une spécification

Dés le début [Des84], des notions de chemin d’accés et de suivi de sujet ont été introduites dans Typol.
Le sujet d’une régle est défini arbitrairement comme étant le premier terme & droite du “turnstyle” .
Les notions de chemin d’accés et de suivi de sujet sont indispensables aux outils générés a partir d’une
sémantique (vérificateur de type, traducteur, compilateur, etc...). Ils sont en particulier utilisés dans la
récupération d’erreurs. Ils permettent aussi dans le debuggeur I’arrét de ’exécution d’une sémantique sur
un critére donné.

Dans [Des95], Thierry Despeyroux présente un systéme de récupération d’erreur et prouve sa correc-
tion. Dans un programme Typol, on distingue la partie “pure” des régles, spécification de la sémantique,
de la partie “récupération d’erreur”, qui ajoute a la sémantique proprement dite des régles permettant de
récupérer les erreurs. Ceci est nécessaire dés I'instant ou ’on veut dériver un outil & partir d’un systéme
de régles “pur”.

D’autres équipes [dS90] ont étudié la transformation, en particulier la factorisation, de régles d’infé-
rence en spécifications exécutables, déterministes.

Il nous reste encore beaucoup de travail & faire dans cette direction pour pouvoir effectivement dé-
river un outil & partir d’une spécification, sur des langages réels. Les expériences menées sur Eiffel, en
particulier, le montrent bien. Dans ce cas, nous disposons de deux sémantiques dynamiques proches, mais
distinctes: 'une est la spécification, 1’autre la “spécification exécutable” [ACE96, Ehm97].

3.10.3 Génération d’une machine abstraite pour un langage source

Différents auteurs ont écrit des outils de transformation de la sémantique d’un langage source, trans-
formation en plusieurs étapes, pour aboutir & une sémantique de bas niveau, dont la méta-théorie est
une machine abstraite comme par exemple la SECD machine ou bien une machine proche de la Cam
[HM92]. D’autres expériences [Die96, Die97] consistent, toujours en partant uniquement de la séman-
tique du langage source, & produire & la fois le langage cible et sa spécification et la spécification de la
compilation.

3.11 Preuves sur machine
Pour faire des preuves en Sémantique Naturelle, nous traduisons nos sémantiques vers un systéme

d’aide a la démonstration, le systéme Coq pour le moment [Ter95a, Ter95b]. Nous reviendrons sur cette
approche dans le chapitre 4.
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Chapitre 4

Preuves en Sémantique Naturelle

Nous rappelons ici les différentes techniques de preuves en Sémantique Naturelle. La technique de base
est 'induction, induction sur la structure d’un terme ou sur la structure d’une preuve. Le cas de la preuve
de correction d’une traduction, que nous détaillerons, entre dans cette derniére catégorie. A la fin de ce
chapitre, nous décrivons notre approche des preuves sur machine, approche qui consiste & prototyper les
spécifications & ’aide du systéme Centaur, puis de traduire ces spécifications dans un formalisme puissant,
comme le Calcul des Constructions Inductives, et de faire les preuves dans le systéme qui I’implémente.

4.1 Preuves par induction
Comme nous ’avons dit dans le chapitre 3, les preuves en Sémantique Naturelle se font par induction
— sur la structure d’un terme (ex: exp),
— sur la structure d’une preuve (ex: preuve de p - e — v) ou
— sur la longueur d’une transition (ex: s =™ s').

Nous allons décrire, c’est & dire définir et illustrer, les deux premiéres techniques. Tout d’abord,
rappelons I'induction bien connue des mathématiciens.

4.1.1 Induction mathématique

Un entier est:
-0

— S d’un entier
et peut seulement étre obtenu par cette définition récursive.

Soit, P une propriété sur les entiers.
Definition 4.1.1 Principe d’induction mathématique sur les entiers:

(P(0) & (Vm € nat. P(m) = P(S(m))) = Vn € nat. P(n)
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Un cas particulier de 'induction précédente est le suivant, obtenu en considérant P(m) = Vk <

m.Q(k):
(Vm € nat. (Vk < m. Q(k)) = Q(m)) = Vn € nat. Q(n)

4.1.2 Induction sur la structure d’une expression

Cette induction, appelée “structural induction” en anglais, généralise & une expression quelconque le
principe précédent. Par exemple, considérons les expressions arithmétiques suivantes:
exp e u=x|e+e|exe
Soit P une propriété sur les expressions.
Definition 4.1.2 Le principe d’induction structurelle sur exp est défini comme suit:
(Vx € var. P(z)) &
(Ve,e' € exp. P(e) & P(e') = Ple+¢€')) &
(Ve,e' € exp. P(e) & P(e') = P(exe'))
= Ve € exp. P(e)

4.1.3 Exemple de preuve
Une des preuves les plus simples en sémantique est la preuve du théoréme suivant:

Thm. La sémantique (dynamique) de Imp\while est déterministe.
Vp,e,v,0. (pFre—v) & (pFe—v)=>v=20

Ou Imp\while désigne le langage Imp, auquel on a retiré le constructeur while. Sur le langage ainsi
restreint, la preuve peut se faire par induction sur la structure de e. L’ajout de I'instruction while rend
nécessaire 1'utilisation d’un principe d’induction plus fort: 'induction sur la structure d’une preuve,
principe que nous verrons dans la section suivante.

Pour réaliser la preuve du théoréme ci-dessus, par induction sur la structure de ’expression e, on
considére ce théoréme comme une propriété de e:

!

Ple) =Vp,e,v,v". (pre—=v) & (pre—=v)=>v=1
Preuve du théoréme:
Cas ;5.
Hypotheses: (p+ s;8 — p") [H] et (p+ ;8 — pf) [H'].
Preuve:

Par inversion de la régle seq, appliquée & H et H', on a:
39 tq. (pF s = p') [Ha] & (o' b ' = p") [Ha] et

3p}-tg. (pk s — py) [Hi] & (py b s" = pff) [H3]-
Par hypothése d’induction sur s (P(s)) appliquée & Hy et Hj, on obtient: p' = pj.

Par hypothése d’induction sur s’ (P(s')) appliquée & Hs et H}, on obtient la conclusion: p”" = pf.
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4.1.4 Induction bien fondée

L’induction mathématique et 'induction sur la structure d’une expression sont des cas particuliers de
I’induction bien fondée: induction sur une relation bien fondée.

Definition 4.1.3 Une relation bien fondée est une relation binaire < sur un ensemble A, telle qu’il
n’existe pas de chaine infinie décroissante --- < a; < ---<ay < ag.

Alternativement, la propriété suivante peut étre choisie comme définition:

Proposition 4.1.4 Soit < une relation binaire sur un ensemble A. < est une relation bien fondée ssi
tout sous-ensemble Q) de A admet un élément minimum, i.e. un n tel que: Ym € Q, m<n=>m ¢ Q.

A partir de 13, on peut énnoncer le principe d’induction sur une relation bien fondée:

Definition 4.1.5 Soit < une relation bien fondée sur un ensemble A. Soit P une propriété sur les
éléments de A. On a: Vz € A. Vy € A. y <z = P(y)) = P(z)) =Va € A. P(a).

Par exemple, I’induction mathématique est une induction bien fondée sur I’ensemble des entiers, avec
la relation successeur.

De méme, 'induction sur une expression d’un langage L est I’induction bien fondée sur ’ensemble des
expressions de L, muni de la relation “est une sous-expression de”.

L’induction bien fondée sert aussi & prouver la terminaison d’un programme: pour montrer qu’un
programme termine, on peut montrer que son exécution fait décroitre une valeur dans un ensemble bien

fondé (i.e. muni d’une relation bien fondée).

4.1.5 Induction sur la structure d’une preuve

L’induction sur la structure d’une preuve, appelée “induction on derivations” en anglais, transpose
au niveau d’un terme de preuve (arbre de dérivation ici), la notion d’induction sur la structure d’une
expression. Considérons par exemple I’évaluation d’une expression:

Set eval is

Judgement : env F exp — value
int: pkintn— Intn

var: pkvar z —v (p(z) =v)

pre—=mn pke —n

plus : (n+n")y=m

pFe+e —m
end eval

Definition 4.1.6 Une prewve p de (pF e — v) (notée p: (pF e — v)) est:
— une instance de l'aziome int (pt int n — Int n)

— une instance de l’aziome var (pFvar x — v (p(x) =v))

— un arbre de preuve de la forme:

p1 P2
phe—n pke —n

pFet+e —=m (n+n)=m
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oupr:(pFe—mn)etpy:(pte —n')

et peut seulement étre obtenue par cette définition récursive.
Soit P une propriété sur les preuves p: (p - e — v).

Definition 4.1.7 Le principe d’induction sur la structure de la preuve p est défini comme suit:

Vp' sous preuve de p. P(p') = P(p)

Exemple. sur eval:

(Vp,n. P(p: (pFint n — Intn))) &
(Vp,z,v tq p(x) =v. P(p: (pkvar z — v))) &
(Vp,e,e/,m.Vn.Vpy <p1:(pFe—n).

Vn!.Vph <py:(pk e —n).

P(pi) & P(py) & (n+n')=m = P(p: (pFe+e — m)))
=>Vp:(pte—=wv). P(p)

4.1.6 Exemple de preuve

On peut illustrer cette technique par une preuve du théoréme considéré précédemment, cette fois-ci
sur le langage Imp complet:

Thm. La sémantique (dynamique) de Imp est déterministe.
Vo,v,v. (pFe—=v) & (pFe—=v)=>v="10
La preuve peut étre réalisée par (une double) induction sur la structure de la preuve des hypothéses
(pFe—v)et (pke—).

!

P(p,p)=Vp,v,v'.p:(pre—=v)&p :(pFe=v)=v=0
Preuve du théoréme:

Cas seq/seq.
Hypothéses:
pbs—=p prbs=p" pbs—p pks —pf

plts;s = p ptss’ = pf
Preuve:
Par hypothése d’induction sur les preuves de (pF s — p') et de (pF s = p}), on a: p’ = pj.

Par hypothése d’induction sur les preuves de (p' F s’ — p”) et de (p} F s' — pf), on a: p" = p.

Cas eq;/eqy.

Hypothéses:

prte—=v prte—=v pre—=v pke = ,
pkFe=¢e — True pFe=¢e — False v#Y

Preuve:

Par hypothése d’induction sur les preuves de (p - e’ — v) et de (p F €' — v'), on a: v = V.
Contradiction.
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Cas while; /while;.
Hypothéses:

pre—=True pks—p p' Fwhileedos— p' &
p F while e do s — p"

pFe—=True pks— py p}Fwhileedos— p]

p Fwhile e do s — pYf
Preuve:
Par hypothése d’induction sur les preuves de (pF s — p') et de (pF s — p}), on a: p’ = pi.

Par hypothése d’induction sur les preuves de (p' F while e do s — p") et de (p} F while e do s —
/i . /AN |
pi), on a: p" = pf.

4.1.7 Preuve d’une régle d’inférence
1l s’agit ici de prouver un théoréme de la forme:

H,---H,

Thm.
m—0

Pour cela, on doit prouver la propriété suivante:
Plpy--pn)=p-H1 & - &pp: H,=3p:C

par induction sur la structure des preuves p; - - - Pn-

Par exemple, la preuve de traduction de imp dans un langage machine /m sera donnée par la preuve
de deux régles d’inférence, dont la régle d’inférence suivante:

pHMP ey pHmP_Im g e

s Hm e — t(v),s

ott F™P [resp. F'™] désigne la sémantique dynamique de Imp [resp. Im], Fi™P_!™ désigne la spé-
cification de la traduction de Imp dans Im, et t la traduction des valeurs sémantiques. Nous donnons
dans la section suivante nos critéres de correction d’une traduction (quelles régles prouver), ainsi qu’une
illustration de telles preuves (sur l’exemple de la traduction de Mini-ML vers la Cam).

4.2 Preuves de traduction

Pour prouver la correction d’une traduction, lorsque les langages source et cible sont décrits en Sé-
mantique Naturelle, il suffit de prouver la validité de deux régles d’inférence, dans la théorie regroupant
les systémes logiques source et cible et la traduction. Les critéres de correction que nous donnons ici sont
une version améliorée des critéres originaux [Des86]. Cette version est exposée dans [Des87].
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Bien entendu, la preuve de correction d’une traduction revient & la commutativité d’un diagramme
[Mor73]:

Ly ———— L,

|

SD(Li) = SD(L»)

L’interprétation de cette communitativité dans le contexte de la Sémantique Naturelle donne diffé-
rentes régles selon les langages considérés. Mais tout d’abord, il faut étendre la sémantique des langages
afin de pouvoir traiter les programmes qui ne terminent pas.

4.2.1 Programmes infinis

La donnée de la sémantique d’un langage consiste donc en la donnée d’un systéme de régles d’inférence,
définissant un judgement d’intérét principal, en général de la forme I e — v, judgement lui-méme défini
en fonction d’un autre judgement, utilisant un environnement, généralement de la forme p F e — v.

Pour étendre une telle sémantique aux programmes infinis, il suffit de rajouter un axiome de la forme:

pFe— L
et de définir une notion de forme normale approrimative, de maniére standard:
Definition 4.2.1 « est une forme normale approximative d’un terme t ssi

— « est une forme normale approrimative et

- Ft— a est valide.

L’ajout de ’axiome rend le langage apparemment non-déterministe. Mais il ne s’agit & priori que
d’une forme apparente de non-déterministe, non de non-déterministe réel, comme on peut le montrer
pour Mini-ML, par exemple, par le théoréme suivant:

Fp—a& Fp=f=3I, vza v=zfst Fp—ry

avec ’existence d’une limite de la suite «,, telle que - p — a,.

Ceci garantit l'existence et l'unicité du résultat, méme g’il s’agit d’une limite. Cette propriété de
Church-Rosser est triviale & prouver pour Mini-ML.

INRIA



Sémantique Naturelle 41

4.2.2 Critéres de correction d’une traduction

On se place dans la théorie regroupant les sémantiques sources et cibles, ainsi que la traduction des
programmes et des valeurs sémantiques:

T=TUL, DSUL, DSUt

Definition 4.2.2 Une traduction sera dite correcte si les deux régles d’inférence suivantes sont valides
dans T [Des86]:

Flp = a FTp e p! Fla <o

(1)

|_2 p/ — o

FTP‘—>1)I l_lp/(_>al I—toz<—>o/

(2)

Flp—a

Notons que notre critére de correction est valable pour tout programme, qu’il termine ou non.
En diagramme, nous avons demandé les critéres suivants:

p — 7 p — 7
a ———— o a ———— o
complétude validité

ot les fleches 2 p' — o dans le premier diagramme (complétude) et F!' p — o dans le second
diagramme (validité) devraient étre en pointillé, pour indiquer qu’il s’agit de propriétés & prouver.

Le probléme est que les critéres que nous avons demandé peuvent étre trop forts dans certains cas. Par
exemple, la premiére régle est trop forte dans le cas ol 2 est déterministe et ¢ n’est pas une fonction.
De méme, la seconde régle est trop forte dans le cas ou F! est déterministe et ¢ n’est pas injective.

Nous changeons donc nos critéres pour les suivants, moins forts:

Definition 4.2.3 Une traduction sera dite correcte si les deux régles d’inférence suivantes sont valides
dans T [Des87]:

Flp—a Flp—yp Foa <o , Flp—a Flp—yp
(1) ‘ou T« (1"
l_2 pl s al }_2 p/ s al I_t o — al
|_T s 1 ! of o — o |_T s 1 o
p—p b (2) ou 3 pP—p P (2')
Flp—a Flp—a« Fta — o
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Les secondes régles d’inférence sont inhabituelles car elles ont deux conclusions. En fait, les deux
théories concernées sont déconnectées. La derniére régle, par exemple, peut donc se lire:

Ha/ I—Tp‘—>p' |—1 p/%a/

(2'a)

FlVtp s a & a— o

Selon les propriétés de ¢, nous pouvons démontrer différentes relations entre les différentes régles
données:

Theorem 4.2.4

- Sit est toujours définie, alors la régle 1 implique la regle 17,

- Sit est une fonction alors la régle 1’ implique la régle 1,
— - Sit est surjective alors la régle 2 implique la régle 2/,

— - Si t est injective alors la régle 2' implique la régle 2.

Dans chaque cas, la preuve se fait par simple dessin d’un arbre de preuve.

Afin de donner une discussion compléte, nous pouvons considérer tous les autres diagrammes qui
auraient pu étre choisi comme critére de correction. Si nous prenons comme hypothése que 7T et t sont
toujours définies et que tout terme source admet une forme normale approximative (ce qui signifie que tout
programme correctement typé est exécutable), nous trouvons seulement deux diagrammes intéressants:

complétude correction

ott les fleches 7' p — p' et F2 p' — o' dans le premier diagramme (complétude) et F* o — o' dans
le second diagramme (correction) devraient étre en pointillé, pour indiquer qu’il s’agit de propriétés a
prouver.

Il est aisé de montrer que T est définie sur tout programme et (1) implique (1”). Le dernier diagramme
est plus difficile & manipuler, dans le cas ol les langages sont non-déterministes, parceque, dans ce cas, il
demande la définition d’une égalité sur les domaines sémantiques [P1o82]. Nos critéres permettent d’éviter
ce probléme difficile.

4.2.3 Composition de traductions

La composition de deux traductions correctes est en général correcte!. Dans certains cas, il faut
ajouter des conditions supplémentaires, comme le montre le théoréme suivant.

1. Cette propriété, trés facile  prouver, avait malencontreusement été oubliée dans [Des86].
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La correction d’une traduction peut se prouver de différentes maniéres, selon que 'on a vérifié la
validité de la régle (1) [resp. (2)] ou (1) [resp. (2')]. Ce qui nous donne 4 cas pour prouver la correction
de deux traductions. Nous dirons qu’une traduction est i-j-correcte si sa correction a été prouvée par les
régles ¢ et j.

Theorem 4.2.5
— Si Ty est i-2 correcte et Ty est j-2 correcte alors Te o Ty est k-2 correcte.
— Si Ty est i-2' correcte et Ty est j-2' correcte alors Ty o T est k-2’ correcte.
— Si Ty est i-2 correcte et Ty est j-2' correcte alors Ty o Ty est k-2' correcte si tT, est surjective.
— Si Ty est i-2' correcte et Ty est j-2 correcte alors Ty o Ty est k-2' correcte si tTo est surjective.

ol k vaut 1’ si 4 ou j vaut 1, sinon k vaut 1. t surjective signifie t surjective sur l’ensemble des formes
normales approrimatives de la traduction d’un programme source.

En image, nous avons montré la composition de diagrammes:

L > Ly > Ls
SD(Ly) SD(Ls,) SD(Ls)

4.2.4 Exemple: traduction de Mini-ML — Cam
Dans ce cas, nous prouvons les régles (1) et (2') de la section précédente.

— Regle 1

l_ml e — |_ml_cam e — ¢

Feam ¢ — t(a)

Comme c’est souvent le cas, il nous faut prouver (par induction) une régle plus générale:

pl_mle(_>a ﬁl_ml_came(_)c

g,skeem e — t(a), s

— Regle 2’

l_ml_cam e — ¢ feam oy of

Ja. Fle—a Fa—a

La encore, nous devons prouver par induction une régle plus générale:

p |_ml_cam e — ¢ p:s feam oy a’,s

Ja. pFte—a Faw o
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Lemmes
La preuve de correction de la traduction a besoin de deux lemmes. Le premier lemme exprime le fait
que les environnements sont correctement traduits:

— lemme env

p l_'ual T Q p access 4y

g, s keem e t(a), s

Le deuxiéme lemme exprime une propriété de stabilité importante de ’exécution de la Cam:

— lemme cam

p |_mlicam e c a,s feam oy of

do/. a,skcv™ c— ;s

Preuve de la premiére régle
Nous donnons ici deux cas, les cas plus interessants, de la preuve de la premiére régle.

Cas lam/cur.
Hypothéses:
(px)Fe—c

F . .€;
phlamz.e— [lam z.e;p] et ptlam z.e — cur(c)

Preuve: f.st cur(c) <= [c,p].s

Cas app/app.
Hypothéses:

pFer— [lam z.e;p1] phex—wva (pr,z—v2)Fe—w
pk(e1 e2) =

ﬁ|—€1;>61 ﬁ|_€2;>62 ot

Pt (e1 e2) — push;cy; swap; ca; cons; app

(pr,z)Fe—c

p1 Flam x.e — cur(c)
t([lam z.e,p1]) = [c, pi]

Preuve:
(p1,t(v2)).s F c:t(v).s [ind]
([e, i), 6v)-5 F app — £(0)-s
p.le, pi].s F ca — t(v2)).[c, pi].s [ind)
p.p.s kel — e, pi].p.s [ind]
p.s b push; cq; swap; ca; cons; app — t(v).s
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4.3 Exécution de programmes partiellement compilés

Pour définir I’exécution d’un programme partiellement compilé, il faut modifier légérement les deux
sémantiques dynamiques et la traduction [Des87]. En particulier, dés l'instant ou le langage source peut
appeler le langage objet, et vis-versa, chaque sémantique dynamique doit contenir une régle d’appel & une
expression d’un autre langage et les environnements d’exécution des programmes source et code doivent
étre en bijection. Typiquement, pour obtenir cette bijection, on rajoutera des identificateurs sources dans
la pile d’un langage de bas niveau. Ces modifications permettent de donner des messages d’erreur “en
clair”, autrement dit par référence au code source. Le cadre de travail défini pour les preuves de traduction
permet donc de formaliser, et de prouver correcte, I’exécution d’un programme partiellement compilé. Les
extensions demandées permettent de “debugger’ un programme compilé en suivant -et éventuellement en
modifiant- ’environnement source, et non le code; ce qui est infiniment plus agréable.

Cette idée a été expérimentée sur la traduction de Mini-ML dans la Cam [Des87], ainsi que sur la
traduction d’un mini langage impératif 4 la Algol dans le PCode.

4.4 Preuves sur machine

Pour faire des preuves en machine, nous traduisons la Sémantique Naturelle dans un formalisme
(le Calcul des Constructions Inductives pour le moment) pour lequel il existe un systéme d’aide au
développement de preuves (Coq dans ce cas), développé dans d’autres équipes. C’est ainsi que nous
pouvons, grace au travail de thése de Delphine Terrasse [Ter95b|, réaliser des preuves sur des spécifications
exécutables [BF95].

L’objet de la thése de Delphine Terrasse [Ter95b] était la définition et I'implémentation d’un environ-
nement d’aide au développement de preuves en Sémantique Naturelle. Le sujet est vaste. L’idéal pour
nous serait d’aboutir & un noyau minimal, & partir duquel on pourrait appeller différents systémes, cha-
cun faisant une partie de la preuve compléte. Idéalement, 'utilisateur devrait pouvoir voir et diriger sa
preuve en Sémantique Naturelle, sans rien connaitre, ou le moins possible, du moteur utilisé (Coq, Isa-
belle, Mapple, etc). En définissant, implémentant et prouvant correcte une traduction de la Sémantique
Naturelle dans Coq [Ter95a] ainsi qu’en générant une premiére panoplie d’outils d’aide au développement
de preuves en Coq (inversion d’un prédicat inductif [CT95]), Delphine Terrasse a apporté la premiére
pierre & ’édifice.

La traduction de Delphine Terrasse comportait deux difficultés principales. La premiére est le manque
de sous types dans Coq, ce qui oblige & introduire des coercions explicites dans la traduction. La deuxiéme
difficulté est I'impossibilité de déclarer des syntaxes inductivement, si Pon utilise la syntaxe abstraite
fonctionnelle. Nous décrirons plusieurs solutions au dernier probléme dans le chapitre 6.

Dans le méme domaine de recherche (environnement d’aide au développement de preuves en Séman-
tique Naturelle), on trouve les travaux de Laurent Théry, Gilles Kahn et Yves Bertot sur linterface
des systémes de développement de preuve [Thé94, TBK92, BT97], en particulier le proof by pointing
[Thé94, BKT94] implémenté dans le systéme CtCoq [BB96, BBCt97] et en Emacs pour le systéme Légo
[BKSS97], ainsi que les travaux de Yann Coscoy, Gilles Kahn et Laurent Théry sur la décompilation d’une
preuve en langage naturel [CK'T95].

1l reste encore beaucoup & faire dans cette direction. Citons deux points particuliers qui selon nous
mériteraient d’étre développés (or 'amélioration des outils existants):

— La visualisation d’une preuve en un mélange de texte et d’arbres de preuve, & priori plus naturelle
dans ce domaine.
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— La construction d’un environnement de développement de preuves qui combinerait les avantages
des preuves automatiques usuelles dans le domaine des langages paralléles utilisés pour le code
embarqué par exemple (“Model Checking”) et les preuves interactives par induction dont nous
avons ’habitude. Ce besoin est maintenant bien reconnu, comme ’atteste ’existence de plusieurs
articles proposant des solutions au probléme [DF95, Rus95, RSS95].

En conclusion, nous disposons donc d’une chaine de développement compléte pour les langages de
programmation, recouvrant la spécification, I’exécution et les preuves. Cependant, comme nous ’avons
déja noté pour la partie exécution, il nous reste encore beaucoup de travail & faire pour pouvoir réaliser
les preuves directement sur les spécifications exétutables, sur des langages réels. Les expériences récentes
menées sur un petit langage & objets (le sigma-calcul avec récursion et sous-typage introduit par Martin
Abadi et Luca Cardelli [AC96]), par exemple, le montrent bien [Lau97].
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Chapitre 5

Syntaxe abstraite fonctionnelle

La syntaze abstraite fonctionnelle, plus communément appelée syntaze abstraite d’ordre supérieur, est
une technique de représentation des langages de programmation qui permet de formaliser les notions de
variables liées et de substitution d’un langage, en représentant les variables du langage spécifié (le langage
objet) par les variables du langage utilisé pour spécifier (le langage méta).

Cette technique permet également de formaliser les side conditions (variable libre dans une hypothése)
et les changements de contexte (déchargement d’une hypothése en Déduction Naturelle) dans les régles
d’inférence. Elle augmente donc nettement le niveau d’abstraction, et par 14 le confort, & la fois de la
description des langages de programmation, et des preuves sur ces langages.

Cette une technique maintenant relativement standard [HHP87, PE88, PW91, Pfe91, HHP93, AHMP92],
qui a été utilisée dans de nombreuses expériences [Mas87, MP91, Gar92, HM92, HP92, PR92, Pfe, Pfe96,
Roh96].

Cependant, elle n’est pour l'instant justement qu’une méthode, non formalisée. Pour palier a ce
manque, trés génant lorsque 1’on veut faire des preuves méta, Thierry Despeyroux, Pierre Leleu et André
Hirschowitz, ont récemment proposé une formalisation (catégorique) de la syntaxe abstraite fonction-
nelle [DH97, HL97], qui en formalise notre vue, présentée dans [DH94].

D’autre part, si la syntaxe abstraite fonctionnelle convient naturellement bien aux langages fonction-
nels, justement, ceci est moins évident pour les langages impératifs. La syntaxe abstraite fonctionnelle
a été utilisée pour décrire divers langages impératifs [CP96, Cer96] notamment une spécification d’un
langage & la Algol [Mil94], ainsi que d’un sous-ensemble de ML comprenant les modules [Chi95]. Les
expériences précédentes ne traitent pas ’appel par valeur, que projéte de traiter McDowell dans sa thése
4 venir. L’apport de cette technique semble pour 'instant moins évident, moins universel, que pour le cas
des langages applicatifs. Cependant, une expérience en cours dans notre groupe, utilisant une description
non standard de la syntaxe abstraite fonctionnelle (voir le chapitre 6 [DH94]), pourrait faire évoluer la
situation.

Enfin, la syntaxe abstraite fonctionnelle se marie trés mal avec I'induction, au sens ou il n’est pas pos-
sible de faire un raisonnement par induction, de maniére standard, sur une syntaxe abstraite fonctionnelle.
Nous reviendrons sur ce probléme dans la section 6.

Dans ce chapitre, nous présentons la notion de syntaxe abstraite fonctionnelle usuelle: celle pronée
par le systéme LF (voir ci-dessous). Comme nous ’avons dit dans les chapitres précédents, nous avons
proposé une notion de syntaxe abstraite fonctionnelle différente de la notion usuelle, sans lui avoir donné
un nom différent [DH94]. Cette notion a d’une part conduit & une nouvelle approche de la sémantique,
la sémantique fonctionnelle [DH94], d’autre part elle a fournit une solution élégante au probléme de la
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récursion sur une syntaxe abstraite fonctionnelle mentionné plus haut [Lel97]. Ces deux points, ainsi que
la notion de syntaxe abstraite fonctionnelle en question, sont présentés au chapitre 6.

5.1 LF

Le Logical Framework LF [HHP87, HHP93, AHMP92| est un systéme de types pur (PTS [Bar91]),
donné par trois ensembles:

— Sortes: S = {type, kind}.
— Axiomes: A = {type : kind}.
— Reégles: R = {(type, type), (type, kind)}.

Pour mémoire, on rappelle ici les termes et le systéme de type d’une théorie typée (PTS):

termes M u=zx|c|Az: MM |(M M) |z: M.M'

Reégles de typage:
ar Fc:s (c:s)€ A

T'HA:s

_ T2 gr
T e Ar s AL

THA:B T'EC:s

aff Tz:CFA:B zgl

z:AFM:B F'F{lz:AB):s
F'tXx:AM : Ilz: AB

THM:Tz:AB THN:A
T+ (M N): B[N/a]

lam

app

T'FA : s T'EB : sy
THIIx: A.B : 39

prod (s1,82) ER

I'+HA : B T'+B : s B =4 B’
'HA . B

conv

5.2 Syntaxe abstraite fonctionnelle

Selon Church, “on peut représenter toute construction liante d’un langage en utilisant la A-abstraction”.
En application de ce principe, on représentera par exemple Mini-ML en LF par I’ensemble de décla-
rations de constantes suivant:

exp : type

Z:exp

§:exp — exp

app : exrp — exp — exp
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Et nous spécifirons la traduction des termes (informels) de Mini-ML par des termes LF comme suit:

[ ]:Mini-ML — LF
[2] = 2

[s(2)] = (s [21)

[(e €)] = (app [e€] [€)

Les variables de Mini-ML sont représentées par les variables de LF. Par conséquence les variables liées
dans Mini-ML le seront dans LF:

lam : (exp — exp) — exp
[z] =2
[lam z.€] = (lam Az : exp.[€])

let : exp — (exp — exp) — exp
[let x = €' in e] = (let [e'] Az : exp.[e])
Nous allons maintenant développer complétement cet exemple.

5.3 Syntaxe de Mini-ML en LF

Une présentation de Mini-ML & I’ordre un a été donnée dans le chapitre 3. Nous donnons ici différentes
présentations du méme langage i I'ordre supérieur. Cette section reprend pour ’essentiel une partie du
contenu de deux documents. D’une part les notes de cours de Frank Pfenning [Pfe92], & qui nous avons
déja empreinté les spécifications de Mini-ML (chapitre 2). D’autre part ’article de référence de Robert
Harper [Har90] sur les différentes descriptions du typage de Mini-ML, et leur implémentation dans LF.

5.3.1 Syntaxe

Les termes de Mini-ML sont traduits en termes LF de la maniére suivante [Pfe92]:

[ 7:Mini-ML — LF

[z] =z
[s(2)] = (s [z])
[z] ==z

[lam z.e] = (lam Az : exp.[e])

[(e €)1 = (app [e] [e'T)

[let x = €' in e] = (let [€'] Az : exp.[e])
[case e1 of z = es | (s ) = e3]| = (case [e1] [ea] Az : exp.[es])
[fix x = €| = (fizx Az : exp.[e])

La syntaxe de Mini-ML est définie (implémentée) comme suit [Pfe92]:
exp : type
z:exp
s:exp — exp
lam, fix : (exp — exp) — exp
app : exp — exp — exp
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let : exp — (exp — exp) — exp
case : exp — exp — (exp — exp) — exp

Par exemple, la fonction récursive plus s’écrira:

[fiz plus = lam x. lam y.
case z of z = y | (s ') = s(plus 2’ y)] =
(fiz Aplus : exp.(lam Az : exp. (lam Ay : exp.
(case x y (Ax' : exp. s(plus ' y))))))

5.3.2 Formes canoniques

Pour prouver ’adéquation de la représentation d’un langage dans LF, il faut connaitre la définition
des formes canoniques de LF. Commencons par justifier cette forme. Nous pouvons remarquer les faits
suivants:

— (c e1---ey) représente un terme (c tq - - ty,)

— (A\x : exp.x z) = z représente z

— (let e f) = (let e \x : exp.(f z)) représente let x = e in (f x)

Ce qui nous conduit & la définition d’une forme canonique:
Definition 5.3.1 forme canonique = forme ‘Bn-longue’:

La \déﬁnition de cette notion dans LF est assez complexe, & cause des types dépendants, et de la 7-
régle. A des fins pédagogiques, nous donnons ici la définition de la notion correspondante dans le A-calcul

simple avec constantes (A\¢):

— Un terme canonique de type a est soit une variable, soit un terme de la forme (c e; - - - €,) ol ¢ est
une constante et les e; sont canoniques.

— Un terme canonique de type a — b est de la forme Az : a.e ol e est un terme canonique de type b.

A partir de cette définition, il est aisé de définir la notion de terme canonique d’un certain type dans
un certain environnement (nous ne donnons pas non plus cette définition):

Definition 5.3.2 M est canonique de type A dans I',noté '+ M 1 A.
[-]

On peut ensuite prouver les théorémes suivants, qui expriment l’adéquation de la notion de forme
canonique & notre propos:

Theorem 5.3.3 M est valide dans LF = 3M' canonique M' =g, M.

Theorem 534 THFM Y A=>TFM:A
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5.3.3 Adéquation de la syntaxe
Les définitions générales précédentes nous permettent de prouver I’adéquation de la représentation de
la syntaxe, et plus loin celle des sémantiques, en LF.

Lemma 5.3.5 VI' = 21 - - - 2, : exp et Ve expression de Mini-ML tq FV(e) C{z1...z,}, T F [e] ft exp.

Pour exprimer la réciproque de ce lemme, il nous faut définir I’inverse de la fonction de représentation

[_1:
|_]:LF — Mini-ML

lz] =2
Ls(z)] = (s [2])
lz| ==

[(lam Az : exp.e)| = lam z.|e])

l(e )] = (app le] [€'])

L(let €' \x : exp.e)=let x = |€' | in |e]

|(case e1 ex Ax : exp.e3) = case |er| of z= |ea| | (s z) = |es]
l(fiz Az : exp.e) = fiz © = |e]

Lemma 5.3.6 VI' = 21,---x, : exp tqg T' e f} exp, |e]| est définie et [|e|] =e.
Lemma 5.3.7 Ve expression de Mini-ML o vars libres dans x1 - - -z, | [€]| = e.

Lemma 5.3.8 (subst) [ele'/x]] = [e][[e]/x].
Les lemmes précédents nous conduisent aisément au théoréme désiré:

Theorem 5.3.9 (adequation) 3[ | bijection compositionelle (i.e. vérifiant subst) entre les termes de
Mini-ML & variables libres dans {x1---z,} et les termes (canoniques) M dans LF tq x1---x, : exp -
M 1y exp.

5.4 Evaluation de Mini-ML en LF

Nous allons maintenant spécifier ’évaluation d’un programme Mini-ML en LF. Puis nous donnerons
quelques exemples. Enfin nous prouverons ’adéquation de la spécification donnée.

5.4.1 Evaluation

La spécification est la suivante [Pfe92]:

eval : exp — exp — type

ev_z : (eval z 2)

ev_s : Ve,v:exp. (eval e v) — (eval (s €) (s v))

ev_lam : Ve:exp— exp. (eval lam e lam e)

ev_app : Vei,ea,v2,v:expVe:erp — exp. (eval e; lam e) —

(eval ez v2) — (eval (e va) v) — (eval (app €1 e2) v)
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ev_let : Ve :expVe:exp — expNu : exp. (eval (e €') v) — (eval (let €' e) v)
ev_fix : Ve:exp— expNv:exp. (eval (e (fix e)) v) — (eval (fix e) v)
ev_case, : Ve, es,v:expVes:exp — exp.

(eval e1 z) — (eval ex v) — (eval (case e1 es e3) v)
ev_cases : Vey,es,v',v:expVesz:erp — exp.

(eval e1 (s v')) — (eval (e3 v') v) — (eval (case e1 e e3) v)

La B-réduction dans le A-calcul simple est un exemple qui illustre encore mieux ’apport de la syntaxe
abstraite fonctionnelle pour la formalisation des sémantiques.

red : L — L — type

redg : Ve,v:L (red (app (lam e) v) (e v))

red_lam : Ve,e':L— L. (Vx:L.(red z z)— (red (e z) (¢' z))) — (red (lam €) (lam €'))
red_app : VYm,n,m'.n':L.(red m m') — (red n n') — (red (app m n) (app m’' n'))

5.4.2 Exemples d’évaluation

Donnons tout de suite quelques exemples:
lam z.x — lam x.x z>z Z—>z

a
(lam z.x 2) — z bp

(ev_app (ev_lam Az :exp.x) ev_z ev_z):
(eval (app (lam Az.x) 2) 2)

Noter la conversion de type utilisée ici: ev_z : (eval z z) = (eval (\z:exp.x z) z).

Pour notre second exemple, posons: pred = lam z.(case x of z = z| (s z') = z'))
z2 2
zZ—=z s(z) — s(z)
s(z) = s(z) cases(z)of z=z|s(a') =z
(pred s(z)) — z

z2 <z
pred — lam x.e

Pour ’exemple en LF, on pose: pred = (lam Az : exp.(case x z Az’ : exp.x’)) = (lam e).
(ev_app pred e (s z) (s 2) z
(ev_lam e)
(ev_szzev z)
(ev_case s (sz2)z X x':expx’ zz(ev_szzev z)ev z)):
(eval (app pred (s 2)) z)

5.4.3 Adéquation de 1’évaluation

1l s’agit maintenant de prouver 'adéquation de la représentation de 1’évaluation. Pour cela, il faut
donner une fonction de traduction des preuves (informelles) en Mini-ML dans les termes représentant ces
preuves en LF:
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[ ] : preuves de (<) — preuves de eval
par exemple :

p

e — v

[ 1= (ev_s [e] [v] [p)

(s €)= (sv)

De méme que pour 'adéquation de la syntaxe, deux lemmes nous donneront le théoréme d’adéquation
recherché.

Lemma 5.4.1 Soient e et v deuz expressions Mini-ML fermées et p une prewve de e — v. On a b [p]

(eval [e] [v]).

Lemma 5.4.2 Ve,v,p termes dans LF tq+ e f exp, b v ff exp et F p 1) (eval e v), Ale',v" expressions
dans Mini-ML et 3'p’ preuve de e — v tq [e] = e, [v'] =v et [p'] = p.

Theorem 5.4.3 (adéquation) [ | bijection entre les preuves de e — v pour e et v expressions fermées
de Mini-ML et les termes (canoniques) p dans LF tq b p 1 (eval [e] [v])

5.5 Typage de Mini-ML en LF

La spécification des régles de typage de Mini-ML a fait ’objet de nombreuses recherches. Nous n’avons
pas encore trouvé & ce jour de systéme satisfaisant & la fois du point de vue spécification et du point de
vue exécution. Les différentes spécifications données ici s’attachent surtout a répondre au premier critére.

5.5.1 Typage DM (Damas-Milner) en déduction naturelle

La motivation premiére de la recherche du systéme LF était de permettre la représentation élégante
de logiques décrites dans le style de la déduction naturelle. Pour représenter le typage de Mini-ML en
LF, il nous faut donc d’abord Iexprimer dans ce style [Har90].

: Il a. Tt
insg STV LI forall a.o inst! £1° f
e:aft/a] e:t
en e:o (%) en/ e:t
I e: forall a.o I e:Tt
()
e:t
It Kok
M lam e 1 t— ¢ (xx)
e:t —t et
a
bp (ee):t
(z:0")
e:o e:o
let (%)

letx=¢€¢ine:o
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Remarquer les deux “side conditions”:
(¥) a n’est libre dans aucune hypothése vivante.
(xx) x n’apparait libre dans aucune hypothése vivante.

LF a été concu pour représenter de maniére élégante les deux notions suivantes, qui interviennent
fréquemment dans la présentation d’une logique dans le style de la déduction naturelle:

parametric judgment:  ex.: le terme (lam z.e :t — t') dépend de la variable
hypothetical judgment: ex.: le terme (e : t') dépend de ’hypothése (x : t)

Nous allons voir comment ces deux notions sont représentées en LF.

5.5.2 Typage DM en LF

ty : type

sty : type

T : ty — sty

exp : type

to oty —ty —ty

forall : (ty — sty) — sty

lam : (exp — exp) — exp

app : exp — exp — exp

let : exp — (exp — exp) — exp

type T exp — ty — type

types : exp — sty — type

inst : Ve:expVo: (ty — sty).Vt: ty. (types e forall o) — (types e a(t))

inst' . Ve:exp.Vt:ty. (types e 1t) — (type e t)

gen : Ve:expVo: (ty — sty). (Vi : ty.(types e a(t))) — (types e forall o)

gen’ : Ve :expVt:ty. (type e t) — (types e T1)

lam 2 Vf:exp — exp Vit ty. (Vo : exp.(type x t) — (type (f z) t')) —
(type (lam f) (t to t'))

app 1 Ve,e :expVt,t' :ty. (type e (t' tot)) — (type €' t') — (type (app e €') t)

let : Ve :expVe:exp — expNo', o : sty. (types € ') —

(Vx : exp.(types x o) — (types (e x) o)) — (types (let €' €) o)

5.5.3 Exemple du typage DM en LF

(let
(gen _ Xa: ty.(a to a)
Aa:ty.(lam Az :exp.x _ Ax:exp.Ap: (type x a).p))
Af sexpdp: (type f VAa: ty.(a to a)).
(app _ _ _ _

(inst f Mo : ty.(a to a) (btobd) p)
(inst f Xa : ty.(a to a) b p))
: (type (let (lam Az : exp.x) A\f : exp.(app f [)) (bto b))
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(f : Va.a — a) (f : Va.a — a)
(z:a) f:Vaa—a f:Vaa—a
zT:a f:(b—=0b)—(b—0) f:b—b
lam z.x:a — a (ff):b—=0b

lam z.x :VYa.a — a
let f=lamzxin (f f):b—b

5.5.4 Typage FP (F. Pfenning)

11 s’agit ici d’un typage sans schéma de type, du & F. Pfenning. Le cotit en est la nécéssité de re-typer
une expression affectée & un let & chaque occurence de la variable du let [Pfe92].

types t u=nat|al|t—t

Régles de typage:

e : nat
z 2 : nat K]
(se) : nat
(z:1)
; e:t (%) e:t' —t et
*
M lam e - t— ¢ app (ee):t
et et e[e"/a:] it
letx=¢e"ine:t
(z : t) o1 - nat eyt (z : nat)
) e:t (e3x):t
fir ——— (%) case

fixx=e : t case e; of z=>ex | (sx)=e3:t

‘side conditions’: () z n’apparait libre dans aucune hypothése vivante.

5.5.5 Typage FP en LF

ty : type

erp : type

nat : ty

to Dty =ty —ty

lam : (exp — exp) — exp

app : erp — exp — exrp

let : exp— (exp — exp) — exp
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: : exp — ty — type
z . (type z nat)
s : Ve : exp.(type e nat) — (type (s e) nat)
lam : Vf:exp— expVt,t' :ty. (Vo :exp.(type x t) — (type (f z) t')) — (type (lam f) (t to t'))
app : Ve,e :expVt,t' :ty. (type e (t' tot)) — (type € t') — (type (app e €') t)
let : Ve':expVe:exp— expVt' t:ty. (type e t') — (type (e €') t) — (type (let €' e) t)
fix  : Ve:exp— expVt:ty. (Vx:exp.(type x t) — (type (e x) t)) — (type (fix €) t)
case : Ve, es:expVes:exp — exp.Vt: ty. (type ex nat) — (type ex t) —
(Vx : exp.(type x nat) — (type (e3 x) t)) —
(type (case ey ey e3) t)

5.5.6 Exemple du typage FP en LF

(let
(lam \x : exp.x Az :exp.Ap: (type z a).p)
(app _
(lam Az :expAp: (type x (b to b)).p)
(lam Az :expAp: (type x b).p)

: (type (let (lam Ax : exp.x) A\f : exp.(app f f)) (bto b))

(x:b—0) (z:b)
(z:a) z:b—=b x:b
x:a lamx.x:(b—b) — (b—b) lamzx:b—b
lam z.x:a — a (lam z.x lam z.x) :b—b

let f=lam zxin (f f):b—Db

5.5.7 Typage HM (J. Hannan and D. Miller)

La derniére variante de typage est encore sans schéma de type [Har90]. Comme la méthode précédente,
elle nécéssite des ré-évaluations, mais pas de substitution.

types t u=nat|a|t—t

Régles de typage:
(z:1)

e:t et =t et

l *
M lam ze - t— ¢ () app (ee):t

~

e lu

(

et T:u
e:t

)
fet letx=¢1ine:t ()

Les ‘side conditions’ sont toujours: (x) = n’apparait libre dans aucune hypothése vivante.
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5.5.8 Typage HM en LF

ty : type

exp : type

nat : ty

to D ty—=ty—ty

lam : (exp — exp) — exp

app : exp— erp — exp

let : exp— (exp — exp) — exp

type : exp — ty — type
lam : Vf:exp— expVt,t':ty. (Vo :exp.(type x t) — (type (f x) t')) — (type (lam f) (t to t'))
app : Ve,e' :expVt,t' :ty. (type e (t' tot)) — (type €' t') — (type (app e €') t)
let : Ve :expVe:exp— expVt' t:ty. (typee t') —
(Vx : exp. (Vi1 : ty. (type € t1) — (type = t1)) — (type (e z) t)) —
(type (let €' e) t)

5.5.9 Exemple du typage HM en LF

(let
(lam Az :exp.x Az :expAp: (type = a).p)
Af :exp.
AH : (Vo' : ty. (type (lam Az : exp.x) a') — (type f a')).

(app _ _ _ _
(H ((btob)to(btod)) )
(H (btod) ))
: (type (let (lam Ax : exp.x) Af : exp.(app f f)) (bto b))

(x:b—0b) (z:b)
z:b—=b z:b
(lam x.x:(b—>b)—>(b—>b)) (lam x.x:(b—>b))
(z:a)
z:a f:(b—=b)—(b—b) f:(b—0b)
lamz.x:a —a (ff):b—b

let f=lamzxin (f f):b—b

Noter le déchargement non pas d’une hypothése simple, comme d’habitude, mais d’une hypothése ayant
la forme d’une régle d’inférence. On trouve cette généralisation de la notion d’hypothése dans les travaux
de Peter Shroder-Heister [SH84].

5.6 Preuve de la conservation des types (SRT)

Nous donnons ici deux preuves illustrant le fait que la syntaxe abstraite fonctionnelle facilite gran-
dement les preuves au niveau du traitement des variables.
Le théoréme considéré est le suivant (“Subject Reduction Theorem”):

e—v&e:t=>uv:t.

Les preuves se font par induction sur la structure de la preuve des premisses.
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5.6.1 Une preuve informelle

Nous considérons tout d’abord les régles d’évaluation et les régles de typage FP que nous avons

données précédemment dans notre langage de spécification informel.

La preuve utilise un lemme de substitution.

Cas z.

Hypothéses: z — 2z et z:nat

Preuve: immeédiate: z : nat par hypothése.

Cas s.

e —v e : nat
- T e
(se)—(sv) (s e):nat
Preuve: immeédiate: v : nat par hypothése d’induction.

Hypothéses:

D’ou (s v) : nat par la régle du typage de s.

Cas lam.

(z: t)
Hypothéses: e:t
lam z.e — lam z.e et

lam z.e : t — 1t
Preuve: immédiate: lam x.e : t — t' par hypothése.

Cas app.

Hypothéses:
e1 = lam x.e ey — vy efva/x] = v et =t ey:t

(e1 €2) = v (e1 €2) : t
Preuve: par hypothése d’induction on a:
lam z.e : t' — t [Hy] et vo : t' [Hy].
Le lemme d’inversion de la régle du typage de lam est: (lam z.e : t' — t) = (x : t' = e : t) [inviem].
L’application de invigm & Hy nous donne: z : ¢t = e : t [Hs).
On a besoin du lemme de substitution suivant:
Siv:t' et (x:t = e:t)alors e[v/z] : t [Subst].
L’application de Subst & Hy et Hs donne e[vs /2] : t.
D’ou par hypothése d’induction: v : t.

Cas let.

ele'/x] — v et ele/x]:t
letx=e€ine—v letx=e"ine:t
Preuve: immeédiate: v : t par hypothése d’induction.

Hypothéses:

Cas fix.
(z:1)
Hypothéses: e[(fix z =e€)/z] = v ot e:t
firx=e—w firx=e : t

Preuve: par hypothéseon a fix x =e : tet (z:t=e:t).

D’ou par le lemme de substitution: e[(fiz z =e)/z] : t. D’ou par hypothése d’induction: v : ¢.
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5.6.2 Une preuve sur les spécifications en LF

Nous considérons maintenant les régles d’évaluation et les régles de typage FP que nous avons données
précédemment dans LF.
L’énoncé du théoréme en LF est le suivant:

Ve, v. (eval e v) = Vt. (type e t) = (type v t)

La preuve, que nous présentons toujours de maniére informelle, est encore plus simple que précédem-
ment, puisqu’elle n’a pas besoin d’un lemme de substitution. Ceci est du & la puissance du méta-systéme
choisi (LF), qui s’avére ici un systéme idéal pour le développement des preuves (voir les cas app et let).

La preuve se fait par induction sur la structure de la preuve de la premiére premisse (eval e v), et
inversion de la définition de type.

Cas z.
Hypothéses: (eval z z) et (type z nat)

Preuve: immeédiate: (type z nat) par hypothése.

Cas s.
Hypothéses: (eval e v) — (eval (s e) (sv)) et (type e nat) — (type (s e) nat)
Preuve: immédiate: (type v nat) par hypothése d’induction.

D’ou (type (s v) nat) par définition du typage de s.

Cas lam.
Hypothéses:

(eval (lam e) (lam e)) et
Vi, b ty. (Vo @ exp.(type x t) — (type (e 2) t')) — (type (lam e) (t to t'))

Preuve: immédiate: (type (lam e) (¢ to t')) par hypothése.

Cas app-
Hypothéses:
(eval e; (lam €)) — (eval ey v3) — (eval (e vy) v) — (eval (app e1 e3) v) et
V.t ty. (type ex (' to t)) — (type e2 t') — (type (app e1 e2) t)
Preuve: par hypothése d’induction on a:
(type (lam e) (t' to t)) [Hi] et (type va t') [Ha).
Le lemme d’inversion de la régle du typage de lam est:
(type (lam e) (t to t')) = Vx : exp. (type x t) — (type (e x) t') [invigm]
L’application de inviqm & Hy nous donne: Vx : exp. (type x t') — (type (e z) t) [Hs].
L’application de la fonction Hj & ve et & Hs nous donne (type (e vq) t).

D’ou par hypothése d’induction: (type v t).
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Cas let.
Hypothéses:
(eval (e €') v) — (eval (let €' e) v) et
V' t: ty. (type €' t') — (type (e €') t) — (type (let €' e) t)

Preuve: immédiate: (type v t) par hypothése d’induction.

Cas fix.
Hypothéses:
(eval (e (fiz e)) v) — (eval (fix e) v) et
Vt:ty. (Vo : exp.(type x t) — (type (e x) t)) — (type (fix e) t)
Preuve: la preuve est similaire au cas de ’application.
Par hypothése on a (type (fiz e) t) [H1] et (Vx : exp. (type xz t) — (type (e ) t)) [Ha].
En appliquant Hs & (fiz e) et & Hy, on obtient (type (e (fiz e)) t).
D’ou par hypothése d’induction: (type v t).

La preuve n’a plus besoin du lemme de substitution, qui est souvent la partie la plus difficile d’une telle
preuve. Ce lemme est rendu inutile par 'application du méme lemme au niveau méta, et ceci de maniére
transparente. Il ne reste donc que la partie significative de la preuve.

Plus précisément, ici, dans le cas app, la fonction Hj représente un jugement hypothétique. L’applica-
tion de cette fonction a remplacé 'appel a un lemme de substitution. Ceci est valide grace a ’adéquation
de la correction de la représentation des preuves d’une part, et grace au lemme de substitution sur LF
lui-méme d’autre part. D’un point de vue plus général, notons que pour permettre une telle preuve, la
meéta logique utilisée (ici: LF) doit admettre le cut (substitution) comme régle dérivée [MM97].
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Chapitre 6

Récursion sur une syntaxe fonctionnelle

Nous avons vu dans le chapitre 5 & quel point la syntaxe abstraite fonctionnelle augmente le niveau
d’abstraction et le confort & la fois de la description des langages de programmation, et des preuves sur ces
langages. Par ailleurs, la définition d’un type inductif fournit des schémas de récurrence et des principes
d’induction qui permettent de faire des preuves générales sur des données de ce type. En particulier, si
I’on représente la syntaxe d’un langage par un type inductif, on peut utiliser les principes associés pour
faire des preuves sur la sémantique de ce langage. Mais une syntaxe abstraite fonctionnelle, définie de
maniére naive, ne forme pas un type inductif.

Le probléme est que ’espace des fonctions utilisé pour décrire les arbres de syntaxe abstraite doit
étre plus restreint que celui (des fonctions primitives récursives) nécessaire a 'utilisation d’un principe
d’induction. Il se trouve que I'espace des fonctions utilisé dans le “Logical Framework” LF est bien adapté
a la description de la syntaxe d’un langage, tandis que I’espace des fonctions utilisé dans le Calcul des
Constructions (inductives ou non) (CCI ou CC) permet de formaliser et utiliser I'induction.

En collaboration avec d’autres chercheurs (notamment André Hirschowitz au CNRS & Nice et Frank
Pfenning & CMU), nous travaillons sur plusieurs solutions permettant d’utiliser ces deux espaces de
fonctions conjointement. Ce probléme était un probléme ouvert depuis 1987.

Nous espérons pouvoir ainsi participer & I’élaboration d’une nouvelle théorie des types permettant
l'utilisation des syntaxes abstraites fonctionnelles (selon la méthodologie de LF, le “Logical Framework”
développé a Edinbourgh) dans un calcul comme le Calcul des Constructions Inductives, et & terme
dans un systéme comme le systéme Coq ou le systéme Alf [ML80, ML85, Nor93, MN94|. D’un point de
vue pratique, ces travaux s’inscrivent dans une action i long terme, dont le but est d’élargir le champ
d’application du systéme Centaur aux languages de programmation décrits & ’ordre supérieur.

6.1 Le probléme

Examinons le probléme sur un exemple simple. Dans CCI, on ne peut pas implémenter le A-calcul
simple par le type suivant:

Inductive L : Set :=lam : (L —- L) — L | app: L — L — L.
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Une telle déclaration est interdite pour trois raisons:

— La premiére raison est que L ne formerait pas un ensemble. D’un point de vue technique, ce qui
est interdit est ici la premiére occurence de L dans le type de lam, parceque c’est une occurence
“négative”.

— La deuxiéme raison est que si cette déclaration était permise, on aurait trop de termes. Par exemple,
le terme suivant serait un terme légal de L. Or il ne représente aucun terme du A-calcul.

(lam Az : L.Case x of
(x lam x) Xe : (L — L).(lam e) .
(x app %) Az,y : L.(app  y))

— Enfin, notons que l'on aurait des termes non normalisables (i.e. des termes dont I’évaluation ne
termine pas). Par exemple le terme: (app A A) od A = (lam Az : L.(app = x)). On voit facilement
que (app A A) < (app A A).

Comme d’habitude, la solution la meilleure est la recherche d’un nouveau “Logical Framework”, une
théorie des types dans notre cas, qui résolve le probléme. Nous nous sommes donc lancés dans cette
recherche. Cependant, en paralléle, nous avons dévelopé une nouvelle méthode de description sémantique,
baptisée sémantique fonctionnelle, qui permet a la fois de résoudre le probléme dans les systémes existants,
comme le systéme Coq, et de définir les termes fonctionnels adéquats sur lesquels les régles de typage et
de réduction pourront etre donnés, dans une nouvelle théorie des types. Ce faisant, nous avons dévelopé
une autre méthode de description sémantique, variante de la précédente: la syntaze abstraite d’ordre
supérieur restreint, qui ne permet que de résoudre le probléme dans les systémes existants. Elle est
donc moins interessante a long terme. Cependant, elle est d’un abord plus facile pour 'utilisateur. Nous
commencerons donc par présenter cette derniére méthode, puis la premiére, et enfin les premiers pas
réalisés vers une nouvelle théorie des types.

6.2 Syntaxe abstraite d’ordre supérieur restreint

Il s’agit ici [DFH95] d’une utilisation originale de la syntaxe abstraite fonctionnelle. La méthode
présentée permet d’utiliser une forme restreinte de syntaxe abstraite d’ordre deux et de ’implication,
conjointement avec l'induction, dans le systéme de développement de preuves Coq. L’idée de base est
simple. Puisque 'on ne peut pas déclarer un opérateur lam : (L — L) — L, & cause de la premiére
occurence de L dans le type de lam, remplagons cette occurence par un type wvar, que l’on déclarera
comme un parameétre et duquel on ne demandera qu’une propriété: qu’il contienne au moins deux éléments
distincts.

Parameter var : Set.
Inductive Set L
=Var:var = L
| App: L=L=1
| Lam : (var = L) = L.

Cette syntaxe contient des termes exotiques dés que ’on instancie le type var par un type inductif.
Pour accepter les termes exotiques extensionellement égaux a des termes acceptables, on travaille modulo
une égalité object eqr, définie sur le type L de maniére & étre extensionelle par construction. Pour cela,
il suffit de définir le cas lam comme suit:
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eqr_lam :VM,N :var = L. (Yx:var.(eq (M z) (N z))) = (eqr (Lam M) (Lam N)).

Ensuite, un prédicat valid est défini sur les termes de L, qui n’accepte que les termes non exotiques,
i.e. équivalents & des termes représentant le A-calcul simple que L doit implémenter. Ce prédicat n’a pas
été trés facile & trouver. Il a besoin de la définition d’un prédicat valid; sur les fonctions de var dans L.
La preuve du fait que le prédicat valid décrit bien les termes valides utilise les définitions de I’approche
décrite dans la sous-section suivante (sémantique fonctionnelle).

Inductive Definition valid; : (var = L) = Prop

= wvalidy _wvar : Vv : var.(validy Az : var.(Var v))

| validy _ref : (valid; Az :var.(Var x))

| validy _app : Ve, €' : var = L.
(valid, e) = (validy €') = (validy Az : var.(App (e z) (¢’ x)))

| valid; _lam : Ve : var = var = L.
(Vu : var.(validy Av : var.(e u v)) A (validy Av : var.(e v u))) =
(validy Ax : var.(Lam (e x))).

Inductive Definition validy : L = Prop
= wvalidy _var : Vv : var.(validy (Var v))
| validy _app : Va,b: L.(validy a) = (validy b) = (validy (App a b))
| validy _lam : Ve : var = L.(validy e) = (validy (Lam e)).

Definition valid = Ae : L.3e’ : L.((eqr, e €') A (validy €')).

Dans cette approche, & la différence des approches décrites dans les sous-sections suivantes, les régles
d’évaluation des langages objets utiliseront un prédicat subst ou subst _ext (substitution modulo exten-
sionalité), dont la correction a été démontrée, définit comme suit:

Inductive Definition subst : (var = L) = L = L = Prop
= subst_ref : Vp: L.(subst Az : var.(Var z) p p)
| subst_wvar : Vv : var.¥p : L.(subst Az : var.(Var v) p (Var v))
| subst_app:Vp: LVA, A" : (var = L)VB,B': L.
(subst A p B) = (subst A’ p B') =
(subst Av : var.(App (A v) (A" v)) p (App B B'))
| subst _lam :V¥p: LVA :var = var = LVYB :var = L.
(Vv : var.(subst (A\z : var.(A z v)) p (B v))) =
(subst (A\x : var.(Lam (A z))) p (Lam B)).

Definition subst _ext = \e : var = L.Ap: LAr : L3¢’ :var = L3p’' : L.3r' : L.
(Vv : var.(eqr (e v) (€' v))) = (eqr p p') = (eqr 7 ') = (subst €' p' r').

En suivant cette approche, nous avons spécifié les régles de typage et d’évaluation d’un langage fonc-
tionnel simple contenant seulement 1’abstraction et 1’application et nous avons formalisé une preuve de
préservation des types dans le systéme. Le prédicat valid est utilisé pour exprimer et prouver I’adéquation
de notre syntaxe.

Les régles d’évaluation de notre langage, par exemple, s’écrivent trés facilement comme suit:
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Inductive Definition eval : L = L = Prop
= eval_Lam :VE :var = L.(eval (Lam E) (Lam E))
| eval _App :VE :var = LNey,es,e3,v1,v2 : L.(eval e; (Lam E)) =
(eval ez v2) = (subst E vy e3) = (eval e3 v1) = (eval (App e1 e2) v1).

6.3 Sémantique fonctionnelle

L’idée maitresse de cette méthode de description de sémantique [DH94], qui sera reprise dans la défin-
tion d’une nouvelle théorie typée, est de considérer un terme ouvert, dépendant d’une liste de variables,
comme une fonction de cette liste de variables. Un prédicat, nommé Valid, différent du prédicat utilisé
dans ’approche précédente, restreint ’ensemble des termes décrits aux arbres de syntaxe abstraite. Les
sémantiques sont données sur les termes valides, qui sont donc des termes fonctionnels. D’ot1 le nom
de “sémantique fonctionnelle”, pour cette méthode qui prolonge & la sémantique l’idée de la syntaxe
fonctionnelle.

La base de la méthode est la méme que précédemment. On considére une syntaxe intermédiaire définie
comme précédemment:

Parameter var : Set.
Inductive Set L
=Var:var = L
| App: L=>L=1
| Lam : (var = L) = L.

La syntaxe interessante, sur laquelle seront données les sémantiques, est ensuite définie comme une
suite de types L, = L — --- — L — L, représentant les fonctions de L & n arguments dans L:

Fixpoint LL [L : Set] : nat — Set := An : nat. (Set) Case m of
(x 0 x) L
(x (S n) x) An:nat. L — (LL n) end.

De nouveaux constructeurs, appelés constructeurs fonctionnels, sont définis sur les types (LL L n),
notés L,:

Definition Ref = An : nat.Ai € [0..n — 1].Azn_1,..., 20 : var.(Var z;)
Definition App = An : nat.Xe e’ : L, Axp_1,...,20 : var. (App (€ Zn—1 ... zo) (€' Tp_1 ... T9))
Definition Lam = An : nat.Xe : Ly A&p_1,...,20 : var. (Lam Ay : var. (e y Tp_1 ... Xg))

Le prédicat Valid est trés facile & définir sur cette syntaxe:

Inductive Definition Valid : Vn : nat. L, = Prop
=Valid_ref :Vn,i:nat.(i <n) = (Valid n Refn, ;)
| Valid_app : Vn : natNe,e' : L,,. (Valid n e) = (Valid n e') = (Valid n (App,, e €'))
| Valid_lam :Vn : natNe: Lypy1. (Valid (n+1) e) = (Valid n (Lam, €)).
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1l apparait que ce prédicat Valid fournit exactement ’induction sur les arbres que ’on désire. De plus,
le principe d’induction obtenu (voir la section suivante) [HDL98] est plus naturel, et plus général, que
les différents principes d’induction connus. Il permet de prouver des propriétés sur des termes ouverts, ce
qui n’est pas le cas des autres principes d’induction d’ordre supérieur connus actuellement.

Le probléme d’adéquation de la syntaxe a été résolu, de maniére générale, pour un langage d’ordre
deux quelconque. En ce qui concerne les exemples, un défi intéressant est la preuve du théoréme de
Church-Rosser pour le A-calcul simplement typé. Cette preuve a été partiellement réalisée dans Coq
[Esc94].

Pour illustrer la méthode, nous donnons ici les régles de S-reduction® pour le A-calcul simplement
typé:

Inductive Definition Red : Vn : nat. L,, = L,
= Red [ :Vn:natNe: Lyt1.Yv: L,. (Red (Appn (Lam,, €) v) Az : (list L). (e (v z) )
| Red_ref :Vn,i:nat.(i < n) = (Red n Refrn; Refn;)
| Red _app :Vn : natNa,a',b,b' : L,. (Rednaa')= (Rednbd')=
(Red n (Appn a b) (App, o' "))
| Red lam :Vn :natVe,e': Lpi1. (Red (n+1) e e') = (Red n (Lam, €) (Lam,, €')).

La méthode décrite dans cette section semble avoir un lien avec les substitutions explicites [ACCL91,
Les94], bien que les objectifs soient différents. A la différence de la méthode décrite dans la section
précédente, ’écriture des sémantiques n’est pas usuelle, au sens ou les sémantiques sont données sur des
termes de type L,, et non simplement sur des termes de type L. Ceci dit, ces sémantiques n’ont pas besoin
d’une fonction de substitution, et semblent en fait plus naturelles. De méme, les preuves d’adéquation
sont beaucoup plus naturelles.

6.4 Vers une nouvelle théorie des types

La troisiéme solution au probléme de l'utilisation conjointe de ’induction et de la syntaxe abstraite
fonctionnelle consiste & modifier la méta-théorie utilisée pour proposer une nouvelle théorie des types
permettant la recursion et I'induction sur les termes d’une syntaxe abstraite fonctionnelle.

Dans un premier pas vers la définition d’un systéme de type qui incorpore la méthodologie du systéme
LF dans des systémes comme Coq ou Alf, nous avons proposé [DPS97], en collaboration avec Frank Pfen-
ning et Carsten Schiirmann (Carnegie Mellon University), une extension d’un A-calcul modal simplement
typé par des opérateurs d’itération et de raisonnement par cas, étendus aux objets fonctionnels.

Comme nous l’avons vu plus haut, une syntaxe abstraite fonctionnelle, définie de maniére naive,
ne forme pas un type inductif. Afin de réconcilier les deux paradigmes, il faut restreindre I’espace des
fonctions utilisé pour décrire les arbres de syntaxe abstraite aux fonctions “paramétriques”, i.e. uniquement
construites avec les constructeurs du langage représenté. L’opérateur o0 de la logique modale est utilisé
pour décomposer ’espace des fonctions primitives récursives A = B en 0A — B, ou — désigne ’espace
des fonctions paramétriques. L’opérateur ! de la logique linéaire convient aussi & priori. Il donnerait un
systéme plus précis (sans régle d’affaiblissement), & priori plus délicat & définir et & utiliser. Un nouveau
systéme LF, avec un noyau linéaire, a été récemment proposé par S. Ishtiaq et D. Pym [IP97]. Le but de
ce systéme n’était pas de permettre la définition de la récursion sur des termes fonctionnels; il ne propose
donc pas d’opérateurs de récursion. Il serait interessant d’essayer de rajouter ces opérateurs au calcul.

1. Dans [DH94], la régle de 3 réduction était donnée de maniére moins élégante: Red 3 : Vn : nat.Ve : Lyy1.Vv :
Ln. (Red (Appn (Lamy €) v) Az : (list L). (e (cons (v x) x))).
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Notons que l'espace des fonctions paramétriques (fonctions de LF) correspond exactement au prédicat
Valid utilisé dans les deux méthodes présentées précédemment.

6.4.1 Le noyau modal

La présentation de notre systéme de type pour la partie purement modale de notre calcul est celle de
[DP96]. Elle utilise deux contextes: un contexte modal A, dont les variables désignent des objets clos, et
un contexte I', dont les variables désignent des objets arbitraires. Les régles pour la partie A-calcul pur
sont standards. Les régles d’introduction et d’élimination de ’opérateur o sont les suivantes:

Ay FM: A
A;TFboxr M:oA

box_i:

A;Pl‘MliElAl A,x:Al;I‘I-MngQ
A;T F let box x = My in My : A

box

Dans les autres présentations de la logique modale, la régle d’élimination de ’opérateur o est toujours

triviale:
I'M:oA

T'Funbox M : A

box_e:

tandis que la régle d’introduction de ’opérateur o est plus complexe. Dans ce systéme, la situation est
inversée. Notons que dans le systéme de Frank Pfenning et Hao-Chi Wong [PW95], les deux régles sont
trés simples. Mais ce dernier systéme utilise une pile de contextes, ce qui rend les preuves plus difficiles.
Ce systéme etant plus agréable pour I'utilisateur (pas d’opérateur let), c’est lui que Pierre Leleu a choisi
dans sa proposition d’une variante du présent calcul (voir plus loin).

Les régles de réduction (3-réduction) pour le systéme choisi sont aussi relativement compliquées puis-
qu’elles nécessitent deux jugements pour la partie modale pure, utilisés uniquement dans 1’étude des
propriétés du systéme:

1. THV | B (V est atomique de type B dans I')

2. TV {t B (V est canonique de type B dans I')

et deux jugements différents pour le systéme de type complet:
1.THFM <V :B (M s%évalue en V de type B dans I)

2.T+F MV :B (M s’évalue en V canonique de type B dans I')

Les régles de réduction (typées) du systéme considéré ici, pour les nouveaux opérateurs box et let sont
simples.

bow - s.FM:A
LT T bow M < box M : DA
TFM—boz M :0A4 TFN[M/z]—V:B
ev_let:

I'ktletbox =M in N—V :B
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6.4.2 Itération

Opérationnellement, dans le systéme que nous proposons, l’itération consiste & remplacer les construc-
teurs d’un terme canonique par des fonctions de type approprié. Dans le cas des entiers, on remplace 0
par un terme My : A, et s par un terme M, : A — A, et donc le type nat par le type A. On note a — A
pour le remplacement de types, et ¢ — M pour le remplacement de termes. L’itération dans sa forme
simple s’écrit donc it(a — AYM(Q) ou M est le sujet de litération et 2 la liste de remplacement des
termes pour chaque constructeur du type a. Ainsi ’addition est définie par la fonction:

plus :0Onat — nat — nat
= Am : onat.An : nat. it{nat — nat) m (0 —n | s — s)

Par exemple, le terme 2 + n s’exécute de la maniére suivante, pour tout n:
(plus box (s (s 0) n)— (s (sn))

Plus interessant est ’exemple de la fonction suivante, qui compte le nombre d’occurences de variables
dans une expression du A-calcul simple:

cntvar  : oL — onat
= Je:oL. it(L — oOnat) e
(app — plus |
lam — \f : (onat — onat). f(box (s 0)))

Exemple:
(entvar box (lam Ax : L.x)
— (Af : (onat — onat). f(box (s 0)) Az : onat.x)
— (box (s 0))

Pour présenter nos exemples, nous utilisons une notation informelle (vx : a.M where f(z) = n) qui
pourrait étre adoptée pour étendre le raisonnement par cas du langage ML, par exemple, aux termes
construits sur une syntaxe abstraite fonctionnelle. Une premiére proposition pour cela a été faite par
Dale Miller [Mil90]. Dans notre syntaxe informelle, ’exemple précédent s’écrit:

cntvar (app(er,e2)) = plus (entvar (e1) cntvar (ez2))
entvar (lam(e) =wvx : L. entvar (e x) where entvar (z) = (s 0)

Le test d’applicabilité de la régle n utilise la fonction const suivante, qui prend en argument une fonction
de L dans L:

const :o(L — L) — obool
=Af:o0(L — L). (it{L — obool) f
{app — and | lam — Af : (Obool — pbool). f(box true)) (box false))

Noter que le terme it est ici une fonction, appliquée & la valeur de la fonction const sur une variable
((box false)). Sa définition informelle est la suivante:
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const Az : L. (app a(x) (b z)) = and (const (A\x : L.a(x)) const (Az : L.b(x)))
const \x : L. (lam e(x)) =vy : L. const (\x : L.e(x y)) where const (Azx : L.y) = true
const \x : L. x = false

Les régles de typage et de réduction pour 'opérateur d’itération formalisent le comportement décrit
dans les exemples ci-dessus. Dans la régle suivante, Z(X; B) désigne I’ensemble des types définis de maniére
mutuellement récursive avec le type d’arrivée de B dans la signature X. Tandis que S(X; B') désigne le
sous-ensemble de la signature ¥ formé des constructeurs de types dont le type d’arrivée est celui de B’,
et S*(X;Z(%; B)) est la généralisation de cette notion au cas ot B’ est une liste Z(%; B).

., ATHM:oB AT FQ:(w)(S*(Z;Z(2; B))) _ )
ty_ut: AT F it(w) M{Q) : (@)(B) dom(w) = Z(%; B)
v g DFMobor M/0B M AVB T (@0)(V) =V ()(B)

IFat{w) M (Q) = V : {(w)(B)
Pour le typage, le jugement A;T" - Q : B est décrit trés simplement par les régles suivantes:

ty ito: AT F . {w)(.)

AT EQ:(w)(E) AT M (w)(B)
A;TH(Q,e— M) {w)(Z;¢: B)

ty_itl :

Pour I’évaluation, (w;Q)(V') réalise le remplacement de termes décrit sur les exemples précédents, la
seule difficulté étant due aux variables liées rencontrées en parcourant le terme V:

Set elim is
(w; D) (c) = Q(e) sinon ¢

(w; M)(z) = Q=)
(w; WAz : B.V) = 2’ - {w)(B). {w; Nz — 2')(V)

(w(;iﬂ>l(¥/1 V2) = ((w; 2)(V1) (w; 2)(V2))

Exemple. Pour cntvar, on obtient, pour le typage:

entvar = (Xe:oL. it{w) e (Q) f(box (s 0))): oL — onat with

w = L +— oOnat

Q = app — Mapp | lam — Miam

Mopp = plus: Dnat — onat — onat

Miom = Af : (onat — onat). f(box (s 0)) : (onat — onat) — onat

L’évaluation du terme box (lam Az : L.z) nous donne:
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elll—m (w; VY(lam Az : L.x) = (Mygm Az’ : Onat.x’)
F (Migm Az’ : onat.x’) = (Af : (onat — onat). f(box (s 0)) Az’ : onat.z’) — (box (s 0))
Fit{w) box (lam Az : L.z) () — (box (s 0))
F (entvar box (lam Az : L.x) — (box (s 0))

6.4.3 Traitement par cas
Les régles de typage et de réduction pour ’opérateur de raisonnement par cas sont similaires aux

régles décrivant 'opérateur d’itération. Dans la régle suivante, S(Z;t(B)) désigne le sous-ensemble de la
signature ¥ formé des constructeurs de types dont le type d’arrivée est ¢(B).

Les régles utilisent aussi des notions C et C* définies comme suit, ou II{¥}.B est toujours de la forme
simple By — --- — B,, — B:

C(II{¥}.a,A,a') = A si a=d,sinon o'

C(II{¥}.a, A, B| — By) = 0(II{¥}.B;) — C(TI{T}.a, A, B,)

C*(B,A,a) = C(B, A,a)

C*(B7A7 Bl - BZ) = C(BﬂAaBl) - C¥(B7A, BZ)

A;THM:oB A;THQ: (B~ AY(S(Z;t(B)))
AT F case(A) M () : C*(B, A, B)

ty case:

I'M < box M':oB EM V' :B (B~ A4;Q;)(V') >V :C*(B,A,B)
't case{A) M (Q) — V :C*(B, A, B)

ev_case:

Pour le typage, le jugement A;T F Q : (B — A)(S(Z;t(B))) est décrit trés simplement par les régles
suivantes:

ty caseg: A;TH.: (B~ A)(.)

A;THQ: (B A)(XD) A;THM:C(B,A,B)

ty _case, : ATF (2 e M): (B A)(S;c: B)

Pour ’évaluation, (B — A;Q; ¥)(V) réalise le remplacement de termes attendu, la difficulté de forma-
lisation venant des variables liées rencontrées en parcourant le terme V. Dans les régles suivantes, ¥ est
une liste de couples de variables avec leur type (z; : B;), et AU.V est de la forme Az : By.--- Az, : B,.V.
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Set select is
(B +— A;Q;T)(c) = Qe)

(B — A;0;0)(x) = Qx)
(B— A;Q;0) Az :B''V) =AM :C(B,A,B"). (B~ A;Q,x— u; ¥,z : B') V)

(B+— A;Q;0) (V] Vo) = ((B— A;Q;0) (V1) (box AT.V5)
end select

Exemple. Le test d’applicabilité de la régle 7 utilise la fonction const présentée plus haut et la fonction

1d__test suivante, qui teste si une fontion est la fonction identité:

6.

Q

id_test = Af:o0(L — L). (case (A) f {Q) (box true)): o(L — L) — obool with
A = bool

Q =app — Mapp | lam — Migm
Mapp =Xa:0(L — L). Ab:o0(L — L). (box false): o(L — L) — o(L — L) — obool
Miom =Xe:0(L — L — L). (box false): o(L — L — L) — obool

L’évaluation de cette fonction sur les termes (box Az : L.z) et (box Az : L.(app x x)) donne:

select

F (L — L)+ bool;;.) Az : L.x = Az’ : obool.x’
F case{bool) (box (lam Az : L.x)) (Q) — Az’ : nbool.x’
F (id_test (box Az : L.x) — (box true)

Sell—m ((L — L)~ bool; ;) Ax : L.(app « x) = Az’ : obool. (Mapp (box Az : L.x) (box A\x : L.x))
F Az’ : nbool. (Mapp (box Az : L.x) (box Az : L.x)) — Ax' : obool. (box false)
F case{bool) (box Az : L.(app = x)) (Q) — A\a’ : obool. (box false)
F (id_test (box Az : L.(app = x)) — (box false)

4.4 Propriétés du systéme

Le systéme permet donc l'itération et le raisonnement par cas sur toute expression de type simple
‘ordre un, non dépendant, non polymorphe), définie en utilisant la syntaxe abstraite fonctionnelle.
Ce systéme est une extension conservative du A-calcul simplement typé; ce qui signifie qu’il préserve

I’adéquation des représentations des langages utilisant la syntaxe abstraite fonctionnelle. Pour un type B
pur (sans O et sans paires), on peut en effet prouver les lemmes et le théoréme suivant:

Lemma 6.4.1 (Ezistence de forme canonique) Si.;T'+ M : B alors il existe V tel queT'H M V' : B.

Lemma 6.4.2 (Conservation des types) Si ;THM:A etTFM <V :Aalrs ;THV:A.

Theorem 6.4.3 (Extension conservative) Si ;T M : B alors il existe V tel queTH MV : B etTF

v

1+ B.

La preuve de ce résultat, bien que relativement traditionnelle, est longue et relativement complexe.
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6.5 Vers une nouvelle théorie des types: 2nd proposition

La solution qui nous parait la plus prometteuse & long terme est une combinaison des deux derniéres
solutions que nous avons proposées: définir une théorie des types inductifs qui permette 'utilisation de la
syntaxe abstraite fonctionnelle, dans notre style (celui de la sémantique fonctionnelle) [DH94], qui, entre
autres avantages, fournit un principe d’induction clair [DH97, HDL98].

Le travail de thése de Pierre Leleu [Lel98b] s’inscrit dans cette ligne.

La spécification d’un premier systéme “a4 deux fléches” en termes de catégories a été réalisée [HL9T7].
Dans le méme temps, Pierre Leleu a réalisé une preuve des propriétés de Church-Rosser et de normalisation
[Lel98a] du A-calcul modal introduit par Frank Pfenning et Hao-Chi Wong [PW95], systéme qui nous
parait le meilleur du point de vue de l'utilisateur.

1l propose maintenant [Lel97] une variante du systéme [DPS97], meilleure sur plusieurs points. D’une
part, il a changé le noyau modal en reprenant celui de Frank Pfenning et Hao-Chi Wong [PW95]. D’autre
part, il a remplacé les régles d’évaluation du systéme initial par des régles de réduction.

Les régles de réduction pour les opérateurs de raisonnement par cas et d’itération sont inspirés des
régles équationnelles proposées par Martin Hofmann [Hof96] dans le but d’expliciter le méchanisme d’éva-
luation décrit dans [DPS97]. Ces régles de réduction sont aussi celles qui soutendent les termes fonctionnels
et I'induction fournie par le prédicat Valid introduits dans [DH94].

Guidés par les travaux de nombreux chercheurs, dont Jean-Yves Girard [GLT89] et Benjamin Werner
[Wer94], sur les preuves de normalisation, et par les travaux de N. Ghani sur ’éta-expansion, Pierre Leleu
a montré les propriétés essentielles de son systéme : préservation du typage par réduction, confluence et
normalisation forte de la réduction. Il en a déduit que son calcul, comme le calcul initial, est une extension
conservative du A-calcul simplement typé. Il travaille maintenant sur une extension de son systéme vers
les types dépendants, extension que le calcul initial ne semblait pas pouvoir permettre aisément.

6.6 Travaux connexes

Raymond McDowel et Dale Miller ont proposé récemment [MM97] une méta logique pour raisonner
sur des logiques objets définies en utilisant la syntaxe abstraite fonctionnelle. Leur approche est differente,
moins ambitieuse, que la notre [DPS97]: ils proposent non pas un systéme de types (réalisant ’approche
“types pour les propositions” ou “types pour les jugements”), mais deux logiques (une pour chaque niveau:
meéta et objet). De plus, ils proposent de n’utiliser que I’induction sur les entiers pour réaliser toute preuve
par induction (typiquement 'induction sur la longueur d’une preuve).

Martin Hofmann propose [Hof97] un A-calcul & la fois linéaire et modal avec du sous-typage, dans
lequel plusieurs opérateurs de récursion sont proposés. Le sous-typage rend inutile les opérateurs bozx
et unboz -ou let- des régles d’introduction et d’élimination de O, & une condition: "opérateur o ne doit
intervenir qu’a la gauche d’un opérateur de fonction. Ce calcul semble pourtant plus expressif que le notre
[DPS97], puisque l’on peut y définir une fonction de copie par récursion (itération) sur un terme, chose
que l’on ne peut pas faire dans [DPS97].

6.7 Perspectives
Pour I’ajout des types inductifs, nous avons considéré pour I’instant la récursion primitive, en suivant
I’approche du Calcul des Constructions Inductives. Une approche duale, tout aussi prometteuse, est de

suivre Papproche de Alf [CNSvS94], au lieu de celle du Calcul des Constructions Inductives. Ce qui signifie
rajouter du pattern-matching [Coq92, CS93] & la place de fonctions de raisonnement par cas (case) et
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du point fixe [CPM90, Wer94, Gim95]. Cette approche devrait étre plus souple, tant au niveau méta
(contraintes du systéme de type), que du point de vue de lutilisateur (le pattern-matching est souvent
plus confortable & I'utilisation, parcequ’il ne demande pas de décrire tous les cas). Cependant, développer
une preuve selon la méthode de Alf demande souvent une meilleure connaissance du systéme de type
(de Alf), et une intuition plus précise de la preuve & formaliser, puisque ’on doit donner cette preuve
directement, au lieu de donner seulement une tactique qui la construit.

1l nous faut aussi approfondir la sémantique fonctionnelle. Pour cette méthode, nous avons essen-
tiellement traité le niveau syntaxique. Il nous reste a faire I’étude systématique du niveau sémantique,
avec preuves d’adéquation de la sémantique. Il nous faut aussi faire un travail d’interface pour faciliter
’utilisation de notre méthode. Enfin, il nous faut terminer ’exemple de preuve significatif que nous avons
commencé: la preuve du théoréme de Church-Rosser sur le A-calcul simple [Esc94].

Les deux premiéres méthodes (syntaxe abstraite d’ordre supérieur restreint et sémantique fonction-
nelle) ont été développées dans Coq. Nous sommes bien entendu trés curieux de voir comment ces idées
s’implémentent dans un autre systéme de développement de preuves, par exemple dans le systéme Isabelle.

Ceci dit, encore une fois, I’idéal pour nous n’est pas d’encoder nos spécifications en sémantique fonc-
tionnelle dans un systéme existant, mais de contribuer & ’émergence d’une nouvelle théorie des types,
unifiant LF et Coq, ou ALF, par exemple, dans laquelle nous pourrons utiliser notre méthode de des-
cription sémantique favorite (la sémantique fonctionnelle) de maniére naturelle et confortable. Ce calcul
devra inclure les types d’ordre supérieur, les types polymorphes, les types dépendants et les sous-types.
Une extension interessante sera alors l’extension a un calcul & objects [Sal96].
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Chapitre 7
Epilogue

L’objectif général des travaux décrits dans ces notes est la construction d’un environnement d’aide
au développement de preuves en Sémantique Naturelle. Dans ce domaine, il reste beaucoup a faire pour
améliorer les méthodes et outils existants, afin de les rendre encore plus généraux et conviviaux.

Cependant, en amont de ce travail, nous manquons maintenant d’exemples de descriptions sémantiques,
notamment pour les langages paralléles et & objects. Nous avons cité deux expériences dans ce domaine
(Eiffel et Sisal). Le probléme est que les régles proposées sont loin d’étre claires. Or lobjectif de clareté
est & notre sens le premier objectif & atteindre dans la donnée d’une sémantique. Il semble qu’il reste
beaucoup de travail a faire pour comprendre les notions de bases nécessaires 4 la donnée d’une sémantique
claire des langages & objects, sans parler des preuves sur ces langages.

De maniére plus générale, il est pour nous évident depuis longtemps que différentes syntaxes sont
nécessaires pour décrire un méme langage, selon I’outil que ’on considére (édition syntaxique, sémantique
statique, sémantique dynamique, etc...). De la méme maniére il nous est devenu évident que différentes
sémantiques s’imposent pour un méme langage, selon que l'on s’interesse & avoir une sémantique claire,
faire des preuves sur cette sémantique, ou bien en dériver un outil (vérificateur de type, traducteur,
compilateur, etc...). Une sémantique bien adaptée aux preuves est en général une sémantique lisible.
Par contre, une sémantique bien adaptée a la génération d’outils est souvent différente, & priori de plus
bas niveau. Il nous faut donc travailler & dériver des outils performants et conviviaux de maniére plus
sophistiquée.

Dans le domaine de la compilation, et des preuves de correction de compilation, nous nous sommes
intéressés au cas ou l'utilisateur spécifie entiérement le compilateur, par la donnée de la sémantique
des langages source et cible, et de la spécification de la compilation. Une approche duale est suivie par
certains auteurs qui s’attachent, en partant uniquement de la sémantique d’un langage source, & produire
la machine abstraite cible [HM92], et parfois méme la spécification de la compilation [Die96, Die97]. Si
ces travaux gagnent encore en généralité et peuvent s’appliquer & de vrais langages, si de plus il devient
possible d’influer sur leurs choix de maniére simple, ils représenteront sans doute 'approche idéale de la
méta-compilation de demain. Notons que toutes ces expériences ont choisi la Sémantique Naturelle.

En ce qui concerne 'extention de la Sémantique Naturelle aux syntaxes fonctionnelles, les travaux de
Thierry Despeyroux, Pierre Leleu et André Hirschowitz [HDL98] proposent une définition formelle de la
syntaxe abstraite (d’ordre un ou fonctionnelle) ainsi que différents principes d’induction intéressants, qui
formalisent les notions développées dans les expériences initiales menées par Joélle Despeyroux et André
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Hirschowitz [DH94]. Ceci devrait nous conduire, d’'une part & une définition formelle d’une extension
de la Sémantique Naturelle aux syntaxes fonctionnelles, d’autre part, grace aux travaux de Thierry
Despeyroux sur un nouveau langage de description de syntaxes - les langages AS [Des96] et CS - et sur
I’édition syntaxique d’un programme décrit par une syntaxe abstraite fonctionnelle, & un nouveau systéme
implémentant cette sémantique.

Le but de nos travaux sur l'intégration de la syntaxe abstraite fonctionnelle et de I'induction est
donc double. D’une part il s’agit de résoudre un probléme ouvert depuis longtemps, afin de pouvoir
définir une théorie des types, et un systéme de développement de preuves, permettant enfin la récursion
sur une syntaxe abstraite fonctionnelle. D’autre part il s’agit, pour ’équipe CROAP de 'INRIA, de
dessiner les bases théoriques qui permettront de faire des preuves sur des sémantiques décrites sur des
syntaxes fonctionnelles lorsque celles-ci auront été introduites dans Typol. Ils s’inscrivent donc dans une
action & long terme, dont le but est d’élargir le champ d’application du systéme Centaur aux langages de
programmation décrits & 1’aide d’une syntaxe abstraite fonctionnelle.
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