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tions permettant des mouvements relatifs non infinitésimaux sont des systémes d’un
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A geometrically exact model for beam junctions

Abstract: The use of open chains of slender elastic bodies, undergoing large
relative displacements is widespread in the industry. Applications fields like spatial
structures, robotics or the automobile industry come to mind.

On the other hand, works by Simo, Le Tallec, Bourgat, Mani and Carrive
demonstrated the efficience of the geometrically exact formalism when it comes to
modelling structures undergoing large displacements or even large deformations.

This report contains both the mechanical and mathematical aspects of an adaptation
of the geometrically exact formalism to a model case of elastic multi-body structure.

Key-words: Multi-body systems, geometrically exact models.
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4 Henri CHAJMOWICZ

1 Introduction

Un bras souple est un systéme de corps flexibles (maillons) reliés par des articula-
tions permettant divers types de mouvements relatifs, qui sont des mouvements de
corps rigides non infinitésimaux, mais d’amplitudes généralement limitées par des
butées mécaniques.

Ce type de systeme intervient dans 1’étude des structures spatiales déployables, des
satellites, des pales d’hélicopteres ou des bras manipulateurs de robots. Une autre
domaine d’application important est I’industrie automobile ot ’on cherche & mieux
modeliser le comportement des composants des suspensions et des boites de vitesse,
en prenant en compte leur flexibilité.

Le choix du modele mécanique servant a décrire les maillons est dicté par les applica-
tions industrielles considérées. Nous considérons des modéles unidimensionnels
de poutres dont les déplacements sont dans ’espace tridimensionnel.

La description cinématique de ces composants doit étre adaptée a la représentation
des grands déplacements. Nous avons choisi la description “géométriquement exac-
te”, basée sur des travaux d’Antman & Kenney [1981] et de Simo [1985]. Dans
cette description, le déplacement de la poutre est référencé par rapport a un repere
cartésien fixe et une configuration de référence, et il n’est pas fait de séparation
entre sa partie élastique et sa partie rigide. On peut alors écrire les équations du
mouvement sous la méme forme que dans le cas des bras rigides (Downer [1990]).
Cette modélisation prend en compte sans approzimation tous les types de déforma-
tions élastiques (Bourgat, Le Tallec & Mani [1988]), y compris le cisaillement
transverse et la torsion.

Notons enfin que le terme “géométriquement exact” fait référence au fait que la
description cinématique ne contient pas d’approximation géométrique de type petits
déplacements. Elle nous parait également mieux adaptée au traitement des sys-
temes multi-corps flexibles que 'approche “classique” consistant a considérer que
les maillons sont animés de grands mouvements rigides, auxquels se superposent de
petits déplacements élastiques. 1l est en effet difficile, en dehors des cas simples, de
définir le mouvement rigide moyen d’une structure multi-corps, méme si des efforts
en ce sens ont été entrepris ces derniéres années Kane & Levinson [1981], Chris-
tensen & Lee [1986], Haug & Yoo [1986].

INRIA



Un modéle géométriguement exact de jonction de poutres 5

Un autre point essentiel de la modélisation consiste a adopter un modele pour les
jonctions entre les maillons. Ce modeéle doit étre mécaniquement réaliste et doit se
préter a ’analyse mathématique du probleme. Ces considérations nous ont amenés
a faire les hypothéses suivantes: les articulations transmettent intégralement les ef-
forts et les déplacements. Lorsque I’articulation est de type pivot, nous supposons
que s’exerce a l’articulation un moment de type “moment de rappel”. Ce moment
a la direction de ’axe de I’articulation et est proportionnel a la rotation articulaire.
Lorsque I’articulation est de type prismatique, nous supposons que s’exerce a ’arti-
culation un effort de rappel.

[’organisation de ce rapport est la suivante : la section 2 est consacrée a la présen-
tation du formalisme géométriquement exact pour une chaine modele de poutres en
grands déplacements, portant une charge utile a son extrémité. Dans la section 3,
nous détaillons le modele de jonction utilisé dans le cas d’une articulation pivot.

Nous donnons a la section 4 la formulation variationnelle du probleme d’équilibre
de la chaine de la section 2 dans le cas d’une articulation pivot. Cette formulation
est basée sur le principe des puissances virtuelles. Nous donnons un résultat d’exis-
tence basé sur la théorie de 'optimisation de fonctionnelles définies sur une variété
différentielle.

Nous montrons enfin section 5 comment généraliser 1’étude des sections 3 et 4 au
cas de liaisons prismatiques et cylindriques.

RR n° 3372



6 Henri CHAJMOWICZ

2 Modélisation mécanique

2.1 Géométrie et variables cinématiques

Nous considérons une chaine ouverte modele, constituée de 2 poutres flexibles. L’une
des poutres est supposée solidaire d’un support fixe - par encastrement ou liaison
pivot. Elle porte I'indice 1, I'autre poutre de la chaine portant I'indice 2.

Nous nous donnons un repere cartésien absolu [O, {e*}] = [O, (], €5, €3)] dont 'ori-
gine est le point de liaison de la poutre 1 avec le support rigide.

Nous nous donnons une configuration de référence, physique, dans laquelle chacune
des barres associées aux poutres de la chaine est considérée comme un cylindre droit,
d’axe moyen constituée par la poutre associée, supposée rectiligne en configura-
tion de référence. L.a barre d’indice ¢ en configuration de référence peut ainsi étre
identifiée au domaine de IR® défini par:

Qi = {('X1,'X2,%5),0 <5 < i, (' X1, X3) € Sil’s)}
ot I; et S;(°s) désignent la longueur et la section droite de la barre i.

Nous associons & la barre 7 la base principale d’inertie {e‘} = (ei, e}, €}) en confi-
guration de référence, le vecteur gé étant choisi de facon a orienter la poutre 7 en
configuration de référence. L.a matrice de passage de la base 1 4 la base 2 est notée
R4 et on écrit:

{e} = R - {e'} (1)
Le point de contact O3 entre la poutre 1 et la poutre 2 est choisi comme origine du
repere principal d’inertie [0, {€?}] de la barre 2 en copnfiguration de référence, le
point O = O étant choisi comme origine du repere principal d’inertie [O1, {e'}] de
la barre 1.

Suivant Bourgat, Le Tallec & Mani [1988], nous adoptons alors la représentation
suivante :

iX(i/Yl, i)(g, Z'S) = ir(is) + in Z'dl (ZS) + i)(g idg (ZS) Y (i)(l, i)(g, Z'8) S Qz (2)

ou on note:

INRIA



Un modéle géométriguement exact de jonction de poutres 7

- 'x le vecteur-position, aprés déformation, d’une particule de la barre repérée
en configuration de référence par les coordonnées (* X1, X3, *s) dans [O;, {e'}].

- ‘r(*s) le vecteur-position du centre de la section oil se trouve cette particule.

- {'d} = (*di(s),'dy(*s),'d3('s) la base orthonormée, dépendant de la section
ou se trouve la particule, dont deux directions sont les directions principales
d’inertie de cette section, la troisieme étant orthogonale a la section.

Remarque : Cette représentation permet la prise en compte de I’allongement et
des flexions de la barre 7, mais aussi des cisaillements transverses et de la torsion.
Le vecteur idg(iS) n’est en effet pas astreint, a priori, & étre tangent a I’axe moyen
de la poutre - les sections peuvent donc tourner librement autour de leurs centres.
Cependant, cette représentation n’autorise pas les déformations dans le plan de la
section - ce qui revient a supposer les sections suffisamment raides ou raidies a ’aide
de raidisseurs. Enfin il est important de noter que c’est relativement a l’origine du
repere absolu que sont mesurés les vecteurs “r(’s).

a

Nous introduisons les quantités géométriques:

‘S :/ d'X,d' X,
Si(s)

g :/ (X)X d Xy,
S;(*s)

T, :/ (X)%d'X,d'X,
Si(s)

2.2 Loi de comportement et équations d’équilibre
Nous introduisons les quantités mécaniques suivantes :
- 'E,'G: module d’Young et module de cisaillement de la barre i;
“f('s) : densité linéique d’efforts extérieurs exercés sur la poutre ;
- F: effort appliqué a I'extrémité de la poutre 2.

Nous nous restreignons dans la suite au cas ot §; ne dépend pas de ‘s.

RR n° 3372
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Fic. 1 — Configurations et repéres
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Nous reprenons les mesures de déformations introduites dans Bourgat, Le Tallec

& Mani [1988]:

7 1 i3 1
uj = ek di - tdi (3)
et: ' ' '
Z'Uk = ip _zdk (4)

ol ef; ) est la signature de la permutation qui envoie [1,2,3] sur [j,k,!] et ou la

. ! s . s . ~ g
notation désigne la dérivation par rapport a's.

Remarque: L’interprétation mécanique des quantités précédentes est la suivante:
dans la base locale {'d}, les quantités ‘u; et ‘uy mesurent la flexion, ‘uz la torsion,

ivl et ivg le cisaillement et ‘vs — 1 ’allongement de la fibre moyenne.

a

Nous nous restreignons au cas de barres a sections transversalement isotropes
et nous adoptons, pour la densité linéique d’énergie de déformation, ’expression
suivante :

'G'S 'E'S . 'E'1

wh = ——= (v +73) + —— (s =17 + — (i +7u3) + 'GT'ui (5)

7
ot ’T est la valeur commune de ‘I, et de ‘I, supposée indépendante de ‘s.

Remarque : [’expression de cette densité quadratique est obtenue & partir d’une
densité d’énergie tridimensionnelle de type Ogden (Ciarlet & Geymonat [1982]),
a partir de laquelle on effectue un développement limité a ’ordre deux dans la
variation de volume. On effectue ensuite I’hypothese :

Z’Ull)(g — Z‘ungl

’L,US

<<1

hypothese raisonnable si I'allongement reste faible (ivg proche de 1) car la valeur
maximale du numérateur est 1, ce qui correspond au cas peu probable ou la barre ¢
est repliée sur elleeméme (voir a ce propos Mani [1987]).

a

RR n° 3372



10 Henri CHAJMOWICZ

Nous adoptons, pour chacune des deux poutres, le modéle mécanique de Simo [1985].

e Loi de comportement
ai,we
T O
ai,we
- Otv;

m( (‘s, "uj, 'vg) “di('s)

(6)

‘n('s) (s, "ug, "vg) "di('s)

Mécaniquement, la quantité ‘n s’interpréte comme une densité d’efforts intérieurs,
la quantité ‘m comme une densité de moments intérieurs.

e Equations d’équilibre
‘m 4+t Ain=0

(7)
in’ + =0

3 Conditions aux limites, contraintes, conditions de jonc-
tion

3.1 Conditions aux limites et contraintes

Dans le cas ol la premiére poutre est encastrée dans un support rigide fixe, nous
avons les conditions :

lr(0) =0,

ld _ 30 . (8)
;7(0)=d% vj e {1,2,3}.

ot (df,dJ,dJ) est une base orthonormée fixe.

Dans le cas ou il existe une liaison pivot, entre la premiere poutre et un support
rigide fixe, nous supposons que I'un des vecteurs {'d;(0)},;=1.. 3 se confond avec
un des vecteurs directeurs normés, noté ug, de ’axe de cette liaison. Nous écrivons
donc:

'r(0) =0,

1d;, (0) = u, (9)

0
Im(0) -1, (0) = 0, pour un jo € {1,2,3},

INRIA
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Nous avons également des conditions de compatibilité des champs d’efforts et de
moments internes avec le chargement extérieur:

{ 21’1(12) = f,

Enfin, orthonormalité des vecteurs {id]-}j:h.ﬁ7 se traduit par les contraintes:

Pouri=1,2 ‘d; -‘dy = 5;?

. . : 11
(Zdl /\Zdz) idy > 0 ( )

3.2 Modele de jonction: cas d’une liaison pivot

[’articulation de la chaine transmet intégralement les déplacements, ainsi que les
efforts et moments intérieurs. Nous avons donc les conditions de raccord :

'r(l) = 7r(0),
n(l) = *n(0), (12)
'm(ly) = *m(0).

Nous devons exprimer le fait que ’articulation entre la poutre 1 et la poutre 2 est
de type pivot. Nous faisons I’hypothese que I’égalité:

’d;, (0) = 'd;, (hh). (13)
a lieu pour un couple (iy,41) donné dans {1,2, 3}
Soient (jg, k2) € {1,2,3}? tels que la famille
{%d;,(0),%d;, (0), *dy, (0)}
constitue une base orthonormée directe. Soient (j1, k1) € {1,2,3}? tels que la famille

{1di1 (ll)7 1dj1 (11)7 ldkl (11)}

constitue une base orthonormée directe. De par la nature de ’articulation, le mouve-
ment relatif entre les poutres 1 et 2 a lieu dans le plan commun aux quatre vecteurs

{(*d;,(0),%dx, (0)), ('d;, (1), 'di, (1))}

RR n° 3372



12 Henri CHAJMOWICZ

et nous faisons I’hypothese fondamentale que le moment articulaire est du type
moment de rappel, opposé au mouvement relatif des deux poutres. Nous postulons
donc I'existence de trois réels £ (strictement positif), 61 et 6, (indépendants des
inconnues {('r,’'d;)};=1,2 du probleme) tels que:
2m(0) = 'm(L),
(0) (h) (14)
= —r1 Ay A By,
avec : .
Ay = (cos(2)d;, (0) + sin(62)*d, (0)),
BQ = (COS(Ol)ldjl (ll) —|—Sin(01)1dk1 (ll))

Les deux réels 6y et 6 sont choisis de fagcon a annuler le moment articulaire en
configuration de référence. Les figures 2 et 3 illustrent notre construction.

(15)

L’expression de ce moment articulaire permet de ramener la formulation va-
riationnelle des équations d’équilibre de la structure & un probléme de
minimisation, comme nous le verrons plus loin.

INRIA
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2d2(

tds(lh)

As = By

tda(ly)

2da(0)

1dy(11) = 2d4(0)

Fic. 2 — Configuration de référence

RR n° 3372
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Fic. 3 — Configuration déformée
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4 Formulation variationnelle

4.1 Cadre fonctionnel

Soient les espaces:

H; = H'(0,1; R?) , Ha; = H'(0,1; R**®) pour i = 1,2

2
H=T] ! (16)
=1

On s’intéresse a l’espace des configurations cinématiquement admissibles. Compte
tenu de ce qui précede, cet espace s’identifie a:
K= {{r,{'d;};=123}i=12 = (‘r,'d;) € H vérifiant les conditions :

'e(0) = 0 et ‘r(ly) = ?r(0) ;

'd;(0) =d? Vj € {1,2,3} si (8) est imposé ;

'd;, (0) = ug si (9) est imposé ;

di, (0) = "dy, (Ih) 5

Vie {1,2},V(j,k) €{1,2,3}* ‘d;-'dy = &} ;

Vie {1,2} (d; A'ldy) -ds > 0}
Nous montrons que cet espace possede une structure de sous-variété de classe C*™

de l’espace de Hilbert 7. Pour ce faire, nous rappelons d’abord deux résultats
importants :

Lemme 4.1 Abraham & Robbin [1967/, Bourgat, Le Tallec & Mani [1988] :
S’il existe H un Hilbert, S un sous-espace affine fermé de H, M un ouvert de S et
G une application C*° (resp. différentiable) opérant sur M, a gradient surjectif et
telle que & est le noyau de G, alors £ est une sous-variété différentielle de classe C*
(resp. différentiable) de M. L’espace tangent a & en un point P de £ est le noyau
du gradient de G en P.

Lemme 4.2 Poschel & Trubowitz [1985]: Si £ est un ouvert (resp. un fermé)
d’un espace de Hilbert H, alors £ est une sous-variété différentielle de classe C*° de
H. de H. En particulier, si £ est un fermé d’un espace de Hilbert H, H est l’espace
tangent a £ en tout point de £.

RR n° 3372



16 Henri CHAJMOWICZ

Nous cherchons a rejoindre le lemme 4.1. Nous construisons successivement un sous-
espace affine fermé S de 'espace de Hilbert 7 défini par (16), un ouvert M de § et
une application G, définie sur M, & gradient surjectif et dont K est le noyau.

Nous introduisons ainsi les trois espaces:

S={(r,'d;) € H vérifiant les conditions :
'r(0) =0 et 'v(ly) = ?r(0) ;
'd;(0) =d? Vj € {1,2,3} si (8) est imposé ;
'd;, (0) = ug si (9) est imposé ;

2di2 (0) = 1dil (11)}

M= {(r,'d;) € S vérifiant: Vi€ {1,2} (‘"d; A'dy) -'d3 > 0},

et :
N= {('B,*B) ¢ Hs31 X Hsz o vérifiant:
Vi € {1,2} : ‘B symétrique ;'B(0) =0 ;

'B(l1) = 0}
ainsi que ’application :
{ M = N
(r,'d)) = Al'di-'dj = §licijea Pdi-*dy = 6hicij<s)

Nous admettons provisoirement le lemme :

Lemme 4.3 [’espace M est une sous-variété de classe C* de ’espace

My = {('r,'d;) € H vérifiant les conditions :
'r(0)=0; *d;,(0) = 'd;, (h)
Vie {1,2} ((d; Aldy) -'ds > 0},

INRIA
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dont Uespace tangent SM en un point (‘r,'d;), indépendant du point (‘r,'d;) consi-
déré, est donné par:

IM = {{ip7{igj}j:17273}i:172 = (ip,igj) € H vérifiant les conditions :
'p(0) =0 et 'p(l) = *p(0) ;
1g]-(()) = 0Vj € {1,2,3} si (8) est impos€ ;
'g;,(0) = 0 si(9) est imposé ;
'g:,(0) = 'gi, (1)}

et nous montrons le lemme suivant :

Lemme 4.4 G est de classe C*° sur H et V(irid )g est surjectif pour tout point
» Uy

(‘r,'d;) de K.

Démonstration :
e Régularité

G est de classe C* sur H en tant qu’application polynomiale définie sur un pro-
duit d’algebres.

e Surjectivité du gradient
Il suffit de remarquer que, pour tout (13, 23) € N,ona:

1
—2Bj,k2dk) € ‘M

1
1B, i'dy, *r, 3

1
(r72
et:

1
~2R..2d,) = ('B,%B
]7

o 1
1t Y. (1. 21 1 2
V(ir’idj) g(( r, d])) ( r, B]Jﬂ dy, °r, 2

2
O

D’apres le lemme 4.1, le lemme 4.4 suffit pour montrer que K est une sous-variété
de classe C*° de M. D’apres I'expression de G, son espace tangent §K((‘r,'d;)) en
un point (‘r,'d;) est donné par:

SK(('r,'d;)) = {('p,'g;) € oM tel que: ['d;'g; + 'g;" ' drli<jpcs = 0Vi € {1,2}}

RR n° 3372



18 Henri CHAJMOWICZ

ce qui s’écrit encore:

SK(('r,d;)) = {(ipaigj) € H vérifiant les conditions :
'p(0) = 0 et 'p(lr) = *p(0) ;
'g;(0) = 0Vj € {1,2,3} si (8) est imposé ;
'g; (0) = 0 si (9) est imposé ;

2g¢2(0) = lgil ()
Vie{1,2}3U; € H; tel que:‘g; = U A'd; V€ {1,2,3}}

Enfin le lemme 4.3 est une conséquence directe des lemmes 4.1 et 4.2 et se démontre
comme le lemme 4.4. [.’espace de Hilbert S; défini par:

S; ={('r,'d;) € H vérifiant les conditions: 'r(0) = 0; 2d,,(0) = 'd;, (1)}

est un sous-espace affine fermé de I’espace de Hilbert H et ’espace M est un ouvert
de &;. Enfin, 'espace M est le noyau de "application G; définie sur My par:

Gi(('r,'dy))= {{'d;(0) — A} j=r0,3), 'r(la) = *r(0)}

si (8) est vérifiée, et par

Gi(('r,"d;))= {'dj, (0) — o, 'r(lr) = *r(0)}

si (9) est vérifiée.

INRIA
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4.2 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant montrer le théoreme:

Théoréme 4.1 Les équations d’équilibre (7) sont équivalentes au probléeme varia-
tionnel [P]:

Trowver (‘r,'d;) € K tel que:V (ip,igj) € SK(('r,'d;)):

07 (('r,"d;))

Tk { {cos(62)?d;, (0) + sin(f2)*dy, (0)} - {cos(61)'g;, (I1) + sin(61) gy, (11)}
+ {cos(61)'d;, () +sin(61) dg, (h)} - {cos(02)?g;, (0) + sin(f2)*gy, (0)} }

2o
:Z/ 'f-'pd's + F-*p(ly)
=1 0

ot l'on a posé:
2

T((r,id;)) = Z/O it (s, Fu, fuy) dis (17)

i=1

Démonstration D’apres I’expression (5) de la densité d’énergie ‘w®, nous pouvons
affirmer que les deux hypothéses de régularité suivantes sont vérifiées:

e Pour tout i € {1,2}:
“we (s, .,.) € CY(IRS) p.p sur ]0; 1 (18)

e Pour tout j € {1,2} et pour tout (f'uk,ka,fuk,ka) € L*(0,1; R'Y):

'aj'we . ﬁf'we

—(!s, Jup, o) Uy + — (JS,JUI:,]Uz)]Vi' <
J7uy 07v;

[Co 4 7C (Fud + Fu)3] U + VA2
(19)

ou /Cq et 7Cy sont des constantes réelles strictement positives.
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On calcule ensuite les gradients :

. 0'u; .
Y. — : '.7 (0 72 )
9 (r, ;) (p.’g;)
. v, o
Wy = —— . (p,ig,
T 9(ir,dy) (p.'8;)

On obtient, tous calculs faits:

: 1 L o,
U = 2Lk (‘g -'di + 'dy -"gy)

(20)
W="p Sy 4+ g
Nous avons donc, d’apres la définition de §K(('r,'d;)), les relations:
: 1 . o : .,
ZU]‘ = 56[]‘7;“1]{[7/{2' AN'dg + U A de] Sl + [UZ' A Zdl] -de}
soit : 1
U; = §e[j,k,l][2dk AU = U -
et donc: o
U; = U 'd; (21)
De méme: ' o '
‘P = "Ve'dy + Ui \'r (22)

Pour tout indice 7 dans {1,2}, on considere (‘u;, vy, U;, Vi) € L*(0,1; R') et on
introduit 'opérateur:

A’fiwe(is) = [iwe(i&iu]' + Tiujvivk + Tzvk) - iwe(i&iuﬁivk)]

N =

ou 7 est un parametre réel vérifiant |7| < 1.

D’apres le théoreme des accroissements finis et ’hypothése (18), nous avons ’égalité:

'ATi'we(is)' =

8%62'2' i1, % iy V6 8%62'2' i1, % ivs \i

'(W—u( s,'uj + 10U v + TOVE) U + 37(87 u; + 70U, v + 7O V) Vz‘
ug !
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ou @ est un parametre réel vérifiant 8] < 1.
D’apres ’hypothese (19), nous pouvons en déduire la majoration :
At ()] < PCo + 27C (uf + Tof +IUE + VDI PUE + V)
Le membre de droite de I'inégalité précédente est intégrable par hypothese, et indé-

pendant de 7. On peut donc appliquer le théoreme de la convergence dominée a la
suite A;'w® sur ]0;/;[ et donc:

/Ol lim {A w('s)} d's

7—0
dtwe dlws . ;
= { ('s, uj, o) Uy + ——("s, ug, top) Wi} d s
K Uy d? v
oo :
= 71—% ;{/ ('s,'u; 4+ 7 U, 'op + 7 Vi) d's — /0 ‘w('s, "u;, "vg) d's}

_ ot (s i o )is] - (s 1Y
s ), v
les déformations définies par (3),(4) sur la poutre 1 (resp. 2) étant indépendantes
des déformations correspondantes sur la poutre 2 (resp. 1).

Par dérivation de fonctions composées - loisible, car d’aprés (20), les fonctions
(‘u;,'vg) sont de classe C* de H} vers L*(0,1;; R'?), on obtient :

T ,,\€

8]((ir,idj)) . / o wt .. .
GIND S (i, g, oR) Uy (s, g, o) V)
7 (v id,) g] Z FIm (s, “uj, op) Uy + Do (*s,"uj,"vk) Vi d's
(23)
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D’apres ce qui précede, le probleme variationnel [P] peut se réécrire:

Trouver (‘r,'d;) € K tel que: V (ip,igj) € SK(('r,id;)):

. . . otwe .. . . .
Z/ syt o)t + (s g, o) Vi d s
8 uj 0ty
Hl{ {cos(82)%d;, (0) + sin(62)*dk, (0)} - {cos(61)'sg;, (11) +sin(61)" gy, (11)}

+{cos(61)'d;, (l) +sin(61)"dy, (I1)} - {cos(02)*g;, (0) + sin(62)’gy, (0)} }

2o
:Z/ 'f-'pd's + F-*p(ly)
=1 0

D’apres les relations (21), (22) et le modele (7), on peut aussi écrire ce probleme
sous la forme:

Trouver (r,'d;) € K tel que: V('p,Uy A'd;,%p, Uz A2d;) € 6K((°r,id;)):
L , . C ., .

Z/ {m-U;, + 'n-('"p —U;N'T)}d's
0

Tk { {cos(62)?d;, (0) +sin(02)*dy, (0)} - {cos(61)'g;, (I1) + sin(61) gy, (11)}

+ {cos(61)'d;, () +sin(61) dg, (h)} - {cos(02)*g;, (0) + sin(f2)*gy, (0)} }

2o
:Z/ 'f-'pd's + F-*p(ly)
=1 0
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On opere ensuite une intégration par parties pour obtenir:

Trouver (‘r,'d;) € K tel que: ¥Y('p,U; Ald;, 2p,Us A2d;) € 6K((*r,'d;)):

oo, L, . o
Z/ {-'m —'vr A'n}-U; — {'n + ‘f}-'pd’s
— Jo

2
—I—Z mU Z/ of. pds—}—f p(lg)
=1

_K“l

{cos(62)*d;, (0) + sin(f2)*dx, (0)} - {cos(f1)'g;, (1) +sin(f1) gy, (1)}

—

+{cos(61)'d;, (h) +sin(61)"dy, (I1)} - {cos(02)°g;, (0) + sin(62)’gy, (0)} }

soit encore, en se servant de la relation (14):

Trouver (r,'d;) € K tel que: V('p,iy A'd;,%p, Uz A2d;) € 6K((°r,'d;)):

2ol L . L
Z/ {-'m-"r A'n}-U; — {'n + '} -'pd's =0
i=170

et on retrouve la formulation variationnelle des équations d’équilibre (7).

4.3 Résultat d’existence

Nous allons montrer le théoréme:

Théoreme 4.2 Si les forces ertém’eur@s {if}z 1,2 sont indépendantes des variables

(‘r,'d;) et appartiennent a [’espace H H=Y(0,1;; R?), alors le probleme variationnel

=1
[P] admet une solution.
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Démonstration:

Le principe de la démonstration est le suivant : on montre que le probleme variation-
nel [P] se rameéne & un probléme de minimisation d’une fonctionnelle sur une variété
différentielle et on applique le théoréme de Weierstrass (voir Bourgat, Le Tallec

& Mani [1988]).

Nous introduisons une norme sur # :

2 3
I ) e = 304 15 )+ 20 2y
1= 7=

et nous démontrons le lemme :

Lemme 4.5 Sous les hypothéses du théoreme 4.2, les opérateurs Q et L définis sur
H par:

Q(('r,'d;)) = 1 {{cos(62)2d}, (0) + sin(8;)*dx, (0)} - {cos(8y) dj, (1) + sinwl)l(dk3 ()3}
25
et

o 2ol
L((r,id;)) = Z/ if e dis + F-2r(ly) (26)
i=1 70
sont différentiables sur H.

Démonstration (du lemme 4.5):

Nous disposons de I’injection continue:

H = ]I, 1; =), (27)

=1

Si les forces extérieures {'f};—; o sont indépendantes des variables ('r,'d;) et ap-
2
partiennent a I’espace H H_I(O7 Ui BS), nous pouvons affirmer, grace a I'injection
i=1
(27), que la fonctionnelle linéaire £ est continue, donc différentiable sur H.
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Soit ensuite (‘r,'d;) dans H. Pour tous j, k € {1,2,3} et pour tout (*p,*s;) dans H,
nous avons:

(*d;(l) + 19;(ln)) - (Pde(0) + ?6x(0)) = 'd; (L) - *d(0)
+D('r,'d;) - ('p,d;)
+16;(11) - 6, (0)
ot I"application linéaire D('r,’d;) définie sur # par:
D('r,'d;) = ('p,'85) — 'dj(lr) - 26x(0) + 2d(0) - '8;(1n)
est continue sur H de par l'injection (27). Toujours grace a l'injection (27), nous
avons également : o
1"8; (1) - 286 (0)] < [I(p.70)) I3,

Nous pouvons donc conclure a la différentiabilité de Q sur #. Nous avons, en tout
point ('r,’d;) de H et pour tout ('p,'g;) dans #:

99Q(('r,'d)))

i) (pe) = feos(6)*d, (0)+ sin (82", 0)

{cos(61)'g;, (1) + sin(61) g, (1)}
+ {cos(61)"d;, (1) +sin(61) dg, (1)}

{cos(6:)7g,, (0) + sin(6) gy, (0)) }

Nous avons également, en tout point (‘r,'d;) de H et pour tout (‘p, igj) dans H :

aﬁ((lr,ld])) . . 2 L . . 9

—— 1 77 . (p,g.) = f.ipd's + F - ?p(l

9 (e, d,) (‘p,'g;) ;/0 pd's + p(l2)
O

Nous reprenons maintenant la démonstration du théoréme 4.2 et nous notons (‘u;, 'vg)
'opérateur (uj, vk, 2u;, 2vg) défini sur H.
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e Faible continuité de (‘u;,‘v;) sur H.
Soit {('r", id?)}ne]N une suite faiblement convergente dans . La suite {(['t”]) }nen

2
et chacune des trois suites {([Zd?]')}new converge alors faiblement dans H L*(0,1; R®).
=1
Or nous avons:
2 2
[Ta" 0,1 R) < T]c°0, 6 Rr?) (28)
=1 =1

avec injection compacte. Nous pouvons donc conclure a la convergence forte de cha-

2
cune des trois suites {(Zd?)}new dans I'espace HCO(O, l;; IR%).
=1
Chacune des six suites produit {(Zu?)}new et {(ZUZ)}neIV converge donc faiblement
2
dans H L2(07 l;; IR), ce qui permet de conclure a la faible continuité de ’application

=1
2

(‘u;,‘vg) définie sur H et & valeurs dans H L2(0,1;; R°).

=1
e Faible semi-continuité inférieure.

Les densités d’énergie 'w®(’s, “u;, vy) définies par (5) sont convexes, quadratiques,
et & coefficients bornés sur IR®. Les fonctions:

S i o .
(‘uj,'vg) — / ‘w('s, "u;,"vg) d's
0

sont alors convexes et continues, donc séquentiellement faiblement semi-continues
2

inférieurement, sur H LZ(O, Ui RG). Par sommation, composition et d’apres les pro-
=1
priétés de l'opérateur (‘u;,'vy), on en déduit que 'opérateur J défini par:

2ol .
J :(r'd;) — Z/ fwe('s, uy, o) d's
i=1 70

est séquentiellement faiblement semi-continu inférieurement sur #.
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Considérons maintenant 'opérateur Q défini par (25). Soit {(ir”,id?)}new une
suite faiblement convergente dans H. D’aprés I'injection compacte (28), nous pou-

vons conclure a la convergence forte de chacune des trois suites {(*d’)} _py dans
J/Ine
2

H CO(O7 li RB). Nous en déduisons la convergence forte de toutes les suites produits
i=1
du type {(*3d?(0)-'d (/1)) },c v- Ceci nous permet de conclure 4 la faible continuité
de Q sur H, par composition avec 'opérateur linéaire & coefficients bornés défini sur
R* par:

R* — R

(o1, 2,3, 04) —> Ky { cos(fz) cos(b)ay + cos(8y) sin(6q)ag
+ sin(#3) cos(fy)as + sin(fz) sin(61)aq }

D’apres la démonstration du lemme 4.5, la fonctionnelle linéaire £ définie par (26)
est continue sur H sous les hypothéses du théoréme 4.2. On en déduit la faible
semi-continuité inférieure sur A de ’application Jy définie sur H par:

Jo(('r,'dy)) = T((r,'d)) + Q(('r,'d;)) — L((‘r,"dy)) (29)
o Coercivité de 7, sur K.

Nous avons par construction :

Les relations (3) et (4) nous permettent d’écrire la relation précédente en fonction
des seuls éléments de K.

J((r,'d;)) >

2 2 Nt 3

ZGZS RS ., . .
3 T a5 s+ ST ) |
=1 7=1
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Nous admettons provisoirement le lemme suivant :

Lemme 4.6 [l existe une constante Cy strictement positive, ne dépendant que de la
géométrie de la configuration de référence et telle que :

2
Z L2 0,1;1R’) =G Z I rHHl 015 R*Y

D’autre part, puisque pour tout (ir, Z'dj) dans K, nous avons

nous pouvons écrire :

P2, 0y = Iy — b

Nous en déduisons donc:

J((r,'d;)) >

) o
ZGZS RS .
Z { G | 'x HH1 01;:R) TH HHl(ol R’y T G IZ I d]”H1 015 Ry L)

=1 ] 1

En tenant compte en outre de l'injection continue H < H[CO(O,IZ';BS)]‘I, nous
=1
obtenons la minoration :

Jo((ir id‘)) 2

Z @

(3 nts

A I e | P

3
eyl IZ Pl ey = 1= 1900 51 )
Jj=

i=1,2

On en conclut & la coercivité de Jy sur K pour la norme de # définie par (24).
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o Existence.

Par définition, ’espace K est égal au noyau de ’application Gy définie sur H par:

Go((r,id;)) = {{'d; - "dy — 67} iz 2 jh=1,2,3) {(‘di Atd2) - "ds — 1} oy 2y,
'r(0),{'d;(0) — d} ;=1 2,3}, (1) — *x(0),%dy, (0) — 'dy, (1)}

si (8) est vérifiée, et par

gO((irvidj)) = {{idj 'idk - 5f}{i:1,2,j,k:1,2,3}a {(idl A id2) 'idS - 1}{2':1,2}7
'r(0),'d;, (0) — ug, 'r(ly) — *r(0), %d;, (0) - 'd;, (1)}

si (9) est vérifiée.

En raison de l'injection compacte :

2 2

[1#' (0,15 B — T] (0, 1:; IR?)

I’application Gy est faiblement continue sur H, ce qui entraine que K est faiblement
fermé dans H. Le théoreme de Weierstrass permet alors d’affirmer que Jy, coercive

et séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement sur K pour la norme
[I|l% définie ci-dessus, atteint son minimum en un point ('r*,*'d}) de K.

[’application Jy étant en outre différentiable, d’aprés (23) et le lemme 4.5, sur la
variété différentielle K, son gradient au point (‘r*,'d}) est orthogonal & I'espace
tangent & K en ce point. Ceci se traduit par:

V(‘'p,'g;) € OK(('r,'d})):

a7 ((r*,'d))
d (*r,'d;)

9 Q(('r*,'dy))
d (‘r,'d;)

dL(('r*,'d))

(‘p.'g;) + ('p,'8;) 9 (e d) ('p.'s;)

d’otl I'on déduit que (‘r*, Zd;) est solution du probleme variationnel [P].

O
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Il reste & démontrer le lemme 4.6. Or nous avons:

1

r(ls) :/0 Slr/(a)da

d’ou la conclusion.

5 Retour sur le modele de jonction

5.1 Cas d’une liaison prismatique

Les articulations de la chaine transmettent les efforts et moments intérieurs. Nous
supposons également que les deux bases {'d;(/1)} et {?d;(0)} restent liées au cours
de la déformation par la relation :

{?d;(0)} = Ry - {'d;(ln)}

ot Ry a été définie par (1).

Remarque : Cette hypothese entraine bien que le seul mouvement relatif possible
des deux poutres est un mouvement de translation.

a

Nous avons finalement les conditions de raccord :

{#d;(0)} = Ry - {'d;(h)}
‘n(0) = "'n(h), (30)
m(0) = 'm(l).
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Nous devons exprimer le fait que 'articulation entre la poutre 1 et la poutre 2 est de
type prismatique. Nous faisons I’hypothese que ’axe de ’articulation est un vecteur
fixe, noté c¢;, indépendant des variables cinématiques du probléme, ce qui
ne saurait étre en toute rigueur, qu’une premiere approximation.

De par la nature de 'articulation, le mouvement relatif entre les poutres 2 et 1 a
lieu suivant I’axe dirigé par ¢q. Ceci nous amene a écrire la condition de raccord :

{'v(li) = *r(0)}Aer = 0

et nous faisons I’hypothese fondamentale que I'effort articulaire est du type effort de
rappel, opposé au mouvement relatif des deux poutres. Nous postulons donc I’exis-
tence d’un réel strictement positif #; indépendant des inconnues {(i]('7 idj)}i:m
du probléme tel que:

20(0) = 'n(ly),
= &1 {'x() - *x(0))

L’expression de cet effort articulaire permet de ramener la formulation variationnelle
des équations d’équilibre de la structure a un probleme de minimisation.

(31)

5.1.1 Cadre fonctionnel

Le cadre fonctionnel (16) de la section 4.1 restant identique, I'espace des configu-
rations cinématiquement admissibles s’identifie a:

K= {{ir, {id]'}j:17273}2':172 = (ir, Z'd]‘) € H vérifiant les conditions:
'r(0) =0 ;
'd;(0) =d Vj € {1,2,3} si (8) est imposé ;
'd;, (0) = ug si (9) est imposé ;
{'r(l)) = *r(0)}Aer = 0
{*d;(0)} = Ry - {'d;(l)} ;
Vie{1,2},V(j, k) € {1,2,3}* ‘d;-‘dy, = &} ;
Vie {1,2} (d; Aldy) -'ds > 0}

Cet espace possede une structure de sous-variété de classe C* de ’espace de
Hilbert H. Les lignes directrices de la démonstration sont identiques a celle du
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lemme 4.1. On construit successivement un sous-espace affine fermé S de I’espace de
Hilbert # défini par (16), un ouvert M de S et une application G, définie sur M, a
gradient surjectif et dont K est le noyau.

Nous introduisons ainsi les trois espaces :

S={(r,'d;) € H vérifiant les conditions:

'd;(0) = dQ Vj € {1,2,3} si (8) est imposé ;
'd;, (0) = ug si (9) est imposé ;

{1 l I'(O)}/\Cl = 0}

M= {(r,'d;) € S vérifiant: Vi€ {1,2} (‘"d; A'dy) -'d3 > 0},

et:
N= {('B,’B) ¢ M3 X Hs o vérifiant

Vi € {1,2} ‘B symétrique ; Z-B(O) =0;

'B(li)=0;}
ainsi que ’application :
{ M = N
L (ridy) - {ld My - S li<ij<s [Pdi-2d; — 6l)icij<a)

Comme & la section 4.1, on démontre que I'espace M est une sous-variété de classe
C™ dont 'espace tangent M en un point ('r,’'d;), indépendant du point (‘r,’d;)
considéré, est donné par:
M = {{ipa{ig]’}jzl,Q,B}i:LQ = (ip,ig]’) € H vérifiant les conditions :

'p(0)=0;

1gj(0) = 0Vj € {1,2,3}si (8) est imposé ;

'g; (0) = 0 si (9) est imposé ;

g <o>} = Ri - g0}

{'p(h) — *p(0)} Aer = 0}
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Le lemme:

Lemme 5.1 G est de classe C° sur H et V
(ir,'d;) de K.

. .1 .G est surjectif pour tout point
(r,id;) J P p

dont la démonstration est identique a celle du lemme 4.4 nous permet d’affirmer
que K est une sous-variété de classe C™ de l’espace de Hilbert . ’espace
tangent a K 6K (('r,*d;)) en un point (‘r,’d;) est donné par:

SK(('r,'d;)) = {('p,'g;) € 6M tel que: ['d;- gy + ‘g;- drlicjecs = 0Vi € {1,2}}
ce qui s’écrit :

SK(('r,'d;)) = {(ip7igj) € H vérifiant les conditions:
"p(0)=0; {'p(li) — *p(0)}Ae; =0
lg.(0) = 0Vj € {1,2,3} si (8) est imposé ;
lgjo (0) = 0 si (9) est imposé ;
{*g;(0)} = Ry - {'g; (1)}
Vie{1,2}3U € H; tel que:'g; = Ui A'd; V)€ {1,2,3}}

ou encore:

SK(('r,'d;)) = {(ip,igj) € H vérifiant les conditions:
'p(0)=0; {'p(li) — *p(0)} Acy = 0
lg.(0) = 0Vj € {1,2,3} si (8) est imposé ;
'g; (0) = 0 si(9) est imposé ;
Vie{1,2}3U; € H; tel que:‘g; = U; A'd; V) € {1,2,3}
et Uz(0) = Ui—1(lh)}
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5.1.2 Formulation variationnelle

Comme a la section 4.2, on démontre I’équivalence des équations d’équilibre (7) au
probléme variationnel [P]:

Trouver (‘r,'d;) € K tel que: ¥ ('p,'g;) € 0K(('r,'d;)):

8 ir,i 7 . R R 1 9 1 )
H'(ZPJ&) +i{ {'e(l) = *e(0)} - {'p(h) - *p(0)} }

2o
:Z/ folpd's + FPp(ly)
i=1+~0

Remarque: La démonstration fait intervenir I'expression (31) des efforts articu-
laires ainsi que la condition :

Uy (0) = Uy (1) (32)

qui apparait dans la définition de I’espace-tangent 6K ((‘r,"d;)). La condition (31)
permet d’affirmer que:

[n-'ply = =& { {'r(l) = 2x(0)}-{'p()) — ?p(0)} } + F-’p(l)

2
=1

k3

tandis que la condition (32) permet d’affirmer que:

['m-U]5 = 0
1

2
1=
5.1.3 Résultat d’existence

Comme a la section 4.3, nous pouvons accéder a un résultat d’existence sous la forme
suivante :

Théoréme 5.1 Si les forces extérieures {if}i:m sont indépendantes des variables

2
‘r.id;) et appartiennent a espace H=Y0,1;; R?) et s’il existe une constante B
( ? J pp 14 ) by
=1
strictement positive telle que :

I'e(h) = *r(0)] e < B (33)

alors le probleme variationnel [P] admet une solution.
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Remarque : La constante B possede une justification physique, du fait de la pré-
sence de butées aux articulations sur les systémes multi-corps réels.

a

Démonstration du théoréme 5.1:

Le principe de la démonstration est identique & celui de la démonstration du théo-
reme 4.2, et nous ne citons que les points ou ces deux démonstrations différent. Nous
nous servons de la norme sur H définie par (24) et nous disposons alors du lemme:

Lemme 5.2 Sous les hypothéses du théoreme 5.1, Uopérateur Q défini sur H par:

O((r,d))) = yia { {'r(h) - 'x(h) + *¢(0) *r(0) — 27x(0)'x(h)} ) (34)
est différentiable sur H.

Comme la démonstration du lemme 4.5, la démonstration du lemme 5.2 s’appuie

sur I’injection continue
2

H = []ic°(0, 1; B,
=1
En tout point (‘r,’d;) de H et pour tout (‘p, igj) dans #, nous avons:
09(('r,'d;)) . . ) .
—= (" 72 : = [ _ 2 0 d1p(] _ 2 0
8(2r,2d]‘) (p g]) Rl{ { I'( 1) I'( )} { p( 1) p( )} }
O

e Faible semi-continuité inférieure.

Soit I'opérateur Q défini par (34). Soit {(*r", id?)}nel’\f une suite faiblement conver-
gente dans 7. D’apres I'injection compacte (28), nous pouvons conclure a la conver-

2
gence forte de la suite {('r™)}, v dans HCO(O, l;; IR%).
=1
Nous en déduisons la convergence forte des suites produits {(*r(0) - *c™(0))},.o v
{("e™ ()" (L))} e v et {Ce(0)- "2 (1))}, v - Ceci nous permet de conclure & la
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faible continuité de Q sur H, par composition avec 'opérateur linéaire a coefficients
bornés défini sur IR> par:

R? — R

(a1, a9, 3) —> 51{ o — 209 + as }

D’apres la démonstration du lemme 4.5, la fonctionnelle linéaire £ définie par (26)
est continue sur H sous les hypothéses du théoréme 5.1. On en déduit la faible
semi-continuité inférieure sur H de ’application Jy définie sur H par:

Jo(('r,'d;)) = J(('r,"d;)) + Q(('r,'d;)) — L(('r,d;))
e Coercivité de J; sur K.

Nous avons par construction :

T((r'dy)) >

2l [ 1GES S. EBiS S 1 . :

> [ S-SR ar b
0 _ ;

=1

Les relations (3) et (4) nous permettent d’écrire la relation précédente en fonction
des seuls éléments de K.

J((r,'d;)) >

2 [ ‘G's ‘EiS ., P

Z { —H ”L2 01y TH r ”L2(0,l¢;R3) +'G IZH dJ'”L?(o,zi;RS)
=1 j=1

Nous admettons provisoirement le lemme suivant :

Lemme 5.3 [l existe deux constantes Cy et Cy strictement positives, ne dépendant
que de la géométrie de la structure et telles que :

2
Z L2 01:IR’) = =G Z I r”Hl 01 Cz.
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D’autre part, puisque pour tout (ir, idj) dans K, nous avons

nous pouvons écrire:

I'd = [I'd; )2 =k

J”L? 0,1;:IR%) H1(0,0;1R)

Nous en déduisons donc:

J((‘r,"d))) >

2 ZGZS ) zEzS i : :
Z Cl 2 || HHl Ol RS) - TH ||H1(Ol RS) + G IZ H d]”H1 Ol RS) - ll) - CQ'

=1 7=1

2

En tenant compte en outre de l'injection continue H < H[CO(O,IZ';RS)]4, nous
=1
obtenons la minoration :

Pl Z’dm >
2{01

+'G IZ (|I'd; ”H1 oy — Y - f B — Cy

(3 Y

e L

On en conclut & la coercivité de Jy sur K pour la norme de # définie par (24).

o Existence.

Par définition, ’espace K est égal au noyau de ’application Gy définie sur H par:

Go(('r,'d;)) = {{’d; - "di — 05} im0 jhmt,2,3p {((d1 Ady) - Tds — 1}y 0,
'r(0), {'d;(0) — A} =1 2,30, {7d;(0)} — Ra - {1d;(1n)},
{"r(t) = *r(0)} Aer s
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si (8) est vérifiée, et par

Go((r,'d;)) = {{d; -"dj — 5f}{¢:1,2,j,k:1,2,3}7 {("di A'dy) - 'd3 — 1} gi=1,2}5
'r(0),'d;, (0) — uo, {?d;(0)} — Ry - {'dj(lh)},
{'e(l)) = ()} A} ;

si (9) est vérifiée.
En raison de l'injection compacte :

2 2
[T#" 0,6 R = []c°0,1; ®°)

I’application Gy est faiblement continue sur H, ce qui entraine que K est faiblement
fermé dans H. Le théoreme de Weierstrass permet alors d’affirmer que Jp, coercive
et séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement sur K pour la norme
||l définie ci-dessus, atteint son minimum en un point (‘r*,‘d}) de K.

[’application Jy étant en outre différentiable, d’aprés (23) et le lemme 4.5, sur la
variété différentielle K, son gradient au point (Zr*,"d;) est orthogonal a ’espace
tangent a K en ce point. Ceci se traduit par:

V (‘p,'g;) € OK((r*,'d})):

a7 (('r*,"d}))
d (‘r,'d;)

9 Q((‘r*,'d}))
d (‘r,'d;)

9 L(("r*,d}))

(i i Y TN il (o ie) = 0
(‘p,'g;) + ('p,'s;) 9 (v, 7d,) ('p:'s;)

d’ott 'on déduit que (‘r*, Zd;k) est solution du probleme variationnel [P].
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Il reste & démontrer le lemme 5.3. Or nous avons:

1

d’ot la conclusion sous I’hypothese (33).

5.2 Cas d’une liaison cylindrique

Une liaison cylindrique est la combinaison d’une liaison pivot et d’une liaison pris-
matique.
Nous avons donc les conditions de raccord :

'n(lh) = %n(0),'m(l;) = ?m(0). (35)

En nous inspirant de ce qui a été dit pour les articulations pivots et prismatiques,
nous introduisons les conditions de raccord supplémentaires :

3 (11,12) € {1,2,3}%tel que: 2d;,(0) = 'd;, (/1)
(36)
{'r(li) — r(0)}Aer = 0

Nous postulons en outre I'existence de quatre réels A1 k1 (strictement positifs), 6,
et #; (indépendants des inconnues {('r,'d;)};=1,2 du probléme) tels que:
‘m(0) = 'm(h),
= —k1 Az A By,
(37)
n(0) = "n(l),
— i {x(h) - 7x(0))
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ot les vecteurs A; et By ont été définis par (15).

L’expression de ce torseur articulaire permet de ramener la formulation variation-
nelle des équations d’équilibre de la structure & un probleme de minimisation, comme
nous l’avons vu dans les sections précédentes.

Nous aboutissons & un résultat d’existence de solutions de ce probleme de minimi-
sation sous les hypotheses:

Les forces extérieures {'f};—1 o sont indépendantes des variables (‘r,'d;) et appar-
2

tiennent a lespace H H_I(O7 lis RB) et il existe une constante B strictement positive
i=1
telle que:

I'e(l) = *r(O)||pp < B
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6 Conclusion

Nous avons montré, dans ce rapport, comment adapter le formalisme géométrique-
ment exact au cas de structures polyarticulées formées de poutres droites. Nous
avons utilisé des hypotheéses mécaniques certes restrictives, mais physiquement réa-
listes.

Nous avons travaillé sur un cas simple, a deux poutres afin d’éviter I'introduction
de notations contraignantes et de faciliter ainsi la lecture de ce travail : 'écriture
des modeles de chaines ouvertes a plus de deux composants ne pose aucune autre
difficulté particuliere.

L’écriture des problemes d’équilibre rencontrés sous la forme de problemes de mini-
misation s’avere particulierement bien adapté a un traitement numérique ultérieur.
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