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An Optimal C° Finite Element
for Plane Crack Problems

Abstract: The aim of this paper consists in the computation of plane crack prop-
agation coefficients using a C° mixed finite element method. These coefficients are
obtained directly by a Strang-Fix approach or characterized by dual singular func-
tions. The operator is the bilaplacian involved in the problem A? 7 = f decomposed
in two laplacians —A ¥ = w and —A w = f. In the discrete problem, the singular
functions are no more set up on % but on w. The error estimation for the two first
coefficients gives O(h1/2) with the Strang-Fix method while we get, under the same
regularity hypothesis and for all the coefficients, an error O(h?) when one uses dual
singular functions.

Key-words: biharmonic, ¥ —w, mixed finite element, dual singular functions, error
estimates, crack.
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0 Introduction

On considére le probléme de Dirichlet pour 'opérateur bilaplacien dans un do-
maine polygonal, borné Q C R2? de frontiére 9€2. Ce travail porte sur le probléme
décrit par les équations suivantes:

A2y = f dans €2,
(P) v =g sur €2,
oy =g sur 012,

ol A2 = AA et 9, est la dérivée normale sur 9Q . L’ ouvert € étant polygonal, la

régularité de la solution ¥ ne dépend pas uniquement de la régularité des données
f, up et g mais également de la géométrie du domaine 2. Cette solution est singuliére
au voisinage des sommets non convexes de 'ouvert; elle se décompose en deux parties,
I'une réguliére et I'autre formée d’une somme finie des fonctions singuliéres liées a la
géométrie de I'ouvert ( Grisvard [12], Kondratiev [13] ).

Si f e HY(Q) et (ug, g) vérifient des conditions minimales que 1’on précisera, la

N
solution se décompose en @ = ¥ + E A;S; ot " € H3(Q) est la partie réguliére
7=1
alors que (5;);=1,n représentent les fonctions singuliéres et (A;);=1 v les coefficients
de singularité.

Dans le cas d’un ouvert fissuré, les coefficients de singularités liés au sommet de
la fissure sont les coefficients de propagation de la fissure. Leur calcul permet, outre
le fait de mieux caractériser la solution @ , de connaitre a priori les directions et les
intensités de la propagation de la fissure.

Le probléme (P) qui modélise en Mécanique des Structures, le déplacement verti-
cal d’une plaque, admet, sous des hypothéses convenables sur f, ug et g, une solution
dans H?(f2); son approximation par des éléments finis conformes nécessite des es-
paces discrets de classe C'! (on doit utiliser dans ce cas des polynémes de degré 5).
Dans le cas d’une régularité minimale sur f,ug et g, I'approche par les méthodes
mixtes de décomposition (w — 7)) avec w = —A du bilaplacien en deux problémes
de laplacien permet d’utiliser des éléments finis de classe C°. Cette approche a donné
lieu & un certain nombre de travaux; on peut se réferer & Bernardi-Girault-Maday/[4],
Brezzi-Fortin[6], Ciarlet-Raviart[8], Girault-Giroire-Sequeira[9] , Girault-Raviart[10],
Ruas[15].
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4 Amara, Chatti & Dabaghi

La discrétisation induite utilise des espaces d’éléments finis de degré &k avec k > 1.
Si k > 2 et sous les hypothéses de régularité ¢ € H*1(Q),w € H*(Q), on a les
estimations d’erreur suivantes:

lw = whllog+ | ¥ = ¥ l1,a< CR* (| w kg + | € lke1,0)

Le cas k = 1 nécessite une analyse plus fine et Sholz[16] montre que si € est convexe,
on a tout de méme convergence de la méthode.

La méthode proposée par Amara[l] et Amara-Dabaghi[2], consistant & perturber
la formulation approchée en introduisant un terme prenant en compte les sauts des
dérivées normales de la rotation sur les interfaces, améliore les estimations d’erreur
a priori précédentes. Cette nouvelle formulation discréte donne un comportement
d’ordre O(h*) pour k& > 1. De plus, elle est inconditionnellement convergente pour
tout k& > 1 sans aucune hypothése de régularité particuliére sur ¥ ou w.

Dans le cas d’un ouvert fissuré, le calcul des solutions approchées du probléme
(P) par cette méthode d’éléments finis mixte nécessite la prise en compte des singu-
larités afin d’obtenir un taux d’erreur satisfaisant. Cette prise en compte passe par
une bonne approximation des coefficients de ces singularités. Dans ce but, plusieurs
approches existent :

i) "adjonction des fonctions singuliéres a la base de ’espace d’approximation,

ii) le raffinement des maillages au voisinage des sommets, adapté aux singularités,

iii)’utilisation des fonctions singuliéres duales.

Dans ce travail, on va utiliser une méthode qui méle la premiére et la troi-
siéme approche. L’introduction des fonctions singuliéres est faite sur la rotation w
et non sur la fonction courant . Cette technique nous assure pour I’erreur a priori
lw — wrllo.q+ | ¥ — ¥n |1.0 un comportement en O(h) si ¥" € H3(Q).

On rap7pelle dans le paragraphe 1, les résultats de régularité sur le bilaplacien ainsi
que la méthode des fonctions singuliéres duales permettant d’écrire directement les
coeflicients de singularité sans avoir a calculer ¥ ou w.

Dans le paragraphe 2, on adapte la méthode proposée par Amara[l] et Amara-
Dabaghi[2] pour des éléments finis affines ( de degré £ = 1) en introduisant les fonc-
tions singuliéres dans la rotation w. Cette approche permet d’obtenir les coefficients
de singularité comme coefficients des fonctions de base.

Cette technique, appelée de Strang et Fix, est étudiée dans le paragraphe 3 et
les estimations d’erreur a priori sur les coefficients de singularité sont données. On
obtient un résultat de convergence en O(h'/?) sur les deux premiers coefficients dans
le cas régulier.

INRIA
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Dans le paragraphe 4, on présente ’adaptation de la méthode duale et on montre
I’amélioration sur les estimations a priori sur les coeflicients avec un comportement
en O(h) dans le cas le moins régulier & O(h?) dans le cas le plus régulier pour tous
les coefficients.

Enfin, et avant la conclusion, des essais numériques sont présentés et commentés
dans le paragraphe 5.

RR n 3379



6 Amara, Chatti & Dabaghi

1 Singularités du bilaplacien - Fonctions Duales

1.1 Singularités du bilaplacien

On considére un ouvert borné, polygonal, convexe  C R? présentant une fissure
F ayant pour sommet 'origine O. La frontiére 092 de 'ouvert Q se décompose en
N-+2 segments notés (I';)o<i<n41 (voir figure 0). On supposera dans la suite,
sans nuire a la généralité de I’étude, que les angles des autres coins sont de mesure
inférieure ou égale a 7. Pour tout point M de , on note par respectivement (z,9)
et (r, ) ses coordonnées cartésiennes et polaires prises par rapport au sommet O;
on a alors:

r>0, 8€0,2r], x =rcosh, y=r sinb .

Les composantes de 0€2 sont caractérisées par

Lo=Fy ={M = (r,0) € 9Q; 8 =0},
I'ng1 =TI ={M = (r,0) € 09; 0 =2},

N
=i, F=FLUF.

=1

—_ _ o o]
et ainsi 0 =T UF avec FNT = .
Les sommets de 0 sont définis par

Eip1=TiNCiy1, 0<i <N,
O:F+QF_:EOIEN+2.

= r,
Ez M
rl r
E, F, ‘El )
r, N o) |F: Es
Ei+1 = rN
E

F1c.0 FEzremple de Domaine polygonal avec fissure

INRIA
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Les résultats de régularité sur le Bilaplacien ( Kondratiev [13 ], Grisvard [12 |) nous

donnent :
Théoréme 1

Soient f € H™2 (), W et € H*(Q) tels que

A¥p=f dans H2(Q) et »— W € HZ(Q).

1)Sife HY(Q) et e H*(Q) , la solution ¢ se décompose en

V=" + X151+ XSy ot Y€ H*(Q), Ai, A\ € R (3)

avec
0 0
Si(r,0) = rs <sin ;0 — 3sin 5) et Sy(r,0) = rs (cos ;0 — cos 5) (4)
et il existe une constante C' > 0, ne dépendant que de 2, telle que
19" s, + Pl + el < C (1Al 0+ [12ls0) - (5)

2)Sifel?(Q) et e H*(Q), lasolution ¢ se décompose en

%=+ M1+ AaS2 + AsSs+ MaSy ot b € HYQ), A, A, A5, M €R - (6)

avec

6 6
Ss(r,0) = rs <sin gt‘) — 5sin 5) et Sy(r,0) = rs <cos 20 — cos 5) (7)

Siet Sy ayant été définis en (4); et il existe une constante C' > 0, ne dépendant que
de Q, telle que

167N + Il + el + sl + Al < C (1 fllog + 190l40) - (8)

RR n 3379



8 Amara, Chatti & Dabaghi

Remarques

o Les fonctions singuliéres (S;)1<i<s4 définies par (4) et (7) ont les propriétés
suivantes:

A%S;, =0 p.p. dans €,
1 (9
Y(S:) =(S:) =0 sur F.
De plus, on a
S1, 59 € H2+Q(Q), Ss3, S4 € H3+Q(Q), Ya € [0,%[ (10&)
4
Si, Sy € WPP(Q), S3, Sq € W'P(Q),  Vpe [1, 5[7 (100)

o Le calcul effectif des coefficients de singularité (/\i)lgiszl peut étre mené en
utilisant la technique de Strang-Fix d’adjonction de ces fonctions singuliéres &
I’espace d’approximation. On récupére ces coefficients comme solution directe
du probléme.

e La seconde technique, introduite par Blum-Dobrowolski [5 |, Moussaoui [14 |,
est basée sur 'utilisation des fonctions singuliéres duales. Par cette méthode,
les coefficients de singularité sont obtenus comme un produit direct entre ces
fonctions singuliéres duales et les données f et ¥ du probléme.

1.2 Fonctions singuliéres duales

On présente dans ce paragraphe les fonctions singuliéres duales liées au bilaplacien
ainsi que leur propriétés ([5],[14]). On considére les fonctions suivantes

Ty (r,0) = ! Si(r,0) , T5(r,0) = r! Sa(r, 0)

3 5 (11)
T3(r,0) =r=" S3(r,0) , Ty(r,0) =r""S4(r,0)

Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes, pour 1 <7 < 4,

AMTF =0 p.p. dans Q,
(12)
Y(T7) = m(T7)=0 sur F
avec 1
Ty, Ty € HV(Q),T5,T; € HY(Q),  Vae [O’i[’ (130)

INRIA
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4
THTE € WEP(Q),TE T € WP (Q),  Vpe [1, g[- (130)

On remarque que, pour toute partie ouverte non vide w de Q telle que O ¢ dw, on
a T7|z € C*®(w) pour 1 < i <4 et le probléme suivant

A?®F =0 p.p. dans €,
Y0(®}) = 7o(T7) p.p. sur 0%, (14)
Y1(PF) = y1(T7) p.p. sur 0%,
o7 € H*(9Q),
admet une solution unique.
On définit alors les fonctions singuliéres duales (S7)1<i<4 en posant:
SF=T"— @} 1=1,4. (15)
Ces fonctions S} posseédent les propriétés suivantes, pour 1 < < 4
A%Sr = 0 p.p dans )
(16)
70(57) = n(S) =0 ppsur 90
De plus, on a
1
Sr, Sy € HYTH(Q), S5, Sy € H(Q), Ya € [0, 5[ (17a)
4
St ;e WEP(Q), S5, STeWIP(Q),  Vpe [1, g[- (176)

Remarques

e Dansle cas o f € H Q) et ¥ € H?(Q), seules interviendront les fonctions
duales S et S, alors que dans le cas ou f € L2(Q) et U € H*(Q), les quatre
fonctions duales agiront.

e Les fonctions singuliéres S5 et S4 sont plus réguliéres que S et Sy alors que,
a l'inverse, les fonctions singuliéres duales ST et S5 sont plus réguliéres que
S5 et S5

RR n 3379



10 Amara, Chatti & Dabaghi

1.3 Caractérisation des coefficients de singularité

En utilisant ces fonctions singuliéres duales, on décrit dans ce paragraphe le
calcul direct des coefficients de singularité a partir des 4 fonctions singuliéres duales
(S¥)1<i<a et des données f et W du probléme ([5],[14]). On note par p* = d(O,I)
la distance de O & I' et on considére ’ensemble des fonctions de troncatures

1, 80 <r<rg

T=<{x€CRRY); Irg,r1, 0< g <11 < p*, x(r) = 0. sir <r

On définit, pour tout p €]0, p*[, les constantes
i (p) :/ (AT?0,5; — S;0,ATF + TF0,AS; — AS;0,T7)rdf, 1<i,j<4.
r=p

On remarque que, pour tout x € 7 et pour 1 <¢<4, on a

(1= X)T7 € C¥(Q), (1 - x)®} € HY(Q)
(1-x)S* € HY(Q) n H2(Q).

De plus, on a A%(1 — x)SF = —A%x ST,
A1 = x)T7 = =T,
A1 = X)®F = —A%xdr.
Proposition 1
Les constantes (O‘ij)lsi,jﬁ sont indépendantes de p et valent:
;= a; ™o avec a1 = 8, ay — agz — 24 et ay — —120. (18a)
De plus, on a pour 1<1,7<4 et pour tout y €T

aij:/QAsjA[u—X)si*] dQ—i—/QSJAQ [((S7]dQ,  1<ij<d4.  (18b)

Démonstration

INRIA
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Soient y € T et 1 < 1,7 < 4, on note
Big00) = [ AS;A1 - 08742~ [ 5,8%(1 - x)571d9
Q Q
= [ {AS,A10 =017+ 5,401 bao
- [{as,a101 - 0@+ 5,877 fag

- /F{ansjA[u —T7] = 8. A(1L — )T} }dT

_/ AS; AP dQ +/{sjanAXq>,y —anSjA(x@?)}dF

Q T

_ / (0,8, AT = 8,0, AT; — 0,97 AS; + @70, A7) dT
T

- / (0,5, AT7 — S;0,AT7 — 0,T7AS; + T70,AS) T
r

On a, pour tout p €]0,p*[, B = {(r, 0) e Q;p< r}

Bii(x) — ai;(p) = / (an S;AT? — SjanAT;)dr - / <8nTZ.*ASj + Ti*anAS]*)dF
oB oB

d’ott a;;(p) et B;;(x) sont respectivement indépendantes de p et x. #

Ensuite, on considére I’ensemble W défini par
W = {30 € H?(Q); vo¢ = v1¢¢ = 0 p.p. sur F} .
et on énonce les résultats suivants:
Proposition 2

On a, pour tout y € T ,

(A% xS)ina - [ eAXSDAR =0 i=12, Vpe .

/XSZ*A?@dQ—/ CAZ(xSH)AQ =0 i=3,4, Yo e W N HAQ),
Q Q

RR n 3379
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12 Amara, Chatti & Dabaghi

Théoréme 2

Sous les notations du théoréme 1, on a:

1)sife HY(Q) et WeW, ona
raihi=—(, 5;>_1,1,Q—/F»m(q;)»yl(as;)dnfr 1 (W) 70(ASF)dT, 1< i <2, (19a)
2)sife L3(Q) et We HYQ)NW,ona
ﬂai/\i:—/QfSZ»*dQ—/nyo(kll)'yl(ASi*)dF—k/nyl(kll)fyo(ASi*)dF, 1<i<d (195)
Démonstration

1)Si fe H'(Q)et ¥ €W, onapour i=1,2, et pour tout x € 7,

< FSE>_110=<A",SF> 110
=< A% (1= X)SF >_110+ < A% XS > 110

= [ Awral1-)s7Iae+ [ 6 A (xsi)an
Q Q
(d’aprés la proposition précédente.)

Mais ¢ = Zbr + /\151 + AQSQ et

2 2
> o = whie = 300 ([ As;80 - szin+ [ 557(087)40)
Q Q

i=1 i=1

d’ou
2
<EST e+ hay = [ {AvAL1- 0]+ wA (ST e,
7=1
Par ailleurs,
/ ABA( = ) S7d9 +/ WA (S7)dD
Q Q
:/ APA(L —X)5;d9—/ PAY(1 = )55dD
Q Q
= [ 1 (@p6(A0 =S [ @A - )8

== [ oW (AS)dr + [ 1) (A7) dr.
INRIA
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2)Si feL%(Q)et e HYQ)NW, onapour i=1,2, et pour tout y € T,
/ £ = / S7A%
Q Q
- / (1= \)STA2E D + ST A% dR
Q

= [ Al - 087a0+ [ AR (xs7)an
Q Q
(d’aprés la propositon 2 )
Mais lﬁ = ‘l,)r + /\151 + AQSQ + AgSg + A4S4 et

4 4

S Ao = e = SN </ AS;A(1 - \)S7dQ +/ sjAQ(X5;)dQ)
- Q Q
J=1

7=1
d’ou )
| rszan+ 3 e = [ {avan - 087+ vatsy o

et on déduit le résultat de la méme maniére que précédement.

Remarques

e On remarque que la régularité de la solution ne dépend pas uniquement de la

régularité de f ou W mais aussi de la configuration du domaine, c’est a dire
que le coefficient de singularité peut étre non nul méme si f est trés réguliére.

e [.a connaissance de S* nous permet de déterminer les coefficients de singularités
sans avoir & calculer la solution approchée du probléme. 1l suffit donc d’avoir

une approximation de (S7);=1 4 dans un espace d’éléments finis mixtes classique
ou particulier, ce qui revient & avoir une approximation de (®});=; 4 dans cet

espace.

2 Approximation du probléme par la méthode optimisée

2.1 Formulation Variationnelle Mixte

On adapte dans ce paragraphe les résultats sur la formulation variationnelle mixte

en (w, ¥) présenté dans [4] et [9] en précisant en particulier le cadre fonctionnel. Soient

RR n 3379



14 Amara, Chatti & Dabaghi

fe HYQ), ¥ € H3(Q) et ¢ la solution du probléme suivant:

A%y = .p. dans €,

p=f 2 p-p (200)
v—-We HO (9)7

On note w = —Aw et w € L*(Q), le probléme (18) se découple alors en

A =uw p.p. dans €,
—Aw=f dans H='(9Q), (200)
Y — W eHF(Q), w e L*(Q)
avec la formulation variationnelle associée:

/ wvdS —I—/ ApvdQd =0 Yv € L*(9),
Q Q

/ WA =— < f,0>_110, Vo € H3 () (20¢)
Q
Y-V e H}D), weL*Q).

On introduit ’espace fonctionnel suivant:
H™ (A, Q)= {0 12(Q), A0 e HT'(Q)}
muni de la norme naturelle
Ve H(AQ), 1011 a0=ll8lBa+ ] A0[2, g . (21)

H1(A,Q) est un espace de Hilbert (cf Bernardi-Girault-Maday|4], Girault-Giroire-
Sequeira[9]); D(Q) est dense dans H~'(A, Q). On a aussi H'(Q) ¢ H™1(A, Q).

On définit les formes bilinéaires suivantes:

V8,5 € L2(Q) a(0,5):/ 0549,
Q

(22)
Voe H'(A,Q), Yv e Hy(Q), b(8,v) = (A8, v)_11 0.
On remarque que V8 € H'(Q),Vv € H}(Q), on a:
b6, v) = —/ V0.V0dQ. (23)
Q

INRIA
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L’application trace 7o est définie, linéaire et continue de H~'(A,Q) sur H_%((?Q).
Par ailleurs, les formes a et b sont continues et il existe v > 0 ne dépendant que de
Q tel que

b(v, 6
Yo e Hg(Q), vlvhae< sup L,
sca-1(0,0) | 0 [-1,a0

¥ e L*(Q),  a(8,0) =] 0]q-

Dans la suite, on considére les hypothéses suivantes:

epour tout f € H=1(2), on pose F(n) = —(f,n) 110, V€ HY()
epour tout W € H?(Q),® € Wh*(Q) tel que ¥ — & € Hy(Q), on pose (24)

G(o) = / VOV - / Yo (W) V6 € H'(Q).
Q [e19]
ot ® est par construction un relévement de ¥|5q.
Proposition 3

Sous les hypothéses (24), la forme linéaire G se prolonge en une unique forme
linéaire continue sur H™1(A Q).

Démonstration
On a, V6 € H'(9),
G(o) = / VOV (@ — 0)dQ + / VOVWQ - / Yo(8)71 (W)dT
Q Q [219]
— (A0, D W)y g / AN,
Q

d’on

1
GO < (1© =W gt | AV [20) 110100

G étant lindaire et H'(Q) dense dans H™'(A,Q), G se prolonge donc de maniére
unique en une forme linéaire et continue sur H~'(A, Q).

Théoréme 3

RR n 3379



16 Amara, Chatti & Dabaghi

Sous les hypothéses (24), le probleme ,

a(w,0) +b(0,9) =G(O) Ve H (A, Q),
b(w,m)=F(n)  ¥ne Hy(Q), (25)
we HYA, Qe H(Q), v =9+

admet une solution unique. De plus, (w, ) est solution du probléeme (20a).

Démonstration

[’existence et ['unicité sont assurées par le théoréme de Babuska-Brezzi [6]. L’in-
terprétation de ce probléme nous donne

a(w,8) + b(8, ) = /QVHVQ 49 - /89 by (W)dD V8 € H'(Q),

or
b(07r&) = <A07 1;>—1,1,Q = <A¢7 0)—1,1,9 ) Vo € D(Q)
et
Go) = - / DAGD
Q
d’ou

w=—Avy dans L*(Q), avec ¥ = ¥ + .

De plus, ¢ € H'(Q) avec At € L*(Q), donc la dérivée normale vy () € H_%(BQ);
et on a par Green:

(%), 70(0))_1 1 1 = /ﬂ OAHAD + /Q VOVedQ Vo e H'(Q),

11
2727
- / A G — b(8, D) + / VOV® dO
Q Q
— —a(w,8) — b(8, D) +/ VOVo do
Q
- / By (W)dT.
219)
On déduit que V8 € H*(Q), on a

() 70(0)) 1 1 90 = (11(¥), 70(0))

L1
22 22
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17

et par conséquence

Nn@) =7 (V) dans H3(D).
On a obtenu que
G- e HYQ), ALY — W) € L3(Q), m (Y- W) =0

On en déduit que ¢ — W € HZ(Q).

Enfin on a
b(w,n)=—(f,m)-11,0, Yn€ Hy(Q)

ce qui entrafne que

~Aw = fdans H™Y(Q).

On a donc bien résolu le probléme (20a).

2.2 Discrétisation

Soit T}, une décomposition réguliére de € en triangles K. On note, pour chaque

triangle K, hx son diamétre et mesK son aire. On pose h = nax hx et on suppose
Kely

qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de h, telle que
Chy < mesK VK € T.
On considére le sous espace suivant de H'(Q):
X ={0c H'(Q);VK € T},,0|K € H*(K)}
et on se donne les espaces discrets suivants:

X, = {Uh € Co(g), vy, € P (I(),VI( € Th}
My, = X, 0 Hy ()

ot P, (K) représente 'espace des fonctions polynomiales affine sur K. On a

X, CXCH'(Q et H* Q) CX

RR n 3379
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Soit Cp ’ensemble des cotés internes de Tp. Pour chaque élément T de Y, il existe
deux triangles K et K’ tel que T = 0K N JK' et on note par mesT la longueur du
coté T; on introduit, pout tout 8 € X, le saut [9,0] de la dérivée normale de 8, sur
les cotés de Ty, par

[0,6] = OK6K + 00K sur T (27)

avec X0 la dérivée normale de 8| sur K.

On définit la forme bilinéaire suivante sur X x X:
An(6,8) = Y mesT / [0,,6][0, 8]dT (28)
TeCy, T
et on pose V8 € X

16, = /Ax(6,6). (29)

On remarque que V6 € H(Q), on a
[0.0] =0 p.p. sur T, YT €Cy, .
De méme, V8 € X, on a
Af € L*(Q) si et seulement si [0,0] =0 p.p. sur T, VT € Cy,.

e On note
wg, = —-AS; 1<i<4 (30)
On a alors,

Aws, =0 1<i<4,

1
ws,, ws, € H(Q) et ws,, ws, € H'T*(Q) Va € [0, 5[,

4
ws,, ws, € WP(Q) et ws,, ws, € WHP(Q) Vp € [1, §[

On considére I'espace discret Y,V | N € {2, 4}, défini par

Xh@{w51}@{w52} pour N =2,
vy = (31)

X & {ws, } ®{ws, } ®{ws, } B {ws,} pour N =4.

INRIA
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On a immédiatement le résultat d’approximation suivant:

Théoréme 4

Sotent 3 > 0, un coefficient de stabilisation, et N = 2 ou 4, sous les notations
(24) et les hypothéses f € Hg_Q(Q) , Ue HY+? () , le probleme suivant

|| nBh A+ BALE, ) b(07, ) = | VOVOAQ= [0 (W)L, O} € X,

/whwgidQ:/ V@ngidQ—/'yl(\Il)wSidF, 1< i1 <N
Q Q T

32
/QVWZVUNQ = (f, 77h>—1,1,9 , Y € My, (32)
N ~ ~
wh=wi + Y Anws, €V, Pn € My, Ay € RN | wf € Xy, Y =P+ @
=1 )

admet une solution unique.

e On note
Vhf = {Hh € Xy /QVQ}LVUth = <f, Uh>_1717Q V?] € Mh} .

Si (w,?) et (wn, ) sont les solutions respectives des problémes (25) et (32) avec
3 >0, on pose

By =lw—wn llog Y — ¢ahie +VBIIAW—wi)ll-1e + VBlwiln  (33)
Proposition 4

1l existe une constante C' > 0, ne dépendant pas de Q telle que V8 € Vhf,
h
Ey, < CMaz(1,/B) {\/—B|¢|2,Q +llw” = Billoe + VBIO;|K + VBlw — 92|1,9-}

Démonstration

Etape 1:

RR n 3379
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Soit 07 € Vhf, on pose
N N
0, =05 +> Nws, et op=wp— O =wj — 0+ > (A

=1 i =

On remarque que
w—0p=w" -0 etop, =wp, —w+w —0;.

Par ailleurs on a

/Qvohvnhdﬂ — /QV(M —OVmdQ =0 Vg € M,

et en notant o7 = w}j — 6} , on a alors

a(on, on) +ﬁAh(02 o)
wp — w, ) + BAR(wh, o) + a(w” — 8, 08) — BAL(O, o)

/ (Yn, — P)Vop + a(w" — 07, 04) — BAL(6},, 0})

\

V(nn — Vah +a(w" —6;,01) — BAL(0,,0%) Ynn € My,

d’ou

0,0 +06|6}

lonlldq+Bloklz < inf ¢ — nalrallAchll-1.0 +llw” = 6 llogllon hlok|n
nnEMp,

D’autre part, on dispose des deux inégalités suivantes démontrées dans Amara-

Dabaghi|2]:

il existe une constante C' > 0, ne dépendant que de €2, tel que

HAOZH_LQ < C|02|h7 Vo, € X},

), € X3, tel que / VO,V d = 0 Vi € My, on a, |64 < C||AG||-1.0.
Q

y

On en déduit que

UIA

r h 7 r r
lonlloq + VAot < C{\/—B|’¢’|2,Q—|—|Iw g
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On a aussi

IA(w —wp)l|-10 =A@ = wp)ll-1.0 < AW = 8)l-1.0 + [|Aci]-1.0
<|w" =810+ Cloj|n

et

lw — willoo < [Jw" —willog + [[onlloa

On en déduit que

o = whllog + VB(IA W = wr)ll-19 + |wh])

h
< C{—=[Yl2a+ [lw” = Oilloe + VBIOLL + VBlw" — 07 ]10.}
VB
Etape 2:
On a
|4 — nlia < [0n — Enlia + ¥ — Eulia Y&, € M, VO, € V]
et

[n — &nli g < /QV(% = &)V (Y — En)dQ+ a(w — wh, Yn — Eu) + BA(W, Y — &)

Or
[¥n = &nln <|| A(vn — &n)

|—1,0< e — &g

d’on

| —Enhia < c(|Y —&nliat || w—wh [log +B|whln) -

En couplant ces relations, on obtient ainsi le résultat désiré. &
Pour expliciter ces estimations d’erreurs a priori, on a besoin de résultats préli-
minaires que ’on donne dans la suite.

Pour tout 7 € W11 (Q), on définit 7, = Py (1) tel que

/ V1, VO,dSQ) :/ VrV,LdQ Vo, € X},
Q Q

/Tth:/ TdS2
Q Q
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On note, si 7 € H(Q),

En(t) = in

T — 0 35
ehexh|T rl10 (35)

On a en ce cas

|7 — Thl1,0 = En(7) ainsi que lim &,(7) =0
h—0

Proposition 5

o/l existe une constante C > 0, ne dépendant que de 2, telle que
Vr e H'T5(Q), s €]0,1],

Eh(T) =|r - Ph(T)|1,Q < Ch$|T|1+s,Q (36(1)
o/l existe une constante C > 0, ne dépendant que de €, telle que VT € H* (),
17— Pu(T)lloq < ChZER(r) (360)

Démonstration
Soit 7 € H'(Q), 7 = Pu(7), on considére

p € H'(Q) tel que / pdQ =10
Q

/ VuVudQ = / (r—m)vdQ Vv e H(Q)
Q Q

Ce probléme admet une unique solution qui vérifie

{ —Ap=1—-14 p.p. dans €2 (37)

Y1(p) =0 p.p. sur 09
Les résultats de régularité du laplacien, Grisvard[12 |, Kondratiev [13 ], pour un
probléme de Neumann nous donnent la décomposition suivante de g :

p=p" +asy (38)

ol
ou” € H?(Q), a € R, sy(r,0) = ra cos(h),
e3C' > 0, ne dépend que de €, telle que : |a|+ || ¢ [|2,< C || 7 — 7 |00,

INRIA
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. L
e inf |SN—0h|1’Q§Ch2.
0heXy

On a alors
7= I5q= / VuV(r = 14,)dQ = / V(p—0,)V(r—1,)dQ VO, € Xy,
Q Q

<9 inf |u" -0 a| inf |sy —6 }7—_7—
<{,nt 10 = ulsa+ lal int Jsw — Ohlia}lr = il

1
< C{hlu’”lm + Iath}lT — g
1
<Chz||1t—1 oo |T— Tl

On en déduit que
1
|7 =7 [lo.o< Ch2|7 — |10

Proposition 6

1l existe une constante C' > 0, indépendante de ) et de h, telle que
Vr e Whi(Q),Vs € H%(Q),

/QVQDV (Ph(T) —5—%0@'&)5}) dS)

=1

| Pr(7)

h<CSh| AS oo+ sup inf

< (39)
RPEWOLOO(Q) aERN |S‘9|1,Q

Démonstration
Soit 7 € H'(2), on note 7, = P;(7) et on considére la fonction ¢ € H}(Q) telle que

VK €1, ¢|K € Po(K),

oVS sommet de T}, ¢(S) = 0,

oVT coté de Cp, M milieu du coté T, ¢(M) = hr[0,] sur T
On a alors par construction,

S [ dlomlar = Znlt (o)

TeOh

/ VoVrdQ =" / VoVrdK =
Q K K

Par inégalités inverses, on obtient que

1
2

H¢H0,K < CA'hK ( Z [anTh]%h%)

TCIKNC),
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d’ot )
| ¢ lloe< ChlTaln (41)
et )
C N
|61 < " | & llo,x < Clriln (42)
K

On déduit de (40), (41) et (42) que V& € H*(Q), on a
2

3

Th

2 _ /Q VoV dQ = /Q VoV (ry — 8)dQ — /Q SAGD

/ V&V (7 — 8) dQ
< Q
B [#]1,0

811,02 + lI¢llo.all Adllo.c

d’ou

/ VoV (1 — §)dO
|Thln < C sup {2

¢6W017°°(Q) |¢|IQ

+h[|Ad]loq (43)

D’autre part, on remarque que Yoo € RN | on a

N
/ V¢V(Th—5) /QV(bV (Th—(s—zaiASZ’) dS)
sup & dQ) = sup 3 =1
¢Em/01700(g) |¢|1,Q ‘DEWOI’OO(Q) | |1,Q
car Yo € WE (), / VOVAS:AQ = 0
Q
et on obtient ainsi le résultat désiré.

Corollaire

1)r € H'(Q), |Pu(r)h < C(E(T) +h || A llog +I7 — 6l1a) V6 € HX(Q).
2)¥7 € HA(Q), | Pu(7)[n < Chlr|ag

On obtient alors le résultat suivant:
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Théoréme 5

Sotent (w, ) et (wh,¥r) les solutions respectives des problémes (25) et (32) avec
B > 0. On note par Fy, , donné par (33), Uerreur entre ces solutions, alors il existe
une constante C' > 0, ne dépendant que de 2, telle que

h 1
E,<C {\/—BWE,Q + (b2 +V/B)Ex(W") + \/ﬁ|Ph(w’")|h} (44)
N N
ot w:wr+2/\iw5i, whe H2(Q)
=1

On note pour la suite
Ks=[fll-ie + 1]z, Ki=[fll-1.0+[¥[40

et on déduit les corollaires suivants, sous les hypothéses que § est bornée indépen-
damment de h.

Corollaire 1

SiN=2,feH ' (Q) etV e HQ)NW, alors on a
1)V € H*(Q),

By < C {%A + (W 4 VREW) VB inf (B AT + 1o - mm} (45)

2) Pour 3= h* aveca €[0,1[, 0on a

iy =1
3)Pour 8= h* aveca €]0,1[, on a
Ej < CK3(h'™" + h2 + h%) (46)

4)Cas optimal: 3 =h, a = %, on a

Ej < CK3h? (47)
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Corollaire 2

SiN =2, fe L*(Q) et¥ € H*Q)NW, alors on a
1)

Ehscl<'4{%+h+m} (48)

2) Pour 8 = h**, aveca E]—%, 1[, ona
By < CKy{h'™" + h 4 hote} (49)
3)Cas optimal: § = h%, a= i, on a
En < CK4h7 (50)
Corollaire 3

SiN =4, feL*Q) etV € HYQ)NW, alors on a
1)
. [ h 3
E, <CKy {\/_ﬁ + h3 + h\/ﬁ} (51)

2) Pour 8 = h** aveca €] — 1,1[, on a
- 1—a 3 1+4a
Ep < CKy (17" 4+ b5 + 1), (52)
3)Cas optimal: =1, a=0,0n a
En < CKuh. (53)

On remarque que le choix optimal pour 3 = h2* dépend de la régularité de fet W
ainsi que du nombre de fonctions singuliéres introduites dans la discrétisation :

of e H'(Q), U e H}Q),N=2:8=h, E, = O(h?)
of €I2(Q), U e HYQ),N=2:8=h2, Ej, = O(h7)
ofc L?(Q), e HYQ),N=4:8=1, E, = O(h)
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3 Estimation d’erreur sur les coefficients de singularités:
Méthode de Strang-Fix

On remarque que la solution (wp, ¥y) du probléme (32) fait apparaire naturel-
lement les coefficients (’\i)ISiSNv comme coefficients associés aux fonctions de base
(ws;)1<i<n. Ces coefficients (Ap,)1<i<n approchent les coefficients de singularités.
On va étudier lerreur a priori |A; — Az, | selon les differents cas de régularité sur les
données. On montre pour cela des résultats intermédiaires.

On définit pour 1 <7 < 4, les espaces

Zh=9 Y. BwsBERY) et Ry =X, 7 (54)
1<i#k<4

et on considére le probléme variationnel suivant:

a(th;,0n) = a(ws,,0r); VO € R};
. (55)
Th; € R%.

on remarque que 7y, approchewsg; surl’espace R% constitué de X, et des (ws, ) et
en notant 8, = ws, — 74, , on adonc

a(cShl.,Hh) =0 Vo, € X},

a(Op;,ws;) = 0 1<j#i<4 (56)
Proposition 7
Il existe deux constantes Cy,Cy indépendantes de h, telles que
Coh? < ||y, [loq < C1h?  i=1,2 (57)
Coh? < ||6n, lloq < C1h2  i=3,4 (58)
Démonstration
eEtape 1:
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On a
/ on, 0rdQ2=0 Vb, € R,
Q
d’ou
| 0, [I6.2= /Qfshgwsgdﬂ = /Q% (ws, — 6,)dQ V8, € R,
et |
| n: lloo< [lws, = Oulloe VO € R,
f_—’o%
On décompose Q= Qp, UQp, avec
Q= |J K,
KeTy, 0eK
Qp, = K
KeTy, 02K

Pour tout sommet S de T3, S #0 ('origine), on définit 85, € X}, tel que

Qh(S) = weg; (S) et Oh(O) =0

01, est I'interpolé de Lagrange de wg, dans €,.

(59)

On aws; |q,, € H?(Qp,) dott |lws, — Oh”079h2 < Ch?|ws, |27Qh2 , et on vérifie qu’il

existe C' > 0 indépendante de h tel que

Qp, C{(r,@);r>éh et0<0<27r}.

On en déduit que

o 3
|w5i|2,ﬂh2 < Ch™2 pouri=1,2

< Chz pour i=3,4
d’ou o
lws, — 0hH0,9h2 < Ch> pouri=1,2

< Chs pour i=3,4

Par ailleurs, il existe C' > 0 indépendante de h tel que

thc{(r,ﬁ);0<r<éh et0<0<2ﬂ'}:Dh

(60)
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d’ou .
sti”o,ghl S ||w5n ”07Dh S Ch? pour 1:172 (62)
< Chs pour i=3,4,
et on vérifie immédiatement que
Al
0y, < Ch?> pour i=1,2
H ”0,9}11 ] , Y (63)
< Chz pour i=3,4
On en déduit que
PR
lws, = Orllo.e < llws; = Orllo.ap + llws; = Onllo.ay, < Ch2sii=1,2 (64)

<Chrsii=3,4
eEtape 2:

Soit K un triangle de T}, tel que O € 9K et mes({OKN{#=0}}) > 0. On
note Ak l'angle de sommet O dans K. Il existe 8 > 0 indépendant de h tel que
0 < 6y <Ok etil existe hg > 0, C' > 0 indépendante de h tel que

0<Cho<h (65)
et I’ensemble D défini par:
D=A{(r,0); 0<r <hgy, 0<by <Or} (66)

est inclus dans K. On définit ensuite ’ensemble

Ti=0=0+ Y Buws;0feP(D),BeR®}. (67)
1<k<4, ki
Le probléme
/ phtﬂh = / ws; 05, v, € T}i
v P (68)
Ph; € Tbe

admet une solution unique et on a

| ws, = pr, llo.p= inf [|ws, — 0 [lo,n
6hET;l
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d’on

| ws, = pr; llo.p<l| O, llo.o=|| On; lloq - (69)

eEtape 3:
par
1l existe Cy;, Cs; > 0, indépendantes de h telles que

N 1 )
sti — Ph; ||07D - CQih5 pour 211,2

. (70)
= C3;h2 pour 1=3,4.
On a
lws: = pri llo.p = lws:lle.p = llow: 6.
avec
6 pho
lws, |12 p = / / lws, (r, 0)F rdr dd = Cho sii-1,2
’ o Jo (71)
= (Crhy sii=34
On note I’ensemble
D={(r0);0<r<1,0<0<6b)CK. (72)
et I'application )
F:D — D
R . (73)
(7,0) — (r,0) avec r = hot, 0 =10
d’ou
/ & (r, 0) rdrdf = h? / (¢, 0) #di db,
D D
avec
b(7,0) = po F(#,0) Y(r,0) € D, V¢ € LY(D). (74)
On a
1
wg, =1 2¢;(0 our 1=1,2
s.=r @ p 75)
=r2g(0) pour i = 3,4
_1 R
s, = hy 272_592'(0) pouri=1,2 (76)
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1 .
=h F%gi(ﬁ) pour ¢=3,4 (77)
Par définition |,
/ Phigh :/ WS,'O}U Vo, € T}i
D D
ou
4
Ph; = Ph. + Z @;jws, Ph, € PL(D) eta;; =0.
=1
On a alors
/A ﬁhiéh = /A dSiéh Vo, € T}i,
. P P . (78)
HhIHhOF, ﬁhiET;ZL ot T}ZL:T}ZLOF.
~ o 4 ~ ~ - ~ ~ ~
On note que T? = H}Ii + Zﬁi]‘@s]; HhRZ, e P (D) iBir€Ret 5;;,=0
=1
et A . A
Wws, =7 2g(0) pour i=1,2
= f'%gz(é) pour i = 3,4
Le probléme
/A 'AYh,'éh:/A bs,0n VO, €Ty,
DA D (79)
'AVhi € T}ZN
admet une unique solution indépendante de h. On en déduit que
_1
ph; = hg *An;, sii=1,2
i (80)
=hiyn, sii=34
et
Il o 16.0= B85 || Ani g 55 = ho Il 4m 115 5 sii=1,2 81
= ho 14 1155 si i=3,4
dott  |ws. — pp. |2 :CA'Z-h si1=1,2
lws, —p t|0,D 2 (82)

=Cyh%  sii=3,4
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Théoréme 6

Sotent (w, ) et (wn, ¥n) les solutions respectives des problémes (25) et (32), on

a

1) Si fe HYQ), ¥ e H*Q) et N =2 alors

2
S = Al < C{h7E|w —willoq + Kah? )

=1

2)Si f € L*(Q), ¥ € H*(Q) et N = 2 alors
2 1
S = Al < C{h73|w — wnlloq + CKah}  pour i=1,2
=1

3) Si feL*Q), Ye HYQ) et N =4 alors

2
SO = Al < C{h3|w —willoq + Kah? }

=1

4
SO = Al < C{h7E|w —willoq + Kah? )

=3
Démonstration

On a
a(w — W,y Op,) = a(W", 8p,) + (Ai — Ap,) alws;, On,)

car

a(0n;,0;) =0 VO, € Xpet a(dp,,ws,) =010 # j.

De plus , on a
a(wSm 5h¢) = a((shﬂ 5hi)‘

On en déduit que

a(w = wh, 4,) = a(w” — 05, 64,) + (A = An) 165 1130
d’ou
i — A || On. < — Inf -0,
| hil || 6n; o<l w —wh [log +623Xh | w" =8 [lo

(84)

(85a)

(850)
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Par conséquent, on a
osi fE HH(Q), We H3(Q)et N=2ou N =4
A = Ml 165 llo.g < llw = willgg + Chle'], g, pour1<i<2
osi f € L?(Q) et U e HYQ),
A = Al 118k o, < llo = wrllgg + CR* w7y, si N=4,1<i<N
<[lw=willog +Chz (|| f lloa+ 1 ¥ llag) si N=2,1<i<N

Corollaire 1

Si fe HYQ), W€ H3(Q) et N =2, on a alors pour 3 = h*®

22: A — M| < C{KS (h7 +h77") 4 (14 h*7%) Ex(w")

=t (86)
+ A3 inf <h | AS [jo.0 +|w" — 5|17Q)} Vs € H*(Q)
SeH?(Q2)
Corollaire 2
Si feL*(Q), ¥e HYQ) et N = 2, alors pour
1)8=h* et a€]0,%],ona
2
1 1 .
ST = Al < e (hE +hE 4 hY) Ky (87)
i=1
2)Cas optimal: pour § = hs eta = %, on a
2 1
>IN = Ap | < chiKy (88)

=1

Corollaire 3

SifeL*Q), e H*YQ) et N =4,0n a alors
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2
SN = Al < e (B4 h+hT ) K,y

i=1
4
D= dl e (14 h7E £ h07E) Ky

2)Cas optimal: pour § = leta =0

2 1
DTN = An| < ehZKy (90)

=1

Remarques

e Si fe H'(Q) et ¥ e H3Q), on n'obtient pas de résultat de convergence a
priori pour A; — Ap,;.

o Si felL*(Q) et ¥e H*Q), la aussi on ne peut rien déduire sur le compor-
tement de A\; — Ay, pour 7 = 3,4.

4 Estimations d’erreur sur les coefficients de singularités
- Méthode Duale

On va donner une estimation d’erreur sur les coefficients de singularités par une
méthode qui utilise a la fois les fonctions singuliéres et les fonctions duales. On rap-
pelle que les coefficients de singularités sont caractérisés par les relations

1)sife HY(Q) et WeW, ona

maki = ~(,57)-1a = [ 0(@nASHA+ [ n(@)(AsHdr, 1<i<2,
2)sifeL?(Q) et e HYQNW,ona

ra;h; = —/QfSZ»*d.Q—/nyo(kll)fyl(ASi*)dF—l—/nyl(\Il)fyO(ASZ»*)dF, 1<i<d,

avec S fonction singuliére duale. Il nous faut approcher S* dans © et AS* sur I'.
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On a
Sq=T—-® 1<i<4

Soit y une fonction de troncature, on note

¢f = —(1 =T+ @ € Hi ().

on a
ST =XT7 — ¢ -
On pose
o= At € 13(),
F; = A*(XT7) € L*(Q), avec ||F]loqo < C indépendante de x.
On a donc

A?@r =+F; p.pdans Q
On remarque que

AS; = AXTY) - Agf = pf sur T,
0, AS] = 0,AXT) — 0,07 = Opp;  sur T

Par conséquent, A; est caractérisé par S’ dans Q et par pf, d,pf sur I

Le probléme suivant
an(ph, . 0h) +b(0n, ¢5,) =0, VO, €YY
b(ph,, mm) = /thEdQ Vi € My (91)
Pr €A, Gh, € My

admet une solution unique avec YhN défini par (31). On note que 'on ne prend pas
en compte les singularités pour I"inconnue ¢ mais qu’elles sont introduites pour
ph.- On remarque que p; approche p; et @; approche ¢, de méme on définit
"approximation S; de S par la relation

Spo=xXTT — ¢y, 1<i<4
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Les coefficients de singularités sont définis naturellement par la méthode duale en
posant:

sife H N (Q),PeH}(QNW et i=1,2 )
mahn, = (L7100t [ 0@l = [ 20(¥)d.p7,d0
si fEL*(Q), VeH () NW et i=3,4

maihn, == [ 157, 42+ [ (gl = [ 30(0)0p5 T

(92)

7
On sait par ailleurs, que pour 1< 7 < 4, on a la décomposition de ¢} en parties

réguliére et singuliéres

4
. , , 4
¢F =9l + ) wiiSi, ¢ € HY(Q).
i=1
[’approximation de ¢}, sans tenir compte des contributions singuliéres/réguliéres,
est

g‘o);zi = 5‘97};1 E Mh?

la décomposition de p} en parties réguliére et singuliéres s’écrit

N
pi=pi Y migws,  avecpl € HAQ), pf = —A¢l , pi; € R,
=1

’approximation de p¥ en tenant compte des contributions singuliéres/réguliéres est

alors
N

Pho = Phot D bin w5, avecpi € Xp, i, € R
=1

On note

Fi(B) =l p7 = pillo + VBIAWPE = pi)ll-1.0 + 198 — @i ha + VB,

et on a d’aprés les corollaires 3.2 et 3.3, les estimations a priori suivantes:

h

fi(ﬂ)SC{%—l—h—l—\/h_ﬂ}HEHO@ si N=2 (93a)
h s _
Fi(B) < C{—ﬁ +h2 + h\/ﬁ} |Filloq si N =4, (93b)
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Théoréme 7
On a Uestimation d’erreur swivante,
Vo, € Xy, Vo, € My, 1 <1< N,
< C{llw = lloat Il 2w = 84) l|-10
+ VBIOuln + |9 = mil1.a } Fi(8)

|/\i - ’\hz‘

(94)
Démonstration
On a pouri=1,2
mai(h = M) = =(1. 67, = @-rna+ [ 1)o7, = el = [ 50(W)(@api, = up)al
= (Bw i, = w)oraat [ 0@, = p)Ar = [ 20(¥)(@upi, - 0,7}
= b(w, 07, — i) + /F N, = pAE = [ 20(W)(up, - 0,7}
de méme, pour = 3,4
mai(Ai /f (¢h, — ©i) d9+/ 71 (¥) (ph, —p?)dF—/r'ro(‘I’)(ﬁan,. = Opp7)dl
I/QAw ©h; — i dﬂ+/r'n () (p, — pi)dl —/F'm(‘l’)(f?npii — Onp)dl
= b i, — @) + [ 107, ~ oD~ [ 20(¥)(0up, — 0up7)dr
On en déduit que pour 1< 7 < 4,
mas(h = An) = b, i, = €0 + [ ()07, = oL = [ 30(8)(@up, — Dup)aT
= b(w — Oh, 0k, — i) +b(0n, 05, — ©i)
+/71 )(ph, — p7)dl — /'m (©)(Onph, — Opnpi)dl VO, € Xy,
- b( - thﬂoh - 8‘92) - ( — Pis h) ﬁAh(ph 70}1)
+/71 P, — pi)dl — /'m (9)(Onpr, — Oppi)dl,

_b w_ghﬂ‘oh 8‘92)—}_@(:0}” _phw_eh) ﬁAh(ph Oh) —a(p - P )
[ @), = pdr = [ 30() @p, ~ g

RR n 3379



38 Amara, Chatti & Dabaghi

or,
aw,pf, = ) = = [ (5h, = ) Bd
= [ TUVii, = 2~ [ n()r0(si, - p)ar

= ~b(pF, — pir = ) + [ VOV (o, = p7)d [ 1 (W)r0(pf, — pi)r
pour tout nn € My

On en déduit le résultat désiré.
Corollaire 1

SIN=2, fe H1(Qet Ve H}(Q)NW, ona

1)
h 1 .
A=l < c{—f<3+ (bt + VBEN )+
Vi
. (95)
VB it | (HAdoq -+ - mm} (Z5+4+VFB) IFlos
2) Pour 3= h* aveca >0, on a
A — An| < C{hl_“l(g + (h + h)Ex (W) +
(96)

a . ro_ l—a l‘i‘a 3
et (W1Adloa+le 5|1,Q)}<h PR R | Fiog

3) En ce cas

X = Anl < C(R17" 4 (BZ + h*)EL(W) +h7) (h+ '™ + h3¥) || F flog
4)Va €[0,1], on a }llii}%p\i — A, =0
5)Sia = % alors |A; — Ap;| < Ch

Corollaire 2

INRIA



FElément Fini C° Optimal pour Fissures Planes 39
SiN=2, felL*Q) etV e HYQ), ona
1)
Ai — A SCK {— +h+ ﬁh}
| | 73
2) Pour 8 = h**aveca €] — 1,1, on a
- 1— 1 2
X = Al < CK R+ bt 137} || Filog. (97)
3) Pourﬁ:h% eta = i, on a
A — An| < CK4h3. (98)
Corollaire 3
SiN=4, fe L*Q) et¥ € HYQ), on a
1)
1A — M| < CK { h +h%+\/ﬁh}2
1T ARy > -
WVB
2) Pour 3 = h** aveca €] — 1,1[, on a
2
A = M| < CRy(R7 + b5 4 h1+) (99)
3)Pour f=1eta=0, ona
|\ — An,| < CK4h*. (100)

Remarques

e On a donc trois méthodes de détermination des coefficients Aj; , I'une est di-
recte et les autres sont obtenues en utilisant les fonctions S; . et pj. approchant

les fonctions duales ST et leur laplacien —AST .

e Le calcul de S} et pj . est fait indépendamment de f et peut étre effectué une
fois pour toute; cette fonction n’est liée qu’au domaine €2 et & la triangulation

Th.
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e La deuxiéme méthode semble particuliérement intéressante dans la situation
ol I’on doit résoudre un grand nombre de fois le premier probléme avec des
seconds membres différents et lorsque seule est désirée la connaissance de la
valeur des coefficients de singularités et non les solutions approchées en elle
mémes.

Enfin, nous présentons dans le tableau qui suit la synthése des estimations d’er-
reurs obtenues dans ce paragraphe.

Nombre de
Fonctions Régularité Méthode Directe |Méthode Duale
singuliéres des données
1=1,2 =34 | 1=1,2 |i=34
2 FeHYQ), ¥ e H3Q) | borné h
2 fer?Q), ¥eHYQ) h3 hz
4 fer?Q), ¥eHYQ) h3 h? h?

Tableau des estimations d’erreurs:|\; — Ap,| = O(h*)

5 Résultats Numériques

Les essais numériques ont été effectués sur un ouvert fissuré avec des maillages
uniformes. Les maillages testés ont les caractéristiques décrites dans le tableau sui-

vant:
Maillage h | & b
Paramétre N 2 4 8
Pash / L 0.5 10.25 |0.125
Nombre de sommets 27 | 85 297
Nombre de sommets internes | 7 45 197
Nombre de triangles 32 | 128 | 512

Caractéristiques des maillages testés
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Fic. 1 OQuvert Q-Maillage

Les tests ont porté sur des variations en 3 ou en maillages. Les calculs ont concer-
nés les deux premiéres fonctions singuliéres données par (4).

Les essais présentés résolvent le probléme suivant, pour 7 = 1,2 et y fonction de
troncature:

/Q hbh + BAL (W], B) + b(Bh, i) = 0 W8, € V2

[ veivmde = [ matos) v e M, (101)
wh € Y, ¥ € M,

la solution exacte est w = —A(xS;) et ¥ = xS; € HZ(Q) dés que x € C*(Q).
On a aussi (1 —x)S; € HY(Q) d’oit ¥ = 9" + A1 S1 + X2S; et ceci implique donc que
Ai=1,A;=0pourj#iety” =(x—1)5;.

On doit donc obtenir pour la méthode directe, les coefficients Ay, et Ay, qui ap-
prochent respectivement Ay et Ay. On présente, sur les figures 2 et 3, les résultats
obtenus pour i=1 et 2. Dans le cas des deux singularités, la convergence en maillage
apparait nettement pour tout 8 € [0, 10].
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T T
+—+sl(hl) | | F . +s2(h1) -4
xx S1(D2) 14 x-x 82(N2)
0.02 *-----% s1(h4) | H r *-----% s2(h4) [ 1]
0.1
0.015 0
S S
3 3
= 0.01 2 bt
o} o 0.05
It K
0.005 AR
ol e
*
0 ‘x; L3 - 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
beta beta

FiGc. 2. Erreur |A(S1) — A(S1)n|: Méthode directe F1G. 3. Erreur|A(S2) — A(S2)n|: Méthode directe

\\\\‘\\\\‘\\ \\\\‘\\\\‘\\
] 0.9
035 +s1(hl) -4 +—+s2(h1) |-
: x-x §1(h2) 1] x-x 82(N2) 1]
- sl(hd) | ] 08 -+ 52(hd) |
03 ] 0.7
0.25 06
[} E [}
S S
& 02 g 05
3 38 04
© 0.15 o !
0.3
0.1
0.2
0.05 o1
[ R e
0 2 o i
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
beta beta

Fi1Gc. 4. Erreur |A(S1) — M(S1)n|: Méthode duale  F1a. 5. FErreur |A(S2) — A(S2)4]|: Méthode duale
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On observe que la premiére singularité met en valeur un coefficient g optimal ot
I’erreur est minimale alors que la seconde singularité a un comportement plus écrasé
a partir de § = 1. Par contre, les effets de convergence demeurent dans tous les cas.

On présente, sur les figures 4 et 5, les résultats obtenus lors des essais avec la
méthode singuliére duale. Le comportement est qualitativement du méme type pour
les 2 singularités. Il apparait une nette progression dés que ’on a # > 0. Un coeflicient
[ optimal se dégage pour chaque maillage mais sans étre particuliérement marqué.
On note que les courbes de résultat sont trés proches pour la méthode singulére
duale. Ceci met en valeur la rapidité de convergence de cette méthode.

6 Conclusion

Les méthodes de calcul de solutions singuliéres et de coefficients de singularités
présentées utilisent des éléments finis affines. [’extension & des degrés plus élevés ne
posent aucun probléme. Les résultats démontrés dans Amara-Dabaghi[2] s’étendent
en effet au cas k£ > 2. On obtient alors des estimations d’erreur a priori plus intéres-
santes pour la méthode singuliére duale et de ce fait, une meilleure convergence sur
les coefficients de propagation de fissures mais & un cotit d’implémentation numérique
évidemment plus élevé.

Par contre, pour la méthode directe, en cas de blocage de la régularité des données
f et W, élever le dégré des polynomes n’améliore pas a priori la qualité des résultats
numériques. La méthode présentée s’étend aussi & des ouverts plus réguliers, les
fonctions sont en ce cas moins singuliéres, la qualité des résultats s’améliorant ainsi.
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