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Résumé : Dans ce travail, nous nous proposons de construire de nouveaux espaces d’éléments finis d’arétes
adaptés a la résolution des équations de Maxwell 3D et permettant de résoudre le probleme de la condensation de
masse, y compris en milieu anisotrope. Pour cela, nous adoptons la méme démarche que celle présentée dans [5]
pour le cas 2D. Nous sommes donc amené & enrichir les espaces de Nédélec et & introduire certaines composantes
comme degrés de liberté supplémentaires. Les schémas obtenus sont alors analysés par l'intermédiaire d’une
étude de dispersion numérique en maillage régulier. Dans ce rapport, nous considérons seulement les maillages
tétraedriques.
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Finite elements and mass lumping for Maxwell’s equations: the 3D
case

Abstract: In this work, we propose to construct a new family of 3D edge finite elements for the resolution of
Maxwell equations with the objective of solving the difficult problem of mass lumping, including the case of
anisotropic media. To attain this goal, we follow the process presented in [5] for the 2D case. Thus, we are led
to enrich the usual Nédélec space and to introduce some components of the vector field as additionnal degrees of
freedom. The schemes obtained in this way are analyzed through their numerical dispersion on regular meshes.
In this report, we consider only tetrahedral meshes.

Key-words: FEdge finite elements, Maxwell equations, mass lumping, anisotropic media
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1 Introduction

On considere les équations de Maxwell dans un milieu tridimensionnel homogene  écrites sous la forme
d’un systéeme du second ordre:
0% .
W‘i‘VX(VXU):O z€eNt>0 (].)
V3, désignant un sous-espace d’approximation par éléments finis de H(rot, ), la discrétisation en espace de (1)
correspondant aboutit & un systéme différentiel du second ordre de la forme:

d2Uy,

M—
h™dg2

+ AU, =0 (2)

olt M}, est la matrice dite “de masse” dont les termes sont les produits scalaires L?(2) entre les fonctions d'une
base de V},. La condensation de masse consiste alors a approcher M}, par une matrice diagonale dans une base
convenable de V. Le schéma numérique obtenu apres discrétisation en temps est alors complétement explicite,
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4 Alexandre Elmkies Patrick Joly

ce qui est essentiel pour 'efficacité de la méthode. Il faut toutefois que cette approximation soit suffisamment
bonne pour ne pas nuire & la précision des calculs et que la matrice diagonale soit & coefficients strictement
positifs pour garantir la stabilité du schéma numérique.

Dans [5], nous avons construit de nouveaux espaces d’éléments finis d’aréte 2D (triangulaires et rectangulaires)
permettant de résoudre le probléeme de la condensation de masse en suivant une démarche inspirée de celle
adoptée dans [9] pour les éléments de finis Lagrange. Il s’agit de réincorporer certaines composantes du champ
a l'ensemble des degrés de liberté afin qu’il contienne toutes les composantes du champ en chaque point. De
cette maniere, ’emploi d’une formule de quadrature numérique faisant intevenir les mémes points pour calculer
les intégrales de M}, aboutit & une matrice diagonale en milieu isotrope. Si le milieu est anisotrope, la méme
méthode aboutit & une matrice diagonale par blocs dont I'inversion admet un cotit négligeable. Dans chaque
cas, nous avons déterminé une formule de quadrature & poids strictement positifs (pour assurer la stabilité du
schéma) assez précise pour préserver l'ordre de la discrétisation en espace.

Néanmoins, la construction des éléments 3D se révele sensiblement plus compliquée qu’en 2D. La raison philo-
sophique en est la suivante: pour pouvoir utiliser une formule de quadrature qui condense la matrice de masse,
il est nécessaire d’avoir comme degrés de liberté toutes les composantes du champs aux noeuds de quadrature.
Si on pense, comme en 2D, en termes de composantes normales et tangentielles, un hiatus apparait du fait
suivant: une composante normale est naturellement associée & une face et donc un degré de liberté naturel
est le centre de gravité d’une face alors qu’une composante tangentielle est associée a une aréte ce qui fait du
milieu de celle-ci un candidat naturel pour étre degré de liberté. C’est & ce niveau que la difficulté apparait: en
dimension 3, contrairement & la dimension 2, faces et arétes ne coincident pas! La construction qui va suivre a
donc été guidée par un autre argument fondé sur le théoreme de trace dans H(rot). Si I' désigne par exemple
une surface plane qui soit une partie du bord de (2, la trace tangentielle (au sens projection orthogonale) d’un
élément de Pespace H(rot,) appartient & un espace du méme type, en Poccurence H~ 2 (rotr,T). Au niveau
discret, il est naturel que les traces tangentielles des champs appartenant & un espace V} d’approximation de
Pespace H(rot)-3D décrivent un espace d’approximation de ’espace H(rot)-2D. Cette propriété par exemple
satisfaite par les éléments H(rot) de Nédélec (cf. [8]).

2 Les nouveaux éléments en maillage tétraédrique

2.1 Nouvel élément fini de référence

Dans ce qui suit, K désigne un tétraedre de sommets S, Ss, 53,54 et (A1, A2, A3, A4) sont les coordonnées
barycentriques associées. Chaque aréte S;S; a un double indice {i,j} C {1,2,3,4}? et chaque face a un indice
k € {1,2,3,4} de telle sorte que la face d’indice k, notée T}, est opposée au sommet Si. A chaque aréte {i,j}
nous associons le vecteur tangent 7j; mais aussi deux vecteurs normaux fiz’; et ﬁilj (ot k,l # i,j) qui restent
toutefois tangents aux faces [ et k respectivement. Ainsi, le vecteur fij; est porté par la droite intersection de
la face T; et du plan orthogonal & I’aréte {3, j} passant par M;;. Il est par ailleurs orienté vers 'intérieur de la

face Ty (cf. figure 1).

INRIA
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N

S

Fi1G. 1: Degrés de liberté pour le nouvel élément fini de référence 3D

Nous définissons ainsi 18 vecteurs unitaires qui nous permettent de définir sur C°(K)? 18 formes linéaires
formant I’ensemble:

¥ = {(@7;)(My) {i,5} € {1,2,3,4}}

U {@ag) (M) {i,5} € {1,2,3,4}, k€ {1,2,3,4}\ {i,j}}

C’est cet ensemble ¥ qui va constituer 'ensemble des degrés de liberté. Il s’agit maintenant de définir un espace
de champs de vecteurs qui soit X-unisolvant. Rappelons que pour ’élément d’aréte usuel, cet espace est:

3)

Ry = {ﬁ(w) =dAz+b, (b)) ek x 11&3}
Le plus simple consiste & décrire les fonctions de base associées aux nouveaux degrés de liberté, & savoir
@il (M)
Smt I={{i,j},k),{i,5} Cc{1,2,3,4} et k # 4,5} Pour ({4,j},k) € I, nous définissons:
Wl = NiA VA

et

Ra=Ra & [Tg] 1y wer

Afin de décrire les propriétés des champs ”, introduisons {i, j, k,} une permutation circulaire de {1,2,3,4}
et 7 la normale unitaire sortante & K. Si T; est la face S;5; S, et R1(T}) = {RA (WA R), @€ R} lespace
des traces tangentielles sur 7; des éléments de R, nous déﬁnissons:

Ri(Th) = Ru(Ty) & [E5, Ty, £,]
ot 1 (resp. f}m t7) est la trace tangentielle sur T; de W (resp. @)y, W 7). Plus précisément,
t = XA Ve
ol le gradient tangentiel Vr est défini par

Viw =i A (Vo A7)
RR n° 3381
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On remarque aisément que, dans un systeme de coordonnées tangent au plan contenant I’aréte Tj, I’espace
R1(Ty) est isomorphe & I’espace des champs de vecteurs défini dans [5]. Nous savons donc que ’ensemble des
degrés de liberté ¥(T;) défini par:

2(T) = {7«3 7ij (Mij), W.Tjk (M) s . Thi (M), & fg(Mz'j)aw-ﬁé-k(Mjk)ﬂﬁ-ﬁii(Mki)}

est Ry (T})-unisolvant.
Nous pouvons maintenant décrire les propriétés de la fonction w © (cf. figure 2):

Wl = 0 sur les faces T; et T}
i A (WE A7) = 0 sur la face Ty (4)
A (GE AT =15 € Ry (T)) sur la face Tj

k

F1G. 2: Propriétés de la fonction w;: sur le bord: en gris, les faces T; et T; sur lesquelles le champ est identi-
quement nul et en trait hachuré, la face Ty, sur laquelle la composante tangantielle s’annule.
Ces propriétés entrainent le

Théoréme 2.1
Ve Ri(K), ¥V 1<k<4, #A@AR)|n € Ri(Th)

Remarque 2.1 Ce théoréme implique que notre nouvel élément fini, s’il est unisolvant, est conforme dans
H(rot).

D’autre part, nous déduisons de (4) que

(1) U_)’il_;"’]_—'l)q(MPQ) =0 V{p, q} Cc {1a27354}
(5)

Ces propriétés découlent principalement du fait que wz] étant identiquement nul sur deux faces du tétraedre
(T; et Tj), il est identiquement nul sur toutes les arétes de 0K sauf I’aréte {4, j}. On a donc immédiatement:

-

VMpq 3’é Mija zl;( ) 0
INRIA
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Puisque 7; est dans la face T}, d’apres (4),
W57 (Mig) = 7 A (@ A7) (Mij).7i(Mij) = 0
ce qui démontre la propriété (i). Un raisonnement identique appliqué au vecteur fiilj démontre la propriété (ii).

La propriété principale de cette section est traduite par le
Théoréme 2.2 Llespace Ry (K) est de dimension 18 et ensemble & est Ry(K) unisolvant.

Preuve:
Soit & un élément de R;(K) annulant toutes les formes linéaires de ¥. Nous pouvons écrire:

W =Wy + E Oti?jﬂ_}’il;, Wy € Ry
I

La propriété (w.7;;)(M;;) = 0 jointe aux propriétés (4) et (5) (qui expriment que ces mémes quantités sont
annulées par toutes les fonctions u"]’z’;) entraine (wy.7)(M;;) = 0 et ce pour tout {i,j}. Comme Wy € Ry, il en
resulte que @y = 0. Par suite, (.7}, ) (Mpq) = 0 se traduit, compte tenu encore des propriétés (4) et (5) par:
al (0, .7l Y(My,) =0
pq\Wpq-Tipq )\ Vpg

Pour pouvoir conclure, il ne reste plus qu’a démontrer que (@}, .77} )(My,) # 0. Comme

Pq - "pPq

S S 1 S
(W), .7l ) (M) = ZVAl.nIl)q

il suffit d’établir que V)\l.ﬁéq # 0. Or, V); n’est autre que la normale & la face T;. Si on avait V)\l.ﬁj,q =0, cela
signifierait que ﬁ,ﬂq est tangent a la face Tj. Or, par construction, ﬁ,ﬂq appartient a la face Ty avec k # p,q,!
(cf. figure 1). Donc, ﬁéq serait portée par Iintersection des faces T}, et 1}, c’est-a-dire colinéaire & 75, ce qui est
impossible par construction. Ceci acheéve la démonstration du théoréme.

Remarque 2.2 De maniére similaire au cas 2D, on a la double inclusion:

R1 C Ri(K) C (P)?

2.2 Construction des fonctions de base de 1I’élément

1l est facile d’expliciter les fonctions de base associées aux degrés de liberté de X. En effet, celles associées
aux w.ﬁfj(Mi]’) sont connues par construction et données par:

e —.
U ARk Y

—

Pour celles associées aux degrés de liberté @.7;; (M;;), introduisons les fonctions de base de ’espace R1 associées
aux mémes degrés de liberté, & savoir:

@i = VAidj — VA

=1

On peut alors vérifier que la fonction de base 7; de ﬁl(K ) associée & .7;;(M;;) est donnée par:

S o R
Tij = Qi + Z 00 8pg
({p,a},r)el

avec g, = —(Gij iy, ) (Mpg)-

RR n~° 3381



8 Alexandre Elmkies Patrick Joly

2.3 Construction de I’espace d’approximation 17;1

Dans cette partie, 75 désigne un maillage de Q C R? en tétraedres. Nous définissons I’espace:
Vi = { € H(rot,Q)/ VK € T, By,c € Ru(K)}
Notons que comme Ry C ﬂ(K ) pour tout K, Vh contient I’espace Vj des éléments finis usuels. Pour décrire
plus précisément ’espace V},, il est utile d’introduire:
— A: I'ensemble des arétes de 7}, de cardinal N,.
— F:lensemble des faces de 7}, de cardinal Ny.

A chaque aréte a de A, nous associons une orientation arbitraire, donnée par le vecteur 7,, et le compact D,
réunion des tétraedres contenant cette aréte (cf. figure 3). Remarquons que le nombre de tétraedres de D, varie
d’une aréte a l’autre.

F1a. 3: Tétraédres communs a l'aréte a.

Nous définissons alors la fonction de base 7, par:
— supp 7o € Da
~ VK C D,, 74|k =Tij(K) sia estaréte {i,j} de K

D’autre part, & toute face F' de F, nous associons aj, a5, a5 les arétes de OF. On désigne alors par o, 73, I3
les vecteurs unitaires normaux a af, a3, a§ respectivement, contenus dans F' et orientés rentrants par rapport &
F. Dy désigne alors la réunion des tétraedres de 7;, ayant F pour face (cf. figure 4). Si F' est une face intérieure,
alors Dy est réunion des deux tétraedres ayant la face F' en commun. Si F' est une face de 92, alors D se
réduit & un tétraedre.

INRIA



Condensation de masse pour les équations de Mazxwell 3D 9

FiG. 4: Tétraédres communs & la face F'.

Nous définissons alors trois fonctions de base 57, 55, 55 par:

-Vi=1..3, supp3; CDg

-Vi=1.3, VK CDk, 35]|k=35,,(K)siaest]'aréte {p,q} de K et i le vecteur 7i,, de K.
On a alors le
Lemme 2.1 Les fonctions 7, et 87 sont des éléments de Y~/h.

Démonstration:

Nous écrivons la preuve pour les fonctions 7,. Un raisonnement similaire permet d’établir le résultat pour
les fonctions 37.
Soit a une aréte, F' une face de D,, F ¢ 99, et 7 une normale unitaire & F. La trace tangentielle de la fonction
7o sur F', & savoir @ A (7, A 70)|r, a les propriétés suivantes:

- Si F C 8D, c’est-3-dire a ¢ F (cf. figure 5), alors

F1G. 5: 1°" cas: la face F' (en gris) ne contient pas laréte a. Les fleches représentent les degrés de liberté de
Ri(F).
RR n° 3381
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En effet, d’aprés le théoréme 2.1 et la définition de 7, 7@ A (7| A7) € Ry (F) et annule toutes les formes

linéaires de $(F). D’apres le résultat d’unisolvance pour Ry (F), on a i A (7, A 7)|r = 0.

- Si F ¢ 0D, c’est-a-dire a € F. , on note b et ¢ les deux autres arétes de F, K; et K, les deux tétraédres
ayant F' pour face (cf, figure 6).

K,

FIG. 6: 2°™€ cas: la face F' (en gris) contient Uaréte a. Les fléches représentent les degrés de liberté de Ry (F).

On pose:
Ta1 = Ta
_’a,l _‘a K1 (6)
Ta2 = Ta|K2

(Fat|p AT) et A (Fart|p A7) € Ri(F) et @@ A[(Fay — Fa2)|r A ] annule toutes les formes
linéaires de X(F'). D’apres le résultat d’unisolvance pour R4 (F'), on a

On a alors @ A (7.1

AN (Fan|p AT) = TN (Fo2lr AT)
On a donc continuité de la trace tangentielle de la fonction 7, d’un tétraedre & I'autre de D,,.

Ces deux propriétés réunies impliquent 7, € H(rot,Q) et donc 7, € V.|
Nous avons alors le

Théoréme 2.3 Y~/h est l’espace engendré par
By=J{m}u | {51.55,55}
a€A FeF

Démonstration:

Désignons par W}, P'espace engendré par Bj. Par construction, on a évidemment W, C ‘7;1. Soit alors ¥ € Vh.
Posons, M, désignant le milieu de ’aréte a:

Ev=Tn — 3 (O T (M= Y > (Gni)(M,r)5T (7)

acA FeFi=1,2,3

Il est clair que VK € T, € = €, € R1(K) et annule toute les formes linéaire associées & Ry (K). La propriété
d’unisolvance établie au théoréme 2.3 implique que &x = 0. Ceci étant vrai pour tout K dans 7Ty, il s’ensuit que
&n = 0, ce qui montre que ¥ est combinaison linéaire des fonctions de B;.H

Nous avons donc:
dim Vj, = 3Ny + N,

INRIA
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a comparer avec dim V;, = N,.
Par ailleurs, nous avons deux types de fonctions de base (cf. figure 3):

— celle de type 7, associées aux degrés de liberté tangentiels sur une aréte. Leur support est constitué des
tétragdres ayant cette aréte en commun: ce sont ces fonctions qui généralisent celles de 1’élément H (rot)
usuel.

— celle de type §, associées aux degrés de liberté normaux, a support dans deux tétraedres (sauf pour une
face de la frontiere de 2 auquel cas ce support se réduit & un seul tétraedre). Ce sont en quelque sorte les
nouvelles fonctions de base.

D’apres la construction des fonctions de base, on peut aussi décrire V}, en termes d’arétes. En effet, & chaque
aréte a de 7y, on peut associer:

— une fonction de type “/, notée encore 7.
— L, fonctions de type “3”, notées 5%,--- , 5o

ou L, désigne le nombre de faces ayant 1’aréte a en commun (cf. figure 7).

F1G. 7: Degrés de liberté associés & une méme aréte
Vi, est alors engendré par:
- =L g
UaEA {'ra; Sar" " 58, }

Commentaires:

Le fait que la trace normale .7 sur chaque face ne figure pas parmi les nouveaux degrés de libertés (ceux-cis
ne concernent que la trace tangentielle) autorise les discontinuités de la composante normale de chaque champ
de vecteurs a travers chaque face du maillage. C’est cette propriété qui permet d’affirmer que Vj, réalise une
bonne approximation de H(rot, Q). De fait, l'inclusion V}, C V}, fournit ’estimation:

Yu € H(rot, ), inf [[u—wp [lpoto< inf [[w—wh [lrotq
vh EV ’ v EVY ’

et par conséquent, si {7, h > 0} désigne une famille réguliere de triangulations de , on a:

lim inf ||u—vh|roto="0
h—0 4, eV, '

2.4 Condensation de masse dans ’espace V},
2.4.1 Cas d’un milieu isotrope

Nous considérons maintenant les équations de Maxwell dans le domaine (2, écrites sous la forme d’un systeme
du second ordre. Le milieu est supposé homogene et isotrope dans un premier temps. Le probléme continu s’écrit

RR n° 3381



12 Alexandre Elmkies Patrick Joly

donc:

0%
W‘i‘VX(VXU)—O zeNt>0 (8)

ol # désigne ici indifféremment le champ électrique ou le champ magnétique.
La formulation variationnelle de (8) s’écrit:

Chercher i(t) € V = H(rot,Q) tel que:
2 (9)
—/ﬁ(t).ﬁdw+/Vxﬁ.Vdew=0 VeV

V5, désignant un sous-espace d’approximation par éléments finis de V, le probleme semi-discrétisé en espace
s’écrit:

Chercher i, (t) € V, tel que:

d? (10)
dt2/uh()vhd:c+/V><uthvhdw—0 V0, € Vi
ce que l'on écrit sous forme “matricielle”:
d?Up,
My——— + AU, =0 11
h~ + ApUp (11)

ol les termes de la matrice M}, dite “de masse” sont de la forme (i, 0 ), 4y et ¥, désignant deux fonctions de
base de V}, et (,) le produit scalaire (L2(£2))3. Rappelons que I’approche développée dans le cas 2D consiste &
enrichir lespace V3. On calcule alors les termes de M}, au moyen d’une formule de quadrature & poids positifs
appropriée pour obtenir une matrice diagonale. Dans le cas d’un milieu anisotrope, le calcul par quadrature
numérique permet d’obtenir, dans une base convenable, une matrice diagonale par blocs de petite taille dont
Pinversion admet un coiit négligeable (cf. [5]). Nous allons voir que la seule différence introduite dans le cas 3D
réside dans le fait que pour un milieu isotrope comme pour un milieu anisotrope, on obtient par quadrature une
matrice de masse diagonale par blocs dans une base convenable de Vj,.

Si K désigne un tétraeédre, nous désignons par 7{ fdx la forme linéaire définie sur C°(K) par:
K

%fdm_mes ZfMK

ou {M}, 1i=1..6} est ’ensemble des milieux des arétes de K. Rappelons que
Vf e P (K), 7{ fda::/ fdz
K K

Considérons alors la forme bilinéaire définie sur V}, par:

uh;vhh— § % uhvh

KeTy,
(qui approche le produit scalaire dans (L%(£2))?). Démontrons d’abord le

Lemme 2.2 Soit i@ une fonction de base de Vi (de type 7 ou §) associée d Uaréte a. Soit K € Ty, contenant a
et b une aréte de K distincte de a et de milieuw M. On a:

| x(My) =0
Démonstration:
Si b ¢ Supp @, le résultat est évident.
Si b C Supp @ et K ¢ Supp @, alors, par construction, @|x = 0 et donc en particulier, @|x (M) = 0.
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Si b C Supp # et K C Supp i, alors, d’apres la construction des fonctions de base, quel que soit le type de la
fonction @, a C K. En d’autres termes, a et b sont deux arétes de K. Conformément & la construction de I’espace
Vi, & Paréte b sont associés un vecteur tangent 7, et deux vecteurs normaux 7; et 7 contenus respectivement
dans les deux faces Fi et Fy de K ayant b pour aréte commune et tels que le repere (7, 77, 75) soit direct (cf.
figure 2.4.1).

On a alors, en posant @k = @|g et par définition des degrés de liberté:
i (My).7f = g (My).7 =0

Donc, @k (M) € [}, 72 cest-a-dire @x (Mp) est colinéaire & 7. Or, on a (encore par définition des degrés de
liberté) wx (Mp).75 = 0. On a donc:

k(M) =0 [ |
On a alors le

Théoréme 2.4 I existe une base By, de Vj, dans laquelle la matrice de la forme bilinéaire (@, Un) — (@, Tn)n
est diagonale par blocs. En milieu isotrope, o chaque aréte correspond un bloc dont la taille est majorée par le
nombre L, de faces qui y concourent. En milieu anisotrope, cette taille est majorée par L, + 1.

Démonstration:

D’aprés le lemme précédent, il est clair que deux fonctions de base associées & deux arétes distinctes sont
orthogonales pour la forme bilinéaire (.,.),. On se donne alors une numérotation des arétes de la triangulation
Th, de sorte que ’on puisse écrire:

A={a;, i=1---N,}

A chaque aréte a; sont associées:

— une fonction de type “/, notée encore 7;.
. 7 =L
— L; fonctions de type “3”, notées 57,---,5;".

ou L; — 1 désigne le nombre de tétraedres ayant I’aréte a; en commun. Si By est la base de V}, définie par:
3 —_—l L ! L' Na
Bh:{rl,sl,...’311,...’TNG,5NG,...,SNE }

alors, (.,.)n est diagonale par blocs.

RR n° 3381



14 Alexandre Elmkies Patrick Joly

2.4.2 Cas d’un milieu anisotrope
Pour le cas d’un milieu anisotrope, on considére le systeme du second ordre suivant:
»E
“orr
ot E désigne ici le champ électrique, € et p la permittivité électrique et la perméabilité magnétique. De maniere

générale, € et p sont des matrices symétriques définies positives (dépendant a priori de la variable d’espace).
La formulation variationnelle de (12) s’écrit

+Vx(p 'VxE)=0 2€Q,t>0 (12)

Chercher i(t) € V = H(rot, Q) tel que:

& [ o L _ (13)
—/sE(t).de + /u_IVxE.Vde:c =0 VF eV

Si 7, est une triangulation de et Vh I’espace d’approximation de V associé défini dans la section précédente,
le probleme semi discrétisé en espace s’écrit:

Chercher Ep(t) € Vi, tel que:

) (14)

d - . . . L~
= (5Eh(t),Fh)h 4 (u VB VxFy)de =0  VEF, €V

ol (.,.)n est la forme bilinéaire définie sur V}, dans la section précédente et (.,.) le produit scalaire (L2(Q))3.

(14) peut s’écrire sous forme “matricielle”:

d’Ey,
Ainsi, pour le cas anisotrope, les termes de la matrice de masse calculés au moyen de la formule de quadrature
sont de la forme (e, ¥), ou @ et ¥’ sont deux fonctions de base. Soit alors la forme bilinéaire (.,.). , définie sur
‘7}1 par:

+AunEr=0 (15)

(1_[, 1_)')5’}1 = (61]’, ﬁ)h

Néanmoins, il est clair que d’apres le lemme 2.2, si 4 et ¥/ sont deux fonctions de base associées & deux arétes
distinctes, e et ¥ sont orthogonales pour la forme bilinéaire (.,.)s, ce qui signifie que @ et ¥ sont orthogonales
pour la forme bilinéaire (.,.).,5- On a donc encore

Théoréme 2.5 La matrice de la forme bilinéaire (@, Tp) — (Un,VUn)e,n dans la base By, est diagonale par
blocs.

3 Analyse en maillage régulier

3.1 Le probleme modeéle considéré.

Dans cette section, on s’est attaché & analyser les schémas obtenus dans le cadre de la résolution des équations
de Maxwell en milieu tridimensionnel homogene isotrope, écrites sous la forme d’un systeme différentiel du second
ordre. Notre probleme modele peut donc s’écrire:

Chercher E dans L2 ([0, T, H(rot, %)) tel que:

. (16)
6’E = 3
— +VX(VXE)=0z€eR’,t>0
ot?
La formulation variationnelle de (16) s’écrit:
Chercher E dans L? ([0, T), H(rot, R?)) tel que:
& o L B} (17)
— | EF+ | VxEVxF=0 VF € H(rot,R?)
dt? Jgs R3
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3.2 Construction du probléeme semi-discret associé au nouvel élément fini d’aréte.

3.2.1 Maillage régulier en tétraédres

Dans ce qui suit, 7;, désigne le maillage régulier de R® en tétraedres obtenu & partir d’un maillage en cubes
de coté h divisés en six tétraedres conformément a la figure 8.

X3

Fi1c. 8: Subdivision du cube en six tétraédres: a gauche, vision en perspective et 4 droite vue éclatée.
L’espace de discrétisation associé au nouvel élément fini est défini par:
Vi = {ah € H(rot,R°)/ VK € Ty, @, € ﬁl(K)}
Le probléeme semi-discretisé en espace s’écrit alors:

Trouver Eh € ‘7;: tel que
(18)

2

@ 2Eh.ﬁh+ 2VXEh.VXFh:0 VF’hEV):
R R

Comme dans le cas bidimensionnel (cf. [5]), la régularité du maillage permet d’assimiler notre probléeme & 1’étude
d’un réseau périodique dont la cellule de base comporte 43 types de degrés de liberté comme indiqué sur la
figure 9 ci-dessous:

RR n”° 3381



16 Alexandre Elmkies Patrick Joly

Fi1G. 9: La cellule unité pour R et ses 48 types de degrés de liberté.

A ces 43 degrés de liberté correspondent 43 classes de fonctions de base. En écrivant (18) pour ces 43 types
de fonctions de bases, on obtient un systeéme différentiel de dimension 43 équivalent au probléme semi discrétisé
en espace. Afin d’écrire ce systéme différentiel sous forme matricielle, introduisons, pour (p,q,r) € Z3, la cellule
unité [ph, (p + 1)h] X [gh, (g + 1)h] x [rh, (r + 1)h] et le vecteur

Epq= (E;l;,q) eCs
ol Ell,’q représente le 1€ degré de liberté de la cellule (p,q) pour 1 < I < 43.

Nous désignons par 17(C*?) T'espace des suites de carré sommable et posons E" = (Ep gr)(p,q,r)ezs- Nous
munissons /7 du produit scalaire:

(En, F) = Z (Ep,q,r> Fp,q,r)cas
g,

olt (,)c4s désigne le produit scalaire usuel sur C*3. On montre alors que le probléme semi-discret peut se réécrire
sous la forme

—~d’E"  —
My—— +ARE" =0
h g h
ou m et :471 sont des opérateurs symétriques et positifs de [7(C*3) (m n’est autre que la matrice de masse

calculée par quadrature.). Mj et Ay sont des opérateurs a coefficients constants dans le sens ou ils commutent
avec les opérateurs de translation,

V(p,q,r) € Z3, Tpqr © My = M} 0 Tpgr €t Tpgr © A=A o0 Tpgr
Ol Tpgr est définie par

Sh = 1pg(Un) © Sijk = Uitpjta,ktr

3.3 Analyse de la dispersion numérique du schéma semi discret.
3.3.1 Introduction

L’analyse de la dispersion numérique consiste & étudier les solutions de l’équation de type “onde plane”
c’est-a-dire de la forme:

E(z,y,2,t) = Eyexpi(kiz + kay + ksz — wt)
INRIA
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Plus précisément, il s’agit d’écrire la relation que doivent respecter la pulsation w et le nombre d’onde k=
(k1, k2, k3) pour qu'une telle fonction soit solution. Cette relation est dite “relation de dispersion”. Pour le
probleme continu, en injectant 'expression de E dans notre équation, on obtient la relation de dispersion
continue:

w? = [k

Pour le probleme semi-discrétisé, on suppose que les fonctions EII,,W sont de la forme:

E! = E'expi(kiph + kagh + ksrh — wpt)

p’q’r

De telles solutions seront appelées “ondes planes numériques”.
En injectant Pexpression de E* dans le systéme différentiel écrit précédemment, on obtient la relation suivante:

wi/M:EQ = A;.E_rg (19)

oll E(E) et ;ﬁl(lz) sont hermitiennes positives et Ey = (E', | = 1..43). La relation (19) s’interprétant comme un
probléme aux valeurs propres généralisé pour ;17“ w} est valeur propre de ;1; et E(] est le vecteur propre associé.
Notons que les modules des composantes de E_;) représentent les amplitudes des oscillations de la solution aux 43
types de degrés de liberté. Lorsque h tend vers 0, ces degrés de liberté tendent & se confondre en un seul. Ainsi,
si le mode Ej, , représente une approximation de la quantité continue, le vecteur propre E;) doit converger
vers le vecteur (1---1)* que nous appellerons vecteur unité. C’est ce qui nous ameéne & la définition de mode
non parasite. Nous appellerons onde plane numérique non parasite le mode associ¢ a la direction propre de la
matrice Ap, qui converge en direction vers le vecteur unité lorsque h tend vers 0.

Nous nous intéressons ici uniquement & la dispersion de I'onde plane non parasite. Si on note A la valeur
propre “physique” (celle associée au mode non parasite), la relation de dispersion du probléme semi-discret peut
s’écrire:

207y — )0/
wy (k) = Ay (k)
ou wy, est la pulsation discrete.

Un bon moyen d’évaluer I'erreur introduite par un schéma numérique consiste alors & calculer l’erreur faite sur
la vitesse de phase. La relation de dispersion obtenue dans le cas continu nous donne la vitesse exacte:

w
C= —QJ—
Il

On définit alors, & partir de la relation de dispersion obtenue dans le cas discret, la vitesse approchée:

Pour mesurer l’erreur faite sur la vitesse, on étudie le rapport:

Ch Wh
Qn="=—

C w

dont I’écart avec 1 quantifie 'erreur de dispersion du schéma.

Nous posons:

|k|h 1
K=" =
27 €10 2

ol K est 'inverse du nombre d’éléments finis par longueur d’onde, et:

ky = |1§| cos(¢) sin(6)
kr = |l_c’| sin(¢) sin(6) (20)
ks = |k|cos(9)
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ol (|E|,t9, ) sont les coordonnées sphériques du vecteur k¥ qui porte la direction de propagation de I'onde (cf.
figure 10).

X3

X,

F1G. 10: Le vecteur k en coordonnées sphériques

1
Un calcul simple montre qu’il existe une fonction X\°(K, 6, ¢) définie pour K € [0, 5] et (6,¢) € [0,27] %[0, 27]
telle que:
W2X(F) = X(K., 0, 6)
On en déduit que
1
2

X(K,8,¢)

Qh:Q(Kaoa¢): K

La dépendance de ) par rapport & K caractérise la dispersion numérique proprement dite puisqu’elle évalue
les variations de la vitesse de phase d’une onde plane en fonction du nombre de points par longueur d’onde. La
dépendance de () par rapport & 6 et ¢ caractérise I’anisotropie du schéma, puisqu’elle mesure les variations de
cette méme vitesse en fonction de la direction de propagation.

Définition 3.1 On appellera par la suite courbe de dispersion du schéma dans la direction (0,¢) la courbe
représentant les variations de Q(K, 6, ) en fonction de K.

3.3.2 Courbes de dispersion numérique

Il est important de noter que le probléme aux valeurs propres que nous avons défini ne peut étre résolu
analytiquement du fait de la taille des matrices qui entrent en jeu. Nous avons donc résolu ces problemes aux
valeurs propres numériquement.

Dans les figures qui suivent, nous avons tracé, a la méme échelle, les courbes de dispersion du schéma pour
6 = 90° (ce qui correspond & la “projection” sur le plan x = 0) et ¢ = 0°,£15°, £30°, £45° (cf. figure 11).
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05 I I I I I I I I I 05 I I I I I I I I I
0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05 0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

FiG. 11: Courbes de dispersion pour ﬁl : a gauche § = 90° et ¢ = 0°,4+15°,+£30°, £45° et d droite ¢ = 45° et
0 = 0°,15°,30°,45°,60°,75°,90°

On observe que
Vo, Vg,  lim QK,¥)=1

ce qui illustre la consistance du schéma. En outre, I’allure “parabolique” des courbes de dispersion au voisinage
de K = 0 suggere que nous avons affaire a des schémas d’ordre 2. Cela sera confirmé dans le paragraphe suivant.

3.3.3 Ordre de la dispersion numérique

Pour 0 et ¢ fixés, si on écrit un développement limité de Q(K, 6, $) au voisinage de K = 0 de la forme
Q(K,0,¢) =1+ C(0,)K? + O(KP*) (21)

ot C(0,¢) est une constante qui ne dépend que de 6 et @, l'entier p est appelé “ordre de la dispersion
numérique” introduite par le schéma semi-discrétisé en espace. Or, nous ne disposons pas des premiers termes
de ce développement limité. Nous n’avons donc obtenu qu’une estimation numérique de 'ordre de la dispersion
introduite. En effet, si on pose R(K, 6, ¢) = |Q(K,6,¢) — 1|, la courbe de R(.,8,$) en échelle logarithmique a
Pallure d’une droite dont la pente fournit une estimation de lentier p (cf. figure 12).
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01r

0.001

0.0001 |

1e-05

1e-06

1007 N H;'/Hux M | M | PR
0.0001 0.001 0.01 0.1 1

F1G. 12: Droites en échelle logarithmique pour les éléments tétraédriques

Ces droites permettent d’émettre la

Conjecture 3.1 La fonction wh(E) admet le développement limité suivant:
wi (k) = [K|(L+ O(R*[K]*))

Remarque 3.1 Dans le cadre de l’équation des ondes, 'analyse de la dispersion numérique des schémas semi-
discrétisés en espace avec condensation de masse sur maillage triangulaire aboutit & un probléme aux valeurs
propres qui, lui aussi, ne peut étre résolu analytiquement. Toutefois, il a été possible d’exhiber les premiers
termes du développement limité de la valeur propre “physique” et du vecteur propre associé (cf. [9]). Cette
démarche devrait étre transposable a motre probléme.

3.3.4 Comparaison avec le schéma correspondant aux éléments finis de Nédélec du premier
ordre (matrice de masse non condensée).

On considere maintenant I’espace de discrétisation Vj, correspondant aux éléments finis de Nédélec du premier
ordre pour maillage tétraédrique. Celui-ci s’écrit

Vi = {ah € H(rot,R°)/ VK € Ty, @, € Rl(K)}
ot Ri(K) = {ﬁ(w) —d@Az+b, (3,5 eR x 11@3}_

Cette fois, si on considere le maillage régulier en tétraedres décrit précédemment, le probléme semi-discret
associé peut étre assimilé & I’étude d’un réseau périodique dont la cellule de base comporte 7 types de degrés
de liberté (cf. figure 13)
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X3

Fic. 13: La cellule unité pour Ry et ses 7 types de degrés de liberté.

Une analyse similaire a celle menée précédemment permet d’écrire la relation de dispersion associé et de
tracer les courbes de dispersion correspondantes (cf. figure 14)

11 T T T T T T T T T 11 T T T T T T T S T

0.65 L L L L L L L L L 0.65 L L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 05

Fic. 14: Courbes de dispersion pour Ri: a4 gauche 8 = 90° et ¢ = 0°,£15°,£30°,£45° et a droite ¢ = 45° et
0 = 0°,15°,30°,45°,60°,75°,90°

Nous avons alors le

-

Théoréme 3.1 La fonction wp(k) associée @ Ry admet le développement limité suivant:

wa(k) = [F|(1+ O(R*|k]))
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Une bonne maniere de comparer, pour un maillage donné, la précision du schéma avec condensation de masse
et celle du schéma correspondant & la discrétisation usuelle, est de tracer & la méme échelle et pour 6 et ¢ fixé
les courbes de dispersion des deux schémas dans la direction (6, ¢). Dans les figures 15 et 16, on a tracé ces
courbes pour 8 = 90° et ¢ = 0°,15°,30°,45°.

12 T T

1r

1

1

1

1

1

1

1

12 T T T T T T T

1r 1

05 I I
0 0.05 01

FiG. 15: Courbes de dispersion pour Ri (trait plein)

¢ =15° (4 droite)

12 T

0.15

0.2

0.25

03

0.35

04

045

04 I I I I I I I
05 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04

et Ry (pointillé) pour 6 fixé ¢ 90°: ¢ = 0° (4 gauche) et

12 T T T T T T T T T

1r 1

08 1

07 1
0.7 d

06 [ 1
05 | ] 06 1
04 L I I I I I I I | 05 L I I I I I I I I I |
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04 0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

FIG. 16: Courbes de dispersion pour Ry (trait plein)

¢ =45° (4 droite)

et Ry (pointillé) pour 0 fizé d 90°: ¢ = 30° (i gauche) et

Dans les figures 17 et 18, on a tracé ces deux courbes pour ¢ = 45° et 8 = 15°,30°,45°,60°.
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12

12

1r

1r

o7t {1 o} 1

06 1 ot 1

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 05 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 05 0L 05 02 0% 03 0% 04 045 05 0 05 0L 015 02 0% 03 0% 04 045 05

FiG. 17: Courbes de dispersion pour Ry (trait plein) et Ry (pointillé) pour ¢ fixé 4 45°: 6 = 15° (4 gauche) et
0 =30° (d droite)
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FIG. 18: Courbes de dispersion pour R4 (trait plein) et Ry (pointillé) pour ¢ fizé 4 45°: 6 = 45° (a4 gauche) et
0 =60° (a4 droite)

Ces courbes appellent le commentaire suivant. Rappelons que dans le cas bidimensionnel, le schéma associé
au nouvel élément fini d’aréte avec condensation de masse du premier ordre introduit, en maillage régulier, une
erreur de dispersion qui est du méme ordre que celle introduite par le schéma classique. Cependant, il s’avere
moins précis et ce, quelle que soit la direction de propagation considérée (cf. [5]). Ce resultat semble donc se
confirmer pour I’élément 3D du premier ordre.
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3.4 Discrétisation en temps
3.4.1 Introduction

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés & la discrétisation en espace. Notre probleme
semi-discret peut étre défini de facon générale par:
d’Ep,

dt?

+DpEL =0 (22)
ou Dy, est 'opérateur Mh_lAh.

Il reste alors & définir la discrétisation en temps. Le plus simple consiste & utiliser le schéma classique saute
mouton avec 3 pas de temps en écrivant:
Eptt —2En + EpY
At2

+DLEr =0 (23)
ou At représente le pas de discrétisation en temps.

3.4.2 Analyse de la stabilité: résultats généraux

Une importante caractéristique relative & une analyse et & une implémentation de ce genre de schéma est
I’étude de leur stabilité. En effet, il est bien connu que les schémas explicites dépendent d’une condition de
stabilité. Pour le schéma saute mouton (23), la condition de stabilité est:

ARIDA] _

. (24)

ou, si on note a(ﬁh,f)'h) = /Vxﬂh.fo)’hdaz et (ﬁh;ﬁh)h = E f Up.Up dz,
Q2 KeTy, K

a’(ﬁha —’h)
| Dp|l = sup ——5==
Uherlh( hsUh)h

Par un argument d’homogénéité, on a:
[IDwll = h*[| Dyl
Une analyse par transformée de Fourier discrete (cf. [4]) montre que

|Di]| = max max \(K)
Kel0,2]1<5<43

ot les AI(K) sont les solutions du probléme aux valeurs propres généralisé
A (KW = A My (K)w
La condition (24) devient alors:

At? 4
h2 — i
max|A*(K)]

c’est-a-dire:
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3.4.3 Stabilité des schémas pour ﬁl et R,
Il est important de noter que le maximum me}x{x|/\i(K )|, quelle que soit la matrice I/D\h, est estimé numériquement
1,
du fait de la complexité des termes de ces matrices. On obtient alors les conditions de stabilité suivantes:

a < 0,18 pour ﬁ,l
a < 0,23 pour Ry (25)

On peut donc constater que le nouveau schéma présente une condition de stabilité légerement plus restrictive que
celle associée au schéma, classique sans condensation de masse. Ce resultat, si le nouveau schéma ne faisait pas
intervenir I'intégration numérique, pouvait étre attendu. En effet, dans la mesure ol 'espace de discrétisation
a été enrichi (V, C V), on a:

(T, Un) a(h, Un)

SUp —————=- < sup ————
eV TnsWn) ~ 5 ey, (UnoTh)

La valeur maximum permise par la condition de stabilité étant inversement proportionnelle & la norme de
I’opérateur considéré, il en résulte que la condition de stabilité est au moins aussi restrictive lorsque ’on enrichit
I’espace. Il semblerait donc que ce resultat reste dans notre cas inchangé par ’emploi de I'intégration numérique.
3.4.4 Analyse de la dispersion

Rappelons que les différents schémas discrétisés en temps et en espace s’écrivent:

Eptt —2Er + Ep !
Ar?

=+ DhE}TlL =0 (26)

Comme dans le cas semi-discret, I’analyse de dispersion consiste & étudier I’erreur commise sur la vitesse des
ondes planes solutions de notre probleme discrétisé en temps et en espace. La relation de dispersion a satisfaire
pour qu’un champ de type “onde plane”, c’est-a-dire de la forme

E. .= E'expi(kiph + kagh + ksrh — wy 'nAt)
soit solution de (26) s’écrit:
4 At Ay 0
A—tz sin (7‘% ) =)

oit \° est la valeur propre “physique” de Dj.

On s’intéresse a la vitesse de phase adimensionnelle @y = %At en fonction de deux parametres:
_lEp _ 1
27 N
At
—a=—
On a alors:

Qn = F;K arcsin ( \/W)

Dans les figures qui suivent, nous avons représenté les variations de la vitesse de phase adimensionnelle en
fonction de K pour différents coefficients a et différentes directions de propagation données par 8 et ¢.
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065 - 1 065 - 1

06 I I I I I I I I 06 I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045 0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045

FiGc. 19: Courbes de dispersion pour R1 et Uordre 2 en temps avec o = 0 (semi-discret) pour les courbes
inférieures et allant jusqu’d 0.18 pour les courbes supérieures, pour 0 fizé a 90° et pour différentes valeurs de
Uangle ¢: en haut a gauche: ¢ = 0°, en haut d droite: ¢ = 15°, en bas & gauche: ¢ = 30° et en bas d droite:

¢ = 45°.
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08 I I I I I I I I 08 I I I I I I I I
0.05 01 0.15 02 0.25 03 035 04 045 0.05 01 0.15 02 0.25 03 035 04 045

FiGc. 20: Courbes de dispersion pour R1 et Uordre 2 en temps avec o = 0 (semi-discret) pour les courbes
inférieures et allant jusqu’a 0.18 pour les courbes supérieures, pour ¢ fixé a 45° et pour différentes valeurs de

Uangle 0: en haut d gauche: 8 = 15°, en haut & droite: 6 = 30°, en bas d gauche: 8 = 45° et en bas a droite:
0 = 60°.
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FiG. 21: Courbes de dispersion pour Ry et Uordre 2 en temps avec o = 0 (semi-discret) pour les courbes

inférieures et allant jusqu’a 0.23 pour les courbes supérieures, pour 0 fizé

z

\

aQ

90° et pour différentes valeurs de

Uangle ¢: en haut o gauche: ¢ = 0°, en haut d droite: ¢ = 15°, en bas d gauche: ¢ = 30° et en bas d droite:

¢ =45°
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115 T T T T T T T T T 115 T T T T T T T T T

1r 1 1r 1

09 L L L L L L L L L 09 L L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5
115 T T T T T T T T T 115 T T T T T T T T T

09 1 1 1 1 1 1 1 1 1 09 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05 0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

FiG. 22: Courbes de dispersion pour Ry et Uordre 2 en temps avec o = 0 (semi-discret) pour les courbes
inférieures et allant jusqu’a 0.23 pour les courbes supérieures, pour ¢ firé d 45° et pour différentes valeurs de
Uangle 6: en haut o gauche: 8 = 15°, en haut & droite: 8 = 30°, en bas a4 gauche: 0 = 45° et en bas d droite:

0 =60°.

Pour comparer la précision des deux schémas discrétisés en temps et en espace, nous avons tracé, a la méme
échelle et pour a fixé, les courbes de dispersion des deux schémas dans une direction donnée. Dans les figures
qui suivent, « est fixé & 0.18 (la valeur maximale autorisée pour le schéma avec condensation de masse).
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105 T T T T T T T T 105 T T T T T T T T

0.75 L L L L L L L L 0.75 L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45
105 T T T T T T T T 105 T T T T T T T T

0.95 1
09 - q 09 | 4
085 q 085 1
08 B 08+ 4
075 L L L L L L L L 075 L L L I I I I I

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45

Fic. 23: Courbes de dispersion comparées pour Ry (pointillé) et R (trait plein) et Uordre 2 en temps avec
a = 0.18, 0 fixé a 90° et pour différentes valeurs de l’angle ¢: en haut & gauche: ¢ = 0°, en haut & droite:
¢ = 15°, en bas a gauche: ¢ = 30° et en bas a droite: ¢ = 45°.
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105 T

T 105

095 -
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1.05 T
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0.05

0.1
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0.75 I I I I I I I I 0.75 I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045 0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045

Fic. 24: Courbes de dispersion comparées pour Ry (pointillé) et R (trait plein) et Uordre 2 en temps avec
a = 0.178, ¢ fixé a 45° et pour différentes valeurs de angle 0: en haut 4 gauche: 8 = 15°, en haut 4 droite:
0 = 30°, en bas a gauche: 8 = 45° et en bas 4 droite: § = 60°.

Ces courbes permettent de constater que la discrétisation en temps améliore la précision du schéma (du
point de vue de la dispersion numérique) et que cette précision est optimale pour la valeur de o maximale.
Néanmoins, le schéma numérique avec condensation de masse reste moins précis que le schéma classique sans
condensation de masse.

4 Un nouvel élément fini tétraédrique du second ordre

Lorsque ’on s’intéresse a la résolution numérique des équations de Maxwell en régime transitoire, I’utilisation
de méthodes d’ordre élevé présente un intérét évident, tant du point de vue du coiit de calcul que de celui de
la dispersion numérique qui est bien connue comme étant le principal facteur limitant les méthodes du second
ordre. C’est ce qui nous a conduit & chercher une généralisation de la condensation de masse & des méthodes
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de type éléments finis d’aréte tétraédrique d’ordre supérieur. Dans le cadre des éléments finis de Lagrange pour
I’équation des ondes scalaire, pour obtenir la condensation de masse, on doit & la fois:

— enrichir ’espace d’éléments finis classique

— chercher une formule d’intégration numérique & poids positifs dont les nceuds coincident avec les degrés
de libertés du nouvel élément

Toutefois, pour ne pas altérer la précision du schéma en espace, on doit respecter le critére suivant: si le nouvel
espace de fonctions P est compris, au sens de ’inclusion, entre P et Py, la formule de quadrature doit intégrer
exactement les polynémes de Py 2. Cette condition, que ’on peut trouver dans les travaux de Ciarlet sur les
problémes elliptiques ([1]), relie la précision de la formule d’intégration numérique et le degré des polynémes de
I’espace P. 1l faudrait donc, a priori, trouver ’analogue de ce critere pour les éléments finis d’aréte. Dans le cadre
des éléments finis d’aréte en milieu bidimensionnel, ’analogue de ce critere n’ayant pas été établi, nous avons
construit de nouveaux éléments finis en cherchant, dans chaque cas, la formule d’intégration & poids positifs la
plus précise possible qui assure la condensation de masse. C’est la démarche que nous avons encore adopté dans
le cas des éléments finis tétraédriques.

4.1 Elément fini tétraédrique du second ordre usuel

Dans ce qui suit, nous adoptons les notations de la section 2. Rappelons que pour I’élément fini d’aréte
tétraédrique usuel du second ordre, ’ensemble ¥ des degrés de liberté choisi est donné par:

2=/

ot T';; désigne I'aréte S;5;. On a |X| = 20. L’espace vectoriel de champs de vecteurs R, est défini par:

uTpdo VpEPl(Fij), ’0214}U{/ (17:/\ ﬁ)(fd’y Yq e (Po(K))3, 2:14}
T;

ij

Ro = (Pl (K))3 eS8,
ol S» est I’espace vectoriel de dimension 8 engendré par les vecteurs

x3 0 —2129 —z123 x3 0 o3 0
2 2
—X1T2 , —X2X3 N , 0 ,1 O | x3 , —X1%3 , | zixs3

0 x5 0 x? —I1Z3 — 9T 0 —Z1Zo

On a bien dim Ry = 20. R» est X-unisolvant et on obtient ainsi un élément fini conforme dans H(rot) (cf. [7]).
De maniere analogue au cas 2D, nous allons d’abord montrer comment on peut, sans changer les propriétés
de cet élément fini, remplacer ces degrés de liberté par des quantités qui se prétent a I’emploi de formules de
quadrature.

Sur chaque aréte I';;, on choisit 2 points notés M;;(a) et Mj;(a) ot M;;(ax) (resp. Mjy;(x)) est le barycentre de
S; et S; avec pour poids respectifs (1 —a) et o (resp. a et (1 —«)). D’autre part, on note F; le centre de gravité
de la face T;. Aa chaque point M;; est associé un vecteur 7;; tangent & l’aréte I';; et d’orientation arbitraire.
On considere alors I’ensemble des degrés de liberté suivant:

S = {27 (M), 6,5 =14} U {(@ A )81 (F), (@ A7D).8in(F)yi = 1---4)

ol (&;,1,€i,2) est une base orthonormée du plan contenant la face T; (cf. figure 25).
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F1G. 25: Degrés de liberté pour l’élément fini d’aréte usuel du second ordre.

On a alors le
Lemme 4.1 L’espace Ry est ¥'-unisolvant et I’élément fini obtenu est H(rot)-conforme.

Démonstration:

Soit (4,4,k,l) une permutation circulaire de (1,2,3,4). A chaque face T; = S;5;S5, on associe 'ensemble des
degrés de liberté X} défini par:

T = {U.15¢(Mpq), €.Tgp(Mgp), pyq € {4, k,1}} U{TAR(G;),d A7i(F;)} Soit alors @ € Ry annulant toutes les
formes linéaires de ¥j. Sur la face T;, @; = (@ A ﬁ)m € Ra2(T3). Or, il a été établi dans [5] que R2(T;) est
Y!-unisolvant. On a donc @; = 0 ce qui démontre la conformité H (rot).

D’autre part, si @ € R, annule toutes les formes linéaires de ¥', il annule en particulier celles de £} pour tout
1, ce qui implique #; = 0 pour chaque face T;. Par conséquent,

V7€ (Po(T)))?, / (@A )Gy = / i.qdy =0
ﬂ A

i

et

Vl,j =1---4 Vp (S Pl(I‘ij), / ﬁf.pda = / ﬁz’/:"de'O (28)
T I

ij ij

Ainsi, ¥ annule toutes les formes linéaires de X. Puisque R est X- unisolvant, on a donc #Z = 0 ce qui acheve la
démonstration. |

4.2 Rappels sur les formules de quadrature symétriques dans un tétraedre

De maniere analogue cas 2D, nous rappelons d’abord dans ce paragraphe le cadre théorique introduit dans
[9] pour I’étude des formules de quadrature sur un tétraedre K.
De maniere générale, une formule de quadrature est définie par

Ex(f) = meS(K)sz’f(xi)
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ou w; et x; sont respectivement les poids et les points de quadrature sur K. Nous allons nous limiter dans ce
qui suit aux formules de quadrature symétriques. Nous renvoyons & [9] (voir aussi [6]) pour plus de détails.

Pour cela, introduisons S4 'ensemble des permutations de {1,2,3,4}.

A toute fonction de deux variables f(z,y, z) vue comme une fonction des quatre variables A1 (z,y, 2), Aa(z, ¥y, 2),
As(z,y,2) , A(z,y, 2) que Pon note encore f(Ai(z,vy,2), A2(2z,y, 2), A3(z,y, 2), \a(z, 9, 2)), et toute permutation
o € S4, on associe la fonction f, définie par

fo(,9,2) = F(Ae(1) (2,9, 2), Ao(2) (T, Y, 2), Ao (3) (T, 9, 2), Aa(, 9, 2))
Une formule de quadrature est dite “symétrique” quand
Vo € S4,Yf € Co(K),  Ex(f) = Ex(f,)
(cette propriété est vérifiée par 'intégration exacte).

Pour décrire les formules de quadrature symétriques, introduisons ’application qui & tout point de qua-
drature X de coordonnées barycentriques (A1, A2, A3, A\y) associe le point X, de coordonnées barycentriques
(Ar(1), Ax(2), Ao(3)s Ao(4))- Cette application permet de définir une relation d’équivalence R par

XRY &35 €S5,/]Y =X,

Si I’ensemble Q des points de quadrature est stable par cette application, on dit qu’il est symétrique et en
associant un poids we & chaque classe d’équivalence C' de Q, on définit une formule de quadrature symétrique:

Ex(f) = mes(K) ) we [Zf(ﬂf)]
cce zeC
Soit M}, ’ensemble des mondémes de P. On définit sur M}, la relation d’équivalence R par
rRs < Jo € Safs=r,

On montre alors qu’une formule de quadrature symétrique est exacte sur P si et seulement si elle est exacte
sur un représentant de chaque classe d’équivalence de M}, pour la relation R.

4.3 Nouvel élément fini du second ordre: une idée naturelle.

Pour construire un nouvel élément fini du second ordre assurant la condensation de masse, il semblerait
naturel de suivre la méme démarche que celle adoptée pour le premier ordre. A chaque point M;; sont donc

associés deux vecteurs normaux fil’; et h‘ilj (ot k,l # i,j) définis conformément & la section 2. On introduit
ainsi 24 vecteurs unitaires. Pour obtenir la condensation de masse, il est nécessaire d’avoir comme degrés de
liberté toutes les composantes du champs aux nceuds de quadrature. On choisit donc comme degrés de liberté

les quantités:
S = {@7)(My), @ (M) {i,5} C{1,2,3,4}}
U {@al) (M), (@) (Ms) {i, 5} € {1,2,3,4}, k € {1,2,3,4}\ {i, j}} (29)
U {(@AR).&1 (), (@ AR).E o (F), (@ AR).A(F) i=1---4}

Nous sommes donc amené & chercher une formule de quadrature de la forme:

/K?'ﬁ)'dm ~ mes(K) wm(zﬁ(Mi,j)-ﬁ(Mi,j))

+ mes(K) {wf(Zﬂ’(F,)@'(Fz))}
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ou wy, représente le poids associé aux points situés sur les arétes et wy celui associé aux barycentres des faces
du tétraedre.
Nous avons ici 3 parametres wy,, wy et a ce qui permet d’affirmer que cette formule integre exactement P; qui

comporte trois classes d’équivalence pour la relation R:

Cl = ’\?7/\%’/\27/\2}
Co = { A3 X2, A2 A3, M2 A, A3A1, A3A3, A2Aa, AZA1, A2X2, A3y, A3 A1, AT Ao, AAs ) (31)
C3 = {)\1)\2/\37>\1/\2/\4,)\1/\3/\4,/\2)\3/\4}

Déterminons les parametres de cette formule de quadrature.
En intégrant la fonction A1 AaA3, on obtient

1
k(A1 A2A3) = mes(K) / A1 Azdr = mes(K)—

“Io7 27 720

ce qui donne:

En intégrant la fonction constante 1, on obtient:
1
Ek (1) = mes(K)(12wy, + 4wy) = / 1dz = mes(K)g
K
ce qui donne:

“m =720

1
En intégrant la fonction Ay (A — 3)’ on obtient:

(A — %)) — mes(K) (602 — 60 + 2)wn, = / MO — —)dm = mes(K) 3;0

Ainsi, en remplacant w,,, par sa valeur, on obtient que « est racine du polynéme 6o — 6 ce qui donne o = 0
ou a = 1. On vérifie a posteriori que cette formule intégre exactement un représentant quelconque de chacune
des trois classes d’équivalence de Pj.

Cependant, pour qu’une telle formule quadrature assure la condensation de masse, il faut définir les degrés
de liberté associés aux arétes aux sommets du tétraedre ce qui exclut la possibilité d’introduire les vecteurs
normaux de type n . Néanmoins, en prenant pour degrés de liberté ’ensemble

S = {(@7)(S0), i =1.4,j #i}U{(@AR).E1(F), (@ AR).Ea(F), (@A)F) i=1---4}

(cf. figure 26), ce qui consiste & garder les composantes tangentielles aux sommets et & réincorporer la composante
normale en chaque point des faces, on a bien, en chaque point de la formule de quadrature que nous venons
d’exhiber, toutes les composantes du champs. Si 'on construit un espace de champs de vecteurs X-unisolvant,
I’emploi d’une telle formule pour calculer la matrice de masse donnerait une matrice diagonale par blocs dont
la taille est majorée par le nombre maximum d’arétes concourantes en un sommet.
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S

F1G. 26: Degrés de liberté pour le nouvel élément fini d’aréte du second ordre.

Il reste a décrire ’espace de champs de vecteurs qui sera Y-unisolvant. Comme pour le cas du premier ordre,
le plus simple consiste & décrire les fonctions de base associées aux nouveaux degrés de liberté, a savoir (@.77) (F;).
Pour cela, introduisons (4, j, k, ) une permutation circulaire de (1,2, 3,4) et posons:

Wi = XAV
On introduit ainsi 4 fonctions. Si w; désigne 'une d’entre elle, elle vérifie

= 0 sur les faces T}, T}, T}
(; A ) = 0 sur la face T; (32)
(

1
W;.1)(F;) = — || Vs
SA)(F) = o 19 |
Nous considérons alors ’espace de champs de vecteurs suivant
75,2 =Ry @ [W1, Do, W3, Wy)

Si on note Ro(T;) = {T A (ZA ), @€ R} lespace des traces tangentielles sur T; des éléments de R, il est
clair, d’apres les deux premieres propriétés de 32 que l’on a:

Lemme 4.2 V@ € Ry(K), V 1<k<4, #A(@AR)|1, € Ra(Tk)
Remarque 4.1 Ce lemme implique que notre nouvel élément fini, s’il est unisolvant, est conforme dans H(rot).

D’autre part, nous déduisons de 32 que la fonction w; vérifie:

wi.Fkl(Sk) = 0, Vk = 14,VZ 75 k (33)
(Wi A R0).€1(Fy) = (W; AR).Ee2(Fr) =0, Vk=1.4

Nous avons le

Théoréme 4.1 L’espace 7’52 est de dimension 24 et l’ensemble ¥ est @-um’solvant.

Démonstration:
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Soit @ un élément de Ry(K) annulant toutes les formes linéaires de ¥. Nous pouvons écrire:

—

4
117:w0+g ;W5 Wy € Ro
i=1

On a donc:

4V #k
&

W7 (Sk) =0, Vk )
{ w ).€k2(Fr) =0, Vk=1.4 (34)

. =1.
(@ A7) 1 (Fi) = (0 A

Cette propriété jointe & 33, qui exprime que ces mémes quantités sont annulées par toutes les fonctions wj,
implique

{ Wo.7(Sk) =0, Vk=1.4VI#k (35)

(1170 A T_L’).é’k 1(Fk) = (1170 A T_L’).é’kyg(Fk) =0, Vk=1.4

s

Or, ces quantités ne sont autres que les degrés de liberté de X'. Puisque Wy € Ra2(K) et que (d’apres le lemme
4.1), R2(K) est X' unisolvant, on en déduit que wy = 0.
Par suite, (0.7)(F;) = 0 pour tout 7 se traduit par:

oo 1
a;(W;.10)(F;) = Qige | VAi[|=0
c’est-a-dire
a; =0 Vi=1.4

ce qui acheve la démonstration. [ |

4.4 Analyse en maillage régulier
4.4.1 Probléme semi discret et dispersion numérique associée

Dans cette partie, 75, désigne encore le maillage régulier de R? en tétraedres utilisé pour ’analyse du nouvel
élément du premier ordre et on considere le méme probléme modele. L’espace de discrétisation associé au nouvel
élément fini est défini par:

Vi = {m € H(rot,R*)/ VK € Ty, @, € 752(K)}

Dans le cas de ’élément du second ordre, la régularité du maillage permet de définir un réseau périodique de
62 types de degrés de liberté de sorte que le probleme semi-discret est équivalent & un systeme différentiel de
dimension 62 que nous n’écrirons pas (!). Ainsi, la relation de dispersion “physique” s’obtient en résolvant un
probleme au valeurs propres de méme dimension de la forme

w? My Ey = A Ey
4.4.2 Courbes de dispersion numérique

De maniere analogue au cas du premier ordre, nous avons tracé, par résolution numérique du probleme aux
valeurs propres précédent, les courbes de dispersion qui représentent ’erreur relative commise sur la vitesse
d’une solution de type “onde plane numérique” en fonction du nombre de points par longueur d’onde, pour une
direction de propagation donnée (en coordonnées sphériques) par les angles 6 et ¢.

Dans les figures qui suivent, nous avons tracé, & la méme échelle, les courbes de dispersion du schéma pour
6 = 90° (ce qui correspond & la “projection” sur le plan x = 0) et ¢ = 0°,£15°, £30°, £45° (cf. figure 27).
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FiG. 27: Courbes de dispersion pour ﬁg : a gauche § = 90° et ¢ = 0°,4+15°,+£30°, £45° et d droite ¢ = 45° et
0 = 0°,15°,30°,45°,60°,75°,90°

D’autre part, les courbes de l’erreur en échelle logarithmique (cf. figure 28), permettent d’émettre la conjec-
ture:

Conjecture 4.1 La valeur propre physique wh(E) associée au schéma correspondant a ﬁ2 admet le développement
limité suivant:

wi(E) = [KI(L + O(h*|KI")

0.1

0.001

0.0001

1e-05
0.1

FiG. 28: Droites en échelle logarithmique pour l’élément tétraédrique du second ordre.
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Ici aussi, nous avons comparé la dispersion numérique introduite par le nouveau schéma (trait pointillé) avec
celle introduite par le schéma analogue sans condensation de masse (trait continu) en tracant & la méme échelle
les courbes de dispersion associées & ces deux schémas pour une direction de propagation (6, ¢) donnée. Dans
les figures 29 et 30, on a tracé ces courbes pour 8 = 90° et ¢ = 0°,15°,30°,45°.

09 I I I I I I I I I 09 I I I I I I I I I
0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05 0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

FIG. 29: Courbes de dispersion pour R (trait plein) et Rao (pointillé) pour 6 fizé ¢ 90°: ¢ = 0° (a4 gauche) et
¢ =15° (4 droite)

098 - d

096 -

094 1

0oL 1 1

0.96

0.94

092

0.9

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.05 01

Fic. 30: Courbes de dispersion pour Ry (trait plein) et Ro (pointillé) pour 6 fizé ¢ 90°: ¢ = 30° (& gauche) et

¢ =45° (4 droite)

0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04

Dans les figures 31 et 32, on a tracé ces deux courbes pour ¢ = 45° et § = 0°,15°,30°,45°.
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102 T T T T T T T T 102 T T T T T T T T

105 | A sy A
101 | ol |
1005 - 1 w05t ]

0.995 0.995

0.99 0.99

0.985 0.985

098 098 1 1

0975 I I I I I I I I 0975 I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045 0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045

FiG. 31: Courbes de dispersion pour Ry (trait plein) et Ry (pointillé) pour ¢ fizé d 45°: 6 = 0° (4 gauche) et
0 = 15° (4 droite)

1.02 T T T T T T T T 1.02 T T T T T T T T

1.015 + 1 w05t B

101 e 101+ E
,// »

1005 4 1005t ]

0.995 0.995

0.99 0.99

0.985 0.985

098 1 q 098 1 q

0975 I I I I I I I I 0975 I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045 0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 045

FIG. 32: Courbes de dispersion pour Ra (trait plein) et Ra (pointillé) pour ¢ fizé 4 45°: 6 = 30° (@ gauche) et
0 = 45° (4 droite)

Ces schémas appellent le commentaire suivant. Dans le cas du premier ordre, le schéma avec condensation
de masse introduit une dispersion numérique d’ordre 2. Cependant, on peut constater une perte de précision
par rapport au schéma sans condensation de masse et ce, quel que soit ’angle d’incidence (6, ) considéré.
Par contre, pour le second ordre, il apparait que le schéma avec condensation de masse admet une erreur de
dispersion équivalente a celle introduite par le schéma sans condensation de masse.

INRIA



Condensation de masse pour les équations de Mazxwell 3D

4.4.3 Discrétisation en temps et ordre élevé
Si on met le probleme semi-discrétisé obtenu sous la forme:

d’Ey,
dt?

+DLE, =0 (36)

ouDy = M, L Ay, il est clair qu’une discrétisation en temps par un schéma classique saute mouton est insuffisante
car d’ordre 2 en temps pour un schéma qui admet une erreur de dispersion en espace en O(h*). Or, une méthode
de type différences finies d’ordre 4 & 5 pas de temps s’aveére inconditionnellement instable. Aussi, nous adopterons
Papproche de I’équation modifiée (décrite dans [3] ou [2] par exemple) qui permet de conserver un schéma stable
3 trois pas de temps. Cette approche consiste & écrire la somme des développement de Taylor de Ep(t) (qui est
C®) en t"t! et "~ ol " = nAt et At représente le pas de discrétisation en temps, ce qui donne:

Eh(tn+1) — 2Eh(tn) + E(tn_l) . A_t284Eh

A =13 5 (t") + O(Ath) (37)
En utilisant 1’équation semi discrete (36), on a:
O*Ey,
(i) = DRE,(1")
de sorte que si on note E} = Ej(t") la solution de (36) au temps ¢, le schéma défini par:
Eptt —2ER + Ep! At?
g +DuEp - 5 DiE; =0

est d’ordre 4 en temps par construction.

Remarque 4.2 e Pour obtenir un coit calcul optimal, il faut factoriser cette équation en écrivant:

Ept' —2E} + B!
A2

At?

2

Ainsi,  chaque pas de temps, I’expression E}' — ENhE,T; peut étre considérée comme une inconnue de calcul

intermédiaire. Le cout de programmation d’un pas de temps pour le schéma d’ordre 4 est donc le double de celus
associé au schéma saute mouton.

e Nous pourrions tenir compte d’un second membre dans (36) et appliquer ensuite le principe de l’équation
modifiée. Mais Uexpérience a montré que sa contribution (lorsqu’il est & support compact) reste négligeable. De
ce fait, l’algorithme peut étre écrit sans en tenir compte.

4.4.4 Analyse de la stabilité

Rappelons que pour 'ordre 2 en temps, la stabilité est équivalente a

A 2
210l _
4 <
c’est-a-dire, de manieére équivalente,
2
o ——
i
K
max|\'(K)|

ol les A{(K) sont les solutions du probléme aux valeurs propres généralisé

Ay (KT = A My (K)@

t2
Pour Pordre 4 en temps, il faut considérer la norme de 'opérateur Dy, (Id — ﬁDh), ce qui donne la condition

de stabilité (cf. [9]):
a<

2V/3
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Comme dans le cas du premier ordre, ce maximum est calculé numériquement. On a alors les conditions de
stabilité suivantes:

a 0,21 pour 'ordre 2 en temps

<
a < 0,37 pour 'ordre 4 en temps (38)
alors que pour le schéma classique, on a:
a < 0,13 pour 'ordre 2 en temps (39)
a < 0,37 pour 'ordre 4 en temps

On constate ici que la condition de stabilité associée au nouveau schéma est moins restrictive que celle associée
au schéma usuel. Or, comme nous ’avons remarqué précédemment, I’espace d’approximation associé au nouvel
élément contient celui associé & I’élément usuel, ce qui implique que la condition de stabilité du nouveau schéma,
en ’absence de condensation de masse, doit étre plus restrictive. Il semblerait donc que, pour cet élément, la
condensation de masse inverse le resultat.

D’autre part, ces conditions de stabilité peuvent paraitre trés contraignantes comparativement a celles que
I’on a calculées dans le cas du premier ordre. Toutefois, il faut tenir compte du fait que pour les nouveaux
schémas, & un élément du premier ordre correspondent 18 degrés de liberté alors que dans le cas du second
ordre correspondent 24 degrés de liberté.

4.4.5 Analyse de la dispersion numérique pour le schéma discrétisé en temps et en espace

Rappelons que pour 'ordre 2 en temps, la dispersion numérique s’écrit:

otK arcsin (%\//\O(K))

Qn =
™

ot \? est la valeur propre physique de A;.
Pour 'ordre 4 en temps, on a:

Nous allons maintenant visualiser la dispersion numérique. Nous représentons les variations de la vitesse de
phase adimensionnelle en fonction de K pour différentes directions de propagation (6, ¢). Dans chaque cas, on
représente les courbes de dispersion associées a trois valeurs de a: a = 0, ce qui correspond au schéma semi-
discrétisé en espace, la valeur de a correspondant & la valeur maximale autorisée par la condition de stabilité,
et la valeur de a correspondant & la moitié de cette valeur maximale. Comme les courbes qui vont suivre le
démontrent, c’est cette derniére valeur qui donne une précision optimale, pour la discrétisation en temps d’ordre
2 comme pour celle d’ordre 4.
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101 T T T T T T T T T 101 T T T T T T T T T

097 1 097 ]
096 | 1 096 | ]
095 1 095 ]
094t 1 094t ]
093t 1 093t ]
092 1 092 ]
091 ! ! ! ! ! ! ! ! ! 091 ! L . I L L | | |

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

FiGc. 33: Courbes de dispersion pour Ry et Uordre 2 en temps avec o = 0 (semi-discret) pour les courbes
inférieures et allant jusqu’a 0.21 pour les courbes supérieures, pour 0 fixé a 90° et pour différentes valeurs de
Uangle ¢: en haut a gauche: ¢ = 0°, en haut d droite: ¢ = 15°, en bas & gauche: ¢ = 30° et en bas d droite:
¢ = 45°.
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101 T T T T T T T T T 101 T T T T T T T T T
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0 005 01 015 02 02 03 03 04 045 05 0 005 01 015 02 02 03 03 04 045 05
101 : : : : : : : : : 101 : : T : : T —— r

| e I
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0t 1 et 1
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0 005 01 015 02 02 03 03 04 045 05 0 005 01 015 02 02 03 03 04 045 05

FiGc. 34: Courbes de dispersion pour Ry et Uordre 2 en temps avec o = 0 (semi-discret) pour les courbes
inférieures et allant jusqu’a 0.21 pour les courbes supérieures, pour ¢ fixé a 45° et pour différentes valeurs de
langle 6: en haut ¢ gauche: 8 = 15°, en haut & droite: 8 = 30°, en bas a gauche: 0 = 45° et en bas d droite:
0 = 60°.
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101 : : : : : : : : : 101 : : : : : : : . .
1
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0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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Fi1G. 35: Courbes de dispersion pour Ry et Uordre 4 en temps avec o = 0.37 (courbe inférieure), « = 0 (semi
discret, courbe “médiane”) et a = 0.185 (courbe supérieure), et pour 0 fixé ¢ 90° et pour différentes valeurs de
Uangle ¢: en haut a gauche: ¢ = 0°, en haut d droite: ¢ = 15°, en bas & gauche: ¢ = 30° et en bas d droite:
¢ = 45°.
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FiG. 36: Courbes de dispersion pour Ry et Uordre 4 en temps avec o = 0.37 (courbe inférieure), « = 0 (semi
discret, courbe “médiane”) et o = 0.185 (courbe supérieure), et pour ¢ fixé a 45° et pour différentes valeurs de
langle 6: en haut ¢ gauche: 8 = 15°, en haut & droite: 8 = 30°, en bas a4 gauche: 0 = 45° et en bas d droite:
0 = 60°.

Comme dans le cas du premier ordre, la précision du schéma est améliorée avec la discrétisation en temps.
De plus, il faut remarquer que la précision optimale est obtenu pour
5 Conclusion et perspectives

Cet article fait suite au travail présenté dans [5] dans lequel nous avions construit une nouvelle famille
d’éléments finis d’aréte triangulaires avec condensation de masse pour les équations de Maxwell et se propose
de généraliser ’approche adoptée au cas des tétraedres en s’appuyant sur le théoreme de trace dans H(rot).
Cette stratégie, qui conduit & la construction d’un nouvel élément fini tétraédrique du premier ordre, n’a pu
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étre généralisée aux ordres supérieurs. Une solution est proposée, mais le schéma associé introduit une erreur
de dispersion plus importante pour un méme maillage que le schéma obtenu par la discrétisation usuelle.
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