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Stabilized Finite Element Method for
Incompressible Navier-Stokes Equations with
Effective Boundary Conditions

Abstract: We introduce new stabilized finite element methods for incompressible
Navier-Stokes equations satisfying effective boundary conditions (or wall laws) on
a part of the boundary. Some new stabilizing boundary terms are introduced and
allow a control in the semi-norm H'! of the boundary, thus correcting velocity and
pressure oscillations caused by the wall laws employed. The stabilized variational
formulations are presented for first and second order wall laws, and we prove an
error estimate for the first order wall law. Some numerical tests are then presented
which validate the methods.

Key-words: wall law, Navier-Stokes, rough domain, stabilized method, finite
element
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1 Introduction

Les méthodes d’éléments finis stabilisées sont apparues il y a plus d’une décennie,
leur but étant de pallier les déficiences numériques de la méthode de Galerkin,
quand celle-ci est appliquée & certains problémes de la physique mathématique et de
Iingénierie, non diis au manque de propriétés de stabilité dans le cas continu (voir
[15] pour un résumé intéressant). Les méthodes stabilisées sont une méthodologie
systématique pour améliorer la stabilité sans compromettre la consistance. Celles-ci
peuvent étre résumées de la facon suivante [25]:

Soit le probléme de trouver une fonction u telle que

Lu=f (1)

dans un domaine ouvert () de frontiére I' suffisamment réguliére, ou £ est un opé-
rateur différentiel et f une fonction donnée. Si on note par H un espace de Hilbert,
le probléme variationnel associé a (1) consiste & trouver u € H tel que

a(u,v)—(f,v)=0, Voe H

ot a(.,.) est une forme bilinéaire continue et coercive sur H, associée a l'opérateur

L.

La méthode de Galerkin consiste a définir un sous-espace de dimension finie de
H, noté Hy, et chercher une fonction u, € Hj telle que

a(un,vn) = (fyvn) =0, You € Hy. (2)

La méthode stabilisée s’écrit comme: trouver u;, € Hj tel que

alun,vn)+ Y [ (Lu— f).P(hx, L) —(f,v4) =0, Yo, € Hy, (3)

KeSy

nouveau terme

ou K est un élément de la partition S, du domaine € et hx le diameétre de K. 11
s’agit d’additionner & (2) un nouveau terme dépendant du maillage, produit interne
entre le résidu des équations de Fuler-Lagrange et d’une fonction de perturbation
P (hg, L*vp), avec L* un opérateur différentiel linéaire.

Dans le cadre des équations de Navier-Stokes incompressibles, I'utilisation de la
méthode classique de Galerkin crée deux types d’instabilités numériques: la pre-
miére est due aux termes de convection, ot des oscillations parasites contaminent la
vitesse quand 1’advection est dominante. On retrouve ce probléme quand on résout
des écoulements a fort nombre de Reynolds. La deuxiéme source de probléme est
due & la formulation mixte associée aux équations de Stokes, limitant le choix de
combinaisons des espaces d’éléments finis pour la vitesse et la pression, car on doit
respecter la condition de Basbuska-Brezzi (ou condition inf-sup) [11], [12] et [13]. Le
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non respect de la condition inf-sup engendre des instabilités sur la pression, puis sur
la vitesse, en raison de I'existence de modes parasites [42]. Les méthodes stabilisées
pour les équations de Navier-Stokes incompressibles ont pour objectif de permettre
I'utilisation de couples d’espaces pour la vitesse et la pression qui ne satisfont pas a
la condition inf-sup, tout en introduisant suffisamment de diffusion numérique pour
corriger les oscillations, et en préservant toujours la consistance. Si pour le premier
probléme, 'utilisation des méthodes stabilisées est nécessaire, pour le deuxiéme, un
choix convenable des espaces d’éléments finis serait suffisant pour résoudre conve-
nablement le probléme (voir [8], [42] et [58] par exemple). Cependant, la possibilité
d’employer les mémes espaces pour les différentes variables (P1/P1 ou Q2/Q2 par
exemple) facilite énormément la mise en oeuvre numérique de la méthode d’éléments
finis.

Les méthodes stabilisées pour I'équation advection-diffusion ont été introduites
par Brooks and Hughes [20] et appelées SUPG (streamline-upwind-Petrov-Galerkin).
Depuis, une large littérature sur le sujet est apparue pour plusieurs types d’équations
de transport : la méthode GLS (Galerkin-Least-Squares) pour I’équation d’advection-
diffusion (voir [53], [35]) [36] et [32]), GGLS (Gradient-Galerkin-Least-Squares) [41]
pour I’équation de la diffusion avec un terme de production, des méthodes combi-
nant d’autres méthodes stabilisées pour traiter I’équation d’advection-diffusion avec
un terme de production (voir [47] et [68]) ou alors [32] et [54]. D’importantes amé-
liorations sur la stabilité ont été développées, en choisissant surtout convenablement
les parametres de stabilisation (dépendent de hg) contenus dans la fonction de per-
turbation P. Des extensions de ces méthodes ont été appliquées pour la résolution
des modeles de turbulence [50], et en particulier du type k — ¢ [69] et [23].

En ce qui concerne les équations de Stokes, les premiéres études pour surmonter
la condition de Babuska-Brezzi ont été proposées par exemple dans [52], [51], [25]
et [18]. Par la suite, plusieurs travaux ont été développés, soit en améliorant la
stabilité de la méthode (voir par exemple [24] pour des éléments d’ordre élevé),
soit en améliorant 1’analyse d’erreur (voir par exemple [26] pour 'analyse d’erreur
dans les normes usuelles). La suite naturelle a été d’étendre “le savoir-faire” aux
équations de Navier-Stokes incompressibles, en utilisant les ingrédients développés
pour les équations de Stokes et pour les équations d’advection-diffusion (voir par

exemple [65] , [45], [35] et [37]).

Depuis quelques années, beaucoup d’efforts ont été consacrés a la compréhension
des fondements théoriques et a l'origine des méthodes stabilisées. Deux approches
sont apparues qui ont un certain succés:

a) La premiere approche consiste a faire le lien entre les méthodes stabilisées et
la méthode de Galerkin appliquée & des espaces d’éléments finis enrichis avec
des fonctions bulles (bubble fonctions). A la fin des années 80, Pierre [57] et
Bank [10] ont remarqué la relation existant entre la formulation variationnelle
mixte utilisant le MINT élément [8] pour le probléme de Stokes et les méthodes
stabilisées utilisant des interpolations linéaires du méme ordre pour la pres-
sion et la vitesse. Par la suite, plusieurs travaux sont apparus (voir [19] et [9]
par exemple), remarquant que la stricte équivalence entre les deux approches
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passe par la construction de fonctions bulles, ce qui équivaut a retrouver le
paramétre de stabilisation approprié. Maintenant la question est: comment
choisir la bulle optimale? (voir [31] pour limitation des fonctions bulles). Ré-
cemment, une nouvelle idée a été présentée pour unir définitivement ces deux
approches en calculant la fonction bulle optimale. Cette approche a été nom-
meée residual-free bubble ([30], [59], [17], [29],[14], [33], [38], [39], [60] et [16] ).
Elle rend possible une base de dérivation pour les méthodes stabilisées avec
de bonnes propriétés et des concepts largement acceptés pendant sa construc-
tion. L’idée principale est d’attaquer le probléme original par la méthode de
Galerkin sur des espaces d’éléments finis polynémiaux simples et standards,
et d’améliorer 'approximation en corrigeant les déficiences de stabilité, en
enrichissant les espaces par des residual-free bubbles (bulles résiduelles). La
méthode peut aussi étre interprétée comme 'application de la méthode de
Galerkin sur des espaces d’éléments finis plus larges, avec des polynémes stan-
dards plus les residual-free bubbles. Dans [27] et [28] la stratégie a été mise en
oeuvre numériquement et dénommeée méthode d’éléments finis & deux niveaux
(two-level finite element method). Des résultats numériques convaincants ont
été obtenus, et confirment que avec la “bonne bulle”, la stabilité est retrouvée.
Cependant, I'utilisation d’une méthode stabilisée (au premier niveau) est en-
core nécessaire pour son application, ce qui provoque un cotit de calcul plus
important qu’en utilisant une méthode stabilisée classique, a qualité égale.

De facon alternative, une deuxiéme approche a été introduite récemment par
Hughes [49] pour construire des méthodes stabilisées, appelées méthodes va-
riationnelles multiéchelles (variational multiscale method). La philosophie de
la méthode est différente de la premiére. 1l s’agit de corriger le fait que la
méthode de Galerkin sur de simples espaces d’éléments finis polynémiaux est
inadéquate pour résoudre numériquement plusieurs problémes pratiques, en
particulier, quand ceux-ci comportent de fines échelles qui ne sont pas résolues
en raison des dimensions des éléments composant le maillage. 1.’idée princi-
pale consiste a supposer que les fines échelles doivent étre prises en compte,
pour que la solution calculée sur les grandes échelles (taille des éléments du
maillage) soit consistante et stable. La procédure de mise en oeuvre de la mé-
thode variationnelle multiéchelle est décomposée en deux étapes: la premiére
est non-numérique et décompose le probléme en deux sous-problémes. Le pre-
mier consiste a résoudre les fines échelles en fonction des grandes. Le résultat
est introduit dans le deuxiéme probléme, résultant en un probléme modifié,
souvent dénommé subgrid-scale model (modeéle d’échelle de sous-maille), qui
contient seulement de grosses échelles. La deuxiéme et derniére étape consiste
simplement a appliquer la méthode de Galerkin pour le probléme modifié.
Comme les fines échelles ont été retirées, naturellement la solution est stable
et consistante. Plusieurs approximations pratiques dans la procédure de la mé-
thode variationnelle multiéchelle sont possibles, permettant son identification
a des méthodes stabilisées et en particulier, aux residual-free bubbles (voir
figure 1 pour un sommaire de la situation.)
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Problemes aux conditions Methode variationnelle multiechelle Problemes aux conditions
aux limites pour toutes (elimine les echelles fines) aux limites (effet des petites
les echelles echelles sur les echelles

grossieres est correctement
pris en consideration)

Methode de Galerkin
(taille caracterisque
delamaille est Methode stabilisee Methode de Galerkin
grande comparee (taille caracteristique
aux fines echelles delamaille est petite
comparee aux echelles
grossieres)
Methode numerique Methode numerique
(instabilite - effet Residual-free bubbles pour les fines echelles
des fines echelles (incorpore I’ effet des (stable et consistante)
sur les echelles grossieres fines echelles sur
n’est pasprisen les echelles grossieres)

consideration)

FiG. 1: L’approximation par residual-free bubble suit le parcours inférieur a gauche
et en bas, tandis que la méthode variationnelle multiéchelle suil le parcours supérieur
a droite. Les méthodes stabilisées sont interprétées comme des raccourcis, en suivant
le parcours diagonal du schéma [1/].

Notre objectif dans ce travail est de développer des méthodes d’éléments fi-
nis stabilisées pour les équations de Navier-Stokes incompressibles, satisfaisant aux
conditions aux limites équivalentes (lois de paroi) imposées sur une partie du contour
du domaine. Pour I'élaboration des méthodes stabilisées, ainsi que des paramétres
de stabilisation, on s’est appuyé principalement sur ’analyse d’erreur, sans passer
par les deux approches décrites auparavant. La raison est, d’une part, le cotit élevé
de la mise en oeuvre de I’approche par residual-free bubble, et d’autre part les diffi-
cultés théoriques pour étendre la méthode variationnelle multiéchelle aux équations
de Navier-Stokes.

Les lois de paroi sont des conditions aux limites équivalentes imposées sur une
surface réguliére introduite & I'intérieur du domaine, ayant pour objetif de simuler
I'influence de la paroi (lisse ou rugueuse) sur 1’écoulement. L’intéret est de retirer
du domaine du calcul une partie de la couche limite ainsi que les rugosités, afin
de diminuer le cotit du calcul. De nouvelles lois de paroi (d’ordre 1 et 2) pour
des domaines lisses et rugueux ont été développées et analysées récemment pour les
équations de Stokes [2]| et Navier-Stokes incompressibles [3] [6], [1], [4] et [5], & partir
d’une méthode de décomposition de domaine ou en utilisant des développements
asymptotiques a deux échelles. Les lois de paroi d’ordre 1 et 2 sont construites dans
le cadre continu et prises en compte de facon faible dans la formulation variationnelle.
Leur implémentation dans le cadre discret par ’approche classique de Galerkin s’est
heurtée a des instabilités numériques sur le bord (semblables & celles retrouvées dans
[41]) en raison d’un manque de controle de 1’erreur dans la norme H' du bord. Le
manque de stabilité sur le bord tendant a se propager aussi & I'intérieur du domaine,
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I’élaboration d’une méthode stabilisée s’est montrée essentielle. Donc, pour rétablir
la stabilité de la solution en préservant sa consistance, une méthode stabilisée est
présentée, basée sur la méthode de stabilisation proposée dans Franca et al. [34], mais
en ajoutant de nouvelles contributions sur le bord du domaine et en définissant de
facon astucieuse les parameétres de stabilisation.

Dans la premiére section on présente les méthodes stabilisées pour deux différents
types de lois de paroi. L’analyse d’erreur des méthodes est faite dans la troisiéme
section pour le probléme linéarisé. Une rapide présentation concernant les aspects
numeériques utilisés est faite dans la quatriéme section. La section suivante est consa-
crée a la validation des méthodes stabilisées sur des problémes d’intérét pratique,
en montrant la nécessité de leur utilisation. Enfin, les conclusions et les perspec-
tives sont présentées dans la derniére section. Ce travail a fait partie du rapport de

recherche INRIA [67].

1.1 Notations

Les problémes considérés dans ce travail sont définis dans un domaine Q C RV
borné, N = 2,3, avec I sa frontiére polygonale ou polyédrale. On choisit une famille
de partition S, réguliere de Q par des éléments triangulaires (tétraédre en IR”) ou
quadrangulaires (hexaédres en IR®) construite de facon conforme (I'intersection des
éléments de 3y, sont, soit une aréte (face en IR?), soit un point (aréte en IR?), soit
vide), de fagon & ce que I'union des éléments K € 3y, reproduise Q. Par X, (I') on
note I’ensemble des arétes de la partition 3, appartenant a la frontiére I' et par
3% (T') I'ensemble des éléments de Sy, ayant au moins une aréte appartenant a I
Différentes combinaisons de triangles et de quadrangles en deux dimensions peuvent

étre utilisées et la quasiuniformité n’est pas supposée.

De fagon classique, on note par L? (w), L* (w) et par H* (w), k > 1, les espaces de
Lebesgue et Sobolev munis du produit scalaire (.), et (.), , et ses normes associées
[Nlows l-lleoes € [Nl 0t w est un ouvert de Q2 ou de la frontiere T (voir [7]). Par
L& (w) on note les fonctions appartenant & L*(w) de moyenne nulle sur w et par
HE (w) les fonctions apartenant & H* (w) s’annulant sur le bord I'. Les semi-normes
de H* (w) sont notées par |.|, et Pespace de fonctions continues sur  par C°(Q).
Pour simplifier, on omettra Iindex w quand w = ) et l'index 0 quand on fera
référence aux normes dans L? ou LZ.

Par la suite, C', Cy, C,, Cy, Cy, ... dénotent les diverses constantes indépendantes
des propriétés physiques des équations, ainsi que du diameétre de I’élément K € S,
(noté hg) et du diametre de 'aréte £ € N, (noté hg). Pour simplifier, on adoptera
la notation suivante:

P, (K), si K est un triangle ou un tétraédre,
Qm (K), si K est un quadrangle ou un hexaedre,

R, (K) = {

avec m > 0 un entier, ot P, (K) et @, (K) sont définies de fagon usuelle.
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2 La méthode stabilisée

Dans cette section, il s’agit de présenter une méthode d’éléments finis stabilisée,
pour les équations de Navier-Stokes incompressibles avec des conditions aux limites
équivalentes développées dans [3], afin de simuler des écoulements incompressibles
sur des domaines rugueux. Pour simplifier la présentation, nous fixons le domaine
) ayant comme frontiére I' = I'y U I'y, ot nous imposons les conditions aux limites
équivalentes sur I'y et des conditions de Dirichlet homogénes sur I'y. Le domaine Q
est défini en coordonnées cartésiennes notées x = (z1,2) et par (s,n) on note les
vecteurs tangent et normal a T's.

X1 1
r r
Q
— T
7777777777777777777777777777777777777777777777 B
S l»
P

F1G. 2: Le domaine de calcul avec des frontiéres régulieres (a droite) correspond a
une partie du domaine réel (a gauche).

2.1 Application aux équations de Navier-Stokes incompres-
sibles linéarisées

Les équations de Navier-Stokes incompressibles linéarisées stationnaires sont don-

nées par
(Vu)a—2vV.e(u)+Vp = f dans Q,
Vau = 0 dans Q, (4)
u = 0 surly,
ou

la fonction vectorielle u (x) = (u' (x),u" (x)) est le champ de vitesse,
- la fonction scalaire p(x) est la pression statique,
- la fonction vectorielle f (x) = (f* (x), f™ (x)) € L? (Q)N est la source donnée,

- la fonction vectorielle a(x) = (a1 (x),a2(x)) € H' (Q)N N L (Q)N est un
champ de vitesse a divergence nulle donnée,
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- la fonction scalaire v (x) est la viscosité du fluide,

(Vu+vuT).

: .. . 1
- la fonction matricielle ¢ est par définition € (u) =3

Remarque 1:

La condition de Dirichlet homogeéne sur I'; a été choisie par simplicité. Pour une
discussion sur les différentes conditions aux limites voir [44] et [42].

Pour simuler I'influence des rugosités sur I’écoulement, nous avons le choix entre
deux lois de paroi, différentes par 'ordre avec lequel les effets rugueux seront appro-
chés. Pour une approximation a l'ordre 1, nous imposons sur I'; les conditions aux
limites suivantes

Ot
aul 4+ g = 0 sur 'y,
8.1'2 (5)
u = 0 sur Iy

et pour une approximation & d’ordre deux nous imposons

out 3 dp ou’
‘ d — 0 surT
ot Oxq + v 0z + 78:{:1 T

o ()
Ou™ + v 0 sur I'y,
81?2

ol «, 3,7 et 8 sont des constantes positives, simulant I'influence des rugosités sur

I’écoulement (voir [3] pour plus de détails).

En utilisant les lois de paroi (5) et (6) nous pouvons écrire de nouvelles conditions
aux limites pour (4). En effet, si on note par o, = 2ve(u)n — pn le tenseur de
cisaillement, la condition aux limites équivalente d’ordre 1 est donnée par

ou' ) r
On.8 = v— = —vau' sur [y,
8:1:2 ? (7)
u” = 0 sur I'y
et celle & 'ordre deux par
1 n
ou Ou Op out  votut
V@ —I_Va —vau! — f— —vy— — —
o = T2 1 _ 0xq dxry 6 0x?
a n
v 8::2 —p —2v0u™
, t 2.t
= —vTu-— ﬁ@el Ou vo7u e, sur I's.

Pl e
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em_ | 0
ouT—{O 20].

Par la suite, on utilisera les sous-espaces de H' (Q) et L*(Q) définis par

V:{veﬂl(ﬂ) Vi :o},

ve={ven (9)|v, =oet o =0}, Q=13(%)

et le sous-espace de V°,
Vi = {V € H' (Q) |v, =0, vy, = 0et Vv :0} .

Le probleme (4) avec la loi de paroi d’ordre 1 (7) imposée sur 'y, s’écrit sous la
forme du probléme variationnel suivant : trouver (u,p) € V° x Q tel que

(Vu)a,v) +2v(e(u),e(v)) — (V.v,p)+ (V.u,q) + va (v, vt)r2 = (f,v)
,V(v,q) e VP x Q.

Alors grace a la relation

(Vv)a,v) +2v(e(v),e(v)) +va(v' v, > C Iv|[?, Yve Ve,

et en appliquant le théoréme de Lax-Milgram sur le sous-espace V! , on obtient le
résultat suivant :

Théoréme 1 Le probleme (9) admel une solution unique.

Une fois le cadre continu établi, on s’intéresse maintenant a 1’approximation
discréte des problémes. Soient V;, C V, V)’ C Vet Q) C @ des espaces de dimensions
finies définis par

Vi={veViv, e B(K)Y, K e},

VP = {v € V0|V|K € Ry (K)N, K e Sh}

et

Q) = {U €QNC(Q)q, € R(K)Y, K e %h} .
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Soit k > 1 un entier et supposons ’existence de deux opérateurs d’interpolation
I, :V > Vet J, 1 Q = @, de facon a ce que les estimations pour les approxi-
mations de u par uy= I u et de p;, par py = Jup, vérifient (voir [22] et [21]) pour
VK € Sp et VE € Xy, (pour 0 < m < 2, max{m,1} <[ <k+1let0<: <1,
0<j<h):

[u =l Cyhlfe™ [al];  Vu € H'(K), (10)
lu—upllpp < Cohy 2 Ml o, Yo € H' (K1 U Ka), (1)
lp=Pullc < Cobic lIpll; i ¥p € HY (K). (12)

On suppose aussi qu’on a les inégalités inverses

Cr Y Wi lIVeWlor < lle()llg Vv € Viet Vv € VY, (13)
KeSy,
2 62 ! ’ 0
C. hy ‘ < H Vv e VietVv eV, . (14)
E%;h 81’2@1’1 0.E 051;2 0,5 h

Les méthodes stabilisées dépendent du choix de la condition aux limites équiva-
lente imposée sur I'y. Dans les deux prochaines sections, on introduit les méthodes
stabilisées pour des lois de paroi d’ordre 1 et d’ordre 2.

2.1.1 M.E.F.S. pour la loi de paroi d’ordre 1

On propose la méthode stabilisée suivante :

Trouver (uz, gn) € V¥ x Qp tel que

Bi (Why pry Vi i) = F (Vi qi), YV (Vi qn) € VY < Qn

(15)

avec
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By (u,p,v,q) = (Vu)a,v) +2v (e (u) e (v)) = (V.v,p) -
(V.u,q) + va (uf, vt)r2 + (V.u,dV.v) +
Z ((Vu)a — 2vV.e (u) + Vp,

KeSy,

7 (x, Rer (x)) (Vv)a —2vV.e (V) — V@), +

du' 0%u' v’ d*v’
Z <I/Oza:c1 - Vaflfgal'l y Te (X7 Peg (X)) <Vaa:c1 - I/al'zafl?l))E (16)

FEeX,

et

ou les parameétres de stabilisation sont définis par

5 = Na (), ek (Rex (x). (%)
hx
T = 2|a(x)|p£<R€K(X))’ (19)
T. = S}IL/—Ea (Peg (x)), (20)
mpg a(X hK
Rex (x) = % (21)
Per (x) = meghE, (22)
crony = {49 GRS e
N 1/p
a(x)l, = (Daz(xnp) H<p<ce, (2)
my — min{%,QC’k}, (25)
Me — min{%,ZCe} (26)

et A > 0.



14 Frédéric Valentin

Remarques:

1. La méthode n’est pas limitée par la condition de Babuska-Brezzi, et des inter-
polations du méme ordre peuvent étre employées pour la vitesse et la pression.
De plus, la méthode est stable pour des interpolations de degré élevé [26] a
condition de calculer correctement les valeurs de my et m, (voir [46] pour le
calcul des constantes inverses).

2. On note que la consistance de la méthode [26] est préservée aprés I'addition
des termes de stabilisation sur le bord. Ce nouveau terme est local, défini
élément par élément et permet d’améliorer la stabilité pour la vitesse dans
la semi-norme H' du bord, puisque la condition aux limites (7) contribue
seulement & la stabilité dans L? du bord. Le nouveau paramétre de stabilisation
7. est construit de fagon a faire la distinction entre un caractére localement
convectif ou diffusif associé aux coefficients contenus dans les lois de paroi.
La prédominance du terme convectif dans les lois de paroi correspond a une
forte influence des rugosités sur I’écoulement (o grand), soit en raison des
dimensions des rugosités, soit si le nombre de Reynolds est important. Dans ce
cas, le paramétre 7. est de 'ordre de O (hg) et si le terme de diffusion domine,

7. est de ordre de O (h%).

3. Une alternative pour le parameétre de stabilisation 7 a été proposée dans [26],
quand des éléments finis de degré élevé sont utilisées pour la vitesse:

la(x)l,
6 = Ny S(RGK (X)) )

¢ (Rek (%))

RV, v PYEs T
Rex (x) = 2O

4\/ A]{T/’

{ Rer (x) , 0< Reg (x) <1,

¢ (Rex (x)) 1 , Reg >1,

N 1/p
(Z Ja; <x>|p) , 1<p<oo,
=1

la(x)], =
max |a;l , p =00,
V.e (),
o . [V.e( )IIO,A7 K3,

0#£vE(RL(K)/R)Y H5(U)H(Q),K

ol A\g est calculé comme étant la plus grande valeur propre d’un probléme
de valeurs propres généralisé (voir [26] pour détails). L’approche ne fait plus
intervenir le diamétre de 1’élément A g, ni n’utilise les inégalités inverses pour
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établir I'analyse d’erreur. Du point de vue pratique, I'intéret de cette définition
est de ne plus avoir a connaitre d’estimations a priori pour les constantes
inverses présentes dans le calcul du parameétre de stabilisation (voir [55] pour
des détails sur I'implémentation). Le lien entre les deux formulations est donné
par la relation A" = Cih%. De fagon analogue, la méme stratégie peut étre
adoptée pour le calcul du paramétre de stabilisation sur le bord ..

4. Une deuxiéme formulation est possible pour le probléme de Navier-Stokes, et
consiste seulement & changer le signe devant le terme de stabilisation 2vV.e (v)
dans (16) et (17). Cependant Franca et al. [34] ont remarqué que cette formula-
tion “plus” est instable pour de larges valeurs de 7, quand celle-ci est employée
avec des interpolations de degré élevé. Dans le cas particulier des équations
de Stokes, la formulation (15) se réduit a la méthode proposée dans [24] et
pour la formulation “plus” a la méthode GLS proposée dans [48], additionnées
du nouveau terme sur le bord. Pour le probléme de Stokes, les paramétres de
stabilisation se réduisent a

2
mth

pour VK € Sj,.

5. La prise en compte de la condition de Dirichlet u.n = 0 sur I'; est une difficulté
dans la mise en oeuvre de la loi de paroi d’ordre 1, quand la base (s,n) ne
coincide pas avec la base canonique. Diverses stratégies sont possibles: prise
en compte comme une contrainte dans un cadre Lagrangien [70] et [71], en
I'introduisant de facon faible dans une formulation faible “non classique” [56]
ou encore en construisant des fonctions de base en coordonnées locales a I';.

2.1.2 M.E.F.S. pour la loi de paroi d’ordre 2

[’utilisation de la loi d’ordre deux permet de mieux tenir compte de I'influence
des rugosités sur ’écoulement (voir [2] et [3]). La méthode stabilisée est la suivante:

Trouver (up,qn) € Vi x Qp tel que

B2 (u}th?V}L?qh) - F(V]”UQh)a \V/(Vhaq}z) c ‘/h X Qh (27)

avec
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32 (u7p7V7 Q) = ((Vu) a,v) + 2v (6 (ll) € (V)) - (VV,p) - (V'uv Q) +
v [ Oul Ovt ovt ou'’
- —.— Tu — 0B p, — — !
0 <0:c17 8x1>r2 v (T v, = <p, ax1>r2 Ty <8$17U >r2 *
(V.au,6V.v) + Z ((Vu)a—2vV.e(u) + Vp,
KeSy,
T (X, Rex (x)) (Vv)a —2vV.e(v) = V@), +
ou 0*u 0%*p 0*ut
Z (VT&L'l B V@:cg@:nl + ﬁax%el + Vﬁy@—w%el ’
FEeX,
ov 0*v 0%q 0*!
7. (X, Pex (X)) (VT&E1 — V@xga.’z:l — ‘88:1:%61 + z/ya—x%e1>>E (28)
et

F(v,q) = (f,v)+ Z (f, 7 (x, Rer (x)) ((Vv)a—2vV.e(v) = V@), (29)

KeSy,

ou le paramétre de stabilisation sur le bord 7. est redéfini comme

Te

PeE (X)

hg
mehE |r_[1|2
2(1+79) (31)

ou la fonction ¢ et la constante m,. sont définies comme précédemment.

Remarques:

1. La stabilisation sur le bord est faite maintenant pour les deux composantes de

la vitesse, avec le méme principe que pour la loi de paroi d’ordre 1 (différente

en fonction du caractére convectif ou diffusif au niveau élémentaire). La for-

mulation variationnelle est modifiée pour préserver la consistance sur le bord,

et une nouvelle définition du paramétre de stabilisation 7. est introduite pour

permettre la stabilisation de la composante de la vitesse normale. Ce nouveau

paramétre a les mémes caractéristiques que celui défini antérieurement.

. I’absence de conditions du type Dirichlet dans la loi de paroi d’ordre 2 est

particuliérement intéressante pour traiter des géométrie complexes, en évitant

les difficultés rencontrées dans la prise en compte de la loi de paroi d’ordre 1.

Maintenant,

les deux conditions aux limites sur le bord sont prises de fagon

faible dans la formulation variationnelle.
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2.2 Extension a Navier-Stokes incompressibles

Dans cette section, il s’agit d’étendre les formulations variationnelles stabilisées
des sections précédentes, aux équations de Navier-Stokes incompressibles suivant :

aa—ltl +(Vu)u—2vVe(u)+Vp = f  dans Q x (0,7,
Vu = 0 dans Qx(0,7),
u = g surly x(0,7), (32)
2ve(u)yn—pn = h sur 'y, x(0,7),
u = ug dans Qent=0.

Sur la frontiere I'y, on impose, soit la loi de paroi d’ordre un (7), soit la loi de
paroi d’ordre deux non-linéaire (voir [4] pour plus de détails)

dp out v ol
AR el i T
1

On= sur 'y,

—2vfu”
ol ¢ est une constante négative donnée, telle que a + ¢u’ (x) > 0,Vx € T'y.

Les frontiéres I'1; et 'y sont des sous-ensembles de I'y tels que I'y = I'1; Ul 5, sur
lesquelles des conditions de Dirichlet et Neumann non-homogénes sont respective-
ment imposées. Les fonctions f, g, h et ug sont supposées “suffisamment réguliéres”,
pour que (32) ait une branche de solution. Pour I'existence et I'unicité d’une branche
de solutions singuliéres pour le probléme (32) voir [63], [64] ou [42] par exemple (dans
le cas ot I'y = 0).

Pour approcher le probléme (32) avec les lois de paroi (7) et (8), on introduit les
espaces d’approximations suivants:

Vi = {v(.,t) €V, te(0,T) v, € R (K)¥, K €S, v(,t)r, = g} et

‘/th — {V(7 t) € Vhd | v! (7t) |F2 = 0} :

Par la suite, on présente les formulations stabilisées en fonction du type de loi
de paroi.

2.2.1 Loi de paroi d’ordre 1

La méthode stabilisée appliquée a (32) satisfaisant (8) sur I'y s’écrit comme::

Trouver (un,qn) € V;¥ x Qy, tel que

B1 (u}thvV}HQh) = F(Vh7q}l)7 \V’(Vh,qh) € Vhdo X Qh

(33)

avec




18

Frédéric Valentin

By (u,p,v,q) = <aa—ltl + (Vu) u,v) +2v(e(u),e(v)) —(V.v,p) — (V.au,q)+
va (uf’vt)m + (V.u,6V.v) + Z (88_1; + (Vu)u — 2vV.e (u) + Vp,

KeSy,

7 (x, Rer (X)) ((Vv)u —2vV.e(v) = Vq)) i +

ou’ 0%l o' d%’
Z <I/Oéa$1 — Va$28$1 s Te (X7 Pe]&" (X)) <Vaa$1 - Vaanl'l))E (34)

FEeX,

et

F(v,q) = (f,v)+ (h,v)r12 + Z (f, 7 (x, Rex (x)) ((Vv)u—

KeSy,

2wV .e (V) — Vq))x (35)

ou les parameétres de stabilisation sont définis par

0 = AMuX)l, hrt (Rex (%)),
i
P gt e (),
h
o= gat(Pep(x)).
RGK(X) = W’
Pep(x) = "o,
e = {10 G0
N 1/p
lu(x)|, = { <;|uz(x)|p> , 1 <p< oo,
max |u;] . p= oo,
myp = min{%j@k}’
- . 1 50 i
me = mm{§7 e} (36)

et A > 0.
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2.2.2 Loi de paroi d’ordre 2

[’extension de la méthode stabilisée & Navier-Stokes incompressibles satisfaisant
la condition aux limites (8) sur I'y s’écrit :

Trouver (us,qn) € V¢ x Q tel que

B2 (uhaph7Vh7Qh) - F(Vh,(]h), v(vhaqh) € Vhdo X Qh (37)

avec

By (u,p,v,q) = (08_1; + (Vu) u,v) +2v(e(u),e(v)) —(V.v,p) — (Vau,q)+

02 oy a_vt O’ ot
V('I‘IJ,V)F2—|—1/¢<<U) 7U>F2 /8 <p7a$1 F2‘|‘V’Y a 1 F2+

v {(Oul Ov' du
5(671’8—%) 2+(\7.u,5v.v)+ >y <at (Vu)u — 2vV.e (u) + Vp,

7 (x, Rer (X)) ((Vv)u —2vV.e(v) = Vq)) i +

t

Ou 0 0*u 0% 0*u!
Z (I/T— + Qquut%el —v + 3 pe1 + nya—qgel
1 Ty

el o0xy 0x90x4 dx?
ov L Ov! 0*v 0%*q 0*vt
7. (X, Peg (X)) (VTa—xl + 21/¢u 1 V@xgﬁxl — ﬁ@x%el + ufya—ﬁq))E
et
F (Vv Q) = (fv V) + (ha V)F12 + Z (fv T (Xa Reg (X)) ((VV) u—
KeSy,
WY (v) = Vo)), (39)

avec la définition de 7 précédente et les parameétres de stabilisation sur le bord
donnés par

n(x) = M € (Pe (x).
v (T + 20 ]ut (x)],

)
me (ITI” + 26 |u' (x)],) hs

ou la fonction ¢ et la constante m,. sont définies comme précédemment.
Remarque 2:

Dans la prochaine section, il s’agira d’étudier la convergence de la méthode sta-
bilisée appliquée aux équations de Navier-Stokes incompressibles linéarisées avec la
loi de paroi d’ordre 1. Des analyses d’erreur pour le cas non-linéaire ont été faites
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dans [45] pour la méthode SUPG et plus récemment par Tobiska et al. [66] pour les
méthodes stabilisées en général, pour des conditions aux limites du type Dirichlet
sur la frontiére. Cependant, on remarque que toutes les difficultés numériques ren-
contrées pour la résolution de Navier-Stokes incompressibles sont présentes dans le
modele linéarisé : les problémes d’advection dominante, I'incompatibilité des espaces
d’éléments finis et le manque de contréle sur les dérivées de la vitesse sur le bord.
Cela sera confirmé numériquement dans la section 5.

3 Analyse d’erreur

Dans cette section, on s’intéresse a 'analyse d’erreur de la méthode d’éléments
finis stabilisée introduite précédemment pour la loi de paroi d’ordre 1. Le résultat
de convergence est établi de facon classique, en montrant d’abord la stabilité de
I'opérateur et en obtenant des estimations sur I'erreur d’interpolation, en fonction
du caractere diffusif ou convectif du probléme, pour ensuite utiliser la consistance de
la méthode pour établir I’erreur de "approche. La stratégie pour les démonstrations
est basée principalement sur les travaux de [24] et [34] (voir [66] et [40] pour une
deuxiéme stratégie).

On remarque d’abord que le paramétre de stabilisation 7 est borné dans chaque
élément K € Sy, En effet, par définition

hx
Re]{ X 2 17
2 |a|p ( )
T (X, Rek (x)) =

mihie o < g (%) < 1

8]/ ~ e (X 5

alors comme pour Reg (x) > 1
hr 1 my |a|p hx

7 (x, Reg (x)) 2|al, Rex (x) v
mkh%{
= Sv

o1 a

mih%
™ (x, Reg (x)) < =K

m
pour tout Reg . De plus, on note que comme my < 2C%, on a ML <

1
4Cy — 2
Par la suite, on notera la norme dépendante du maillage sur les espaces discrets
VP X Q par
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)l = ()% + u)?)"? (42)

ol

1/2
ol = (5 (20l @I+ |77 (Twar ) + |875uf7) ()

et la norme ||.||,, représentant la contribution des termes des bords sera définie dans
le prochain paragraphe.

3.1 L’erreur avec la loi de paroi d’ordre 1

On propose de définir la norme ||.||, par

9 1/2
) , (44)

0.5

1/2 aut _ 82ut
Te Vaal’l Valﬁgal’l

sur I'espace discret V2. On notera par ||.||, 5 la restriction de (44) a I’aréte E. Donc,

2
lull, = <uauufuo+ >,

EENh

par les définitions (42)-(44), nous avons le résultat de stabilité suivant :

Lemme 1
On suppose la fonction a €H' () N L (Q) et la constante o donnée, telles que

i) V.a=0 dans Q,

ii) v(x) = v = constante dans §Q,
iii) a >0,

) az (x) =0, Vx € T'y.

Alors, ¥ (un, pr) € Vho X Qp

By (uh7ph7uh7_ph) 2 H(u}th)Hi

Démonstration :

On remarque d’abord qu’en effectuant une intégration par partie

(Vvi)a,vi) =0, Vv, € V2, (46)
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par la contrainte d’incompressibilité (¢), par (1v) et par la condition de Dirichlet
homogene sur I'y. De plus, par I'inégalité inverse (13), on a ’estimation

Z HQT/TUQV.&E(U}JH;K < QmG Z hi ||V .c (uy, HM

Kesy, Kegy
2vmy 9
< el
2v
< —H@(Uh)l\?)- (47)

Donc, par la définition de la forme bilinéaire By, par (46) et (47), on a

Bl (uh7ph7uh7_ph)
— 2 e (w) ]2+ |72 (Vun) a+ V) |12 + |87V |2 +
Z HQI/Tl/?V.eE (uh)H;K + Hu;Hf —

KeSy,

2 Z (2vV.e(up), 7 ((Vug)a+Vpr)) s,

KeSy,

> e ()l + (1= 67" |72 (V) at-Vpu) |, +

(1=8) > 2|72V .e (wa)| i + (16729 [ + Il

KESy,

1-946
> (1150 ) 2 el + (1= 67) 2 (T 2 O +

18425 s + JJus |}

et en choisissant 4; = 2, on a

1
Bl (uhaphv uz, _ph) 2 § (21/ HE: (Uh)”?) + HT1/2 ((vuh) a—l_vph)H(Z)) +
0175 wnllg + -

O

On s’intéresse maintenant & établir des estimations pour I’erreur d’interpolation,
en fonction de la dominance de la diffusion ou de la convection dans le probléme de
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Navier-Stokes avec la loi de paroi d’ordre 1. En utilisant les estimations (10)-(12)
on a le résultat suivant :

Lemme 2

On suppose que la solution de (9) posséde la régularité suivante:

i) ue H' (Q)n HY (QT5,),
i) pe HFY ()N L2 (Q).

Alors st on nole

1@k =, = p)ll7
179 s~ 2 ~ ~ 2
= HT 1/2 (ay, — u)HO’K + 2v e (ay — u)HaK + HQI/Tl/QV.é‘ (ay, — u)HOJ{ +
~ 2 - 2 _ - 2
17729 (@, —w)allg o+ 672V (@ = )l o+ (|67 (B = p)[g 5 +
12 (5, — 2
1772 B = P
sur chaque élément K € Sy on a
a) Si Rex (x) > 1,¥x € K, alors
~ ~ 2
(U —w, pr = P)llax
<C (SUR |a|p h%c—l—l HuHIi+1,K + sup |a|;1 h%—i—l HPHIQ+1,K>
x€EK xeK

al) Si Pep(x) > 1,Vx € K, K € 3% (Ty), alors
1@ —ullsz
<C SUIR |a|p O‘hKh?Ek HuHi-H,K
XE K
a2) Si0 < Pep(x)<1,Vxe K, K €S (Iy), alors

~ 2
[un — qu,E
< C sup |al, hhz ™" |Julli,, «
xeK
b) Si 0 <Rer (x) < 1,Vx € K, alors
~ ~ 2
(U —w, pr = P)llyx
2 -1 2

< C (20h3E s, i + (20)7 B2 Il )

b1) Si Peg(x) > 1,¥x € K,K € St (I'y), alors
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I8, — ull; 5

< C2vahif |ulliy, x
b2) Si0 < Pep(x)<1,Vxe K, K € 3% (Ty), alors

[ — ully 5

- 2
< ngh%k ! Hqu+1,K

Done, on a le résultal suivant,

=172 @ = w)flg + 20 e (@ —w)llg + D [[20r 2V e (@ — )y e +

KeSy,
729 (G — w)al|) + [|8/29. @ — w5 + (|67 (5 — )]s +

|7V/2% (5 = p)||; + 5 — ul;

xeK

<C ( Z h2 HuH,QHLK <Y (Rex — 1) hi sup |a|p + Y (1 — Rek) 21/) +
Ky

S B Ml (¥ e = 1) sop o], Y (1 = e 20)

&
Kesb () xen

(Y (Pep — 1) ahg + Y (1= Peg)) + Y W3 Ipllf,, <Y (Rex — 1) hKESIl"lp lal " +
KeSy, xeh

Y (1= Rex) b (20) ),

ot Y (.) est la fonction de Heaviside

0, »<uy,

S (48)

Démonstration:

a) Si Reg (x) > 1, Vx € K alors

— jd 2 - u
HT 1/2 (uy — u)”o K < Qhk’l sup |a|p [ quvK
? xeK

<C sup |a|p h%ﬂ_l HuHi+1,K7
xeK

miy |a|p hK

- 23@]{

2v [le (@ — u)llg & I8 — ullf

<C sup |a|p h%ﬂ_l ”uHi+1,K7
xeK
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2

|79 (@ — w)a, = V(U —u)a

H\/—| |1/2

0,K

by ~
<5 sup fal, I — wl s < R sup Jal, e
xcK rzeK

mihi sup la|,

- 2 xeK 4 2
|7 7220¥ e (i = w) [ < Sher IV —ullo e

<C SUP al, hiEt! HuHi-H,K’

2
51/2V _ < H 12, 1/2 B
31729 @ = wlfy e < VAL B (@ — )|
<C sup jal, Al
13 ¢~ 9 -1/2 2
Jo7172 s = ) = | (b, )™
0,K

-1
</\ sup |al, hIx) | Pn —P”(Q),K

xeK

<C sup |a|;1 h%—i—l HleQ-q-l,I{?
xeK

2
|7'/2% (pn —

V (pn —p)

2 K
p)Ho,K - Hﬂla|1/2
P

0K

hyc ~
< ? sup |a| IV (pn —P)”(Q),K <

xeK

C sup |a|;1 h%‘l’-l—l HleQ-H,K )
xeK

al) Si Pex (x)>1,Vxe K, K € 3% (T'y), alors

miy |a|p h]x
4R€]{

"

VO‘Huh_utHo,E > _utHO,E

< C sup |a], ahghft! lallpr &
xeK
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2

e j—

1/2 d(ul, — ut) 0% (uf, — u')
(Va a[l?l Y amgalﬁl

0,E
_ 2
hEl/a (uf — u') 1 [hgva 0* (4} —ut)
V 0z, o 8 0x201,
0,E
h h - hiam?h ~
) EQMy )SCIGIE |a| K @(u}; _ ut) 2 .\ FOM_NKME )Sclelg |a| 92 (u;} _ ut)
- 16 Rex 0xy 0.E 32Rek Pe3. 019021
< C sup |al, ahxh |Jullz,, -
xeK
a2) Si0< Pep(x)<1,¥xe K, K € S (I'y), alors
- mila| hx 2Peg 9
vl — s < T
< ¢ (sup lal, il )
xeK
(Ut — ut 92 _ 2
61/2<z/oz (uy, u)_V (uj, U))
8:1;1 @xgaxl 0.E
< ha/mea\/Ea(ﬂth—ut) 2 hgy/mev 0% (U — u') 2
- 4 @xl 0.E 16 8:(:281:1 0.E
_ ||Pervv o, — ) ? hiy/mew 0% (U, — u') ||
- 4me 8:131 0.F 16 8$28$1 0.5
P h - h? h ~
P S el Tl oY - Sl [ ety
- 16m. Rex 0xy 0.5 32Rex 019014

< Csup |al, hhgy ™ |[ulliy & -
xeK

b) Si 0 <Reg (x) < 1,¥x € K alors

_ ~ 2 Sv |~ 9
HT V2 () - u)Ho,K = h2m [un —ull x

< C’/h Hqu+1 K>

- 2w e (W —w)llg i < C2vhit lulliy, &

2

0.5

2

0.5
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2

V(a,—u)a

_ .
e o -l = R

0,K
< 2wRer ||, — ulf?

2
< OQVh%C Hu”k+1 K>

e N

2
< CwhiE* ulliy, x

3729 (@ — ),

2
< H Mv Res, () — u)
V o omy

2
< CQVh%C Hu”k+1,K7

2
1577 G~ e = | [ =)

< C(20) 7 A Il -

0,K

< 4 v (@ )H <
—|[(uy, — u
mg h LK =

1,K

2
- h2. -
17729 (51 =)o 5 < ' IéZ”“V (pr — 1)
0,K

< C20) 7 B [Pl e

bl) Si Peg(x) > 1,Vx e K, K € S} (I'y), alors
~ 2
- va iy —u'llg 5 < C2vah lulff,, i

1/2 d (uy, — u') . 9 (uy, — u')
Te (I/a 83:1 Y 817281'1

2

0,E
H\/hEl/oza (uf — u) 2 lx/ozhEl/m(uh—u) 2
0xy 0.5 a /8 09021 0.5
< hg2va || 0 (U}, — ut) 2 mihya2v || 0% (Ul — u') 2
- 32 0xq 0.5 64Pe?, 0x90x4 0.5

< CwahZ ullt,,

b2) Si 0 < Pep(x) < 1,Vxe€ K, K € 3% (T'y), alors
2P€E
mehE

~ 2
cvallu, —up g <v

~ 2
[, — u'llg,p < C2vhFf |Jullfy, x
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2

2 (salE=) PG -0

83:1 v 8x28x1 0.E
< hgy/meon/v 0 (U, — u') [hEmev 0 (W) — u')
o 4 aﬂ?l 6 8x20"cl
0,E
< Peg2v || 0 (ul, — u') 2 him2v || 0% (uh — u') 2
16m, dr1 lop 32 dzo01 o g

- 2
< Cowhg™" ulliy, &

Par I"addition des différentes estimations et en utilisant 'inégalité triangulaire
le résultat suit.

d

On est prét a présenter le théoréme de convergence.

Théoréme 2

On suppose les hypotheéses des Lemmes (1) et (2). Done, si (un,pr) est la solution

approchée du probleme (15) et (u,p) la solution exacte de (9), alors on a l’estimation
pour erreur suivante :

1w = wn.p = pa)ll;

= ¢ ( > b Tl i (Y(Reﬂ — 1) h sup |af, + Y (1 - Reg)‘)u) +

Kesy, xeK

Sl (¥ e = 1) s o], Y (1 )2

K
Kest(Iy) xen

(¥ (Pep — Dahs + Y (1= Pep)) + 3 K2 Ipl, (Y(Reh 1) b sup Ja7!

KeS,, xeK

Y (1 — Reg) b (21/)_1)> ,

ou Y (.) est donnée par (48).

Démonstration:
Soient e" {e e "}— eh—l—ez,aveceh = {ef , €} } =u,—u, e = {el , €5 } =

u, —uet e? =€) + €, avec €} = p, — pr, €/ = pp — p. Donc par le Lemme 2 et par
la consistance de la formulation stabilisée (15), on obtient
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2
I1(eiss el

IA

IN

—B (( €, f) ’ (e;zlv _ei))
—[((Vel)a,ef) +2v (e (e]') e (e})) — (e, V.e}) + (V.ef',e}) + (V.e}', 6V .e}}) +

Y (Vela—2vV.e(el) + Vel 7 ((Vel) a=20V.c (ef}) + Vef)),  +

KeSy,
t t t t
Z 86? 826? ae}i 8261}2
vo —V T vo — VvV
0:1;1 351:28:1:1’ © 0;1;1 0;1:28:1;1
EeRy, 0,F

u u A u u
(et (Vel)a+ V) + 312 e (D) + 520 e (e + (ef, Vee) -

(7.t oVel) + 3 (72 (el a4 Ve o+ |7/ 2207 2 ()] )

IXE%}L
HT1/2 (Vel')a—2vV.e(el') + Ve . +
1 e’ et i A e et i

Z 71/2 va—— —v : 22 2 o=t — v h
Fexy, 2/\2 8:61 8:628.1'1 0.8 Fewy, © 8x1 8:528.1'1 0.8

1 1/2 u 2 /\3 ~1/2gu 1 w2 | M uy 2
o 772 (et Ve o+ 3 et 2+ 52w e (el + 2wl (el +

u 1 wll? 1 u 2

(f, V-el) + 53 16129 .ep |, + Hal/?v oo Iy |72 (Ve})a+ Veh)|, +

_|_

A3 H7_1/2 Vel) aHO—I—Q/\ H'rl/QVepHO—I—Q)\g Z H7'1/221/V€

FEeXy,

- 2 Ve e + A 77 (Ve alls+ 2 |

EEN}L
ut 2 ut
1/2 aei @ €;
Te rvo — VvV
0:1;1 0;1:28:1;1

2

_|_

0.5

2M Z H71/22VV 5 .+ Z 21\
2

EEN}L EENh

7-1/2 Vaaez _ 82615’
© 8:1;1 8$28$1

2

Aa

EeRny, 0,F
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1
< 4i 2 le (e}l + HT1/2 Vep)a+ Ve}) Hé + o H51/2V.e}l‘H§ + (e, V.ep) +
4
22 e 2+ Aaw e )12 + (4 40) 72 (Ve all2 + 2 (0 + ) |

A ull2
e L 2

2(M +xs) Y [[7 20V e (
EE?\h
ger et \|© A
1/2 & € A2
Te (Va 83]1 Vall)'gal’l) + 2 Z

0,E Eexy,

ut 2 ut
Te roa — VvV
81’1 83}'281’1

1
>

Eew,, 2

On remarque d’abord que

(ef,V.ep)
< ¥ My (Rex — 1) ||5- —|—LY(RGK_UH(SI/QVEHHQ -+
=~ y 9 2)\4 h 0,K
KeSy,
A1Y1R e Ly = Reg)ov Vel
— Y (1 — Reg) (2v) " ||€f]lg 5 + (1 — Rex ) 2v ||V}l 5
2 2\
< 3 SV (Rew — D) |89el 2 o + o (1= Rex) 20 e (D) +
T 2 0K T 9N, VIR
SSSERY A
A4 A —1 9 p2
7Y(Refs —1) |6~ +7Y(1—R€K)(2V) leZ 1oz | - (49)

En choisissant Ay =3+ 2NY (1 — Reg), Ao =1, A3 =4, s =1+ Y (Rex — 1),
en introduisant I'estimation (49) dans 'inégalité précédente et en utilisant le Lemme

2,0on a

1 u 2
et el

1
Ly {5 (34 2NV (1= Rex)) 20 ||z (M) +

KeSy,

< 2 H'r_l/Qe;‘

1
(74 2NY (1 — Reg)) |7/ (Vel) aH;K + 5 (1+Y (Rex — 1)) |

-+ Y (Rex — 1) |6~ 4+

2(7T+2NY (1 — Reg)) ||[r'/*20V 2 (

(3+2N)Y (1 — Reg)) (2v)™" Hefufm +2(742NY (1 = Reg)) ||7

DO | =

).

_|_
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>

2
e D2et’
1/2 [ 7
Te (Va (9:101 V@xgaxl) H

Eeyy,
< O ([l g+ 2vlle (el + 772 (Veryally + |82V el [lg+
S (I 22w e (@) + Y (Rer — 1) |6 -+
KeSy,
Y (1= Rexe) (20) ™ leflly ] + |17
Y |7 va det’ —v e\ |
Fen, © 8:{:1 @:1;26:1:1 0.F
< C ( Z h%’—“ u|i+17K (Y (Rex — 1) hi sup |a| +Y(1- Reh)Qu) +
KeSy,

xeK

Z hQEk_1 |u|i+1,K (Y(Relx — 1) hg sup |a| +Y (1 - Rex)?2 )

K
KeSt () xen

(Y (Peg — 1) ahg + Y (1= Peg)) + Y hi |pliy « (Y(Reh —1) hgsup Ja|}"!

KeS), xeK

Y (1 — Reg) hi (21/)_1)) .

De plus, par le Lemme 2, on a aussi

1 u 9
et el

< C ( > Rl (Y(ReK 1) hic sup |a], + Y (1 — Re,x):zy> +
KeSy,

xeK

Z h%k_l |u|12c+1,K ( (Rex — 1) hx sup |a| +Y (1 = Rex) 2 )

Kest(Ty) xek

(Y(PGE— 1)OéhE—|-Y(1 — PGE)) +

Z hi |P|12+1,K <Y(R€K — 1) hx sup |a| +Y (1 - Rex) hi; (QV)_1>> ;
Key xeK

et le résultat suit par I'inégalité triangulaire, en redéfinissant les constantes.

O
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4 Aspects numériques

Le premier pas pour la résolution numérique des équations de Navier-Stokes
avec des conditions aux limites équivalentes, consiste a représenter u, p, v et g en
terme de bases d’éléments finis, pour ensuite les introduire dans les formulations
variationnelles. Une fois cela fait, on obtient le systéme d’équations non-linéaires
suivant :

N(u) +N7(u) + [K+ K] +Kj + B+ B} | u+t
[G+GY]p = F+F, (50)

Ni(u)+ [G"+KIu+[Glp = E, (51)

en employant la loi de paroi d’ordre 1. En choisissant d’imposer la loi de paroi d’ordre
2, nous avons:

N(u) + NY(u) + B?(u) + (52)
K+K!+K{+B+B’+B" +B!Ju+ [G+G/+C+C.]p = F+F,

Ni(w) + [G7 K2 +B2] ut [G24CL]p = B, (39
ol u et p sont les vecteurs correspondants aux coefficients des respectives expansions

en terme de fonctions d’interpolation.

En se basant sur les notations de Hughes [48], les matrices données auparavant
dans (50)-(53) (appelées matrices globales) sont formées a partir de ’assemblage de
contributions élémentaires (matrices locales). Donc

K= A (k)Kv K= A (kZ)K ., Ki= A (kg)ffv

KeSy, KeSy, KeSy,

KESy, KESy,

Ki= A (K.

KESy,

Gl= A (8)k ,

KeSy,



M.E.F.S. pour N.S. Incompressible avec C.L. Equivalentes 33

avec la loi de paroi d ordre 1,

B= A (b)E ) BX& = A (b’J\fe)E7

EENh EENh

et avec la loi de paroi d’ordre 2,

B°= A (b%)g, B'=A (b")g BL = A (bl)g

EeR,, EeR,, ¢ EeRn,

C=A (C)E7 C:e = A (CZE)Ev Cg-e = A (Cg-e>E
EENh EENh EENh

ol A représente I’assembleur de matrices globales.
La notation utilisée est la suivante:
(k)x = [(k)k],, = (2ve (Nse;) e (No€;))
(KD)x = [(K))k],, = (=2vV.c (Noe;) , 7 ((V (Nae;))u) — 20V e (NVses)) e,

(87)x = [(87)kl,; = (VNSJ ((VN.e;))u—2vV.e (Nbez')> ¥

K

(KDi = [(K)ils, = (~20V . (Niey), 7 (-VN3) )

K
(8)x = [(81)k s = (VNg,T (—vNa))
Pour la loi de paroi d’ordre 1 nous avons,

(b)e = [(b)&],, = (vaNser, Nuer) ,

K

J(Nyey) 0* (Nye,) <Va@(Nae1) 0* (N,e)

(bY)E = [(bfe)E]pq - (Va dr, v 0x01 e 0z v O0x20x,

et pour la loi de paroi d’ordre 2,
(b)E = [(b)E]pq = (VTNbej7 Naei)E7
_ 8(Nbel) 8(Nae1)
b%) g = [(b? = (vf!
(b%)5 [( )E]pq (V dr, = 0Oz, 5

()5 = (7)), = (1725 Ve )

VAL (b _ 9 (Nve;) (O (Nver) | 0% (Noey) 0% (Nse:)
(bTe)E - [(bTG)E]pq N <1/T 0z + 2vgu 0z v 0xy0z4 o dx}

. 2 _ 2
- (VT(?(Nan) N 21/¢uta(Nae1) N V@ (N.e;) N 0%(N,eq)

97, 97, 9,0z, )



34

Frédéric Valentin

0*N; d(N,e;) ,
v — v L= 8 b ; T a<r 2 ¢
(c3.)E [(CTE)E]pb (/ dz?’ (V Oz T aveu Oz v 0x201,
9% (N,e1)
Y 81:% ))E’
92N; 92N+
(e?)r = [(Cg)E] ah = (5 &vfb’_ eﬁa—%)
ou
1<, 5 <n,.N ; 1<a,b<n. ; 1§&,I;§ﬁen;

p=N.(a—1)4+7; ¢g=N.(b—1)+ jet

N, fonction de base pour la vitesse sur le noeud a,
N; fonction de base pour la pression sur le noeud @,
a, b numéro local du noeud pour la vitesse,

@, b numéro local du noeud pour la pression,

p, ¢ numéro local de I’équation pour la vitesse,

n., nombre de noeuds pour la vitesse par élément,
Te, nombre de noeuds pour la pression par élément,
e; élément de la base canonique de RY.

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes incompressibles sta-

tionnaires, avec les différentes lois de paroi imposées sur le bord, suit la stratégie

suivante :

Algorithme principal

[u—

. Ug, po données,

2. boucle sur le nombre de Reynolds,

3. résolution des équations u — p (algorithme u — p),
4. incrémenter le nombre de Reynolds,

5. si Reynolds inférieur au Reynolds désiré, retourner a 2.

. 0 (Nyey) 0? (Nye;) 0? (Nyey)
q — q — S s t J
(bfe)E [(b"e)E] dg <VT 0z, + 2w 0xq v Ox20xy o dx}

3
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Algorithme u — p

1. boucle de la méthode de Newton

2. calculer les vecteurs résiduels, si la loi de paroi est d’ordre 1

R = F+F,— (N(u)+NY(u)+ [K+K!+ K} +B+BY]u+t
(G + GY]p)

S = E,— (Ni(u)+ [GT + K] u+ [G!] p)
sinon

R = F+F,— (N(u)+NY¥(u)+B?(u)+

[K+KY+K{+B+B’+B"+BY|u+ [G+GY+C+CY]p)

S = E.— (Ni(u)+[G"+K!+ B Ju+t [GL+C]p)

3. si la norme du résidu augmente ou s’il s’agit du premier pas de Newton, as-
sembler les matrices: pour la loi de paroi d’ordre 1,

=[] | ] e 5 8]+ (B,
@] = [e]+lay).

[ aalf () + [GT] + [K1],

] = (@l

si la loi de paroi d’ordre 2 est utilisée, les matrices [M*], [G*],[G*"] et [C¥]
deviennent

= [ w)] + [ w] + [ tw] a4 i +

[B] + [B’] + [B"] + [BY ],

Gl = [Gl+[&Y+[Cl+[Cy],
6] = )4 (6] + (K £ [BL].
[Cc] = [GI+[c]

4. résoudre le systéme

M]Au+(G]Ap = R,
[G*T}Auﬁc*mp — s,
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5. actualiser la solution

{u = u+ Au,
p = p+Ap,

6. si la norme du résidu est plus grande que la tolérance, retourner a 1.

Remarques:

1. La résolution du systéme non-linéaire est faite par une méthode classique de

Newton-Ralphson, combinée avec une stratégie du type Quasi-Newton. Cette
stratégie consiste a calculer les matrices jacobiennes dans un premier temps,
et 'utiliser tant que la norme du résidu décroit. Si ce n’est pas le cas, les
matrices jacobiennes sont actualisées avec le dernier incrément, et la stratégie
est relancée. Cela permet un gain considérable en temps de calcul.

. Pour des calculs & haut nombre de Reynolds, I'initialisation des variables u et

p est importante, surtout pour des géométries complexes contenant de fortes
zones de recirculation. Donc, la boucle plus & 'extérieur de 1’algorithme fait
référence a une stratégie d’évolution du nombre de Reynolds afin d’améliorer
Iinitialisation des variables. Cette stratégie consiste & résoudre le probléme
avec un faible nombre de Reynolds et a utiliser cette solution pour initialiser
un probléme & plus fort nombre de Reynolds, jusqu’a l'obtention du nombre
de Reynolds désiré.

. Pour chaque itération de Newton, le systéme linéaire (étape 4) est résolu par

une méthode directe du type Gauss quand le probléme est de faible dimension,
ou par une méthode itérative du type GMRES (voir [43]) pour des problémes
plus importants. Un préconditionnement par la diagonale est utilisé pour la
méthode itérative [61]. La matrice de masse est stockée par profil [48] pour la
méthode directe et par la stratégie proposée par Shakib [62] pour "approche
itérative, ott on conserve I’ensemble des matrices élémentaires sans assembler
réellement la matrice de masse.

Validations numériques

Il s’agit maintenant de valider numériquement les différentes méthodes stabili-

sées. La validation est effectuée sur deux problémes, ot 'on considére une marche,
soit avec des parois lisses, soit avec des parois contenant différentes formes de rugosi-
tés. L’intérét dans le premier probléme est de montrer la nécessité de la stabilisation
sur le bord, en présence d’une discontinuité due au passage entre des conditions aux
limites du type Dirichlet et les lois de paroi. Le deuxiéme probléme a pour but d’étu-
dier I’amélioration apportée par la stabilisation sur le bord, quand des discontinuités

apparaissent en raison du changement du type de lois de paroi. Les validations sont
faites en comparant les résultats suivants:

- les isovaleurs de u et p, ainsi que des coupes de solutions a x, = cte, sans la

stabilisation,
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- les isovaleurs de u et p, ainsi que des coupes de solutions & x, = cte, avec la
stabilisation,

- les isovaleurs de u et p, ainsi que des coupes de solutions a x5 = cte, obtenus de
fagon classique, en utilisant la condition de non-glissement a la paroi (u =0).

En ce qui concerne la discrétisation, des éléments bilinéaires du type Q1/Q1 ont
été employés pour ’ensemble des problémes.

5.1 Marche lisse

Dans la plupart des problémes d’intérét pratique, on impose a I'entrée du do-
maine (et souvent a la sortie) des conditions de Dirichlet pour la vitesse. Souvent
ces conditions aux limites correspondent a des profils de vitesse venus de problémes
expérimentaux. Alors, I’emploi des lois de paroi sur une partie du bord, crée une
importante zone de discontinuité, en raison du changement du type de condition aux
limites. En fonction de I'importance de cette discontinuité, des instabilités numé-
riques peuvent étre créees et se propagent a l'intérieur du domaine. Le but de cette
validation est de démontrer 'importance de 1'utilisation de la stabilisation dans ce
cas. Le domaine du calcul est défini dans la figure 3.

[

5 20

FiG. 3: Le domaine du calcul est une marche avec des parois lisses.

On impose a 'entrée I'y; un profil de vitesse u = (1,0), a la sortie I'12 des
conditions de Neumann homogénes et sur I'y les lois de paroi d’ordre 1 et 2. Le
nombre de Reynolds est fixé & Re = 300 et les lois de paroi sont imposées a une
distance § = 5 x 107 de la paroi. Les constantes contenues dans les lois de paroi
sont les suivantes:

1 2
a:gv ﬁ:ﬁv 7:07
(54)
Ly
_25’ gb_

On effectue le calcul direct (u = 0 a la paroi) et les calculs avec les lois de paroi
d’ordre 1 et 2 (figure 4) sur un maillage contenant 1200 éléments. Les formulations
stabilisées pour la loi de paroi d’ordre 1 et d’ordre 2 corrigent parfaitement les
oscillations dues au changement du type de condition aux limites (figure 5-7 pour la
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loi de paroi d’ordre 1 et figures 8 et 9 pour celle au deuxiéme ordre). D’importantes
améliorations ont été apportées par 1'utilisation des lois de paroi d’ordre élevées, en

particulier d’ordre 2 (figures 10 et 11).

CALCUL DIRECT

ORDRE 1 - NON STABILISEE

ORDRE 1 - STABILISEE

140164

1.22663

1.05163

0.876624

070162

0526616

0351612

0.176608

0.00160412

-0.1734

-0.348404

F1G. 4: Isovaleurs de la vitesse tangentielle oblenues avec la loi de paroi d’ordre 1,

avec et sans la stabilisation, et le calcul direct (u =0 a la paroi).
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CALCUL DIRECT ORDRE 1 - NON STABILISE

ORDRE 1 - STABILISE 0.477406

0.406715

0.336023

L 0265332

_ 01964

0123949

_  0.0532575

-0.017434

-0.0881255

-0.158817

-0.229508

pressure

FiG. 5: La pression obtenue avec la lot de paroi d’ordre 1, avec et sans la stabilisa-
tion, et le calcul direct. On remarque d’importantes oscillations sur la solution non
stabilisée, qui sont parfaitement corrigées par lintroduction de la formulation avec
stabilisation sur le bord.
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0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
7.45058e-09
-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25
-0.3
-0.35

CALCUL DIRECT

LOI DE PAROI D'ORDRE 1 -
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 -

NON STABILISEE
STABILISEE

VITESSE TANGENTIELLE
Y =0.995

0.48
0.46
0.44
0.42
0.4
0.38
0.36
0.34
0.32
0.3
0.28
0.26
0.24
0.22
0.2
o0.18
0.16
0.14
0.12
0.1
0.08
0.06
0.04
0.02
-2.98023e-08

-0.04
-0.06
-0.08
-0.1

-0.12
-0.14
-0.16
-0.18
-0.2

-0.22
-0.24
-0.26
-0.28
-0.3

CALCUL DIRECT

LOI DE PAROI D'ORDRE 1 -
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 -

NON STABILISEE
STABILISEE

PRESSION
Y =0.995

F1G. 6: Comparaison entre le profil de la vitesse tangentielle (en haut) et la pression
(en bas) entre le calcul direct et la loi de paroi d’ordre 1 avec et sans stabilisation
(6 = 0.995). La nouvelle méthode stabilisée corrige parfaitement les oscillations,
dues au changement de conditions aux limites.
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CALCUL DIRECT ct
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - NON STABILISEE Y =0.995
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - STABILISEE

6.98492e-09 -
-0.00199999 —|
-0.00399999 —
-0.00599999 |
-0.00799999 |
-0.00999999 —|
-0.012 -
-0.014 -

-0.016 -

-0.02 -
0022 — L7
-0.024 -
-0.026 -
-0.028 -
-0.03 -
-0.032 -
-0.034 -
-0.036 ]
-0.038 ]
-0.04 -
-0.042 -
-0.044 -
-0.046 -

-0.048 -

008 T Tt 1111t 17 17 117 1T 17T 17 17T 17T 7T 17T T 1T T TT/1

VITESSE TANGENTIELLE
— CALCUL DIRECT Y = 0.005
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - NON STABILISEE
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - STABILISEE

[
14 15 16 17 18 19 20

.
o
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FiG. 7: Comparaison entre le profil de Cy (en haut) @ § = 0.995 et la vitesse tan-
gentielle (en bas) a 6 = 0.005 entre le calcul direct et la loi de paroi d’ordre 1, avec
et sans stabilisation. On remarque ['amélioration sensible des solutions apportée par
lintroduction de la stabilisation sur le bord.
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CALCUL DIRECT
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 -
LOI DE PAROI D’ORDRE 2 -

NON STABILISE
STABILISE

0.95 -]
0.9 ]
0.85 ]
08 ]
0.75 —
0.7 ]
0.65 -
0.6 -
0.55 -
05 —

0.4 -
0.35 -
03 -
0.25 —
0.2 -

0.15 -
0.1 -
0.05 — ===

VITESSE TANGENTIELLE
Y =0.995

7.45058e-09 |
-0.05 -
-0.1 -
-0.15 -
-0.2 -
-0.25 —
-0.3 -

w038 1T 1T 17T 17T 1T T 1T T T

CALCUL DIRECT
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 -
LOI DE PAROI D’ORDRE 2 -

NON STABILISE
STABILISE

0.065 -
0.06 —
0.055 -
0.05 -
0.045 -
0.04 -
0.035 -
0.03 -
0.025 —
0.02 -
0.015 —
0.00999999 —
0.00499999 —

VITESSE NORMALE
Y =0.995

-7.45058e-09 —}
-0.00500001 — )

-0.01 -
-0.015 -
-0.02 —
-0.025 -
-0.03 —
-0.035 -
-0.04 -
-0.045 -
-0.05 -
-0.055 -
-0.06 -
-0.065 —

007 1T 1T 1T 17T 1T 17T 1T T T TT

15

16 17 18 19 20

F1G. 8: Comparaison entre le profil de la vilesse tangentielle (en haut) et normale (en
bas) entre le caleul direct et la loi de paroi d’ordre 2, avec et sans stabilisation (6 =
0.995). La stabilisation appliquée a la loi de paroi d’ordre 2 corrige les oscillations

de la vitesse normale.
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— CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - NON STABILISE Y = 0.005
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISE

o
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LOI DE PAROI D’ORDRE 2 - NON STABILISE VITESSE NORMALE
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISE Y =-0.995
0.001 -
0.0009 —
0.0008 —
0.0007 —
0.0006 —
0.0005 —
0.0004 —
0.0003 —
0.0002 —
0.0001 —
43655711 —
-0.0001 —
-0.0002 —
-0.0003 —
-0.0004 —
-0.0005 —
-0.0006 —
-0.0007 —

-0.0008 -

“0:0009 I I I I I I I I I I I I I | I I f I |

FiG. 9: Comparaison entre le profil de la vitesse normale entre le calcul direct et la
loi de paroi d’ordre 2 avec et sans stabilisation a 6 = 0.005 (en haut). En bas, on
compare les mémes profils a 6 = —0.995. La formulation variationnelle stabilisée,
corrige les oscillations de la vitesse normale, en apportant un meilleur contréle dans
la semi-norme H' du bord.
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— CALCUL DIRECT VITESSE TANGENTIELLE
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - STABILISEE Y =-0.8
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISEE

0.375 ]
0.35 ]
0.325 ]
0.3 -
0.275 -
0.25 -
0.225 -
0.2 -
0.175 ]
0.15 ]
0.125 ]
0.1 -
0.075 -
0.05 -
0.025 -
1.86265e-08 |
-0.025 ]
-0.05 ]
-0.075 -
-0.1 -
-0.125 -
-0.15 -
-0.175 ]
-0.2 -
-0.225 ]

025 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I |

— CALCUL DIRECT VITESSE NORMALE
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - STABILISEEE Y =-0.8
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISEE

:
COLLC e e e e e e e e ey

F1G. 10: Comparaison entre le profil de vitesse tangentielle (en haut) et normale (en
bas) a § = —0.8 entre la loi de paroi d’ordre 1, la loi de paroi d’ordre 2 et le calcul
direct. On remarque ['amélioration apportée par le passage a 'ordre 2.
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4.28408e-08
-0.00799996
-0.016
-0.024
-0.032
-0.04
-0.048
-0.056
-0.064
-0.072
-0.08
-0.088
-0.096
-0.104
-0.112
-0.12
-0.128
-0.136
-0.144
-0.152
-0.16
-0.168
-0.176
-0.184
-0.192
-0.2
-0.208
-0.216
-0.224
-0.232

—___ CALCUL DIRECT PRESSION
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - STABILISEEE Y =-0.995
_____ LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISEE

—___ CALCUL DIRECT cf
LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - STABILISEEE Y =-0.995
_____ LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISEE

o

F1G. 11: Comparaison entre le profil de pression (en haut) et le coefficient de friction
(en bas) a 6 = —0.995, entre la loi de paroi d’ordre 1, la loi de paroi d’ordre 2 et le
caleul direct. La recirculation est mieux approchée en utilisant la loi de paroi d’ordre

2.
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5.2 Marche rugueuse

Dans ce probléme, on étudie "apport de la stabilisation sur le bord, quand des
discontinuités surviennent en raison du changement du type de la loi de paroi. On
retrouve souvent ce type de probléme dans des domaines d’intérét pratique. Des
surfaces peuvent a la fois contenir des régions lisses, suivies de régions rugueuses,
contenant a leur tour différentes formes de rugosités. Donc, les valeurs des constantes
contenues dans les lois de paroi sont différentes en fonction du type de paroi, et par
conséquent, des régions de discontinuités sont créées, détruisant la stabilité de la
solution sur le bord.

Le domaine est donné par la figure 12.

I_21

22 21
- - r21 |-23 r21
05 4 05 « v >
1 16 1

type 1 type 2

m H 006 01 l /WW #2)/.05

- <> -t

0125 0.06125 045 01 045

Fi1G. 12: Le domaine de calcul est constitué par une marche, composée de parois
lisses et rugueuses de différents types.

Un profil parabolique u = (4 x x5 x (1 — x2),0) est imposé & I’entrée I'1; et on
impose a la sortie I'1y des conditions de Neumann homogénes. La partie inférieure
de la marche est composée de plusieurs type de paroi: une paroi lisse (notée I'y1),
une paroi rugueuse du type 1 (notée I'y3) et une paroi rugueuse du type 2 (notée
I'33). Sur chaque type de paroi, on impose des lois de paroi d’ordre 1 et d’ordre
2, différentes suivant les valeurs des constantes. Le nombre de Reynolds est fixé a
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Re = 250, la dimension caractéristique de la rugosité prise comme ¢ = 2.5 x 1072 et
les lois de paroi sont imposées a § = 2.5 x 1072 de la paroi. Les constantes sont les
suivantes: pour la partie lisse, elles sont données par (54), pour la partie rugueuse
comprenant les rugosités du premier type, elles sont données par

2

1 0.52 xe? —0.6 X xe+ —
a= —— B = 2
§—ex0.6 vx(6d—¢ex0.6) ’
—0.2404 x 0.6 x £ +0.136 6 —ex0.6 (55)
T 5—ex06 0= 57
0.398 x 2 — 0.6 x § — —
2e
»=0
et pour les rugosités du deuxiéme type
52
1 0.402 x ¢* —0.841 x § x ¢ + —
o = N Y TR /8 = 2 bl
0 —e x0.841 v x (d—ex0.841)
N 0 — 6 —e x0.841 . (56)

)
0.402 x €2 — 0.841 x § — —
2¢e

é=0.

Le maillage pour le calcul direct est composé de 12500 éléments afin de prendre
en compte correctement les rugosités (figure 19). En contrepartie, pour les calculs
utilisant les lois de paroi d’ordre zéro (u=0 & la paroi), d’ordre 1 et d’ordre 2,
un maillage composé de 1200 éléments a été employé. L’utilisation des méthodes
stabilisées pour la loi de paroi d’ordre 1 (figures 13-15) et d’ordre 2 (figures 16 et
17) corrige parfaitement les oscillations dues au changement du type de loi de paroi.
De sensibles améliorations de 1’approximation du calcul direct sont obtenues par
I'utilisation des lois de paroi d’ordre élevé, en particulier d’ordre 2. En effet, les
profils de pression et de (¢, ainsi que la taille de la recirculation sont parfaitement
retrouvés (figures 18-21).
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LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - NON STABILISEE

VITESSE TANG.

VITESSE TANG.
LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - STABILISEE

Y = 0.025 Y = 0.025

0.8 7 0.8 7
0.775 ] 0.775 ]
075 075
0.725 0.725
0.7 7 0.7 7
0.675 ] 0.675 ]
065 065
0.625 ] 0.625 ]
0.6 7 0.6 7
0575 0575
055 7 055
0.525 ] 0525 ]
0.5 7 0.5 7
0475 0475
045 045
0.425 0.425
0.4 7 0.4 7
0375 0375
035 035
0325 0325
0.3 7 0.3 7
0.275 0.275
025 025
0.225 0.225
0.2 1 0.2 1
0175 0175
015 7 015 7
0125 0125
0.1 . 0.1 .
0.075 0.075 ]
0.05 0.05
0.025 0.025
-3.72529&09 -3.725298:09
0.025 | 0.025 |
0.05 -0.05
-0.075 -0.075 T
ot T T T T 1T 1T 1T T T T 1T 1 [ T 1T 1T 1T 1T 1T 1T T T T T T1

-5 3 1 1 3 5 7 9 1 13 15 17 19 -5 3 1 1 3 5 7 9 1 13 15 17 19

X X
ZOOM - VITESSE TANG; ZOOM - VITESSE TANG.
LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - NON STABILISEE _ LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - STABILISEE _
Y = 0.025 Y = 0.025

0.125 T 0125 7
0.1 _ 0.1 1
0.075 0.075 ]
0.05 0.05
0.025 0.025
0 7 0 7
0025 T T T T T T T T 1 [©°% T T T T T T T T 1

-5 45 -4 35 -3 -2.5 2 -15 -1 05 O -5 45 -4 3.5 3 25 -2 -15 1 -05 0

X

Fi1G. 13: Comparaison entre la vitesse tangentielle (en haut) a & = 0.025 et la lo
de paroi d’ordre 1, avec el sans stabilisation. En bas, zoom du profil de la vilesse
tangentielle. Le changement de loi de paroi crée une discontinuité de la solution qui
détruit la stabilité. La formulation variationnelle stabilisée corrige les oscillations.
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Ccf

LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - NON STABILISEE Y = 0025

Ccf

LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - STABILISEE Y = 0025

0013 0013
0012 0012
0011 0011
001 001
0009 0009
0008 0008
0007 0007
0006 0006
0.005 0.005
0004 — 0004 —
0003 0003
0002 0002
0001 0001
0 - ° ]

B I O O A A B O B B

5-4-3-2-10 123456789 1011121314151617181920 5-4-32-10 1234656789 1011121314151617181920

X X

LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - NON STABILISEE ~ ~ oo = Cf LOI DE PAROI D'ORDRE 1 - STABILISEE zo0m - Cf

Y = 0025 Y = 0025
0013 0013
0012 0012

0.011 0.011

F1G. 14: Comparaison entre le C¢ (en haut) @ 6 = 0.025 et la loi de paroi d’ordre 1,
avec el sans stabilisation. En bas, zoom du profil de C'y. On relrouve une metlleure
stabilité sur le bord avec la nouvelle formulation.
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VITESSE TANG.

VITESSE TANG.

LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - NON STABILISEE Y = -0.975 LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - STABILISEE Y = -0.975
0.024 0.024
0.0225 —| 0.0225 —|
0.021 0.021
0.0195 0.0195
0.018 | 0.018
0.0165 —| 0.0165 —|
0.015 0.015
0.0135 0.0135
0.012 | 0.012 —
0.0105 —| 0.0105 —
0.009 0.009 ]
0.0075 —| 0.0075 —|
0.006 0.006
0.0045 0.0045
0.003 0.003
0.0015 —| 0.0015 —|
2.09548¢& 2.09548¢&
-0.0015 -0.0015
-0.003 -0.003
-0.0045 -0.0045 —|
-0.006 -0.006
-0.0075 — -0.0075 —
-0.009 -0.009 —|
-0.0105 — -0.0105 —|
-0.012 -0.012
-0.0135 -0.0135
S T I A I I A I O A O O O
0O 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 0O 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20
X X
Ccf Cf
LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - NON STABILISEE Y = -0.975 LOI DE PAROI D’ORDRE 1 - STABILISEE Y = -0.975
0.004 0.004
0.003 0.003
0.002 0.002 ]
0.001 0.001
2.32831& 1 2.32831&10
-0.001 — -0.001 —
-0.002 -0.002
-0.003 — -0.003 |
e T I I I I A I O A O O O
0O 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 0O 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20

X

X

FiG. 15: Comparaison entre les profils de la vitesse tangentielle (en haut) et du
Cy¢ (en bas) a 6 = —0.975, obtenus avec la loi de paroi d’ordre 1, avec el sans

stabilisation.
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ORDRE 2 - STABILISEE

ORDRE 2 -

NON STABILISEE

MO 1111111 Fhe

1.02005

0.905615

0.79118

0.676745

0.56231

0.447874

0.333439

0.219004

0.104569

-0.0098659

-0.124301

LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISEE

005 7

002

001

-004

VITESSE TANG.
Y =-0.975

-0.05 FT1rT 11T T T T T T T T

0123456 7 8 9 10111213 141516 17 18 19 20

X

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - NON STABILISEE VITESSE TANG.
Y =-0.975

0123 456 7 8 9 10111213 141516 17 18 19 20

X

Fi1G. 16: Comparaison entre les isovaleurs de la vitesse tangentielle (en haut) en
uttlisant la formulation stabilisée et la non stabilisée pour la loi de paroi d’ordre 2.
On remarque les importantes corrections de oscillations apportées par la stabilisation

(en bas).
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LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISEE cf LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - NON STABILISEE cf
Y =-0.975 Y =-0.975
0006 0006
0005 0005
0004 0004
0003 0003
0002 0002
0001 0001
698492610 6.9849267](0
-0.000999%99 -0.000999%d
-0.002 -0.002
-0.003 -0.003
-0.004 -0.004
VS T T T T T T T T T T T T T T T T T 71711 VS T T T T T T T T T T T T T T T 1T 71711
0123456 7 8 9 101112131415 16 17 18 19 20 0123456 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19 20
X X
LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - STABILISEE VITESSE NORM. LOI DE PAROI D'ORDRE 2 - NON STABILISEE  VITESSE NORM.
Y = 0975 Y = 0975
00015 00015
0001 0001
00005 00005 —
3.49246¢ 3.49246¢°
-0.0005 -0.0005
0001 0001
-0.0015 -0.0015
-0002 -0002
00055 rTrT-1T 1T 1T T T T T 00025 r—Tr-1T 1T 1T 17T 1T T T T
025 2 375 55 725 9 1075 125 1425 16  17.75 195 025 2 375 55 725 9 1075 125 1425 16  17.75 195

X

X

Fi1G. 17: Comparaison entre le C; (en haut) e la vitesse normale (en bas) a § =
—0.975 obtenus en imposant la loi de paroi d’ordre 2 avec et sans la stabilisation
sur le bord. Les résultats montrent la nécessité de [utilisation de la formulation
stabilisée.




M.E.F.S. pour N.S. Incompressible avec C.L. Equivalentes 53

DIRECT COMPUTATION ORDER 1

ORDER 2 102718

0923442
0.819708
0715973
0612238
0508503

0404769
0301034
0.197299

00935646

-0.0101701

F1G. 18: Isovaleurs de |u| obtenues par le calcul direct el en imposant les lois de
parot d’ordre 1 et d’ordre 2.

DIRECT COMPUTATION - STREAM LINES

FiGg. 19: Agrandissement des lignes de courants obtenues par le calcul direct. On
apercoit influence des différentes formes de rugosités.
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DIRECT COMPUTATION TANG. VELOCITY
......... WALL LAW ORDER O

0.2 — WALL LAW ORDER 1 Y = -08

_ - . WALL LAW ORDER 2

0.19 —
0.18 —
0.17 —
0.16 h—
0.15 -
0.14 —
0.13 —
0.12 —
0.11 —
0.1 —
0.09 i
0.08 —
0.07 h—
0.06 i
0.05 —
0.04 —
0.03 —
0.02 —
0.00999998 —
-1.49012e-08—
-0.01 ——
-0.02 b
-0.03 i
-0.04 —
-0.05 i
-0.06 —
-0.07 —
-0.08 —
-0.09 —
-0.1 —
-0.11 —
-0.12 —

"0-18 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I |

— DIRECT COMPUTATION TANG. VELOCITY
WALL LAW ORDER O Y = -0.45
WALL LAW ORDER 1

- - WALL LAW ORDER 2
0.48

0.46
0.44
0.42
0.4

0.38
0.36
0.34
0.32
0.3

0.28
0.26
0.24
0.22
0.2

0.18
0.16
0.14
0.12
0.1

0.08
0.06
0.04
0.02

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

o1 r-r T 7 17 17 T T 1T 17 T T T T T T T " "T"T"-1]
2 18

HEEEEEEE |

o
[y

Fia. 20: Comparaison entre les profils de la vitesse tangentielle obtenus par le calcul
direct et avec la loi de paroi d’ordre zéro (u =0 a la paroi), la loi de paroi d’ordre 1
et la loi de paroi d’ordre 2. Les coupes sont faites a l'intérieur de la zone de recir-
culation. Les lois de paroi d’ordre élevées permettent de retrouver la bonne taille de
la recirculation, en simulant correctement 'influence des rugosités sur [’écoulement.
Une nette amélioration est apportée par le passage au deuxiéme ordre.




M.E.F.S. pour N.S. Incompressible avec C.L. Equivalentes 55

— DIRECT COMPUTATION Cf
WALL LAW ORDER O Y = -0.7
WALL LAW ORDER 1

WALL LAW ORDER 2

____ DIRECT COMPUTATION PRESSURE
WALL LAW ORDER 0 Y = -05
002 WALL LAW ORDER 1
0.0175 _ _  WALL LAW ORDER 2

F1G. 21: Comparaison entre les profils de Cs (en haut) et de pression (en bas) obtenus
par le calcul direct et avec la loi de paroi d’ordre zéro (u = 0 a la paroi), la loi de
parot d’ordre 1 et la loi de parot d’ordre 2. On remarque "amélioration apportée par
Uutilisation des lois de paroi d’ordre élevé, en particulier la lot de paroi d’ordre 2.
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6 Conclusion

On a présenté dans ce travail, une méthode d’éléments finis stabilisée adap-
tée a la résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles satisfaisant aux
conditions aux limites équivalentes d’ordre 1 et d’ordre 2. L’analyse d’erreur de la
méthode a été effectuée pour le probléme linéarisé pour la loi de paroi d’ordre 1, avec
des estimations dans des normes dépendantes du maillage permettant un nouveau
contréle de la vitesse dans la semi-norme H' du bord. Les résultats numériques ont
validé la méthode, en montrant la nécessité de son utilisation et I'importance de
la stabilisation sur le bord pour préserver de bonnes propriétés de stabilité et de
consistance.

En raison de I'intérét grandissant de 1'utilisation des lois de paroi, soit en méca-
nique de fluides en utilisant des lois de paroi adaptées & des domaines rugueux et
en turbulence en utilisant les lois logarithmiques, soit en électromagnétisme quand
des conditions aux limites équivalentes absorbantes sont utilisées, cette nouvelle mé-
thode stabilisée apparait comme un outil pratique et fiable pour une approximation
correcte des solutions. Par la suite, on s’intéressera a 1’extension de la méthode sta-
bilisée & des conditions aux limites équivalentes pour les équations de Navier-Stokes
compressibles et pour les lois de paroi pour des écoulements turbulents basés sur
les modéles du type & — e. Une analyse d’erreur de la méthode stabilisée pour la loi
de paroi d’ordre 2 est aussi en cours. Des interprétations des nouvelles formulations
stabilisées par ’approche residual-free bubble ou par une méthode multiéchelles sont
également envisagées.
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