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A Discontinuous Galerkin Finite Element
Method for solving Maxwell system in
Heterogeneous media

Abstract: In this paper, we extend the Galerkin Discontinuous method to
solve the Maxwell equations, in heterogeneous media. This method is based
on the choice of the local basis functions, and quadrature rules. Note that the
functions in the space of discretization are discontinuous. In order to verify the
transmission conditions between different media, we used a Godunov scheme
to compute the numerical flux. We have compared this method with a Finite
Volume one through several tests.

Key-words: Electromagnetism - Maxwell equations - Godunov scheme -
Discontinuous Galerkin - Finite elements.
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1 Introduction

Il existe plusieurs méthodes numériques pour la résolution des systémes
hyperboliques, en particulier pour le systéme de Maxwell.
Nous citons ici la méthode des différences finies (schéma de Yee [25]), la mé-
thode des volumes finis ([4], [6], [7], [23], [24], [16]...etc), et les méthodes des
éléments finis (continus et discontinus).
Nous présentons dans ce rapport une adaptation de la méthode Galerkin Dis-
continu au systéme de Maxwell en milieu hétérogéne, elle a été construite pour
la résolution des problémes conservatifs et hyperboliques de la forme:

%U +divIF(U) =0 Q x [0,7] (1)
ot  est un ouvert de IR?.

Cette méthode a été introduite par Reed et Hill en 1970 [20] pour la résolu-
tion de I’équation de transport de neutrons. Une analyse mathématique a été
menée par LeSaint et Raviart [18|, Johnson et Pitkardnta [17], Richter [21],
et Peterson [19], et ceci dans le cas des équations scalaires hyperboliques et
linéaires.

B.Cockburn et S.W.Shu ont développé et étendu cette méthode aux autres
formes d’équations et systémes non linéaires (advection, dynamique des gaz...etc)
[[8]- [14]].

L’idée de base est de choisir un espace d’éléments finis discontinu V}* ou les
solutions approchées sont des polynémes d’ordre k sur chaque volume 7; tel
que 2 = I_Ijjv‘[ T;. La solution approchée est calculée & partir d’'une formula-
tion faible du probléme a résoudre. Pour se faire, on multiplie I’équation (ou
le systéme) par une fonction test v(x) € V¥, et on intégre sur chaque volume
T;. Dans le cas monodimensionnel (d = 1), ot 7; est un segment, on choisit
comme fonction test, les éléments d’une base locale (sur chaque segment), et
afin d’obtenir une matrice de masse diagonale, on peut choisir comme base
les polynémes de Legendre. A partir du nombre de degrés de liberté fixé, on
choisit une formule de quadrature appropriée pour calculer les intégrales. Le
passage au cas multidimensionnel n’est pas trivial, notamment pour le choix
des fonctions de base et des formules de quadrature. Si on prend I'exemple du
cas bidimentionnel, il est plus aisé de trouver les formules de quadrature sur
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6 Malika Remakr et Loula Fézous

des triangles que sur n’importe quel autre polygone. Ainsi, le choix du volume
d’intégration n’est pas arbitraire. Quant & 'intégration en temps, on utilise
un schéma de Runge-Kutta d’ordre (k+1), la méthode est ainsi d’ordre (k+1)
(pour les démonstrations voir [5], [15]).

La méthode présente des propriétés, notamment de parallélisation étudiée par
plusieurs auteurs dont Biswas, Devine, et Flaherty [3], qui en ont par ailleurs
construit des versions h- et p-adaptatives. La méthode a été étendue aux équa-
tions de Navier-Stockes compressibles et aux équations de Convection-Diffusion
respectivement par Bassi et Rebay [2], et B.Cockburn et S.W.Shu [13].

Le choix de I'espace de discrétisation repose sur celui des fonctions de base
locale. Cette méthode est bien adaptée pour notre probléme ot le milieu peut
étre hétérogéne, cependant une restriction du CFL due a la méthode utilisée
se traduit par un coiit en CPU relativement élevé. On verra par la suite une
comparaison de cette méthode avec une méthode de volumes finis du point de
vue qualitatif et coft.

Ce rapport est organisé comme suit :

La premiére partie consiste & présenter le probléme & résoudre, et ses carac-
téristiques mathématiques. Nous présentons ensuite dans la deuxiéme partie
les détails de la méthode numérique utilisée comprenant les fonctions de base
choisies, les formules de quadrature, et la discrétisation en temps. Dans la troi-
siéme partie des résultats numériques seront présentés aussi bien dans le cas
homogéne que dans le cas hétérogéne, Et dans la quatriéme et derniére partie,
nous ferons une étude comparative de cette méthode avec une méthode de
volumes finis.

INRIA



Une méthode de Galerkin Discontinu appliquée aux équations de Mazwell 7

2 Le probléme a étudier

Nous étudions la résolution du systéme de Maxwell dans le cas bidimension-
nel. Dans ce cas les équations se décomposent en deux systémes indépendants
associés a une polarisation électrique et une polarisation magnétique.

Nous rappelons tout d’abord la formulation générale des équations de Maxwell

( OB
e + rot(E) =0
oD .
div(D) = p
div(B) =0

ou B et D sont respectivement I'induction magnétique et le déplacement (ou
I'induction) électrique, et H et E sont respectivement le champ magnétique et
le champ électrique.

p et j sont respectivement la densité de charge et le courant électrique.

Nous avons choisi d’étudier le cas bidimensionnel avec une polarisation trans-
verse magnétique ol les équations s’écrivent comme suit :

(0B, | 0E. _
ot 0 B
9B, 0P o

Y N (3)
oD. | 0H. 0H, _

ot oy oz

\

Nous nous plagons dans le cas particulier, ou le domaine de propagation des
ondes est isotrope et linéaire. Alors les champs et inductions sont liés par les

lois constitutives suivantes:
B =uH
D =cE (4)

e =c¢(x,y) et u = p(z,y) sont des paramétres du milieu, qu’on appelle respec-
tivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique.

RR n° 3501



8 Malika Remakr et Loula Fézous

2.1 Caractéristiques mathématiques des équations de Max-
well

Le systéme (3) peut se mettre sous la forme conservative suivante :

Qt + dZU]F(Q)

ot Q =' (B,, By, D,), et IF = (F(Q),G(Q)) donnés par:

|

J (5)

F(Q) =1 (0: _Dz/‘g’ _By/:u’)
G(Q) =" (D./e,0,B:/p) (6)
=t anajz)

La matrice jacobienne du systéme (3) est donnée dans chaque direction
n =" (m,mn) € IR* — {0} par :

0 0 /€
A= 0 0 —m/e | - (7)
mf/w —n)/p 0
Cette matrice a trois valeurs propres Ay = c||n ||, o= —c|n], A3=10,

d’ordre de multiplicité égal aux dimensions des espaces propres engendrés par
ces valeurs propres.

Le systéme (3) est conservatif et hyperbolique dans chaque direction de IR?,
ce point est crucial dans le choix de la méthode d’approximation numeérique.

3 Approximation numérique

Nous considérons une discrétisation de type éléments finis du domaine de
calcul Q = U=MT;, ou T; est un triangle.
Nous décrivons ci-dessous les approximations spatiales et temporelles, et rap-
pelons les résultats de stabilité.

INRIA



Une méthode de Galerkin Discontinu appliquée aux équations de Mazwell 9

3.1 Discrétisation en espace

Soit V= L%*(2 x [0,00]) Pespace des solutions du probléme (3), et soit
I’espace approché V¥ C V, défini par

Vi = {v eV/jv

7, € P*i= 1,...M}

ot P* est Pespace des polynomes de degré k (k= 1,2). Dans toute la suite on
fixera k= 1. Afin de construire une solution Qp € Vi, on multiplie le systéme
(3) par une fonction test v(X) € V¥, et on inteégre sur chaque triangle T;. Le
systéme obtenu s’écrit :

d
@/ Q(X, t)v(X)dT; +/ IF(Q(X,t))v(X)dT; =0
T; T
apreés intégration par parties, on obtient:

i Jr, QX )o(X)dT; + Yjen) Jorinor, TF(Q(X, 1)).niv(X)do
(8)
= Jn, FF(Q(X, 1)) Vu(X)dT; = 0

N(i) est I'indice des voisins du triangle T;, n;; est la normale extérieure unitaire
dirigée de T; vers T;.
3.1.1 Les fonctions de base

On construit une base P! locale sur chaque triangle comme suit :
Soit un triangle 7T; de sommets al, a2 et a3. On note m1, m2, et m3 les points
milieux des arétes (figure 1), K le triangle de sommets m1, m2, et m3, et on

note:
= () o= [ 0) mas ()
maq Moo ma3
soient ¢; (i=1,..3) les fonctions de base (linéaires), telle que ¢;(mj) = d;;. ot

s [l sii=
TN 0 sii# g

RR n’ 3501



10 Malika Remakr et Loula Fézous

a1 K

a as
T

FI1G. 1 — les degrés de liberté P!,

(:)i sont solutions du systéme linéaire :

{ zlgol(X)Xmi:X

E’L 1 QO’L(X) = ]'
alors:
Y1 = —K {(maa — ma3)x + (M13 — Mia)y + MiaMaz — Maamyz}
Y2 = LK {(m23 - mQI)x + (mll — m13)y + my3mea1 — m23m11}
¥3 = % {(ma1 — mag)x + (M12 — M11)y + Mimags — Maymap}

Une fonction Qy, de V;¥ peut s’écrire pour X = (z,y) € T, en fonction des
éléments de la base locale (¢;);:

=3

Qn(z,y,1) ZQh mi, t)gi(x, y)

ot Qn(m;,t) représentent les degrés de liberté de la solution approchée.

Choiz des fonctions tests:

On choisit dans I’équation (8) comme fonction test v(X) = ¢;(X),l =1, ..3.
On obtient ainsi trois équations a résoudre pour chaque champ Qp, et nous
approchons chaque intégrale par des formules de quadrature de Gauss.

INRIA



Une méthode de Galerkin Discontinu appliquée auz équations de Mazwell 11

3.1.2 Calcul des intégrales

Nous avons ici deux types d’intégrales a calculer:

Les intégrales sur le triangle

d
i | QX D@ (X)dT et

| FQUX,0)@(X)dT.
et

L’intégrale sur le bord

[ W@, ) nya(X)ds
oTiNoT;
Pour approcher
d
= [ (X, e (x)dr;
T;

on écrit d’abord Q, en fonction des éléments de la base, et on applique la
formule de quadrature de Gauss a trois points donnée par:

= i F(m;) o)

/ F(z,y)dT; ~
T;

qui est exacte pour les polynémes de degré 2. On obtient ainsi:

= | QX Ha(X)dn =~ 24| Qm2,1)

" Q(m3,1)
o 100
A= T 010
S loo1

RR n° 3501



12 Malika Remakr et Loula Fézous

et pour
/Ti IF(Q(X, 1)) ei(X)dT;

on utilise la formule de quadrature (9)

Quant a I'intégrale de bord :
/ . IF(Q(X,1)).nijo(X)do
oTiNoT;

I’approximation se fait en deux étapes; dans un premier temps, on approche
IF(Q(X,t)).n;; par un flux échangé entre T; et Tj. Ce flux peut étre calculé de
différentes facons. Afin de préserver la continuité de la composante tangentielle
du champ électrique donnée par n A [E] = 0, et la condition de transmission
donnée par n A [H] = J, nous avons choisi d’utiliser un schéma de Godunov.
Ce schéma est basé sur la résolution locale d’un probléme de Riemann. Le flux
est donné par:

(I)ij = .AWij

ol Wj; est un vecteur constant le long de I'interface 0T; N 07}. On a alors:

(:Dij(Qi, Qja t) = ]F(Q: t)nl]

ou Q; et Q; sont les solutions approchées de part et d’autre de l'interface.
Dans le cas ou l'interface coincide avec le bord du domaine, Q; sera donnée
par la condition aux limites (Q; = Q}).

Nous distinguons ici deux types de conditions aux limites, métallique et absor-
bante. La premiére est donnée par la condition n A [E] = 0, et la seconde est
une condition qu’on impose sur le bord tronqué numeériquement pour traiter
les problémes de diffraction. Dans ce cas le domaine de calcul est infini, et
afin d’éviter ’effet des ondes parasites dues a la troncature, nous utilisons une
condition absorbante.

Nous avons traité numériquement, ces conditions aux limites de la fagon sui-
vante :

Pour la condition métallique, nous avons résolu un demi probléme de Riemann,
avec une condition initiale, et la condition aux limites n A [E] = 0. Quant & la
condition absorbante, nous avons utilisé la condition de Silver-Miiler qui est

INRIA



Une méthode de Galerkin Discontinu appliquée auz équations de Mazwell 13

d’ordre un, ces procédés ont été implémentés dans d’autres méthodes, dans le
cas des méthodes Volmes Finis, (on pourra se référer a 7], et [23]) par exemple.
Ensuite, nous appliquons une formule de quadrature de Gauss pour approcher :

Loy, Qe Qb

On se rameéne d’abord & une intégrale sur [-1,1] par le changement de variable
suivant :
g : [TaaTb] — [_1a 1]
r—§&= 2r—ra—rp

Ty —Ta

ou [r,, ] est un segment quelconque.
la formule de quadrature sur [—1,1] est donnée par :

[, @s = 10 + 152,

qui est exacte pour les polynémes de degré trois.

Remarque

La base locale étant ortogonale, la matrice de masse est par conséquent diago-
nale.

Aprés approximation en espace et 'inversion de la matrice de masse, on ob-
tient une E.D.O de la forme:

d
%Qh = Ly (Qn)

ou Ly, est Popérateur approché de divIF(Q).

3.2 Approximation en temps

Pour approcher l'intégrale en temps a l’ordre 2, on utilise un schéma de
Runge-Kutta & deux pas:

Q=Q",
h = Yoo Qs + BedLu(Qf, Qrt + d.AY) =12,
n+ P
h = Qh :

RR n° 3501



14 Malika Remakr et Loula Fézous

ol Q% est la condition aux limites donnée par le probléme & résoudre, (ici

p=2).
Les paramétres du schéma sont donnés dans le tableau suivant : Ce schéma a

ag=1| ay = Qg1 =

Bro=0| B =0 | P =
d():O dlzl

O | o |

TAB. 1 — paramétres du schéma en temps

été utilisé par Cockburn pour résoudre le systéme de la dynamique des gaz
(voir[14]).

3.3 Stabilité du schéma

Aprés les discrétisation spatiale et temporelle décrites précédemment, on
obtient une solution approchée Q; € V. Elle approche la solution Q du
probléme (3) a Pordre deux (pour la preuve, voir [5] et [15]. La stabilité impose
un cfi< 1 (voir [5], [15]). Cette condition est assez restrictive comparée aux
autres méthodes, exemple de la méthode des Différences Finis (schéma de
Yee) qui est d’ordre deux pour un cfl< @, et des Volumes Finis, qui est
d’ordre deux pour un cfi< 0.75. Cette condition de stabilité pour la méthode
Galerkin Discontinu se traduit par un surcoit en temps de calcul relativement

important.

INRIA
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4 Expériences numériques

Nous présentons ici quelques expériences numériques afin de tester la qua-
lité de la méthode Galerkin discontinu pour la résolution d’un systéme hyper-
bolique linéaire a coefficients non constants (le systéme de Maxwell).

4.1 Cas homogéne

Dans un premier temps, nous allons effectuer quelques cas tests dans un
milieu homogeéne, ot les indices du mileu € et p sont des constantes sur tout
le domaine. Nous considérons ici le cas du vide (¢ = &g, et u = o). Nous
présentons trois cas tests, le premier consiste a calculer le premier mode de
résonance dans une cavité métallique carrée, le deuxiéme consiste a calculer le
champ électromagnétique généré par un courant linéique, et le troisiéme cas
simule la diffraction d’une onde plane sur un disque.

4.1.1 simulation du mode de résonance(1,1)

On dispose d’une cavité métallique carrée de cété a = 1m, nous avons
initialisé le champ électromagnétique par la solution analytique & ¢ = 0, donnée
par I’expression suivante :

H,=0
H,=0 (10)
E, = sintx X sinmy

w = 27f, avec = 0.2121GHZ.
La solution exacte est donnée par:

H, = —Z X sinTx X cosTy X sinwt

H, =T X cosmz X sinmy X sinwt (11)
w

E, = sinmx X sinmy X coswt

Nous comparons les solutions obtenues numériquement aux solutions exactes.
Les figures (2) et (3) représentent respectivement ’évolution en temps et en
espace du champ électrique. Comme ces figures le montrent, la solution appro-
chée est de bonne qualité. Nous avons par ailleurs calculé la diffusion numé-
rique, et nous avons constaté une diffusion de I'ordre de 1073 sur la premiére

RR n° 3501



16 Malika Remakr et Loula Fézous

période, et de I'ordre de 10~2 aprés une dizaine de périodes. Le maillage utilisé
correspond a 10 points par longueur d’onde.

1 T T T T T T T T

0.8

0.6

04

02

0

02+ B
0.4 R
0.6 - e

-0.8 - q

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

F1G. 2 — évolution en temps du champ électrique
1 T T T T

EXACTE —

oo L APPROCHEE ---- |

0.7 q
0.6 q
05 q

0.4 - g

02 - q

0.1 r 4

-0.1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 3 — coupe en y= 0.5 du champ électrique
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Une méthode de Galerkin Discontinu appliquée auz équations de Mazwell 17

4.1.2 Courant surfacique

Dans ce cas test, on simule le champ électromagnétique généré par un cou-
rant linéique J, localisé en x= 0.

Js = \/isin(%;)cos(wt) (12)

Ce courant est placé au milieu d’un guide d’onde, comme le montre la figure
(4). Dans le cas test, nous avons pris d= 1m, et nous avons fixé la fréquence

J /7S S S S S

s /7 /S /S S/
métal

F1Gg. 4 — Courant surfacique dans un guide d’onde rectangulaire

de propagation a 0.3 GHZ. La figure (5) représente les isovaleurs du champ
électrique, et la figure (6) celles du champ magnétique. La continuité du champ
électrique et la discontinuité du champ magnétique sont bien prises en compte
comme le montre la coupe en y= g de la solution approchée (figures 7 et 8).
L’évolution en temps est donnée par la figure (9).

(Pour lexpression explicite de la solution exacte voir [1]).
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Fi1G. 5 — Champ électrique E.

F1G. 6 — Champ magnétique H,

INRIA
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T T
EXACTE —
APPROCHEE -

100 120

0.8 T T T

0.6 1\

0.4

0.2

T T

EXACTE —,
APPROCHEE —/

-0.2

.04

-0.6

1 1

-0.8 1 1 1
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0.6 T

T T

/ EXACTE [
\ APPROCHEE |--1-

04

0.2

-0.2

04 |

-0.6 L
0 0.5

FIG. 9 — Evolution en temps du champ électrique E,

4.1.3 Diffraction d’une onde plane sur un disque

On dispose d’un disque de rayon R = 2.5m, sur lequel on envoie une onde
plane monochromatique de longueur d’onde A = 3m. Le maillage utilisé cor-
respond & environ 14 points par longueur d’onde. Les figures 10, 11, et 12
représentent les champs diffractés. Ensuite, on envoie sur ce disque une onde
de support [—R, R + R * A] (pulse), avec A = 3m. La figure 13 représente le
champ électrique total. Ces figures montrent un bon comportement qualitatif
de la méthode.
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F1G. 11 — champ magnétique diffracté H,
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FI1G. 12 — champ magnétique diffracté H,

INRIA
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Conclusion

Dans le paragraphe (4.1), nous avons vu des cas tests dans le cas homogeéne,
(o parfois les solutions exactes sont connues; paragraphe 4.1.1, et 4.1.2). Les
résultats ainsi obtenus montrent la bonne qualité de la méthode numérique.
Les solutions sont bien approchées, et nous pouvons remarquer qu’aucune os-
cillation n’est apparue dans le cas de présence de courant, ou le champ magné-
tique est discontinu, et ceci grace au solveur de Riemman exact qui vérifie les
conditions de sauts aux interfaces des milieux.

4.2 Cas hétérogéne

Le but de ce travail était de rechercher des solutions du systéme de Maxwell
dans le cas ou les matériaux sont hétérogénes. Nous avons effectué quelques
cas tests avec des matériaux diélectriques (u constant dans tout le domaine,
et € variable):

4.2.1 Simulation d’une pulsation

Ce cas test consiste & envoyer une onde & support compact C° dans une

boite métallique semi ouverte. Le support de 'onde est égal a [—2, 2] avec

7
A = 3m, nous avons utilisé un maillage qui correspond a environ 10 Soiilts par
longueur d’onde dans le matériau. Cette boite est composée du vide et d’un
matériau d’indices p =pg et € = 4xep, ol g et g9 sont les indices du vide.
Ce matériau représente une couche de verre. Aprés un temps de calcul T=7
ns, la solution est comparée a la solution exacte, et on peut remarquer sur la
figure (14), que la solution numeérique ( ici le champ électrique) approche bien

la solution exacte.
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0.7 T T T T

EXACTE —

o6 L APPROCHEE ---- |

05
04 -
03
02

0.1

0

-0.1 -

-0.2

-0.3

0.4 ! ! ! !
-3 -2 -1 0 1 2 3

F1G. 14 — Coupe en y du champ électrique

4.2.2 Diffraction d’une onde plane sur un matériau revétu

Ici, nous traitons un cas plus complexe, qui est de calculer le champ élec-
trique diffracté sur un matériau couvert d’une couche de diélectrique (une
couche de résine), sur lequel on envoie une onde plane monochromatique de
logueur A = 2m. Le matériau représente un disque de rayon R= 0.459m, ou
la couche est d’epaisseur p= 0.1m. Cette couche inclut une répartition pério-
dique de petits disques réfléchissants de rayons r= 0.025m. L’onde est envoyée
horizontalement (avec un angle # =0). La figure (18) représente le champ élec-
trique aprés une période de calcul. La solution est similaire a celle obtenue par
la méthode GMRES (Generalized Minimal Resudual method) par Anabelle
Zébic (|26]), ou le maillage utilisé correspond a 20 points par longueur d’onde.
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F1G. 15 — champ électrique diffracté E,

Conclusion:
Nous pouvons constater que les résultats numériques obtenus avec la méthode
Galerkin Discontinu sont de bonne qualité, aussi bien dans le cas des maté-
riaux homogénes, que dans le cas des matériaux hétérogenes. Les conditions de
transmissions sont prises en compte grace a un solveur de Riemann exact. On
peut déduire a travers ces expériences numeériques, la robustesse et la bonne
précision de la méthode.
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5 Comparaison de la méthode Galerkin Discon-
tinu avec une méthode de Volumes Finis

Ce chapitre est consacré a une comparaison qualitative et quantitative entre
la méthode Galerkin Discontinu décrite dans les chapitres précédents et une
méthode de Volumes Finis. Nous allons d’abord rappeler briévement cette
derniére méthode (pour plus de détails voir |7], et [23]).

5.1 Description de la méthode Volumes Finis

On considére toujours le systéme de Maxwell (3) du chapitre 2. On construit
une solution approchée, en intégrant la formulation conservative (5) sur chaque
triangle 7;. On obtient aprés intégration par parties la formulation faible sui-
vante :

3
Aire(T;) (Q)i + 3 @ + termes de bord = ~J; 12)
j=1
ou

Di;(Qi, Qj) = fornor, F(Q(z,1)).nijdo

= ﬁ((Q(x’ t) faTmaTj nl]do-

Pour calculer ®,;, nous utilisons un schéma de Godunov. On obtient un schéma
qui vérifie les conditions de transmission (n A [E] = 0, et n A [H] = j), ce
schéma est précis a 'ordre un. Afin d’obtenir un schéma d’ordre élevé, nous
utilisons la méthode MUSCL, qui consiste a remplacer les valeurs Q; et Q;
dans la fonction flux ®;;(Q;, Q,), par des valeurs interpolées Q;; et Q;;. ou

(Q] Qi)

Qi =Qi+(1-20)———+26VQr.Ly;

ou L;; est la distance entre le centre de gravité du triangle T; et I'aréte 0T;N0T}.
Pour calculer le gradient VQr;, nous utilisons un procédé similaire au calcul
des flux:

3

Aire(T;)VQy, ~ /VQ Z / Q-le’jZZBijmj (14)

i=lar,naT; J=
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ot B;; est une valeur approchée de Q a I'interface 07; N 971;. Nous choisis-

sons ici B;; = Q";Qj, et on obtient ainsi:

3
VQr, = smmam ng Q;7i

Quant aux termes de bord, nous avons utilisé pour la condition métallique la
méme technique que pour le flux interne, en résolvant un demi probléme de
Riemann. Se rajoute a la condition initiale une condition aux limites donnée
par n A E = 0, qui se traduit par

E, = —E(ijy)Ei"c, oll £ est le champ incident sur le bord. Pour la condition
absorbante, nous avons utilisé comme pour la méthode Galerkin Discontinu,
la condition de Silver-Miiller.

Approximation en temps

Aprés la discrétisation spatiale, on aboutit au systéme:

d
%Q = L(Q)

ou L(Q) étant la discrétisation en espace, nous avons utilisé un schéma de
Runge-Kutta a trois pas donné par le schéma suivant :

Q= Q"
Q = Q" - AL L(QY) 1=1,2,.m (15)
Qn+1 — Qm .

avec m= 3. Nous avons par ailleurs fixé le parameétre de décentrage [ dans la
discrétisation en espace a % Notons que les parameétres de Runge-Kutta que
nous avons utilisés dans le méthode Galerkin Discontinu différent des para-
métres utilisés ici pour la méthode Volumes Finis, et ceci pour des raisons de
stabilité des schémas.

Nous allons présenter dans le paragraphe suivant, une comparaison entre les
deux méthodes numériques citées précédemment.
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5.2 Comparaison des deux méthodes

Nous allons effectuer quelques cas tests, afin d’évaluer et de comparer les
résultats numériques obtenus par les deux méthodes, en termes de qualité de
la solution et de temps de calcul.

5.2.1 Simulation d’un mode de résonance

On reprend ici la méme expérience qu’au paragraphe (4.1.1), et nous visua-
lisons I’évolution en temps du champ électrique. Nous avons choisi de comparer
les cotit CPU a précision fixée. Pour se faire, nous avons choisi un maillage trois
fois plus fin pour la méthode Volumes Finis. Ceci est justifié par le fait que
dans la méthode de Galerkin Discontinu, nous avons trois degrés de liberté
par triangle et par inconnue, alors qu’en Volumes Finis nous avons un degré
de liberté par triangle. La figure (16) représente les deux solutions obtenues
avec les deux méthodes, comparées a la solution exacte. Nous remarquons que
les solutions sont de méme qualité.

1

T

0.8

GALERKIN DISGONTINU ----- i

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

.04

-0.6

-0.8

0 2 4 6 8 10

F1G. 16 — évolution en temps du champ électrique
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Nous représentons dans le tableau 2, les temps CPU pour les deux méthodes
(a erreur fixée d’ordre 1077). La diffusion numérique est de ordre de 10~2 pour
les deux méthodes aprés une dizaine de périodes.

méthode Volumes Finis Galerkin Discontinu
CFL 0.7 0.2
temps/itération (s) 1 2.98
temps global (s) 70 220
diffusion numérique 4.16102 2.910~2

TAB. 2 — Coitts en temps CPU.

On remarque que la méthode Galerkin Discontinu est trois fois plus chére que
la méthode Volumes finis, pour une précision donnée. Nous calculons ensuite
le temps CPU pour obtenir une erreur en norme || . ||2 de 'ordre de (107?),
pour les deux méthodes, et nous obtenons les résultats suivants:

méthode Volumes Finis Galerkin Discontinu
erreur 3.910°° 4.107°
temps global (s) 16 28

TAB. 3 — Coits en temps CPU.

Ici, on remarque que pour obtenir une erreur d’approximation de 1’ordre
de 1075, il faut environ deux fois plus de temps pour la méthode Galerkin
Discontinu par rapport & la méthode Volumes Finis.

5.2.2 Evolution d’un pulse dans un milieu hétérogéne

On refait P'expérience du paragraphe (4.2.1) pour comparer les deux mé-
thodes dans un cas hétérogéne. Les résultats sont comparés a la solution exacte
comme le montre la figure (17). Les solutions sont qualitativement similaires.
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0.7 T T T T

EXACTE —
VOLUMES FINIS ----

oo r GALERKIN DISCONTINU - b

05

04 -

03

0.1

-0.1 +

-0.2

-03

0.4 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Fi1G. 17 — Calcul d’une pulsation dans un milieu hétérogéne pour les deux
méthodes

5.2.3 Diffraction d’une onde plane sur un disque revétu (milieu
hétérogéne)

On reprend le cas de la diffraction d’'une onde plane monochromatique
sur un disque revétu d’une couche de diélectrique (paragraphe 4.2.2), et on
calcule la solution numérique avec les deux méthodes d’approximation citées
précédemment. Les solutions sont représentées par les figures (18), et (19)
obtenues respectivement par les méthodes Galerkin Discontinu et Volumes
Finis.
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FI1G. 18 — champ électrique diffracté E, (méthode Galerkin Discontinu)

Valeur03 From -1.001To .890 In 50 steps.

F1G. 19 — champ électrique diffracté E, (méthode Volumes Finis)
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5.3 Le bilan d’énergie

On se propose de calculer le bilan d’énergie pour les deux méthodes d’ap-
proximation numérique; Galerkin Discontinu et Volumes Finis appliquées au
systéme de Maxwell. Pour simplifier les calculs, on traite le cas monodimen-
sionnel ot le systéme se rameéne aux équations suivantes:

0H, +28Ez _ 0

ot e 0 B

0B.  10H, _ (16)
ot w oy

5.3.1 Bilan d’énergie pour la méthode Volumes Finis

Le schéma numérique d’ordre un est donné par:

n+l _ pPn - En
D]+_ - D [ j+1 T j] 17
BTH-% Bn _ At [ ] ( )
it3 it+3 J+l
Avec:
E" 3 +E" B s=B" ,
En _ _JT3 ity c JT3 T3
j+1 — 2 2
Hr . — i+3 _c i+3 ity
j+1 — 2 2
Ou c=

\ﬂsu)

On pose v = %.
Le bilan d’énergie dans le vide pour une onde plane en absence de charge et

de courant est donnée par:

de€ 1
eE?+ —B?
dt dt/ +5,8)=0

On calcule la variation de 'énergie AE de la solution numérique entre I'instant
nAt et (n+1)At. On considére ici des conditions aux limites de type métallique
(n ANE =0).

1 1
- n—l—l n 2 n+1 n 2
g U = (B4 X LB~ (8]
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On obtient :

_ ~J=N-1 pc n n 2 ve n n 2
AE—E]':O E(Vc—l)(Dﬂ_% - j_%) Q_E(VC_l)(Bj+% - ]'_%)

Pour ve <1, A€ < 0. Ainsi I’énergie de la solution approchée décroit avec le

temps.

5.3.2 Bilan d’énergie pour la méthode Galerkin Discontinu

On donne ici le schéma d’ordre deux pour le systéme de Maxwell monodi-
mensionnel :
soient (DY, D'), et (B?, B!) les composantes du champ électromagnétique (D,B)
dans la base locale: ¢y = 1, et ¢ = 2(?";—3") sur un segment [; = [yj_%,yﬂ%],
alors on obtient :

( 0,n H.TJL+1_H]TL—1 c n n n
D" —v[=5== = 5(Dfy — 2DF + Diy]

On+1 _ 22 n n n n n

Cl/2 n n n n
| —T[H}y, —2H}, +2H) | — HY ]
( 0,n Ey _E;L— c n n n
B —y[=H5—= — 4(BYy, — 2B} + B} ]

On+1 _ C22 n n n n n
_%[Eyn — 2B}, + 2B}, - E;'lZ]

( 1n 0,n 3v n n n n
D] 2+ 621/[10{% _3 7[()25J * ](;{’TJ;_I _30(2Dj+10; D]_(l))r:zl 0,n
D]Ln—kl — +31/ [6C Dj, -+ E(Hjji-l —_ Hjj_l) - EC (2DJ7 =+ Dj7—1 —+ D]if-l)]

d,n 20,

—3e?[—6H)\y + 6H,", — 6H™ | — 3H" , + 3H?,, + 6H", ]

Bj" +6u[E)" — 22E" + E' | — ¢(B?, — B))]

ol _ ) T3 [6&3}3 + %(E%fl — E;-)’_’gl) — 32(2BY" + B}, + BY1Y)]
7 —312¢’[12B;" 4+ 6B, + 6B;, — 6B — 6B, — 3B} , — 6B},

—%cyQ[—GEffl + GE;-)’fl — 6E]7-L,1 — 3E]7'L72 + 3E;'L+2 + 6E;L+1]
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Nous calculons la variation de |’énergie discréte:

y STV Al(BY? — (B + & ((BO)? — (B
A€ =
+ z] % [( j1n+1)2 . (Ejl,n)z] + L Qu (Bl n—l—l) (le,n)z]

et on obtient:

Af = v I %S (Bve — 1)(DY" — DPY)? + 4 3(31/0 —1)(Dy" — DY, )2
< (v c—1)(D0” D?T1)2+”2c2(z/ —1)(D — D)2 + X (ve — 1) (D" — DY

3

v (3pc — 1)(B;-)’” — B;-)’_"l)2 + ”253 (3ve — 1)(B;-)’” - B;-)’_nQ)Q

8e
+E e = 1)(B)" = B’ + §eve — 1)(B)" — By

+i€(3z/c _ 1)[(Dj1,n + B;(_)),Ibl)z + (Djllyn + B%lﬁ) + (Djllm + B?(;IB)? + (Djll’” + B;)()+n2) ]
+5£(Bve = 1)[(D;" + D;")* + (D;™ + D;1)* + (D" + D;")* + (D™ + D;y)?]

o

2 (ve— D(BI" + D)2 4 (BI™ + DY 4 (B + DY%)? + (BY" 4 DY)
e (B BbTe s (B §+1>+<f" °7”>+<f“+D?7+2>]

Pour ve < %, A& <0, ainsi I'énergie décroit avec le temps.

5.3.3 Comparaison des énergies

On revient au cas bidimensionnel, et on compare numériquement les éner-
gies données par les deux méthodes. On reprend l’expérience du calcul d’un
mode de résonance dans une cavité métallique carrée (paragraphe 5.2.1), et on
compare ’énergie totale. La figure (20) représente I’énergie électromagnétique
en fonction du temps (en terme de nombre de longueurs d’onde). On remarque
que I’énergie décroit avec le temps dans les deux cas, néanmoins elle décroit
moins vite dans le cas de la méthode Galerkin Discontinu.
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0.25 ¢ . . . . .
T ENERGIE EXACTE —
: ENERGIE"GALERKIN DISCONTINU" -~
ENERGIE"VOLUMES FINIS" -
02 .
015 | T .
w .
u .
° .
w ~.
P4 ~
w ~.
01l i
005 | .
O 1 1 1 1 1
0 20 40 80 100 120

60
nombre de longueur d‘onde

F1aG. 20 — Bilan d’énergie pour les deux méthodes

5.3.4 Comparaison sur des temps longs

On se propose ici de faire une comparaison des deux méthodes sur un temps
long qui correspond & 250 périodes pour la méme expérience que dans le para-
graphe (5.3.3). L’énergie décroit jusqu’a atteindre zéro pour les deux méthodes
(figure 21), seulement, elle décroit moins vite dans le cas de la méthode Ga-
lerkin Discontinu.
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T T r : .

0.25 - ENERGIEEXACTE —— -

b ENERGIE"GALERKIN DISCONTINU" -
ENERGIE"VOLUMES FINIS" -----

02 \\\ -

015 | J

0.05 | i

0 | | | B e PP P
0 50 100 150 200 250 300

F1G. 21 — Bilan d’énergie

6 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons présenté une méthode de Galerkin Discontinu
appliquée aux équations de Maxwell. Les solutions obtenues sont P! par mor-
ceaux, et approchent la solution exacte a ’ordre deux. Nous pouvons noter
a travers les différents cas tests, la bonne qualité de la discrétisation. L’uti-
lisation d’un solveur de Riemann exact pour le calcul des flux numeériques a
permis une bonne prise en compte des discontinuités a travers les interfaces des
milieux d’indices différents. Nous remarquons aussi que les courants linéiques
sont, bien traités, et les solutions ne présentent aucune oscillation. Nous avons
traité des problémes de résonance, ou les conditions aux bords sont de type
métallique, et des problémes de diffraction en milieu homogéne et hétérogéne,
ol les conditions aux bords sont mixtes, nous avons des conditions de type
métallique sur l'objet diffractant, et des conditions de type absorbant sur la
frontiére artificielle du domaine numérique. Les résultats sont trés satisfaisants
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du point de vue précision de la méthode. Rappelons que le but de ce travail
était de construire un schéma numérique pour résoudre le systéme de Maxwell
dans des milieux hétérogénes, et nous pouvons remarquer que les différentes
expériences numériques ont été réalisées avec succés, ainsi nous pouvons en
conclure que la méthode est bien adaptée a la résolution des systémes modéli-
sants les phénomeénes électromagnétiques, dans le cas ou le milieu est linéaire
et isotrope, mais pas nécéssairement homogéne. Le caractére discontinu de
la méthode et I'utilisation des triangles comme volume d’intégration, nous a
permis de traiter des problémes avec des géométries quelconques. 1l faut ce-
pendant remarquer que cette méthode est relativement chére en comparaison
avec une méthode Volumes Finis (chapitre 5) ou nous avons constaté que pour
une qualité de résultat égale, la méthode Galerkin Discontinu est deux & trois
fois plus chére que la méthode Volumes Finis.

Notons aussi, que la mise en oeuvre informatique de la méthode Galerkin Dis-
continu requiert des techniques beaucoup plus élaborées que la méthode Vo-
lumes Finis, ce qui rendrait son extension au cas tridimensionnel relativement
compliquée, notamment pour le calcul des points de Gauss.
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