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Numerical study by a controllability method for
the calculation of the time-periodic solutions of
the Maxwell and Vlasov-Maxwell systems

Abstract: In this paper, we introduce the Limit Absorption Method (LAM)
which has been developped by the authors to obtain numerical periodic solu-
tions of Partial Differential Equation. The principle of this method was proved
on a reduced 1D model. We apply then this general methodology to the so-
lution of scattering problems for harmonic planar waves by two dimensional
purely reflecting non-convex obstacles. Numerical results were obtained by
the above method for the calculation of the periodic states of the Maxwell and
Vlasov-Maxwell systems.

Key-words: Electromagnetism - Maxwell equations - Vlasov Equation - Fi-
nite volums.
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4 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

1 Introduction

De nombreuses recherche sont de plus en plus liées aux études du trans-
port de particules chargées soumises a des champs électromagnétiques. Ces
études concernent aussi bien les dispositifs hyper-fréquence, les accélérateurs
de particules, les canons a électrons que la physique des plasmas et les semi-
conducteurs. La modélisation de ces dispositifs repose sur les équations de
Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson. Le résultat principal dans ce domaine
a été obtenu par DiPerna et Lions dans [12]. Ils montrent 1’existence de solu-
tion faible globale pour le probléme Cauchy du systéeme de Vlasov-Maxwell.
L’existence de la solution globale classique reste toujours un probléme ouvert.
Dans I'absence du champ magnétique, qui peut étre justifiée par une limite
non-relativiste [16], nous obtenons le systéme de Vlasov-Poisson. Dans ce cas,
des solutions faibles globales pour le probléme de Cauchy ont été obtenues par
Arsenev [14]. L’existence de la solution classique dans deux dimensions d’es-
pace est un résultat de Degond [17] et Ukai [18]. Le méme résultat en trois
dimensions d’espace a été montré par Pfaffelmoser dans [6] et une méthode
simple a été proposée par Lions et Perthame dans [7]. Ce qui est particulie-
rement intéressant au niveau des applications est la modélisation des régimes
permanents avec conditions aux limites. Ces régimes permanent sont caracté-
risés par des solutions stationnaires ou périodiques. Le cas stationnaire a déja
été étudié tout d’abord pour Vlasov-Poisson en une dimension d’espace dans
[1], puis en dimension quelconque et pour Vlasov-Maxwell dans [2|. Dans le
cas périodique, des résultats ont été obtenus pour Vlasov-Poisson en une di-
mension d’espace dans [9], en dimension quelconque dans [10] et pour Vlasov-
Maxwell en une dimension d’espace dans [11]. D’autre part, ces régimes sont
trés difficilement atteints lors des simulations numériques. Afin d’accélérer la
convergence vers les états périodiques, nous avons introduit le concept de so-
lution minimale comme dans [1] et [2]. Une méthode dite Absorption Limite
(MAL) a été développée. Nous proposons donc dans ce rapport une méthode
pour calculer numériquement les solutions périodiques des sytémes de Maxwell
et de Vlasov-Maxwell. Dans un premier temps on propose cette méthode dans
le cadre d’un modéle EDO et une analyse de la vitesse de convergence sera pré-
sentée. Aprés quelques illustrations numériques sur la résolution de probléme
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Solutions périodiques du systéme de Vlasov-Mazwell )

de diffraction d’ondes planes harmoniques, cette méthodologie sera appliquée
aux systémes de Maxwell et de Vlasov-Maxwell.

2  FEtude d’un cas modéle

Nous proposons ici d’étudier la convergence vers les régimes périodiques des
solutions d’'une EDO avec un terme source périodique. La méthode utilisée
reposera sur le concept de ’absorption limite. Les résultats obtenus avec la
nouvelle méthode seront comparés en terme de vitesse de convergence avec
ceux obtenus avec une méthode classique.

2.1 Convergence vers les états périodiques
On considére I’équation monodimensionnelle :

dx
a+6-x(t)=f(t),t>0 (1)

avec la condition initiale:
2(0) = o, (2)

ol f est une fonction périodique en temps de période T'. La solution analytique
de cette équation est donnée par:

v(t) =x0-e "+ /Ot f(s) - e =t9)ds. (3)

On s’intéresse ici aux solutions périodiques et en imposant la condition de
périodicité x(0) = z(T'), on obtient :

_ Jo f(s) e 9ds
B 1—e T ’

(4)

Zo

d’otl la solution périodique s’écrit:

T f(s) - e s

1—e—=T

Too (1) e '+ /Ot f(s)-e=9)ds. (5)

RR n’ 3534



6 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

Si la donnée initiale zo ne vérifie pas (4), ’écart par rapport a la solution
périodique est donné par:

Jo f(s)-e="9ds
B 1—e—T
Nous cherchons a déterminer la valeur minimale du temps t* de telle sorte que
la solution calculée z(t) soit une n approximation du régime périodique:

|2(t) = Zoo(t) | = |70 -7 t>0. (6)

|z(t) — zoo(t) | <, > ™. (7)
En utilisant (6), on déduit pour le temps ¢t* une valeur de 1'ordre de:
1 1
t* =~ O(-log(-)), 8
(1082 ©

ce qui implique un grand temps de calcul pour les petites valeurs du parameétre
. L’énoncé suivant présente la condition sous laquelle les solutions périodiques
données par (5) sont uniformément bornées, indépendamment par rapport a
€.

Proposition 1 Soit f € L>® une fonction périodique en temps de période T
et Too la solution périodique du probléeme (1), donnée par (5). Si f vérifie:

T
| fs)ds=o. ©)
0

alors T est uniformément bornée par rapport a €.

Démonstration
Comme 1z, est périodique, il suffit d’estimer x,(t) pour t €]0,T[. En utilisant
(5) on peut écrire:

I f(s)-e=T=%)ds

1 —e=T

[T () | < AT I Fll e

fOT f(s)~e_E(T_S)ds

1T est conver-

Pour finir la preuve, il reste & montrer que la suite
gente quand € — 0:
13 —S8 2
T f(s) - e =T 9ds - JEf(s) -1 —e(T —s) + EL2 4]

I — 1
e l—e T 0 | —[1—eT+ 22 — ]

_ _% . OTf(s) (T - s)ds.

INRIA
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2.2 Meéthode de ’absorption limite

Afin de réduire le temps de calcul, nous allons introduire un terme d’absorption
A - z(t) dans I’équation (1):

A-x(t)+fl—”t”+e-x(t)=f(t),t>o. (10)

On obtient ainsi une valeur du temps de convergence:

1 1

O log(1) < 0<§1og<%)). (11)

Cependant, méme si le temps de calcul d’une n approximation périodique est
réduit par rapport a la situation précédente ( indépendamment de ¢ ), on
rappelle que cette approximation ne vérifiera pas I’équation non-perturbée (1).
L’idée sera de remplacer le paramétre A par une suite décroissante (A, ),>o dont
la limite vaut zéro. Nous pouvons enoncer un résultat général de convergence
vers le régime périodique:

Proposition 2 Soient (A\,),>0 une suite décroissante telle que:

(1) lim,_e Ay =0,
(u) Yn>0An < 00, (12)

et Too la solution périodique (5) du probleme (1). Alors I’équation:

B - 3(t) + ‘;—f bealt)=f(t), t>0, (13)

avec la condition initiale :
z(0) = o, (14)

o f € L™ est une fonction périodique en temps de période T et \(t) =
Ay t € [nT,(n+ 1)T[, n > 0 a une solution unique qui converge vers le
régime pértodique :

lim [lo(nT + ) = 2 (0im) = . (15)

RR n° 3534



8 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

Démonstration
On vérifie aisément que la solution z(-) est donnée par la formule:

t t t
w(t) = @ - e~ Jo A / fls)- e LEnirgs w50 (16)
0

Notons z,, les valeurs de la solution x & t = nT, n > 0. Il est facile d’obtenir
la relation suivante:

t
B(nT +1) = a(nT) - 4 [ f(s) e s pe 0,T], (17)
0
d’ou on trouve:
T
Tpy1 = Ty - e~ ET +/ f(s) - e EPT=3)gs n > 0. (18)
0

Posons ¢, = et et B, = [T f(s) - e EHA)T=9)ds Evidemment:
limg, = q:=e"", (19)
et: -
limp, =0 := / f(s) - e~=T=9ds. (20)
n— 0

D’abord, en utilisant (16) on constate que la solution z(-) est bornée:

t
2O < ool + [ fllo= - [ e s

< zol + ([ fllz /e (21)

IA

Avec les notations précédentes, (18) devient:
Tp4+1 = qn - T + ﬁna (22)
ce qui permet d’écrire:

T4l = GnGn—1---Q0T0+qnGn-1---91 Bo+nGn-1---9251+qnGn—1.--g3B24-..4+GnBn-1+0n,
(23)

ou bien:

Tn41 = GnGn-1---90%0 + GnGn-1---¢1(Bo — B) + @nGn-1--¢2(51 — B) + ... + (B — B)
+ B(gnGn-1--q1 + GnGn-1---G2 + .. + g + 1). (24)

INRIA
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Puisque ¢, < g < 1, on vérifie facilement que lim,,_,.c ¢.¢n—1...qoxo = 0. Nous
allons montrer maintenant que la série 3,50 |3, — 3 | est convergente puisque
le terme général est majoré par:

T
Bo=B1 < [ )€ T (1= e T )y
0
T
< Ml fllim,
9

et donc:

S 160 51 < Tl e - X0 e < Hoo. (25)

n>0 n>0

Comme Y, q" est convergente, alors le produit de convolution est aussi une
série convergente, et on a alors nécessairement :

Tim ¢"|6o — B + " |Ba1 = Bl + .+ [Ba — B8] =0, (26)
d’otli, par majoration:

Iim gngn—1--q1(Bo = B) + tan-1--@(B1 — B) + .. + (B — B) = 0. (27)

Reste a montrer que la suite y, =14 ¢, + ¢uq@n_1 + .- + @uGn—1---q1 €st conver-
gente:

Yn=14q+..q"+qle™ — 1)+ ...+ ¢g"(ePnt2)T _ 1), (28)

Soit § > 0 et en tenant compte de (i7) on choisit & tel que:
J
)‘/H-l + )\k;_|_2 + .o+ A< 5, n>k.
Ensuite on choisit N tel que:

n—=k

q < -, n>N.

On peut écrire:

lgle™ T — 1)+ ..+ ¢" (e O t-2T _ ) < TOpg+ ... + O + oo + M1)g™),

RR n’ 3534



10 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

mais:
MG+ o+ A+ F A" = Mg+ o+ A+ e+ Aeg)g™ "
+ Qe )T+ O+ A"
< Qnt et M) (@+ @+ oo+ 077
+ Dt AT+ g+ .+ ¢
o ¢
< —-—(14+ ) A,),n>N.
2T
Donc on déduit que lim, oo ¥ = flq. Finalement, (24) et (27) permettent
d’écrire :
lim z, = —,

ce qui donne:

nh_r)rgo(:rn — z(nT)) =0,
puisque o (nT) = 1%’ n > 0. On peut maintenant terminer facilement la
5) et (17):

démonstration en utilisant

~—~

|2(nT) = 200 (nT) | + (1 — ™) |20 (nT)|

t
| @)1= e )as
0
[T — Too(NT) | + AT - ||Too|| Loe
+ AT ||f||L1(0,T)- (29)

|z(nT +t) — 250 (t) |

IN + IA

En passant a la limite pour n — oo, on obtient alors (15), ce qui achéve la
démonstration.

Nous allons définir maintenant la notion de £-approximation du régime pério-
dique:

Définition 1 On dit qu’une suite de fonctions x¢(t) est une &-approzimation
(& > 0) du régime périodique T (t) s’il existe une constante C > 0 telle que:

7e(t) —2eo(t)] < C- €, VE, &€ (30)

INRIA



Solutions périodiques du systéeme de Viasov-Mazwell 11

On montre maintenant un résultat dont on aura besoin pour la suite:

Proposition 3 Soit f € L une fonction périodique qui vérifie (9), x(t) so-
lution de l’équation :

A-z(t) + z—f +e-z(t) = f(t), t €)0,T],

qui satisfait :
z(T) — z(0)] <,

et Too(t) le régime périodique donné par (5). Alors x est une approzimation de
Too de lordre de O(3 + ). En particulier, si A = /7, la fonction x est une
V/M-approzimation du régime périodique.

Démonstration
Posons § = £ — 2. La fonction § vérifiera:

x&ﬂ+%+aﬁ@=—AwwteMTL

et:

6(T) = 6(0) [ <.

Notons ¢ la solution périodique du probléme :

d
A-p(t) + d_(‘tp +e-9(t) = -0, t€]0,T],

et =6 — Ap. En utilisant (1) et (9) on déduit que [ 7 (s)ds = 0. Ensuite,
compte tenu de la Proposition 1 on montre qu’il existe une constante C' > 0
telle que |¢(t) | < C, pour t €]0,T[. La fonction p vérifie:

d
A-u(t)+d—‘t‘+s-u(t) —0, telo,T],

et:

() = p(0) | <. (31)

RR n° 3534



12 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

Mais p(t) = p(0) - e+t et donc la condition (31) impose :

n n
<—— = — .
O < T—=@mr ~ O ((e ¥ A)T)

Finalement, on déduit:

[6() |

IN

[1(t) [+ Ale(?) |

_n
Cezmr + O

Ui
Oy + O (32)

Il est facile & vérifier maintenant que |7(t) — 2. (y) | = O(\/1) si A = /7.

IN

VAN

2.3 Vitesse de convergence

Comme annoncé dans la section précédente, nous sommes intéressés par 1’es-
timation du temps de calcul pour atteindre une approximation du régime pé-
riodique. On peut enoncer la proposition suivante :

Proposition 4 Avec les mémes notations que dans la Proposition 2, suppo-
sons que f € L est une fonction périodique qui vérifie (9) et que la suite A,
est donnée par:

)\0 - ]_,
Aos1 = Ay SU | Tpy1 — x| >, n >0,
Agr = M€ i |2y — 20 | <1, n >0, (33)

Alors le temps de convergence vers une \/n-approximation du régime périodique

est de l’ordre de : . .
" = O(— -log(=)). (34)
Vv n
Démonstration
On a bien {A\g, A\i,...An, ...} C {1,e7T, 72T ..} Nous allons montrer que la
suite ()‘n)nZO est convergente vers zéro, ce qui revient a montrer que chaque

valeur e~™T ne peut étre prise que d’un nombre fini de termes \,,. Soit par

INRIA
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exemple m > 0, n > 0 tels que A, = e ™7 et on cherche & estimer la

longueur de la chaine constante A, = A1 + ... + Ap—1 > Amp, OU Apyp =
eI Apip1 = e~ DT On peut écrire:

Tm+k = 9mTm+k—1 + /Bm, k= 1, 2a ---p,

ce qui conduit a:

Tk = ), k=1,2,...p

1- dm m a 1- dm
et donc:

_ P
1_Qm

k—1

Tonak — Tmak—1 = Qo (Tm Wgm — 1), k=1,2,...p.

Compte tenu du choix (33), p est le plus petit nombre entier qui vérifie:

Bm
1 —0m

: (1 - Qm)'

Tm —

n 2> ‘xm-i—p — Tmtp-1 | = qu_l :

En utilisant la Proposition 1 , on déduit que la suite (x,, — fﬁ)mzo est bornée
et donc il existe une constante a > 0 telle que:

P < m Tog(%). (35)

Donc chaque valeur se répéte [m -log ()] fois. Maintenant , il est évident
que la suite (A,)m>0 n'est pas stationnaire, donc lim,, oo Am = 0 et en plus:

1 a
;)\m < Z)\mm-log(g)

< ———— -1
— eT(1—e°T) °

Donc les hypothéses (i), (7i) sont vérifiées et on a la convergence vers le régime
périodique. Pour terminer la démonstration, nous allons estimer le temps de

RR n° 3534



14 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

convergence vers une ,/7 approximation du régime périodique. Comme nous
avons montre dans la Proposition 3 il suffit que le paramétre A soit de 'ordre
de O(y/n). Alors le temps de convergence sera de I'ordre de:

1 a
= Y Tpm= Y T/ -log(-)
A >/1 Am>7 T(e+ Am) n
= Y e Togd)
e—ncT>\/7T] 77

1
= 0 (— : log(g)> .
Vi U
Remarque 1 Le choiz (33) de la suite (A,)n>0 peut étre donné par une équa-
tion du type :

% + R(Znss — 2a) - AMt) = 0, t € [(n+ 1T, (n + 2)T],. (36)

0 R(-) = ¢~ X[—na)(-)-
D’une fagon encore plus générale, comme fonction R on choisira un critére de

périodicité pour z(-). Dans tous ces cas, le calcul des solutions périodiques de
I'équation (1) reviendra a la résolution du systéme:

A(t)-x(t)+§—f+e-x(t) = f(t), t>0,

(37)
dA
P + R(z(-)A(?) =0, t >0,
avec les conditions initiales:
z(0) = o,
(38)

Remarque 2 Si a l'instant initial Ao = 0, alors le probléeme (37) se réduit a
Péquation (1).

Démonstration

La conclusion est immédiate en tenant compte de (33) dans le cas discret, ou
bien de (36) dans le cas continu.

INRIA
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2.4 Illustration numérique

Nous souhaitons maintenant comparer numériquement les vitesses de conver-
gence de la méthode (MAL)(A; > 0) avec celle d’'une méthode classique
(Ao = 0). On s’intéresse dans un premier temps aux régimes périodiques de
I’équation (1) et du systéme (37) pour une valeur du paramétre ¢ = 0.01 et un
terme source périodique f(t) = cos(wt) avec w = 1. Le régime périodique de
ce probléme est donné par:

Too(t) = (ecos(wt) + wsin(wt))/(e* + w?), t > 0. (39)
Comme fonction R nous avons choisi:
R(z(t)) = Xj—p(@(nT) = z((n = 1)T)), ¢t € [nT,(n+ 1)T[.  (40)

On présente les solutions calculées, obtenues avec les deux méthodes. Ensuite,
on étudie le comportement des méthodes dans le cas € = 0.0001. Dans le pre-
mier cas ( € = 0.01), la méthode classique (1) donne une bonne approximation
de la solution périodique aprés 70 périodes, tandis que la méthode (M AL)
calcule le régime périodique aprés 6 périodes. Si dans cette situation les dif-
férences ne sont pas importantes, ce n’est pas le cas dans la deuxiéme. Cette
fois-ci, le gain en temps de calcul s’avéra trés important. On constate ainsi une
tres lente convergence de la solution calculée a l'aide de la méthode classique
(1). Au contraire, la méthode (M AL) assure une convergence trés rapide vers
la solution périodique, une trés bonne approximation étant ateinte aprées 6 pé-
riodes. Au vu des résultats présentés ci-dessus, la nouvelle méthode (M AL)
introduite dans ce chapitre nous semble bien adaptée a nos calculs. De plus, on
remarquera l'indépendance de la vitesse de convergence par rapport au petit
parameétre €.

3 Application aux équations de Maxwell

3.1 Présentation des équations et du schéma

On g’intéresse maintenant & la résolution de phénomeénes électromagnétiques
périodiques. Ils sont régis par les équations de Maxwell qui s’écrivent dans le

RR n’ 3534



16 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

10 4
temps [periodes] temps [periodes]

- . L L i i gL VoY VoY Y Vo Y
60 62 64 66 68 70 6200 6202 6204 6206 6208 6210
temps [periodes] time [periods]

F1G. 1 — Convergence vers le régime périodique par la méthode classique

10
8l sl
6 6L
4t 4l
2 2
of / vﬁvﬁvﬁvﬁvﬁvﬁv o r‘/
2 2 . .
) 2 * empo poriodes) © . 10 0 2 * empo poriods] . s 10

Fic. 2 — Convergence vers le régime périodique par la MAL (Ao > 0)
(gauche : € = 0.01 / droite: ¢ = 0.0001)
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vide en I’absence de charges et de courant sous la forme:

H —
MOE + rot(E) = 0,

—

OF ﬁ
g0 — — rot(H) =0,

(41)

ou E = E(t,@) et H = H(t,Z) sont respectivement les champs électrique et
magnétique, j et €¢ la perméabilité magnétique et la permittivité électrique du
vide. Du fait de la redondance des équations de Gauss dans le modéle continu
pour des conditions initiales vérifiant ces contraintes, elles n’apparaissent pas
explicitement dans le systéme écrit ci-dessus. Le systéeme de Maxwell est un
sytéme conservatif et hyperbolique. L’approximation numérique utilisée repose
sur une méthode de volumes finis. On se contente donc ici de rappeler brié-
vement les grandes lignes de ’approximation utilisée. Le lecteur intéressé par
une étude plus détaillée pourra se référer par exemple a [19].

En dimension trois d’espace, une présentation des équations de Maxwell sous
la forme adimensionnée conservative donne:

Q+V-F(Q) =0, (42)
avec:
Q= t(Hm,Hy,HZ,EE,Ey, E.)
On note:
F(Q) = "(F(Q), R(Q), F5(Q))
avec:

F(Q)=*"0,-E.,E, 0,H,,—H,),
F2(Q) = t(Eza Oa _Eza _Hza Oa Ha:)a
F3(Q) = t(_Eya Ea:a Oa Hya _H:c)

On compléte (42) par des conditions aux limites sur la frontiére I' du domaine
de calcul €2 ainsi que des conditions initiales. On établit la formulation faible
de (42), aprés discrétisation du domaine de calcul. On obtient :

Volume (C;) (Qr)i + Y ®;; + termes de bord = 0 (43)

JEK(D)
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ou K (i) est 'ensemble des voisins du noeud ¢ et C; est la cellule centrée au
noeud i. Les termes de bord (condition aux limites de type métallique et condi-
tion absorbante) sont développés dans [20] par exemple. On donne ci-dessous
a titre d’indication I'expression du flux numérqiue que ’on obtient. On a:
Dy = 0(Qu.Qp7y) = LTI TG Ty 411 @, - Q).

ot F(Q, i) = mFi1(Q) + nFy(Q) + n3F3(Q) est une combinaison linéaire de
flux et A(7];;) la matrice jacobienne associée a F(Q, ;). Pour des raisons de
précision et de stabilité, nous calculons les valeurs aux interfaces des cellules
a l'aide d’une combinaison convexe des gradients hermitiens. Ce calcul est
réalisé en introduisant un parameétre de décentrage et les schémas résultants
sont connus sous le nom de (3-schémas. Les valeurs interpolées sont données
par:

Q=@+ 5101 - 20)(Q) - Q) +26VQ: 55},
Qi = Qj — %{(1 —20)(Q; — Q) +26VQ; 55},

ou S; sont les sommets des tétraédres.

On s’intéresse maintenant a la propagation d’une combinaison d’ondes planes
dans une cavité rectangulaire métallique semi-ouverte, en deux dimensions
d’espace. Le domaine de calcul sera un rectangle 2 =|0,25m[x]0,11m[. On
impose des conditions limites absorbantes sur la frontiére extérieure I'.,; et
métalliques sur la frontiére intérieure I';,;. Nous avons considéré le mode Trans-
verse Magnétique (H, = 0). Le champ incidant arrive de droite & gauche sur
la cavité métallique et il est donné par les formules:

ky ko -tk ky koa+k
H, = —preos(w(t — C|+k|yy)) — 75c0s(0.5 - w(t — CTk'yy))

eztky - kex+ky
Hy = +lgeos(olt - S50 +heos05 - B) (40

E, = cos(w(t — %)) + c0s(0.5 - w(t — %))’

oi |k| = w/c= w2, k, = —|k|, k, = 0. Nous avons utilisé un maillage struc-
turé en triangles, comportant une quinzaine de points par longueur d’onde
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%//////////////////////////////////’///////////’////////%

11m

25m

Fi1G. 3 — Cavité métallique rectangulaire semi-ouverte

(A = v/2). On décide maintenant de suivre I’évolution en temps de la compo-
sante H, du champ magnétique en un point a I'intérieur de la cavité métallique
et de I’énergie du champ électromagnétique. Dans un deuxiéme temps, nous

15
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I I I I
75 80 85 90 95 100
temps[periodes]

Fi1G. 4 — H,(t)-cavité rectangulaire

allons illuminer une cavité métallique circulaire par une onde harmonique. On
choisira comme domaine de calcul une boite 2 =)0, 11m[x]0, 11m[ et le champ
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FIG. 5 — Energie du champ électromagnétique-cavité rectangulaire

incidant sera donné par les formules:

k krx + kyy

H, = —--*% t— =2 Y7
|k COS(W( C|k| ))ﬂ

k, kr.x + k,y

H, = +— e L
Yy +|k|608(u)( C|k| ))a

krx + k,y
E, = BT
. cos(w(t oF ))s

(45)

avec les mémes valeurs des parameétre w, k,, k, comme dans le cas précédent.
On constate que les régimes périodiques sont trés difficilement atteints dans le
premier cas, tandis que dans le deuxiéme cas on n’observe aucune périodicité
(a cause de la géometrie plus compliquée). En effet, la méthode classique ne
permet pas de calculer des bonnes approximations des solutions périodiques,
méme pour des longs temps de calcul ( quelques centaines de périodes ). Dans
le paragraphe suivant nous allons appliquer la méthode (M AL) afin de calculer
des bonnes approximations des solutions périodiques.
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F1G. 6 — Cauvité métallique circulaire
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FIG. 8 — Energie du champ électromagnétique-cavité circulaire

3.2 Meéthode de I’absorption limite pour le systéme de
Maxwell

On présente maintenant la méthode (M AL) appliquée au systéme des équa-
tions de Maxwell. Comme dans la section précédente, nous introduisons une
perturbation proportionnelle au champ électromagnétique. Le systéme per-
turbé des équations de Maxwell en trois dimensions d’espace s’écrit :

AtV H + aa—lj + rot(E) = 0,
(46)

A(t)ﬁ+50%—f _ rot(H) =0.
Pour fermer le systéme, il faudra préciser I’évolution en temps de la fonc-
tion inconnue A(-), qui sera donnée par une équation supplémentaire du type
(36). Lorsque nous calculons des solutions périodiques du systéme classique de
Maxwell ( non-perturbé) par la méthode (M AL), on doit considérer les points
suivants:

(i) s’assurer que l’état périodique est bien atteint,
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(71) s’assurer que le parameétre \ converge rapidement vers zéro.

Le point (7) revient a la définition d’un bon critére de périodicité. Nous avons
d’abord utlilisé le critére proposé dans [21]. Si la solution est supposée harmo-
nique :

Qt, z) = Qo(z)cos(wt + @),
alors elle vérifie I’équation différentielle en temps:

42Q
W + (UQQ = 0,

ce qui donne:

2
/ (ﬂ) + w?Q%dx = const.
o\ dt

Nous proposons ici un critére basé sur un calcul en utilisant la norme L? du
champ @) et de sa dérivée temporelle % a chaque pas de temps. Le critére C*
est donné par:

Jo£(42)" (ndt) + w?Q(ndt) — (42)” ((n — 1)dt) — W2Q¥((n — 1)dt)}dx
Jod (42)" ((n = 1)d8) +w2Q*((n — 1)dt) }de |

Toutefois, si le champ @ n’est pas une onde harmonique, le critére C! ne sera
plus satisfait ( par exemple une combinaison de deux ondes planes ). Un nou-
veau critére, plus général, doit étre utilisé. On pourra prendre comme base
du critére ’énergie évaluée sur la totalité du domaine et a chaque période en
temps:

cl =

2(nT,z) — Q*((n — 1)T,x)}dx|
2 TY)) = ‘fQ{Q (TL ) ) > 1.
Q) o @ (- Tade "7
Finalement, le critére C? peut étre améliorer en calculant le résidu de la facon
suivante :

_ JolQ(nT,z) — Q((n — V)T, x)|" dz i
Jo @*((n—1)T,z)d =

C*(Q(nT))

RR n’ 3534
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Fi1G. 9 - H,/H, dans la cavité rectangulaire

Contrairement au premier cas, quand le résidu C! était calculé a chaque pas
de temps, on observe que les résidus C2, C? sont a calculer seulement & chaque
période. Maintenant, on peut completer le systéme (46) par I’équation :

% +R(C(H,E))-\t) =0, t >0, (47)

avec la condition initiale:
)\(0) - )\0,

ou R = X[ ny- Nous reprenons maintenant les expériences numériques du
paragraphe précédent, en utilisant (46) et (47). On a choisit comme valeur ini-
tiale Ag = 0.1 pour la cavité rectangulaire et \y = 0.5 pour la cavité circulaire.
Comme résidu nous avons utilisé C? pour la combinaison d’ondes planes et
C! pour 'onde harmonique. Nous présentons 1’évolution en temps des compo-
santes du champ électromagnétique. On constate que les régimes périodiques
sont bien atteints, aprés une cinquantaine de périodes, les résidus étant de
I'ordre de 1073.

Au méme temps il faut s’assurer que les solutions obtenues vérifient le systéme
classique de Maxwell, ce qui revient & une décroissance rapide du parameétre A
vers zéro. En effet, on observe des valeurs de I'ordre de 10™° pour ’absorption
A aprés 150 périodes.
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F1G. 10 — H,/H, dans la cavité circulaire

0.012

0.008

lambda

0.006

0.005 -

0.004 L L . L 0
50

0 65
temps [periodes] temps [periodes]

FIG. 11 — Résidu C' /paramétre X dans la cavité circulaire

RR n° 3534



26 Mihat Bostan et Frédéric Poupaud

4 Application au systéme de Vlasov-Maxwell

On propose dans cette partie d’effectuer quelques expériences numériques pour
illustrer la précision et la vitesse de convergence vers les régimes périodiques
de la méthode (MAL) appliquée au transport de particules chargées soumises
aux champs électromagnétiques.

4.1 Présentation des équations

Le modele le plus général pour la simulation du transport de particules chargées
sans collisions repose sur les équations couplées de Vlasov et de Maxwell:

Of +0-Vof + H(E+vA (moH)) - Vof =0, (48)

m

oH ;
po —— + rot(E) = 0,

ot
(49)
OF - -
E‘OE - T'Ot(H) = —j,
ol le couplage est donné par la densité de courant:
jtw) = [ af(t 2, v)dv. (50)

Ici (t,z,v) représente le temps, la position et la vitesse, f est la fonction de
distribution de particules chargées, (E, H) est le champ électromagnétique.
Pour I'approximation numérique des équations de Maxwell, on utilise la mé-
thode volumes finis introduite dans le paragraphe 3.1. L’équation de Vlasov
(48) est approchée numériquement en utilisant une méthode déterministe qui
repose sur une approximation de la fonction de distribution f par une combi-
naison de fonctions de Dirac:

flt,z,v) = ’;wkfké(x—xk(t)) ® d(v — (1)), (51)

ou N et le nombre de particules, w; est le volume dans I’espace des phases
de la cellule associée a la particule k et f; est le poids de la particule k. Les
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fonctions (xx(t), vi(t)) vérifient le systéme différentiel:

dl‘k
E = ’Uk(t),

(52)
% - %(E(t’ 2y, (1)) + vk (t) A (poH (¢, zx(1))))-

La densité de courant s’écrit :

=2

jt,z) =q Z wi frU ()6 (x — 21 (2)).

Le champ électromagnétique dans chaque point x(t) est interpolé a I’aide des
fonctions P! et la densité de courant au noeud S; du maillage est calculée par:

jt.s) = 5 [t

45~ b
— v Z wkfkvk(t)(ﬁi(mk(t))’

i =1

ou V; = [ ¢;(x)dx et ¢; est la fonction P! associée au noeud S;.

4.2 Reésultats numériques

Nous présentons dans ce paragraphe les solutions numeériques obtenues, dans
un premier temps, par la méthode classique ( A = 0 ) et dans un deuxiéme
temps en utilisant la méthode (MAL). Le domaine de calcul sera une boite 2D
rectangulaire ]0, 1m[x]0, 1m[ et on considére le mode Transverse Electrique
(E, = 0). On impose des conditions limites absorbantes et métalliques comme
indiqué dans la figure. Deux espéces de particules chargées sont injectées dans
le domaine, par la partie gauche de la frontiére absorbante, a la fréquence de
résonance de la boite:

™2
\/50M0'

w =2ty =
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F1G. 12 — Cawvité métallique/absorbante

Les fonctions de distributions des deux espéces de particules sont données par:

—le|(2 + cos(wt)) - (v —3), = =0,v, >0,
ge(t,m,v)z{o"( )-8l =3), 2= (53)

+le|(2 + sin(wt)) - (v —3), = =0,v, >0,
R e (54

Plusieurs expériences numériques ont, été faites, selon la largeur de la bande
d’injection qui jouera le role du petit parameétre € introduit dans la section
2.1, compte tenu du fait que les conditions limites absorbantes ont un effet
dissipatif. En utilisant la méthode classique (pas de perturbation, A = 0) on
observe un bon comportement des solutions périodiques aprés une dizaine de
périodes si la frontiére absorbante represente 50% de la frontiére totale. Si Iy,
est réduite & 20% ou a 10%, des difficultés apparaissent pour capter les solutions
périodiques. Nous avons représenté les solutions calculées sur un temps de
l’ordre de quelques dizaines de périodes, mais en effet, les régimes périodiques
semblent trés difficilement a atteindre méme pour des grands temps de calcul
(des centaines de périodes).

Dans le deuxiéme cas (MAL, A > 0 ) des bonnes approximations des régimes
périodiques sont obtenues aprés une dizaine de périodes, méme dans le cas de
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FIG. 15 — Energie électromagnétique, Ao = 0, CLA = 10%

[us réduite & 10%. L’indépendence du temps de convergence par rapport au
facteur dissipatif confirme les résultats de la Proposition 4. Nous avons suivi
aussi ’évolution en temps du paramétre A, afin de justifier la convergence
des solutions du systéme perturbé vers les solutions du systéme classique de
Vlasov-Maxwell. Nous observons des valeurs trés petits A ~ 10™* aprés une
vingtaine de périodes.

5 Conclusions

Le but de notre étude était d’obtenir une méthode pour calculer les régimes
périodiques des systémes de Maxwell et de Vlasov-Maxwell, en minimisant si
possible la diffusion numérique tout en conservant en cotit en temps de calcul
raisonable. Pour cela nous avons introduit une perturbation proportionnelle &
un petit paramétre A\ dans les équations du systéme de Maxwell affin d’accélerer
la convergence vers les régimes périodiques. L’évolution en temps du parameétre
A sera décrite par une équation dont le réle sera de diminuer la perturbation
au fur et a mesure, selon un critére de périodicité. Une étude théorique de la
méthode (MAL) a été présentée dans le cadre d’un cas modeéle 1D ainsi qu’une
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estimation de la vitesse de convergence, qui a été validée par des résultats
numériques. Les expériences numériques réalisées par cette méthode prouvent
son efficacité pour des simulations en électromagnétisme et en transport de
particules chargées.
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