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(a) both chains are splitted. (b) where it is impossible to reach the lower bound.

� �

� �

� "���� ����� ��� ���
	 � ��� � "���� ���� �� ���
	 � ���

)+*-, �bª � < �%�
 ?�� �@� � > ������� � �
�!� > �� ���
� .�E�Õ �

Ê7���=� �_�D��£®�*Ýq§HÃÂ��ÃÁ�e§F�|Ê �*'XÒD��¥�q�*×q�F�|Ö¥ÃÂ§Dµ2�e§H�����e¯	�|ÊM0B2 9 Ê7���=��L���_�/L  �	���+�|�
���D���_¡É�D��£®�DÀÂ��Ê7�|�e�ÅÃÂ¯DÀÁ���|§q£FÃÂ§q¡U���|�=���|��_�D�2�	���+�|�Å�q�0§XÊ7���e� � ' ��� �*' � >eÒ

�q����A��9 ¯q���_�D�2§®�D�X¯q����|Êf���e¯ �PÊ7���=��¡É� �0ÃÂ§�0B2:9��e§�L  ÃÂ§	�_�DÃ�����¡¢�D�|£®�HÀÂ�+Òqæ�¯¥Í
Ö®ÃÁ�e�DÀÐ���+×¥���D�t�����0�_� A  4 ���=¯q�MÊ7���=��¡É� �0ÃÂ§�032 4Ô�=§�L  ×D�0§ £ A  4 ��A �9 E � ' � >eÒ ��
£®�*Ýq§HÃÂ��ÃÁ�e§	�0Ê A  4 ×D���|£¥�q¡*ÃÂ§Hµ����D�2§¥�D�$¯q���Ô�|Êf���e¯q�Ê7���=��0B254%�e§�L  ��e�HÀ�£ÈÃÁ§q¡*�_�|�e�Å�
���D�Ä¡*�e���DÀÂ���_ÃÂ�=§¦�_ÃÂ�F�y�0ÊD0B254f¯°�t�+�e§q£ �*'XÒ$�+ÃÁ§q¡*� �%��q��Ö+�MA  9 =rA �9 ×|���D�t§�����£®�q¡*ÃÁ§Dµ
���D��§¥�D�$¯q��� �0ÊÞ���e¯q��Ê7���=�~0B2 9 �e§�L  �%�e�DÀÐ£�ÃÂ§q¡U���|�=�������D��¡*�=�F�DÀÁ����ÃÁ�e§��_ÃÂ�F�%�0Êw0B2 9
¯q���+�e§q£ �*'��=� �%��ÀÂÀ Ò®��H�����*Ê7�=���+×¥���D���_¡É�D��£®�DÀÂ�ÌÃ���e�H��ÃÂ�@�0ÀBÒ

� � �#��� �È/t� �È��"	� �0�f� ��� 
��Ó� 
 �#��� �	/�� � "��g���g,2
¦� �t���

�Z��§D���½�Å�D���½�2��ÃÁ�F�DÀÂ�%�D���D�_Ã��Å��Ã�¡�Ê7�e�Ô���H��µ=��§D���Ç�0ÀD�D�_�e¯DÀÁ��� �|Ê �_¡É�D��£®�DÀÂÃÁ§Dµ2ç¤ÜÔ�
¡É� �0ÃÂ§ ���=§i�H§DÃèÊ7�=��� �D�_�¥¡*�|���Å�e�Ç�*Ò ��D�X�D���D�_Ã����_Ã�¡�µ=�q�0�Ç�0§¥�����|�¤�_�q�0�2ÃÂ�Ç�2���eÀÁ�D��ÃÁ�e§q�2�|���
��ÃÂ�_�DÃÂ§�ÕYO �*>l�D§DÃÂ�Ç��Ê7���=� �=�D��ÃÁ�$�D�ÓÒ�2B�FÃ��X¯q�e�Å�|£��e§ �0§��|ÀÂµe�=��ÃÁ���D� µeÃÂÖ+�t§�¯¥�
���e§��|�|ÀÂ�����|§q£ �¥�|�D§DÃ ,ü0.bÊ7�e����¡¢�D�|£¥�DÀÂÃÁ§Dµ��D���t���F�D�_ÃÂ¯DÀÁ� ���e¯q���0Ê%�|��¯DÃÁ���Ç�0����ÀÂ��§Dµ=���	�e§
�D§DÃËÊ7�e��� �D���¥¡*�������=�¢�UÒ

��� '®á ��'¥º � 	I���A���D�+� �
� � �T.[�9�^�&.�� ����	 �A�+� > ����� ���
� monpi @ U/E >F6ki:2qÚ�Ces 6yu�U/E
>!n 0�Q,RTS-> ��� > �
	3�
� �
� > �&� � �
�B�Y�������	 > � ���
� � > �&�%�0�\�!� �����F���
	3� � � Õ�O ��> �

� �0ágá
	����q���¤�q�Ì¡*�e§q�ÅÃ�£®�t�¤¡¢�q�0ÃÁ§q� 032 4 6�7879786:032 ; �e���D�_�����F�H��ÃÂ¯HÀÂ�Ô���=¯q� >^6 7878796:. ��ÃÁ���
���D�tÃÂ�2ÀÂ��§Hµe��� �¦�|¿+�q�0ÀMA 4 6�7879786:A ; ���|�Å�q�|¡*��ÃÁÖ+��ÀÂ�ôÒb���H�DÀÂ���_�D�	�0ÀÁµe�=��ÃÂ�_�D� �0Ê ���=§��|�0ÀÁ���

J�J ùLK=MAN!OAP



³e³ � 	��F������� "=�A��� �
� �
	 ��� � > � �
 

�0§q£ �¥�0�H§DÃL,ü0.°Ê7�e��mon u'�¡ |s�nv0�QwR�S¤�_�$�_�D�|���\.����=¯q�*Ò�2B§	���D�Ì���|�Å�DÀÂ�_ÃÂ§DµX�_¡É�D��£®�DÀÂ�ô×®�_���
� ×°�_���DÀ��=¡*�����=¯�C¯®�	ÃÁ�¢��¡*�e�_���|�Å�°�=§q£®ÃÁ§Dµl¡É�q�|ÃÂ§�0B2 @ ×b�D���t���F�D�_ÃÂ§Dµ����D�Xç¤ÜÔ� ���=¯q�¤�0Ê
0 � @ ÃèÊ�§H�|¡*�|�_���0�_�+Ò ��®� �¦�e¯H�¢�0ÃÁ§DÃÂ§HµZ��¡¢�D�|£®�DÀÁ� � � Ò 4 �_�e� � � ×y£®��ÀÂ�t���X�0§¥�`ç¤ÜÔ�½���e¯
���q�|�¤��ÃÁ���D���%Ã����D���t���F�D�_�|£��=�2���Ç�0�_�¢�����+�F�|�|��ÀÁ�$Ê7�e�Ì�$¡U�e�F�X�D§DÃÐ¡��0�_ÃÂ�e§�£®��ÀÐ���F�0ÊÔ�=§D�
��ÃÁ�F���D§HÃÂ�2���	¯q��Ý �¦¯q��� �%����§����H�¤���=¯ �|§q£iÃÂ�Ç��ÃÂ���F�|£®ÃÐ�0���2�D�_�|£®�|¡U�|���Å�e�2�_¡É�D��£®�DÀÂ��£
�e§`�0§D�=���D�t�¤�D���¥¡U�|���Å�e��Ò ��D�X�|ÀÂµ=�e��ÃÁ���D���|Ê/���e§����0ÀÂ� ���0§ £ �¥�|�D§DÃ��t§q���D�_�|���_�q�0�¤�_�D�
§®�H�$¯q�����0ÊPç¤ÜÔ�����e¯ �¦£¥��ÀÂ���_�|£@Ê7�_�e� � � £®�+�|�¤§D�=�2���D¡U���|£�Õ���O � >��¢Ò ��¥�q�*×bÃËÊ ��
�e£D£�Õ���O ��>��#���e¯q�¤�|���_�D�2��§q£	�0Ê%�_¡É�D��£®�DÀÂ� � � �������Ç�0�����0�B0��?A � >��|§q£ÈÝq§DÃÐ���	¯¥�
0���A �»Õ�O ��>¦�=§��_�D�¤Ê �e���_�|�����D�_�¥¡*�|���Å�e�/��ÃÁ���	ÃÂ�Ç���0§¥��ÃËÍÅ�Å�°�t�|£È�|¿+�q�|Àg���l�e×D���H��§���
¡��0§	�|�=��ÃÁÀÂ�X���*Í;�0�_�¢�0§Hµe�2���D��ç¤ÜÔ�����=¯q�PÃÁ§F�|�=¡É�	¡¢�q�|ÃÂ§F�_���e¯D�Ç�0ÃÂ§l�¦Ê7�|�=��ÃÁ¯DÀÂ�2�_¡É�H�|£®�DÀÁ�
Ê7�e�Bm/n i @ U E[>F6ki:2qÚ�Ces 6yu U E[>�nv0 QwR�S ��ÃÂ���	�	���+�|��� �0§F§D�=���t�D¡*�t�|£®ÃÂ§Hµc0 � A � Õ�O ��>=Ò
��D�X�0¯q�|Ö+�X�0�H�D���ô�e¡¢�Z¡��0§�¯q��ÃÂ���DÀÂ���X��§¥���t£$ÃÂ§��_ÃÂ�F�\� �T.[�9�^�M.������DÃÐ¡É�lÃ����|�_����§¥Í
��ÃÐ�0ÀÂÀÁ�$�_�D�2��ÃÁ�F���_�|¿+�DÃÂ�_�|£$¯¥�F���D���|ÀÂµe�=��ÃÁ���D� �|Ê����e§����0ÀÂ� ���|§q£ �Þ�0�D§DÃ Ò

�Z�F��§q£Z���DÃÐ�����|¡*�_ÃÂ�=§ ��ÃÂ�_�»����ÃÁ�F�DÀÂ���=¯q���t��Ö=�0�_ÃÂ�e§ ���q�|��×y¡*�e§¥���Ç�0���Z�����=�D��ÃÁ�	�0À
��¡¢�D�|£®�HÀÂÃÂ§Hµ �|ÊXç¤ÜÔ�5¡É�q�|ÃÂ§q�F�=§K�D§HÃèÊ7�e�_� �D���¥¡U�|���Å�e�¢����ÃÂ�_�K�D§HÃÂ�l¡*�e���$�D§HÃ�¡��|��ÃË�e§
£®��ÀÐ���H�*×��=�D��ÃÁ�	�0À��_¡É�H�|£®�DÀÁÃÂ§Dµ��|Ê�ç¤ÜÔ��¡É�q�|ÃÂ§q���=§½Ã�£®�t§®�_Ã�¡��|À�D�_�¥¡*�|���Å�e�Ç� ��ÃÂ�_���D§DÃÁ�
¡*�e���$�D§HÃ�¡��|��ÃÂ�=§X£®��ÀÐ���H�Ã��§H�e�Ì� *f�|¡*�_�|£F¯®�F�_�D��£®��ÀÐ���H�*Ò

� � ¸�' ��� �¥â�Kmá:LI� ����� > �&�
 @ @	3� ���&� > ���
� � �'��Y� � ��� �%�A�B��� ��� > �!? > �� @���= @���
� � ?��
� �
���
� Lcn i @ UMEl>^6 i:2qÚ�Ces 6euYUMEl>�nv0�QwR�S �

� �0ágá
	����q���g�q�g¡*�=§q��ÃÐ£®���b�_�D�����ÀÁÀèÍ �®§H����§ 5�¡�¾¤�0�Hµe�¥���e§#Øü�°ÀÁ������f¯°�=�D§q£2�0Ê'�����;�YA 4 6 �eA ��O � �
Ê7�e�����D���D���=¯DÀÂ�t� ,ü²0.BÒq��§¥�	¡¢�q�0ÃÁ§ 032 @ ��ÃÁ����A @ E �¡���;�YA 4 6 �eA ��O � ��¡��|§�¯q���_¡É�D�UÍ
£®�DÀÁ�|£ �=§�� ��ÃÁ§DµeÀÁ���D�_�¥¡*�|���Å�e�t×�|§q£����¥�q�*×���ÃÂÀÁÀ����|¿+�DÃÁ���	§D�»¡*�=�F�X�D§DÃ�¡t�0��ÃÁ�e§gÒ 4D�D�ÅÍ
���D�t���F�=���+×�_�D� ���¢�0�¥ÍÅ�|���e�H§q£����DÀÁ�iÀÁ�|��Ö+�|�F�0�lÀÂ�|�=���	�e§H�i�_ÃÂ�F���D§HÃÂ�	¯q��� �����§½�_�D�
���e¯q�	�0Ê��0§¥�½¡¢�q�0ÃÁ§[0B2 @ ��ÃÂ���[A @ < �����;�YA 4 6 �eA ��O � � �_¡É�D��£®�DÀÂ��£ �e§ �"�%�»£®ÃËÊ�Í
Ê7�����t§®�Ô�D�_�¥¡*�|���Å�e�Ç� ���DÃ�¡¢�	�0ÀÁÀÂ�����M�t§D�e�Dµ=�F��ÃÁ�F�Ê7�e�Ä¡*�e���$�D§HÃ�¡��|��ÃÂ�=§gÒ=��®�q�U×®�_�D� 5�¡¢Í
¾¤�0�Hµe�¥���e§#Øü�MÀÁ������ ¯q�e�D§q£�£®�+�|�M§H�e�Ô§D���|£��_�2¯°�����H¡*���|£¥�|£¦ÃÁ§$�=�D��ÃÁ�	�0ÀH��¡¢�D�|£®�HÀÂ�|� Ê7�=�
LZnpi @ UjE[>F6ki:2qÚ�Ces 6yu�UMEl>�nv0�QwR�S+Ò

¢ ) J�¢ �



���������
	
������������
���
���
������� ���
�! #"$���%�!���&���
�'� ³eª

� � ���	�%/�"��F�t� � ����� 
����F�

�Z�	���H���%�|£ ÃÁ§ ���HÃ����q�|�°�t�$�_�q�0�X���D�	�D�_�e¯DÀÁ��� �0Ê���¡¢�D�|£®�DÀÁÃÂ§DµZ¡¢�q�|ÃÂ§q���|Ê2ç¤ÜÔ�
���e¯q���e§	�D§HÃèÊ7�e�_�!�H���¥¡*�|�_���=�¢����ÃÂ���@¡*�e�F�X�D§DÃÐ¡*�|��ÃÁ�e§X£®��ÀÐ���D�Ô�����FÃÁ§DÃÂ�FÃ����%�	���+�����q�|§
Ã���¾¤�&Í �q�0�Ç£FÃÂ§F�_�D�2���_���=§DµX����§ ���+Ò �i�¤�H���e�q�ô���|£l����ÃÂ���DÀÂ���D�t�D��ÃÐ����ÃÐ¡P�_�q�0��µ=��§D���Ç�0�_�|�
���=ÀÂ�D�_ÃÂ�e§ � ��ÃÂ�_�DÃÂ§XÕYO ��>Ô�D§DÃÂ�Ç� Ê7���=�¨�e�D�_ÃÂ�X�D�KÊ7�e�y���D�%�D���=¯DÀÂ���Ó×|�0§q£��|����¡*�D�_����§¥��ÀÁ�
��=� �¥ÃÂ§DµX�e§l���D���D�_Ã����_Ã�¡
��ÃÁ���l���@�0ÀÂÀÁ���Ô���q�|§�ÕYO ��>2�0¯ ���eÀÁ�D���������_�e�tÒ
�Z�%�0À��Å��ÃÁ§®Ö+������ÃÁµ+�|���|£¤���H��Å���_�q¡*���H���Ô�0Êq�=�D��ÃÁ�	�0À¥�Å�eÀÁ�D��ÃÁ�e§q�bÊ7�e� ���D�Ô� ����D�_�¥¡*�|���Å�e�

�D���=¯DÀÂ�t� �|Ê%��¡¢�D�|£¥�DÀÂÃÁ§DµX¡É� �0ÃÂ§ �P�|Ê�çÌÜM�`���e¯q�
��ÃÁ���l¡*�=�F�$�H§DÃ�¡��|��ÃÁ�e§�£®��À����H�*×����D�t���
�e§D�Ì�D���¥¡*�������=�ÃÐ��ÚFÏmÃÁ§®�_��µe���UÑg��ÃÁ�F�|�bÊ �e�Å�����Ô��� �0§F�_�D���=���D�t��Ò+��DÃÐ��ÃÂ§¥Ö+�|���_ÃÂµ+�|��ÃÁ�e§�ÀÂ���e£
���X�2ÀÂÃÂ§H�|�0�%��ÃÂ�����e�D�_ÃÂ�FÃ%�|�0�_ÃÂ�e§X�|ÀÂµ=�e��ÃÁ���D��Ê7�e���_�DÃ��%¡��e�Å�+Ò �����%��Ö+���t×0�_�D�2¡*�=�F�DÀÂ�t�®ÃÁ���
�0Ê%���H���D���=¯DÀÂ��� Ê7�=�2�0�_¯DÃÂ�_�¢�0�_�	�¢�0�_ÃÂ�=§q�0ÀÔÚF�_���	�0ÃÁ§q���e�q��§gÒ,�+�	Ã������D�-¡*�e���DÀÂ���¥ÃÂ�Å�X�0Ê
���D��� �%�F�D���¥¡U�|���Å�e�2�D���=¯DÀÂ�t� �|Ê��_¡É�D��£®�DÀÂÃÁ§DµX�����t�|�P�|Ê�ç¤ÜÔ� ���=¯q�/��ÃÂ�_�Z¡*�e�F�X�D§DÃÐ¡*��Í
��ÃÁ�e§�£¥��À����H�*Ò

��ã��$L&á*+Xä ' .��bº ' L°â
��DÃÐ�$�������|�|�¢¡¢���0Ê��_�D��Ýq�¢�Å�l�0�D�_�D�e�	�q�=�$¯q����§����H�D�q�e���_�|£½¯®� ¾ �¥ÜÔ��é ���Ç�0§¥�

æ �¤�LE¥�FEe«=Þ¬�«®×Ô�0§ £ ¯¥���$µ=�¢�|§®�¤Ê7���=� �_�D�G4D�e§q£D�|��ÃÁ�e§ �¥¡*ÃÂ�t§®�_ÃèÝf¿+�D��£®�c�q�+�=§i�t�2£®�
�+�q£ÞÍ;ÜÔ���tÒ

���)+��� ���	����

,Â�A.���§È�|Ö+���_Ö®ÃÁ���½�0Êy���H�����q�e¡¢�D�2�D�������|¡*��×¥�®�_��� 1H�H �����ÍÅ�|�q�e¡¢�D�+ÒßÃÂ�	�|µDÒ Ê7�
,ü³0.�DÒ ���Ð�	��� ��Ã�¡ �+× 4Ò����HÃÂ§q�|§q£b× �¤Ò¥�&��§��+×ô�0§q£���Ò®�g���H���_�¢�|��Ò �Þ¡É�D��£®�DÀÂÃÁ§Dµ2¡*�=�F�DÀÁ�����

�_�������M�e§	� ����H§DÃèÊ7�=�����D���¥¡*�������=�¢� ��ÃÁ���l�0�_¯DÃÂ�_�¢�0�_�F�Å�q���|£F�¢�|��ÃÂ�ô���0§q£	¡*�=�F�X�D§DÃèÍ
¡t�0��ÃÁ�e§Ó£®��À����H�*Òy���D¯D��ÃÂ���_�|£$�_��
 �����
�A @� > ���
� "$� �0�!� �&���������� > > ���'� Ò

,üª0.�� Ò����q¡ �+���t× DÒ ���D��ÃÁ§��b×t�0§q£ �¨Ò	¤�D¯DÃ����bÒ �¥¡É�H�|£®�DÀÁÃÂ§Dµ ���=¯q� ��ÃÁ���2�D§DÃÁ�g�D���¥¡U�|���ÅÃÂ§Dµ
�_�|¿+�DÃÂ�_���F��§¥�¢���|§q£i¡¢�q�|ÃÂ§Z�D���|¡U�|£®��§q¡U�|�P�=§i� �%�È�H§DÃèÊ7�=��� �	�=¡É�DÃÁ§D�|�UÒ2� �|¡¢�D§DÃÐ¡��0À
�����q�e�_����²=®×�æÌ�Å§q�0¯D���q¡ �+���X��¡¢�D��ÃËÊ7����§ ���H� 5��|���D���@�0��Ã%�b×%��±=±e®ÒÄ� �»�|�D�q�|�0��ÃÂ§
� � > ���� @� > ���&��� � � > ���0�%��� ����� ×g�t±e±=±®Ò

,Ù´ . �Ì�|¯°���2×���Òü¾�Ò ��§��|ÀÂ�F�ô����Í ÀÂÃÁ§D�|�|�	�0ÀÁµe�e�_ÃÂ�_�D� Ê7�=��� ��|ÍB�D�_�¥¡*�|�_���e�l�_¡É�D��£®�DÀÂÃÁ§DµDÒ
� �
	3�!� ��� 9 �&���0�?�L�L�
 ?�	 > � � �
���:� ³e±¥×&�t±e²e³¥×°�H�gÒb¬|=�Í_¬|²�E¥Ò

J�J ùLK=MAN!OAP



³0´ � 	��F������� "=�A��� �
� �
	 ��� � > � �
 

,ü«0. 5 ÒÛ�¦Ò �¤�|�����Z�|§q£ ��Ò �qÒ e�e�D§q�Å�e§gÒ �L�
 ?�	 > �A� �D�
� �B��� > � �
� > �Y�F� �� > � 	�9 �
	3��� � > �
> ��� > �����
�:�G� � 	 " � �&�
 ?�� � > �A� � �&� Ò �¨Ò ��Ò 4D�_�����	�|§g×¥¾������M�=� �f×g��±+¬|±®Ò

,ü0.��¤Ò����e§��|�|ÀÂ���@�0§q£ �qÒ��¥�0�D§HÃBÒ������t���F�D�_ÃÂÖ+� �Þ¡É�D��£®�DÀÂÃÁ§Dµ	�0Ê�ç�§DÃËÊ7�e��� ���_�¥¡*�|���Å�e�
�ô�D�Å�����	�UÒ � �
	 �A� ��� 9 �&���0�?� �L�
 ?�	 > � � �
���:� ³e«®×g�t±Þ¬�²®×b�D�#Òb¬|e�Í�¬�²�E¥Ò

,è¬�. �¨Ò 	¤�D¯HÃ����fÒ æ��D��ÃÁ�	�0À%��¡¢�D�|£¥�DÀÂÃÁ§Dµ��|Ê¤�D§HÃÂ��Í ��ÃÁ�F�X�¢�e� �D���=§»�"�%���D§DÃËÊ7�e��� �D�_�0Í
¡U�|���Å�e�¢�¤�D§ £®���¤�_�����*Í ÀÂÃ%�+�¤�D�_�|¡*�|£®�t§q¡*��¡U�e§q�Å���¢�|ÃÂ§¥�¢�UÒ�� �A� > ���&���!� � > �6��� � ��?��A� � > ���
� �
�7� �0���
� �&� ×Dªeª31Ù´ô³eª �ô´+ª+¬+×��t±e²e±¥Ò

,ü²0.��2Ò 5�¡�¾¤�0�Hµe�¥���e§��¥¡¢�D�|£®�HÀÂÃÂ§Hµ���ÃÂ����£®���e£®ÀÁÃÂ§D�|� �0§ £¦ÀÂ�ô���bÊ7�D§q¡*�_ÃÂ�=§q�*Ò � �
���F� �A C�A� >
� �F� �A� �!� ×# 1Â� �q�t³®× ��±e«=±®Ò

,ü±0. �f����ÀÁ����×qÜ�Ò � Ò ,Á��±=²e³%. 1q�����������D��ÃÁÖ+�¤�_¡É�D��£®�DÀÂÃÁ§Dµ��|Ê��H���|¡*��£®��§q¡*�UÍÅ¡*�=§q���_�¢�|ÃÂ§D�|£Ì���e¯q�
�=§��q�0�Ç�0ÀÁÀÂ��À �	�e¡¢�DÃÁ§D�|�*×¥ÃÂ§ 1 �������q���_����×�5 Òü��Ò ��ÒÂ×��q��§q�Å���Ç�®×$DÒ 	�ÒÁ×q�PÃÁ§D§D�+�|� 	2�|§g×
��Ò ��Ò���Ò 1 �������t���FÃÁ§DÃ��Å��Ã�¡��|§q£��Å���¥¡¢�q�e�Å��ÃÐ¡¦�_¡É�H�|£®�DÀÁÃÂ§DµH×D����Ã�£®�tÀB× ���e�Ç£®����¡É�¥��Ò

¢ ) J�¢ �
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