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A Non Incremental Homogenization Method for
Elastomer Structure
Proof of convergence

Abstract: In order to simulate the mechanical behavior of non linear elas-
tomeric structures, we use a homogenization technique which induces non lin-
ear problems. This report presents a non incremetal solving method which
allows to reduce the computational costs. We prove the equivalence between
the solving method and a Newton-type method, which allows to prove the
convergence, under realistic assumptions. Numerical results on a composite
illustrate the performances of this method.

Key-words: Homogenization , hyper-elastic structure , non incremental
method, Newton type method
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1 Introduction

L’utilisation des élastomeres, afin d’assumer des téches de suspension et/ou
de liaison, est devenue de plus en plus fréquente dans les industries aéronau-
tiques, ferroviaires, automobiles et spatiales.

Afin d’accroitre les performances mécaniques de tels matériaux, il est désor-
mais classique de leur adjoindre des éléments renforcants (fibres, tresses, noirs
de carbone ...). Il devient alors tres difficile d’estimer les bénéfices a espérer de
ces associations. En effet, les méthodes numériques qui calculent la réponse de
tels milieux & une sollicitation sont complexes et cotiteuses en temps de calcul.

Les premiéres méthodes développées a cet effet ont consisté en des mé-
thodes dites d’encadrements (Willis, 1981 [24]; Triantafyllidis, Maker, 1985
[23] ; Talbot, Willis, 1987 [22]) qui permettent d’obtenir a de tres faibles coiits
numériques une estimation de la densité d’énergie équivalente de tels milieux.
Malheureusement ces méthodes ne permettent pas d’obtenir de maniere pré-
cise des informations relatives au champ (contraintes et déformations) régnant
au niveau des hétérogénéités, lesquelles seront requises par la suite pour ap-
préhender les phénomenes d’endommagement susceptibles d’apparaitre.Enfin
la précision de ces encadrements est parfois mal définie.

Afin de pallier & ces diverses difficultés, et en supposant une distribution
au moins quasi-périodique des renforts, on se propose d’utiliser la technique
d’homogénéisation des milieux & structure périodique fine qui permet de don-
ner un sens tout a fait précis a toutes les quantités manipulées.

Néanmoins, les problemes d’homogénéisation qu’il convient de résoudre
alors sont des problemes non linéaires (non linéarité due au comportement
des matériaux) de sorte qu’il est nécessaire de mettre en ceuvre une technique
de résolution adaptée a ces problemes.

A cet effet une méthode incrémentale a déja été developpée, et a montré
la faisabilité de la démarche quant a la quantité et la qualité des informations
mécaniques microscopiques fournies (Devries, 1997 [14]) . Malheureusement,
comme toute méthode incrémentale, elle nécessite de considérer un nombre suf-
fisamment important d’incréments pour assurer la convergence de 1’algorithme
(Bernadou et al., 1982 [3]). Bien évidemment ce grand nombre d’incréments
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4 M. Brieu , J. Erhel

génere des coiits de calcul importants, de sorte qu’il est apparu nécessaire de
développer un autre algorithme de résolution plus performant en terme de
cotits de calcul.

Notre choix s’est porté sur une méthode initialement développée pour trai-
ter des problemes non linéaires de type plasticité (Ladeveze, 1986 [18]). Elle
consiste en un algorithme non incrémental de résolution dont le principe re-
pose sur le découplage des équations (linéaires et non linéaires) constitutives
des problemes & résoudre. L’utilisation de cette méthode de résolution aux
problemes d’homogénéisation de structures hyper-élastique permet d’obtenir &
des cotits de calcul extrémement intéressants la réponse de telles structures a
des sollicitations données (Brieu, Devries, 1998 [7]). Toutefois la convergence
de cette méthode n’a pas, dans ce cas, encore été démontrée.

Le propos de cet article est ainsi de montrer la convergence de cette mé-
thode non incrémentale de résolution, appliquée a des problemes d’homogénéi-
sation de composites a matrice élastomere.

La premiere partie de cet article consiste d’une part en une présentation
de la nature du probleme, et d’autre part en la mise en ceuvre de la technique
d’homogénéisation des milieux & structure périodique fine.

Apres avoir montré ’équivalence entre le probleme hétérogene et le pro-
bleme d’homogénéisation, nous présentons dans une deuxiéme partie la mé-
thode de résolution retenue, ainsi que les opérateurs de mise en ccuvre H et
H™ retenus.

Apres avoir exprimé cet algorithme au niveau discret, nous démontrons
dans une troisitme partie que le choix particulier des opérateurs HT et H™
implique ’équivalence de cette méthode non incrémentale avec la méthode de
Newton, ce qui nous permet de conclure quant & la convergence de la méthode
non incrémentale.

Enfin dans une quatrieme partie, ’étude d’un certain type de composites
permet de montrer quelques résultats mettant en évidence les performances de
I’algorithme.

INRIA



Convergence d’une méthode non incrémentale d’Homogénéisation 5

2 Présentation du probléme

2.1 Probleme hétérogene

On considere un probleme d’hyperélasticité en quasi-statique posé en confi-
guration lagrangienne Q2 (ou configuration de référence) d’'une structure forte-
ment hétérogene. On suppose les efforts volumiques négligeables.

On cherche (T¢, U*) solution de:

( div,Tc =0 dans Q2

T = giF(m, F°) dans Q

(1) 5 Fe=1+V_,U? dans
T(N)=g sur 05,
 U=U sur 0€),

ou div,, V sont les opérateurs divergence et gradient par rapport a la variable
d’espace x, N la normale unitaire extérieure a 9 (bord de §2), 09, la partie
de 0f2 ol des efforts sont imposés et 0€), la partie de 02 o1 des déplacements
sont imposés.

Comme chaque constituant est considéré comme homogene et isotrope, on
peut exprimer (Rivlin, 1948 [21]) pour chacun de ces matériaux leur densité

d’energie e° en fonction des invariants %1, 9, 3 du tenseur des dilatations C,
out C ="'F°F®

le = detC
1
et iy = 5[(detC)2 — det(C?)]
i3 = tT(C)

avec 'F¢ le transposé de F¢, detC le determinant de C et tr(C) la trace de
C
C’est a dire e°(x, F¢)=e®(x, i1, ia,i3).
Théoreme 2.1 Le probléeme (1) admet au moins une solution sous les hypo-
theses suivantes :
H; : Q domaine borné lipschitzien de IR®
Ho : € (x, o) continue pour presque toul x € )

Hs : (o, F) mesurable VF € [L2 (Q)]°
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6 M. Brieu , J. Erhel

Hy: €(x, iy, io, i3) convexe par rapport G iy, i, i3
Hs: K, >0, v > 2, Ib(x) € LY(Q) tel que

VF € 1?2 (Q)]"  e(z, ,F) > b(z) + K ||F||o

3
2 2
awvee |[Fllo” = > |Fille@
i=1, j=1
Hs : les conditions auzr limites permettent d’obtenir un probleme bien posé

(Duvaut, 1990 [16])

Preuve. Pour la démonstration nous renvoyons le lecteur & Ball, 1977 [1],
Dumontet, 1984 [15]. O

La résolution de (1) passe par une discrétisation de type éléments finis par
exemple. Toutefois la structure considérée est constituée d’un ensemble de ma-
tériaux de comportements différents formant ainsi une structure hétérogene.
De plus la taille des hétérogénéités est tres petite devant la taille de la struc-
ture. Une discrétisation nécessiterait alors des maillages d’une extréme finesse,
induisant des cotits de calcul prohibitifs.

Il est donc classique, afin d’éviter ces coiits numériques, de substituer a
I’étude de (1) un probléme d’homogénéisation bien adapté a ce type de pro-
bleme (Bensoussan et al., 1978 [2]|; Miiller, 1987 [20]).

2.2 Probleme d’homogénéisation

La technique que nous avons retenue, d’utilisation courante pour I’étude de
composites Y-périodiques de comportement linéaire, permet d’obtenir, tant au
niveau de la structure B que des hétérogénéités, de nombreuses informations
précises.

On recherche les positions d’équilibre d’'une structure fortement hétérogene
B occupant dans sa configuration de référence un domaine borné Q de IR>. Ses
constituants sont choisis de comportement hyperélastique et les hétérogénéités
supposées réparties de facon périodique au sein de B, de sorte que ’on peut
introduire une période, ou cellule de base, notée Y, a partir de laquelle toute
la structure peut étre reconstruite.

INRIA



Convergence d’une méthode non incrémentale d’Homogénéisation 7

En notant par H une dimension caractéristique de la cellule de base Y et
par L celle de la structure B, on définit le parameétre £ comme suit :

Ce parametre permet de quantifier le degré d’hétérogénéités présentes au sein
de la structure. On suppose que le nombre d’hétérogénéités est suffisamment
important de sorte que ¢ < 1.

Le comportement de la structure B est connu dés que la densité d’énergie
e sur une cellule de base Y est donnée, c’est-a-dire des que 'on connait la
relation :

(3) y —e(y, f)Y périodique en y, Vf € [L%(Y)]?, Vg € Y

Une fois Y donnée, on peut alors reconstruire géométriquement et “comporte-

mentalement” la structure B par une homothétie de rapport —, de sorte que
€

la densité d’énergie e°, définie sur B, sera donc donnée par:
4) e(z, F)= e(; F), VF € [L2(Q)]°, Vz € Q
2.2.1 Mise en ceuvre

Afin de déterminer la densité d’énergie E du matériau homogene équivalent
(quand ¢ tend vers 0), c’est-a-dire lorsque la taille des hétérogénéités devient
extrémement petite devant la taille de la structure, introduisons des fonctions
tests V= € U,q, définies par (Bensoussan, et al., 1978 [2]):

(5) Upg = {V e [H(Q)]*/V =U sur aszu}

(6) V(@) =V(@)+ev(z, 2)
olt V vérifie (7) et v vérifie (8)

(7) Vel

RR n~° 3599



8 M. Brieu , J. Erhel

(8) v(x, y) €Uy Vy €Y et v(z, y) Y périodique en y

En posant y = E, on introduit deux échelles de grandeur distinctes dans le
probléme : :

— une échelle dite macroscopique, liée & la structure B, pour laquelle la
taille des hétérogénéités est tres petite devant 1'unité. Le repere qui lui
est associé est noté (O, xq, 3, x3);

— une échelle dite microscopique, liée a la cellule de base Y, par rapport
a laquelle la taille des hétérogénéités est de 1'ordre de I'unité. Le repere
qui lui est associé est (O, y,, Yo, y3) (avec y; = %)

Théoreme 2.2 Sous les hypothéses Hqi-Hs et les suivantes :
e He:e(y+z, F)=e(y, F)Vz € Z3 o0 Z est l’ensemble des entiers relatifs,
e H7;:3C > 0,p € IR, tel que C||F|5 <e(y, F) <C 1+ |F||3),

oe(y, F
R L e R L)

la densité d’énergie du matériau homogene équivalent, tend vers une densité E
ne dépendant pas explicitement de y lorsque € tend vers 0. Cette densité est
définie par:

1

1
9) E:klenjgv{%m‘}ﬁm kYe(y, F(V)+Vyv)dy}

ou F(V)=1+V,V et ou |Y| est la mesure de Y.

Preuve. Pour la démonstration de ce théoreme, nous renvoyons le lecteur a

Miiller (1987 [20]). 0

On peut constater dans ce résultat la présence d’une minimisation sur le
nombre k de périodes Y. Elle permet de prendre en compte les phénomenes
d’instabilité, par exemple le flambement microscopique. Dans le cas o1 aucune
instabilité n’apparait, cette étape de minimisation est inutile (Geymonat et
al., 1993 [17]), de sorte que I'on a k = 1.

INRIA



Convergence d’une méthode non incrémentale d’Homogénéisation 9

2.2.2 Probleme d’homogénéisation

Ainsi résoudre le probleme (1) équivaut, dans la mesure ou ¢ tend vers 0,
et qu’aucune instabilité n’apparait, & déterminer la densité d’énergie homogé-
néisée E, définie par:

Trouver U € U,y tel que

E(U)=  min — e(y, 1+V,V+V,v)dy)dQ
(U) v/, v/ Jo [Y] Uy (v wv) dy

On montre aisément, en introduisant T le premier tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff macroscopique, F le tenseur gradient de déformation ma-
croscopique, U le champ de déplacement macroscopique et 7, f et u leurs
homologues microscopiques, que le probleme (10) peut étre interprété sous les
formes décrites ci-dessous:

Probleme macroscopique

( div,T =0 dans 2

T= S—E (z,F) dans Q

(11) F=1+V_,U dans(
U=U sur 02,

{ TN) =g sur 052,

ou div, et V, sont les opérateurs divergence et gradient par rapport aux va-
riables d’espace macroscopiques x1, o, w3 et N la normale unitaire extérieure
a 0y ;

Probleme microscopique

((divyT =0 dans Y

Oe
T= o (y,f) dansY

(12) | f=F+ Vyu dansY
u Y périodique
( 7(n) Y anti — périodique

o1 I'on note par div, et V, les opérateurs divergence et gradient par rapport
aux variables d’espace microscopiques %1, ¥2, ¥3 et par n la normale unitaire

RR n~° 3599



10 M. Brieu , J. Erhel

extérieure & JY (la densité d’énergie e est connue puisqu’elle définit les diffé-
rents constituants de la cellule de base Y).

Densité d’énergie macroscopique

Enfin la densité d’énergie E du matériau homogene équivalent est donnée
par les relations suivantes de couplage entre quantités microscopiques et ma-
croscopiques (on suppose que le milieu ne comporte aucune cavité ou défaut):

E= <€>Y
(13) T = <T Y
F=(f)y

1
avec (h)y = m/Yhdy

On constate rapidement a I’examen des problemes (11), (12) et (13) que
d’une part il s’agit de problémes non linéaires et que d’autre part le probleme
macroscopique (11) ne peut étre résolu qu’une fois la densité E connue. Pour
ce faire il est nécessaire d’utiliser les relations (13), ce qui fait clairement ap-
paraitre le couplage entre les niveaux microscopique et macroscopique.

Le paragraphe suivant présente un algorithme permettant résoudre écono-
miquement ces problemes non linéaires couplés.

3 Algorithme non incrémental

On se propose ici de résoudre les problemes non linéaires (11), (12) et (13)
par 'utilisation d’une méthode non incrémentale de résolution, initialement
développée pour I'étude de structures élasto-plastiques (Boisse, 1987 [5]; Co-
gnard, 1989 [11]; Ladeveze, 1996 |18]). Cette méthode consiste, contrairement
aux méthodes classiques ol I’on recherche soit les champs de déplacements
(U, u), soit les champs de contraintes (T, 7), & rechercher simultanément
I’ensemble des variables par l'intermédiaire des quadruplets S=((T, U); (T,

u)).

INRIA



Convergence d’une méthode non incrémentale d’Homogénéisation 11

3.1 Principe de la méthode

Le principe de cette méthode repose sur la décomposition des équations
des problemes & résoudre en deux groupes correspondant & une séparation des
difficultés, a savoir non linéarité (par exemple comportement) et globalité en
espace (par exemple équilibre).

Le premier groupe, noté N 'L, est constitué de I’ensemble des équations
du probléme considéré, éventuellement non linéaires, mais locales en espace.
Dans notre méthode, les approximations intermédiaires notées Snts (n € IN)
satisfont les équations de N'L. Le deuxiéme groupe, noté £, est constitué des
équations linéaires posées localement ou globalement en espace. Les équations
de L seront satisfaites par des approximations intermédiaires notées S (n €
IN). Par la suite on dira abusivement que S"*2 appartient & AL ou que S"*+!
appartient & L, lorsque les champs qui les constituent satisfont les équations
de NL ou L.

Evidemment, la solution S recherchée satisfait les équations des deux groupes
NL et L.

La recherche de cette solution est réalisée par I’enchainement de deux étapes
successives. L’algorithme est tout d’abord initialisé par une approximation no-
tée S, choisie arbitrairement, mais satisfaisant les équations du groupe L. Le
choix de deux opérateurs notés H™ et H™ permet ensuite de passer alternati-
vement de £ & N'L, selon un processus itératif défini comme suit :

— une approximation intermédiaire, par exemple d’ordre n, S™, de L, étant
supposée connue, on construit & l'aide de 'opérateur de “montée” HT,
une approximation que ’on espére meilleure, notée S”’L%, appartenant &
NL, de sorte que:

(14) S**2 =H' (S")

. . . 1 ., . .
— une fois "approximation S"*2 determinée, on construit une approxima-
tion intermédiaire S™*!, satisfaisant les équations du groupe £, grace a
I'opérateur de “descente” H™, de sorte que:

(15) S™' =H- (s"+%)

Le choix des opérateurs HT et H™ est dicté par le choix retenu des groupes £
et N'L. D’autre part, afin de garantir obtention de gains en temps de calcul
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12 M. Brieu , J. Erhel

importants, ils doivent étre de mise en ceuvre simple et de fonctionnement
économique.

3.2 Choix des groupes L et N'L

Les problemes (11), (12) et (13) & résoudre comportent des équations li-
néaires globales en espace (équilibre) et d’autres linéaires et non linéaires posées
localement en espace (lois de comportement) & savoir:

Oe
(16) ™= ﬁ(y, f) dansY
(T =(1)y dans Q
F = (f)y dans Q
F=1+V,U dans Q
(a7) U=U sur o€,
f=F+Vyu dansY
L u Y périodique

Ainsi les définitions des deux groupes N L et £ que nous avons retenues sont
les suivantes:

(18) NL= {((T, U) ; (7, u)) vérifiant (17)/7 = % dans Y}

div,T =0 dans 2

T(N)=g sur 99,

divy7 =0 dansY
7(n) Y anti — périodique

(19) L=< ((T, U) ; (7, u)) vérifiant (17)/

Cette décomposition suppose que les conditions aux limites macroscopiques
respectent ’hypothese de charges mortes, ou plus généralement que ces condi-
tions aux limites sont linéaires.

Il apparait clairement que I’ensemble des équations constitutives du groupe
L sont toutes linéaires, alors que parmi les équations constitutives de N'L, la
loi de comportement (16) est non linéaire. La raison pour laquelle les équations
(17) sont insérées dans le groupe N L provient de ce qu’elles sont nécessaires
pour 'obtention d’approximations, comme nous le verrons par la suite.

INRIA



Convergence d’une méthode non incrémentale d’Homogénéisation 13

3.3 Initialisation

La premiere étape de I’algorithme consiste 3 définir une approximation S°,
n’engendrant pas de cotits de calcul importants et satisfaisant les équations du
groupe L.

A cet effet, le moyen le plus simple et le plus facile & mettre en ceuvre du
fait de ’absence de loi de comportement dans le groupe L, consiste & choisir
un comportement élastique linéaire.

L’approximation initiale est ainsi déterminée en développant au premier
ordre la loi de comportement microscopique au voisinage de f = F 4 V,u,
F =1+ V,U, de sorte que I’on obtient une loi de comportement de type:

g "D
avec @'(y) = = (y, £=1)

Ainsi pour trouver les champs macroscopiques de I’approximation initiale S,
il faut résoudre :

div,T’ =0 dans €
T'=Q°(F°—1) dans Q
(21) ¢ F'=1+4V,U° dansQ
U=y sur 0f2,
T'(N)=g sur 99,

oil le tenseur de raideur homogénéisé QP est défini par:

T0 — TOY
@) { o= )

alors que 7° et u® sont obtenus apres résolution de:

div,7® =10 dans Y
T'=q%y)(f*—1) dansY
(23) ' =F'+V,u° dans Y
u Y périodique
79(n) Y anti — périodique

RR n~° 3599



14 M. Brieu , J. Erhel

Cette étape d’initialisation consiste ainsi & homogénéiser, dans le cadre de
I’hypothese des petites perturbations, le composite considéré. On constate ai-
sément que les problemes a résoudre (21), (22) et (23) sont des problemes
linéaires couplés, mais dont la résolution ne pose pas la moindre difficulté,
puisqu’elle peut étre obtenue treés simplement par mise en ceuvre d’une mé-
thode éléments finis, si la géométrie de la période de base Y le requiert.

3.4 Itérations successives

Connaissant I’approximation initiale S, permettant d’amorcer le processus
de résolution, il s’agit ensuite de déterminer une approximation intermédiaire
Sn*l 4 partir de ’approximation précédente S™.

3.4.1 Etape n+ ;: Transport de £ dans N'L

La premiere étape de cette recherche consiste & définir tout d’abord 1'opé-
rateur de “montée” H, permettant de définir I'itérée Sn+e appartenant a NV L.
Les équations de N L sont, par définition, constituées d’équations locales
en espace. L’opérateur H' choisi doit permettre de conserver ce caractere.
L’opérateur que nous avons choisi est défini par:

HY: [L2(Y)] - [LA(Y))]

24 1
( ) £ — f’ll+§ = f"

de sorte que ’approximation intermédiaire S"*2 est définie par:

(eti — <Tn+%>Y dans Q
Frts = <f”+%> dans 2
(25) + Ut vamUHéY: Frtz — 1 dans Q ; U= U sur 99,
e = a—:,(y, f3) dans Y
frts = 7 dans Y
{ u™ts /Vyu”“L% =f"ts — Fnt3 dans Y ; u™3 Y périodique

Ce choix d’opérateur permet une détermination simple et rapide de ’approxi-
. JE 1
mation intermédiaire S™*2.
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3.4.2 Etape n+ 1: Transport de N L dans £

Le calcul de S™*! nécessite la définition de 'opérateur de “descente” H~.
Cette solution intermédiaire S"*! doit appartenir & £. Elle doit donc satisfaire
les équations d’équilibre, les relations de couplage et les conditions aux limites.
Par contre aucune loi de comportement n’est imposée pour relier les contraintes
aux déformations. On utilise alors cette liberté en choisissant un opérateur H™
permettant de conserver le caractere linéaire des équations du groupe L.

Parmi les opérateurs susceptibles de satisfaire ce critére, celui qui est de
mise en ceuvre aisée, garantissant ainsi 1’obtention de cotits de calcul minima,

est une linéarisation de la loi de comportement. Ainsi nous avons retenu pour
de

opérateur H™, celui induit par une linéarisation de 7 = o 0 S”*é, donc
I'opérateur défini par:

H- : B - B
(20 (e ) (e

tel que 7" = 4 Taef (y’ £ = fn+§> <fn—|—1 _ f”+%)

avec B = {(T, £) /7 € [L2(Y)]°, divy € [L2(Y)], fe [L?(Y)]g}
Ainsi pour déterminer les champs macroscopiques de S™*!, il faut résoudre le
probléme suivant :

(div, Tt =0 dans
., OE ntl

T+ = 3F (a:, F ) dans Q

(27) o Frtl =1+ V,U"! dans Q

Uttt =y sur 08,

| T""'(N) =g sur 99,

ol la densité d’énergie macroscopique E est définie par:

T = ()
(28) { Fn—|—1 — <fn—|—1>Y
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avec 7" et "1 solutions de:

( div,T™ =0 dans Y
2
R % (y’ f = f”+%) (f"Jr1 — f”+%) dans Y
(29) < fn-l—l — Fn-l-l + Vyun+1 dans Y
a"t! Y périodique
[ 7"1(n) Y anti — périodique

En remarquant que:
(30) f’n-l—l =1 + VmUn+1 + Vylln+1
de sorte que la loi de comportement peut étre formulée sous la forme suivante :

(31) 7" =p"ti 4 g™t (VU™ + V,yut)

. . 1 ) . 1
o les tenseurs de raideurs locales q"*2 et de précontraintes locales p™*2 sont
donnés par:

D=

826 1
n+ f fn+—
(32) 1 < ’ 1 2)
pn—l— Tn—|—§ qn+§ (1 fn—l—g)

o=

le probleme (29) peut étre reformulé sous la forme:

div,T"*tt =0 dans Y
T = pits 4 gt (V.U +V,u"t) dans Y
(33) frtl = Frtl 4 v, unt! dans Y
u"t! Y périodique
7" (n) Y anti — périodique

Ce probleme étant linéaire par rapport aux variables V,U"! et p"*2, en
utilisant le principe de superposition, on montre simplement que les champs
solutions peuvent étre décomposés de la facon suivante :

un+1 — vn—l—l Kl aUk

(34) S
Tn—l—l — Sn—|—1 + o_k:l_

o%l
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ot les dix couples (s"!, v"*1) et (o, x*') ((k, 1) € {1, 2, 3} x {1, 2, 3})
sont respectivement solutions de:

(div,t"™t =0 dans Y
(35) < tn—f—l — pn—f—% + qn-f-%vyvn—f—l dans Y
vt Y périodique
[ t"T!(n) Y anti — périodique
( divyo* =0 dans Y
(36) < ot = q'te (1" — vyx*) dans'Y
x* Y périodique
[ o*(n) Y anti — périodique

Ces problemes sont indépendants des quantités macroscopiques et peuvent
donc étre résolus directement.

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses Hi-Hg et les hypotheses supplémentaires :

0%e 0%e
: 73 Vf e [L2(Y))° Y, — )= — (y. f
., :VA, B € [LA(Y)]’, t fﬁm f)A ) B! = tr (A) 82e( ﬂBt
) : = _
117 VA, T\ ofof Y " ofof Y

0%

.Hu30>QVAem%wﬁHﬁﬁ

3
ou [[Aly = ) 1441172 )

i=1, j=1

(v, ) Al < CJAlly

D% s
137 Hear (y, f) est un tenseur coercif d’ordre 4,

82
cest o dire AM > 0 tel que VA € [L2(Y)]’, Ataf;f

Alors les problemes (35) et (36) admettent une unique solution.

o H

(y, ) A > MA'A

Preuve. Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons le lecteur a
Geymonat et al. (1993 [17]) O
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Une fois les probleme (35) et (36) résolus, il est possible de calculer les champs
macroscopiques T"T! et U™ en utilisant les relations de couplage (28), qui
définissent la densité d’énergie macroscopique E. On obtient ainsi:

div,T =0 dans 2
) | D=4 QUIvLUnt dans O

Ut =uy sur 082,

T""'(N)=g sur 99,
avec

n+l __ kl
38 Tiijl = <Unz‘j>Y
( ) { Pij+1 — <tij+1>Y

Théoreme 3.2 Sous les hypothéses suivantes :
o le tenseur Q! est coercif.
e 00, # .

Le probléme (37) admet une unique solution.

Preuve. Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons le lecteur a
Duvaut (1990 [16]) O

La connaisance des champs macroscopiques permet grace a (34) de détermi-
ner explicitement les champs microscopiques. Ce qui nous permet dés lors de
connaitre ’ensemble des quantités a l'itération n + 1.

3.5 Critere de convergence

Une fois les étapes précédentes réalisées, la connaissance des champs d’ordre
n + 1 est assurée. Ce processus d’itérations successives de £ vers N L puis de
N L vers L est répété jusqu’a ce que la convergence soit atteinte. Nous avons
choisi un critere de convergence basé sur les quantités “energétiques” suivantes:

( gn+1 _ H,rn—H < fntl _ pn anY
micro ‘T” . fn R
(39) 1 gntl ”THH P -1 FRHQ
macro ~ HTn . FnH
|t = sup (E15L,, Enit,)
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ouf| o fy= [ 1etdyet] o o= [ [eldn

Le critere de convergence est défini par:
(40) taux"tt <e

ol ¢ est le seuil de précision choisi.

3.6 Discrétisation du probleme a I’étape n + 1

Afin de résoudre le probleme type de l'algorithme précédemment décrit,
nous commencons par en établir la formulation variationnelle pour en déduire,
par la suite, le systeme discrétisé a résoudre, par utilisation de la méthode des
éléments finis.

Afin d’expliciter la formulation variationnelle de ce probleme & une itéra-
tion donnée, nous reprenons les problemes (27), (28) et (29) et envisageons
successivement les problémes microscopiques et macroscopiques.

3.6.1 Formulation variationnelle du probléeme microscopique a I’étape
n+1

Soit u,.q I’espace des champs de déplacements microscopiques, cinématique-
ment admissibles pour le probleme microscopique (29), défini par:

(41) ugq = {v € [Hl(Y)}3 /vY — périodique}

Soient (7", u™*!) la solution de (29) et (T™*!, U™*!) celle supposée connue
de (27). On a alors classiquement (puisque 7"*'(n) et v sont respectivement
Y anti-périodique et Y-périodique)

u™t! € uyy
(42) { an+1 (un-|-17 V) — ln—l—l (V) Vv € Uad

avec
a"(u, v) = / q"+%Vtuyvdy
Y

(43) ) )
ln—l—l (V) — _/ (pn+§ + qn+§van+1) Vdey
Y
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3.6.2 Formulation variationnelle du probléme macroscopique a I’étape
n+1

Le probleme macroscopique permettant de déterminer completement la
forme linéaire [ (v) est le probléeme (27), oi1 la densité d’énergie E est définie
grace a (28). Soit U,y 'espace des champs de déplacements macroscopiques,
cinématiquement admissibles pour ce probleme, défini par:

(44) Uy = {V e [H(Q)* /V = U sur E)Qu}

Alors U™ e U,,.
En introduisant ’espace vectoriel, noté U2, associé a Uy, défini par

(45) U, = {v e [H(Q)]* /V = 0 sur aau}

a

on obtient alors classiquement en utilisant les conditions aux limites de (27)
/ TV, Vds = / gVdz VV € U2,
Q 89

ou encore en utilisant les relations de couplage (28)

(46) untt e Upd
AU V) = LHH(V) YV e U’

avec

( 1 .
AML(U, V) = / — ( / q"+5dy> v, UV, Vdz
o Y] \Uy

(47) { L™ (V)= gVdzx
a9

1 _|_l +l “+1
[ = 3 qttav,utt ) dy | Vo Vd
\ /Qm (/Y(p +a V) dy ) VaVis

Des lors, la formulation variationnelle associée a (27), (28) et (29) est:

Trouver U™ € Uy, u™t! € ugyq tels que :
(48) a™tt(ut v) = 1" (V) YV € ugg
ArtL (Ut V) = LM (V) VYV e U,
avec "1 (e, @) et [T (o) définies par (43) et A" (e, o) et L""!(e) définies
par (47).
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3.6.3 Discrétisation du probleme a 1’étape n + 1

La résolution numérique de (48) est réalisée en approximant u.y et Uy
par des espaces de dimension finie. Ces approximations sont classiquement
réalisées par utilisation de la méthode des éléments finis (Ciarlet, 1978 [10];
Dhatt, Touzot, 1981 [12]). Ainsi, en substituant aux espaces uqg, Uaq et U2,
les sous-espaces de dimension finie u”,, U", et Z/{(Sé " de dimensions respectives
np et Ny, on obtient la forme discrétisée du probleme (48), définie par:

Trouver U™th h e Yh, - umth b e oyl tels que :
(49) a™tt (umth V) =1 (v), Vv € uly
AL (Urth bV = [ (V) YV e U "

ou encore en choisissant pour V et v les vecteurs de base ®' et ¥’ de R et
R

Trouver U™th h e Y, unth " € uh, tels que :
(50) @t (uth b B =t (W) Vi= 1, L g
AL (UL DY) = L (@Y, Vi=1, ..., Ny

4 Convergence de I’algorithme

Afin de démontrer la convergence de 1’algorithme précédent, nous allons,
dans un premier temps, établir la formulation variationnelle du probleme (11),
(12) et (13), & résoudre, puis en donner une formulation discréte. Dans un
deuxiéme temps, nous montrerons que la méthode de résolution proposée ap-
pliquée au probleme discrétisé, avec le choix des espaces £ et N L ainsi que des
fonctions Ht et H™, équivaut & une méthode de Newton, ce qui nous permettra
alors de conclure quant a la convergence de 'algorithme proposé.

4.1 Formulation variationelle du probléme non linéaire

On cherche ((T, U); (7, u)) solution de (11), (12) et (13). Afin d’expliciter
la formulation variationnelle de ce probléme, envisageons successivement les
problemes microscopique et macroscopique.
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4.1.1 Formulation variationnelle du probléeme non linéaire micro-
scopique

Le probleme microscopique & résoudre est le probleme (12). L’espace des
champs de déplacements microscopiques, cinématiquement admissibles est 144
et a été défini en (41). Soient (7, u) une solution de (12) et (T, U) une
solution supposée connue de (11). On a alors classiquement (puisque 7(n) est
Y anti-périodique) :

(51) d'(u,v) =0, Vv € g

avec
(52) d'(u,v) = /Y % (y, f=1+V,U+ Vyu)V,vdy

et uqq défini par (41).

4.1.2 Formulation variationnelle du probléme non linéaire macro-
scopique

Le probleme macroscopique & résoudre est le probleme (11), oni la densité
d’énergie E est définie grace a (13). L’espace des champs de déplacements
cinématiquement admissibles pour ce probleme, U,4, a été défini en (44). En
introduisant Pespace vectoriel, noté U2, et défini par (45), associé & U,q et en
utilisant les conditions aux limites de (1.56) ainsi que la formule de Green, on
obtient :

/ TV, Vds = / gVds, YV e U,
Q 89
ou encore en utilisant les relations de couplage (13):
(53) U e Z/Iad

A(U, V)=L'(V), YV e U’

avec

A(U,V) = / 1 (/ % (g, f=1+V,U+ Vyu) dy) V., Viz
o Y[ \Jy of
(54)

L'wv) = /a . gVds
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Des lors, la formulation variationnelle associée a (11), (12) et (13) est:

Trouver U € U,q, u € uyy tels que :
(55) { a"(u, v) = 0’ , YV € Ugq
A(U, V) =L (V) ,VVel,

avec a (e, o), définie par (52), A'(e, @), L'(e) définies par (54)

4.1.3 Discrétisation du probleme non linéaire

La discrétisation du probleme (55) est réalisée en utilisant la méme méthode
que précédemment (paragraphe 3.6.3). On obtient alors le probleme discret
suivant :

Trouver UM € U, u" € ul; tels que :
(56) A (UM, &) - L'(®)=0 ,Vi=1, .. N,
a (ut, ¥ =0 , Vi=1, ... my

Notons par F/(U”, u”) le vecteur de IR *™ dont les composantes sont définies
par:

(57) Fy(U", u") = a (u”, \I’Z) . , Vi=1, ... my
Fi(Uh, uh) _ AI(Uh, cbz—nh) _ L’(¢z_nh) NVi=14ny, ... np+ Ny

Le probleme non linéaire discrétisé consiste alors a:

Trouver UM € U, uh € ul, tels que :

(58) F‘i(Uh, llh) = 0, Vi = 1, Nh + np,

Comme nous allons le montrer au cours du paragraphe suivant, 1’algorithme
de résolution proposé ici consiste & mettre en ceuvre une méthode de Newton
pour la résolution de (11), (12) et (13).

4.2 Méthode de Newton

Pour résoudre le probleme non linéaire de dimension finie (58), mettons
en ceuvre une méthode de Newton. Rappelons & cet effet le principe de la
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méthode de Newton. Par souci de clarté, nous omettons les exposants h, bien
que le probleme demeure posé dans les espaces discrets u, et U",.
i) Connaissant une approximation (U", u"), on calcule (U™*! u"*!) définie
par:
(59) (U™, u") = (U", u")+ (W", w")
Par linéarisation, on a ensuite le développement & I'ordre 1 suivant :
(60) F(U™!', u""')=F(U" u")+J(U", u")(W", w")
ot J(U", u")(W", w") est le jacobien de F en (U", u") appliqué a
(W™, w").
ii) Ainsi, si (U™ u™!) est solution de (58), alors que (U", u") n’en est
qu’une approximation connue, alors:
FU™! u"th =0
et on calcule la correction (W, w™) de sorte qu’elle soit solution de:
(61) F(U", u")+ J(U", u")(W", w")=0

Explicitons ensuite la forme de J(U", u")(W", w")
Lemme 4.1 Soit f(u, U) =1+ V,U+ V,yu. Alors:

0 (Oe 0%

0 (0Oe 0%
ou (a (y, f)) (w) = ETEn: (y, f) Vyw

Preuve. L’opérateur f étant linéaire en U et u, on a trivialement :

of of
Z(W)=V,W  —(w)=
de sorte qu’il vient finalement
0 (Oe 0%e Of 0%e
— (=) w) = — = V.W
ou <8f (W) ofof (')U( ) ofof Ve

O () gy = Te gy _Tegy
ou \ of " ofofou ) ofof
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Théoreme 4.1 Le jacobien de F' en (U™, u") appliqué a (W™, w") est donné
par:

JU", u")(W", w") = (A?)lgignh—i—Nh
avec
Al = / q" (VoW" + V,w") V, ¥'dy
Y

‘v’i/nh+1§i§nh+Nh

1 |
AT = / L ( / a" (VaW™ + V,w") dy) v, &idx
o [Y[ \Uy

0%

ofof

Preuve. On a par définition:

avec " = (y, f=1+V,U"+V,u")

r .
F;, = /%(y, f) VvV, ¥'dy 1<i<mny,
y of
1 Oe .
] k= /_ (/_ y, f dy) V., &
o1y ot @ D
- g@i_”hdS np + 1 S 1 S np + Nh

\ 0y

ou pour alléger la démonstration, on a introduit la notation :

Oe Oe n n
ﬁ@hﬂ—gﬂ%f_l+VJJ+vw)

11 vient alors:

(0", )W) + S )

J(U", u")(W", w") = <8U

ISZSTLh+Nh

Soit 7 tel que 1 < i < ny, alors:

RR n~° 3599



26 M. Brieu , J. Erhel

oF, [ [oe o
S uwy = [ (S n) whv,ei
d%e -
= | 3fof (y, f) Vo, W"V,¥'dy
Y

d’apres le lemme 2.1.
Il vient de méme:

OF; 0%e -
—_— U)(w") = | — f "V, ¥'d

Soit ¢ tel que, 1 +mny, <@ < ny+ Np. Alors, de méme, et en faisant I’hypothese
de charges mortes,

OF; 1 d?%e ,
— U)W") = [ — f)d W'V, ®" "

1 826 n i—n
:/m /ﬁ(y, £) Vo Wrdy | V@ " dz
Q Y

F 1 2 .
9 “(u, U)(w") :/ ( 07 (y, ) Vyw"dy> V,® "rdx

du o |Y] \Jy ofof
Ainsi, en effectuant pour toute valeur de i (i € {1, ..., ny+ Ny}) la somme des
OF; i .
dérivées partielles %(u, U)(W") et (u, U)(w"), on obtient le résultat
u

avancé. O

Maintenant que le jacobien de F' est déterminé, exprimons le systeme (61) a
résoudre. La méthode de Newton appliquée au probleme (58) s’écrit sous ces
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conditions sous la forme suivante :

Trouver W™ € U, w" € ul",
(Vi 1<i<my
@( f=f")V,¥d
Yaf y’ - vy y
+/ q" (VaW" 4+ V,w") V, ¥'dy = 0

Y
N Vi) 1+n,<i<mny+ N,

1 Oe ) .
— — (y, T =1")dy | V@' "dx — P " S
/Q|Y| </Y oW £=1) y) / 8

1 .
o Y[ \Uy

(62)

\

avec f* =1+ V,U" + V,u"

Théoreme 4.2 Sous les hypothéses Hi a Hiz et dans la mesure ot la solution
tnitiale choisie est identique pour chacun des processus et que les méthodes
d’éléments finis sont les mémes, la méthode non incrémentale discrétisée (50)
est équivalente a la méthode de Newton discrétisée (62).

Preuve. Dans la mesure ot d’apres (2.11) et (2.19):

826 1
— fn\ __ ﬂ+§

et en constatant que d’apres (59):

(W7, wh) = (U, ) — (U, w)
c’est-a-dire:

V. W" =V, U -V, U" V,w"=V,u"" - V,u"
de sorte que:

wan + VyWn — fn+1 —fn
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La premiére équation du systéme (2.54), équivaut a:
0 . .
/Y—e (y, £=1")V,¥'dy —|—/ q"ts (£ — 1) V,Wldy = 0

Or, puisque d’apres (2.11) et (2.19):
p”+% = % (y, f=1")+ qn+% (1-1£")

et dans la mesure ol :
fn+1 =1 + VmUn+1 + Vyun—f—l

de sorte que:

nl n n ae n nl 'rLl n n
q " (B ") + o5 (y, £=17) =p"2 + "2 (Vo UM 4 Vyut)

on a:
Vi/ 1<i<my,
/ qn+%vyun+1vyl1,idy + / (pn—f—% 4 qn+%van+l) Vy\Il'Ldy =0
Y Y

Ainsi, la premiere équation du systéme (2.54) est rigoureusement identique a
celle du systeme (2.42). Il en est de méme pour la seconde équation.

Des lors dans la mesure ot la solution initiale de ces processus itératifs de
résolution est identique et puisque chacune des itérations est la méme, alors
ces deux méthodes sont équivalentes. O

On peut alors finalement conclure que la méthode non incrémentale proposée
est équivalente & la méthode de Newton, ceci ne valant que pour les choix
retenus des opérateurs de passage H* et H™.

4.3 Convergence

Afin de montrer la convergence de la méthode de résolution proposée, fai-
sons les deux hypotheses suivantes:

9% \ '
0H14:EIBEIR+te1que||( ) | <p

ofof
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lal s ot @ = et
avec = max et q =
W= gy = ' TE2ere 4= 5ea¢
3
2 2
et [fl e = X filtaw
i=1, j=1
2
e Hi5: L'opérateur SFOf est lipschitzien, c’est & dire: 3o € IR™ tel que
e 0%e

||ﬁ (y, i) — ofof (y, £) [ < allfi — Bf[p2yp

Ces hypotheses nous permettent alors d’énoncer le résultat suivant :
Théoreme 4.3 Sous les hypothéses Hi-His, la méthode non incrémentale dis-
crétisée converge localement de facon quadratique.

Preuve. Les hypotheses H,-H,3 permettent d’assurer 1’existence et I'unicité
d’une solution aux problemes a résoudre.

Les hypotheses Hi4 et His permettent ensuite d’assurer la convergence
quadratique locale (Dennis, Schnabel, 1983 [13]), puisque la méthode non in-
crémentale est équivalente & une méthode type Newton, sous les hypothéses
H1—H15. a

En conclusion, la méthode proposée permet donc d’obtenir la solution du
probleme (11), (12) et (13) de fagon non incrémentale et avec une convergence
locale quadratique, sous les hypotheses Hi-His.

4.4 Présentation du composite étudié
4.4.1 Discrétisation en espace

Comme nous venons de le voir, le calcul de la réponse d’une structure com-
posite a constituants hyperélastiques pour une sollicitation donnée, nécessite la
résolution de problémes macroscopique et microscopique couplés qui peuvent
générer des cotits de calculs importants.

Pour procéder a ces résolutions, il est nécessaire d’effectuer une discréti-
sation spatiale tant au niveau macroscopique que microscopique. Nous avons
choisi, comme il est usuel de le faire en mécanique des milieux continus, une
discrétisation par la méthode des éléments finis.
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Si le chargement macroscopique est quelconque, les déformations induites
ne seront pas constantes sur ’ensemble des éléments de la discrétisation ma-
croscopique de la structure. Comme les problemes microscopiques dépendent
implicitement du tenseur gradient de déformation macroscopique, le calcul, &
une itération donnée, de la matrice de raideur de chacun des éléments finis
de la discrétisation macroscopique nécessitera la résolution de I’ensemble des
problemes cellulaires. Il sera ainsi nécessaire de résoudre a chaque itération
un ensemble de problemes microscopiques par élément fini de la discrétisation
macroscopique.

En revanche, si I’'on impose des chargements macroscopiques induisant un
tenseur gradient de déformation macroscopique constant sur I’ensemble de la
structure, alors I'obtention de la réponse de la structure ne nécessitera de
résoudre qu’un seul ensemble de problemes microscopiques a chaque itération,
puisque le comportement homogene équivalent est le méme sur I’ensemble de
la structure.

Précisons que les codes ont été développés en utilisant la bibliotheque d’élé-
ments finis Modulef [4].

Parmi les chargements macroscopiques qui induisent des tenseurs gradient
de déformation macroscopique constants sur I’ensemble de la structure ,rap-
portés & un repere (O,x1, x5, x3), (structure choisie ci-dessous de forme parallé-
lépipédique {|z1| < Ly, |zo| < Lo, |z3] < L3}) nous avons choisi de considérer
ceux répertoriés dans la table 1:
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Traction uni-axiale Uy =+U, Ty =0sur |z;| =1L,
d’axe (O,z;) T(n) = 0 sur le reste de 092
Traction bi-axiale Uy ==4U;, Ty =0sur |z;| =L;

dans le plan (O, ;, ;) | Uy = £U;, T, =0 sur |z;| =L;
T(n) = 0 sur le reste de 02

Cisaillement simple E; _ k{j}; _ o swr \z;| = L; et |z;| =L
dans le plan (O, z;, ;) | oit p € {1,2,3}\ {i};q € {1,2,3}\{i} ; p# ¢
d’axe (O,z;) Uy =0, T(n) = 0 sur le reste de 092
Cisaillement pur U, =U;, T;=0sur |z;| =L;

dans le plan (O, z;, ;) | T(n) =0 sur |z;| = L;

d’axe (O,z;) Uy =0, T(n) = 0 sur le reste de 09

TAB. 1 — Sollicitations macroscopiques étudiées

(T(n): vecteur contrainte; T;: composante tangentielle de T'(n);
Uy : déplacement normal; n: vecteur normal extérieur unitaire)

4.4.2 Géométrie et constitution mécanique de la cellule de base

Nous considérons un matériau composite dont les renforts, tous alignés
dans la méme direction et supposés de section circulaire, sont disposés aux
sommets d’'un réseau carré. Les constituants de ce composite sont supposés
homogenes et isotropes. Leurs lois de comportement sont données ci-dessous:

— Matrice: Densité d’énergie de type Harth-Smith modifié, 1997 [19]
I; Iz E
6(11, IQ, 13) = El/ eE3(11—3)2d11 —+ / ITidIQ + Es (13 — ].) — Bln I3
3 3 1y

( E, Ey4
A=4(Bs + o (1—4?»
5 (E E, E :
aveC< M—Q 1+3T4 120,V2€{1,,5}
(A, u : coefficients de Lamé du matériau)
E,
L B = E1 + 2@ + E5
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oll nous prenons E; =3 10°Pa, E, = 10°Pa, E; = 0.03,
E, = 0.63, Es — 5 10°Pa,
ce qui conduit & E = 1.5 10°Pa, v = 0.42
— Fibre: Densité d’énergie de type Ciarlet-Geymonat, 1982 [9]:

E E E
e(ly, Iy, I5) = 71(11 -3)+ 72(12—3)+33(13 —3)—Blnl;

Eo =p—E;
A .
avec E3 = 5 - E2 Ez > O,V'L € {1, ,3}

(A, u : coefficients de Lamé du matériau)
B=E; +2E; +E;
ol nous prenons E; = 1.16 108Pa, E = 1.10°Pa, v = 0.3
Précisons que la géométrie de la période de base ainsi que l'isotropie de ses
constituants conduisent & un comportement homogénéisé orthotrope.

4.5 Résultats

La figure 1 présente une comparaison des résultats obtenus pour les mé-
thode incrémentale et non incrémentale. On constate directement que dans la
mesure oil le nombre d’itérations pour la méthode incrémentale est grand ces
deux méthodes fournissent les mémes résultats.

La figure 2 donne les temps d’exécution de notre méthode pour les différents
chargements de la table 1 en comparaison du temps d’exécution de la méthode
incrémentale de référence. Il faut noter que cette méthode est indépendante
du chargement.

On peut constater sur cet histogramme que la méthode non incrémentale
est beaucoup plus performante que la méthode incrémentale, puisqu’elle per-
met de réduire les temps de calcul de 70 % & 95 %.

Remarquons que dans le cas du cisaillement simple les gains sont moins im-
portants. Dans ce cas de chargement, contrairement aux autres cas, le tenseur
gradient de déformation macroscopique est non diagonal. Ceci a pour consé-
quence d’affecter les performances de la méthode en générant une perte de la
convergence quadratique de la méthode comme nous le montre la figure 3.

Enfin, afin de visualiser 'influence de la solution initiale sur les perfor-
mances de la méthode nous avons sur la figure 4 représenté les variations du
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Effort nominal (Traction uni axiale d’ axe (O,x3))

1.00E+08
b methode incrementale N=100
1  methode incrementale N=500 =
0.80E+08 — -
: methode incrementale N=1000
] methode non incrementale
0.60E+08 —
0.40E+08 _|
0.20E+08 —
OOOE"'w T T T T I T T T T I T T T T I T T T T
1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Elongation imposee

F1G. 1 — Comparaison des résultats entre méthode incrémentale et non incré-
mentale.
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Temps cpu

- — *100
Temps cpu méthode incrémentale

Méthode incrémentale (Devries, 1996)

Traction uniaxiale suivant I’axe (O, x, )

Traction uniaxiale suivant I’axe (O, x )

Traction équi-biaxiale dans le plan (O, x,, x)

Traction équi-biaxiale dans le plan (O, «,, x, )

Cisaillement simple dans le plan (O, x, ,x, ) suivant I’axe (O,x, )
Cisaillement simple dans le plan (O, x,«; ) suivant I’axe (O,x, )
Cisaillement pur dans le plan (O, ., «, ) suivant I’axe (O,x, )
Cisaillement pur dans le plan (O, x, ,x, ) suivant I’axe (O,x, )

JooooooDo®E

F1G. 2 — Comparaison des temps CPU entre méthode incrémentale et non
mcrémentale.
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log taux " (23)

5

\Q / \\

[
0 5 10 15 20 25
Nombre d'iterations

F1G. 3 — étude des tauz de convergence en fonction de différents cas de char-
gement.
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n
log taux
3T
- S : solution H.P.P.
— N -
SN S : 25% de deformation
NN
0q----—-- R e et e
N S’ : 40% de deformation
= \
i ‘\ S : 45% de deformation
\\
7] \
| \
-5 -
-10 T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre d'iterations

F1G. 4 — Influence de la solution initiale sur le taux de convergence.

taux de convergence dans un cas de traction uni axiale suivant la direction
(O,z1) en fonction du nombre d’itérations pour différentes solutions initiales.
Ces solutions initiales ne sont plus nécessairement la solution du probleme
en hypothese des petites perturbations (H.P.P.) mais éventuellement la solu-
tion d’un probléme résolu précédemment & une autre déformation imposée.
On constate une tres nette influence de la solution initiale sur la rapidité de
convergence, ce qui confirme le caractere local de la convergence de cette mé-
thode.
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5 Conclusion

Ce papier propose une démonstration de la convergence d’'un algorithme
adapté aux problemes d’homogénéisation de composites & matrices élasto-
meres.

Sa particularité réside dans le fait que par un judicieux découpage des
équations du probleme, on obtient un algorithme non incrémental qui converge
de facon quadratique vers la solution recherchée.

Cette méthode est performante tant par les résultats mécaniques que par
les temps de calculs requis. Son faible colit numérique nous permet des lors
d’étudier des composites de géométries plus complexes.

Afin d’une part d’appliquer cette méthode & des composites de nature variée
et d’autre part de ’adapter & la simulation de I’évolution de I’endommagement
en de tels milieux, 1’étape en cours d’achevement consiste & paralléliser cet
algorithme de résolution (Brieu, 1999 [6]).
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