N
N

N

HAL

open science

Un modele simplifié d’interaction fluide-structure

Dominique Chapelle, Miguel Angel Fernandez, Patrick Le Tallec

» To cite this version:

Dominique Chapelle, Miguel Angel Fernandez, Patrick Le Tallec. Un modele simplifié d’interaction
fluide-structure. [Rapport de recherche] RR-3703, INRIA. 1999. inria-00072965

HAL Id: inria-00072965
https://inria.hal.science/inria-00072965
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00072965
https://hal.archives-ouvertes.fr

Un modéle simplifié d’interaction fluide-structure

RR n 3703



ISSN 0249-6399

ZIINRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Un modele simplifié d’interaction
fluide-structure

Dominique Chapelle , Miguel-Angel Fernandez-Varela , Patrick Le Tallec

No 3703
Juin 1999

THEME 4b

apport
derecherche







I INRIA

ROCQUENCOURT

Un modéle simplifié d’interaction
fluide-structure

Dominique Chapelle* |, Miguel-Angel Fernandez-Varela®
Patrick Le Tallec?

Theéme 4b — Simulation et optimisation
de systémes complexes

Projet MACS

Rapport de recherche n 3703 — Juin 1999 — 11 pages

Résumeé : On introduit une linéarisation de la formulation ALE des équations
de Navier-Stokes incompressibles. Le probléme fluide linéaire ainsi obtenu peut
étre utilisé pour le couplage fluide-structure dans les cas ou les déplacements de
la structure sont petits, et ces déplacements sont alors pris en compte au moyen
d’une condition de type “transpiration” a l'interface. Ce travail constitue donc
un premier élément de justification théorique de ces conditions d’interface,
couramment employées en pratique. En outre, il aboutit & un probléeme dont
la résolution est bien moins coiiteuse que celle du probléme initial.
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A simplified model for fluid-structure interaction

Abstract: We perform a linearization of the ALE formulation of incompress-
ible Navier-Stokes equations. In a fluid-structure interaction problem where
the displacements of the structure are assumed to be small, this allows to
consider, in the fluid domain, a linear problem in which the structural dis-
placements are simply accounted for by specific injection/suction boundary
conditions on the interface. This is therefore a preliminary theoretical justifi-
cation for this type of boundary conditions commonly advocated in practice.
Furthermore, the resolution of the linear problem is much less costly than that
of the original ALE formulation.

Key-words: fluid-structure interaction, Navier-Stokes, ALE, injection-
suction
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1 Introduction

Les techniques classiques de simulation numérique de phénomeénes d’in-
teraction fluide-structure reposent sur le couplage, par des algorithmes ap-
propriés, d’un “code solide” qui simule le comportement de la structure sou-
mise aux effets induits par I’écoulement d’une part, et d’autre part d’un “code
fluide” capable de prendre en compte les déplacements de la structure bai-
gnée par le fluide, en général par le moyen d’une modélisation “arbitrairement
lagrangienne-eulerienne” (ALE) (voir [2, 4]). Ces techniques, qui sont adaptées
aux cas de grands déplacements de l'interface, sont trés cotiteuses en temps
de calcul, du fait surtout du domaine fluide, car aux difficultés inhérentes
a la simulation du fluide (modeéles non-linéaires, effet de la convection, etc.)
s’ajoutent, a chaque pas de temps, des modifications d’ordre géométrique liées
au déplacement de la structure qui doivent étre prises en compte dans 'en-
semble du domaine fluide.

Si les déplacements de la structure sont de petite amplitude une modélisa-
tion ALE peut paraitre excessive. Nous proposons un modéle linéaire d’interac-
tion fluide-structure qui permet de prendre en compte les effets de la structure
en conservant un domaine fluide fixe dans un cadre de petits déplacements de
I'interface. Le modeéle est obtenu par le moyen d’une linéarisation des équations
de Navier-Stokes incompressibles en formulation ALE. Cette linéarisation per-
met en particulier d’obtenir des conditions aux limites de type “transpiration”
(voir [3, 5, 6]) qui reposent sur une justification théorique.

On introduit d’abord le probléme mécanique traité en formulation ALE
et ensuite on procéde & la description de sa linéarisation. L’approche est es-
sentiellement formelle en ce sens qu’on suppose constamment que les champs
employés sont suffisamment réguliers pour que les calculs aient un sens.

2 Probléme mécanique

Considérons 1’écoulement d’un fluide visqueux autour d’une structure dé-
formable. La structure occupe un domaine Qs(t) dans sa configuration actuelle.

Dans la partie fluide on s’intéresse a un volume de contréle ) (¢) autour de la
structure, voir la figure 1. Le probléme consiste & determiner a chaque instant
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t > 0 la forme et 1’évolution de la configuration Q°(¢) U ﬁf(t) ainsi que les
champs de vitesse dans le fluide et la structure.

Fig. 1. Description cinématique.

[’équilibre du systéme est assuré par les équations de conservation de la
masse et du mouvement auxquelles on rajoute, a I'interface I'*(¢), une condi-
tion cinématique de continuité des vitesses. Ainsi, dans le domaine fluide le
probléme se raméne (voir [4]) & résoudre pour ¢ > 0:

% +diviu®@u) = f+dive dans Qf(t),
divu = 0 dans Qf(1),
u = u, sur IY(1), (1)
u = ug sur [°(1),
u(z0,0) = u’(zo) Vo€ Qf(()).

Ici: f répresente la densité de force volumique; o = —pl + v (Vu + \7uT) le
tenseur de contraintes de Cauchy du fluide; u la vitesse; p la pression; v la
viscosité ; us, la vitesse “a I'infini” ; uy la vitesse de la structure a 'interface et
u® la vitesse du fluide & ’instant initial.
La description du domaine ﬁf(t) va étre donnée par une application du
type:
X0 xRt RY (d=2,3)
0 ” ) ”
ol ﬁé = ﬁf(()) est le volume de contréle pour le fluide a 'instant initial. On

supposera X réguliére, injective et avec det Vo X > 0, de telle fagon que si
xo € Iy alors X (x¢,t) représente la position du point matériel z¢ a I'instant ¢.

Il résulte donc, en particulier, que tout champ en configuration actuelle ﬁf(t)

peut étre transformé en un champ sur ﬁg au moyen de la relation

v(zo,t) = v(X(20,1),1),
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la notation étant la méme pour les deux champs. Et réciproquement, chaque

champ défini sur ﬁg peut étre transformé en un champ sur ﬁf(t) par la relation
v(X(z0,1),1) = v(z0,1).

De la sorte, en transportant le probléme (1) en configuration fixe Qg on obtient
la formulation ALE des équations de Navier-Stokes incompressibles suivante

(voir [2, 4]):

% + divg [.]u ® (u —w) F_T] = Jf+divg (.]JF_T) dans Qé x RT,
|zo '
divg (JuF_T) = 0 dans Qf xRT,
u = ue sur Il xRY, (2)
u = w sur I xRT,
u(20,0) = u’(zo) Vao € ng
. . . : X
on représente la derivée temporelle en configuration fixe; w = a5
|:Z‘0 |(L'0
la vitesse du volume de controle; I = VoX; J = detF et ¢ = —pl +

v (VouF_l + F_TVOUT). Remarquons que sur [y la carte X est donnée comme

solution des équations d’équilibre dans la partie solide, tandis que sur Qé I’ap-
plication X est arbitraire. En pratique, on se donne souvent X en considérant le
volume de contréle fluide comme une structure sans masse et avec une rigidité
donnée (voir [1]).

3 Linéarisation des équations

Le probléme fluide (2) en formulation ALE peut étre récrit sous la forme:

= Uy SUT FSXR"',

d(u,p, X) = 0 dans 0 x R,
u
(3)
u

= w sur I§xRT
u(z,0) = u’(zo) ‘v’xoeﬂg,
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avec

dJu
= adivg[Ju@(u—w)F T —Jf —divyg (JoF~T
Sp X) = | O 1a ivo [Ju® (u—w) FT] = Jf = dive (JoFT)

divg (JuF~T)

On remarque en plus qu’en transportant les opérateurs de ¢ en configura-
tion actuelle on obtient (voir [2, 4])

ou ‘
qb(u,p,X):J(E-I—dlv(u@fu)—f—dwa)‘ )

divu
On introduit I’état de référence (ug,po) solution de (3) avec X = [ et

correspondant a 1’écoulement autour de la structure fixe. Plus précisément,
comme X = [ le volume de contréle ne varie pas au cours du temps et la
vitesse a l'interface est nulle. De plus, comme

aUO . )
P(uo, po, I) = Ot |z + divo(uo @ ug) — f — divo oy 7 (5)

diVO Ug

avec g = —pol +v (Vouo + VOUOT), I’équation ¢(ug, po, I) = 0 se réduit aux
équations de Navier-Stokes incompressibles sur domaine fixe Qg, de sorte que
le probléme (3) devient

0
%| + (Vouo)uo + Vopo — vAgug = [ dans Qg x RT,
divoug = 0 dans Qg x RT,
U = Uy SUT Fé x R, (6)
u = 0 sur Ij)xRF,

u(zo,0) = uo(:no) Vzo € Qé.
Désormais on supposera que la structure subit des mouvements de petite

amplitude, ce qui du co6té fluide se traduit dans des petites fluctuations du
volume de contréle Qg. Ainsi, on considére X = I + §X avec § X “petit” et on
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s'intéresse a des fluctuations (du,dp) autour de I’état (ug, po), induites par la
perturbation 6 X du volume de contréle Qg, fluctuations que 1’on convient de
définir de la facon suivante:

u(l4+6X) = wo+ VouedX + du dans ﬁg x RT,

_ 7
p(I +0X) = po+ VopodX +dp dans Qé x R, (7)

La motivation essentielle de cette définition de (du, dp) réside dans le fait que,
comme chaque point du volume de contréle xq subit un déplacement jusqu’a
zo + 0 X (x0), on considere les fluctuations par rapport a (ug + Vouod X, po +
Vopod X) au lieu de (ug, po). Notons en effet que, si zg + § X (z0) € Qg, alors
les relations

u(l+6X) = wu(l+6X)+ du,
p(I +6X) = po(l+6X)+ ép,

donnent bien & l'ordre 1 la définition (7).

Les équations linéaires satisfaites par du et dp sont obtenues en reportant
les définitions (7) dans ¢(u, p, X) = 0, et en effectuant un développement limité
ot I'on néglige les termes d’ordre supérieur a 1. Ainsi dans Qé on aura

gb(uo —|— VOU05X —|— 5u,p0 —|— Vopo(SX —|— 5p, [ —|— 5X) = 0
Un premier développement de 1’équation précédente donne au premier ordre
Qb(uO—I_VOuO(SXv p0—|-V0p05X, [+5X)+9‘Du(u07p07 [)5u+¢p(u07p07 [)5p = 07 (8)

ol ¢, et ¢, dénotent respectivement les différentielles de ¢ par rapport & u et
p. On va montrer que le premier terme de (8) a gauche est nul & l'ordre 1. En
effet, au premier ordre on a

D’autre part les relations (4), (5) et le probléme (6) vérifié par (ug, po) im-
pliquent que

S(uo(I +6X), po( I +6X),1+3X) = Jo(uo,po, I)(I +6X)
= 0.
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Les expressions uo(l 4+ 6.X), po(1 + 6 X) ont seulement un sens pour les points
xg € Qé tels que zg + § X (z0) € Q(J;, cependant 4 X est arbitrairement petit et
donc le raisonnement est bien valide dans tout Qé. On déduit ainsi, a partir
de (8), que la fluctuation (du, dp) satisfait I’équation suivante:

bu(u0, o, )6t + ¢y(uo, po, [)6p =10 dans  Qf x R¥. (9)

Le calcul des différentielles donne:

bu(wo, po, 1)du
_ %u| + divo(du @ uo) + divo(uo @ du) — vAgdu — vVo(dive du)

divg du
, Voo
¢p(u07p07[)5p = ( 8 P ) .

Ceci implique que 1’équation linéaire (9) correspond aux équations de Navier-
Stokes incompressibles linéarisées autour de 1’état (ug, po):

ddu
WMO —|— (VO(SU)UO —|— (V0u0)5u - I/A05u —|— Voép = 0, (10)

divodu = 0,

dans Qg x RT.
Les conditions aux limites et initiales pour du sont obtenues de (3) a partir
de la définition (7). Ainsi sur '} on a

Uoo = Ug + Voued X + du,
mais sur ce bord uy = us et 6.X =0 (car Fé reste fixe au cours du temps), ce

qui impose

Su=0 sur TJ xR (11)

De méme, sur I'interface I' on a

w = ug + Vugd X + du,
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et comme sur ce bord uy = 0, on déduit la condition
Su=w— VoupgdX sur I'jxRT (12)
Finalement, a I'instant initial on a
u® = ug 4+ Vouegd X 4 du  dans Qg,
avec X = I et ug = u?, il en résulte donc que
Su(x0,0) =0 Vo € Q). (13)

Par conséquent, la linéarisation effectuée sur les équations de Navier-Stokes
incompressibles en formulation ALE (2) donne d’aprés (10)-(13) le probléme
linéaire suivant :

04
@—: + (Vodu)ug + (Voue)du + Vodp — vAgdu
|lzo
= 0 dans Q(J; x RT,
divodu = 0 dans Q) x R*,
ou = 0 sur Fg x RT, (14)
Su = w—VougdX sur T§xRT

Su(z0,0) = 0 Vo€ Q).

4 Discussion

Le probléme fluide (14) permet de prendre en compte les effets de la struc-
ture en conservant un domaine fluide fixe (formulation eulerienne) dans le cas
de petits déplacements de I'interface. On souligne que la formulation ALE (2)
entraine des modifications des équations & l'intérieur du volume de contréle,
du fait du mouvement de la structure, tandis que dans (14) toutes les dépen-
dances en X sont transportées a l'interface par le moyen de la condition au
limite, dite de “transpiration” (ou d’injection/succion, voir [5]), suivante:

Su=w— VouegdX sur I'§xRT (15)
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Par conséquent, I’état (ug, po) et la fluctutation qui lui est associée, (du,dp),
sont tous les deux calculés en domaine fixe Q(J;.

0/ Qs
_ \0"’5X T, )

i

Fig. 2. Le ﬂmde traverse linterface T7.

S

D’une fagon heuristique, une condition similaire & (15) a déja été introduite
dans [3, 5, 6]. Typiquement, la condition de “transpiration” est obtenue & partir
d’un développement limité de la vitesse autour de 'interface I'y, voir la figure

2

?

u(l +0X)=u+ VoudX sur I'§x RT. (16)

On remarque que ce développement limité a un sens uniquement dans le cas
particulier ou le fluide traverse l'interface 'y, c’est-a-dire, quand u est définie
sur I'.

En imposant la contraite cinématique de continuité des vitesses

u(l+0X)=w sur I§x RY,
on déduit de (16) la loi de “transpiration”
u=w—VousX sur I'j xR (17)

La condition précédente est alors généralement appliquée aux équations d’équi-
libre du fluide sans linéarisation. Ainsi dans [6], la relation (17) est transformée
dans une loi explicite en remplacant le gradient Vou par Vgug, ug étant de nou-
veau le champ de vitesse associé a 1’écoulement permanent.

[’intérét de notre approche est qu’elle fournit un premier élément de jus-
tification théorique des conditions de type “transpiration” (15), a partir d’un
traitement global, en linéarisant tout le probléme d’équilibre fluide et pas uni-
quement la condition a l'interface. Par ailleurs, elle aboutit & un probléme

linéaire dont la résolution est moins cotiteuse que celle des équations de Navier-
Stokes.
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